Musterlosung Probeklausur 2

Analysis I WS 2012/2013

Aufgabe 1

(a) Betrachten zwei Fille:

Fall 1: @ > b. Es ist max(a,b) = a und andererseits 3(a+b)+ 1|a—b| = $(a+b)+ 3(a—b) = a.

1
Fall 2 a < b. Es ist max(a,b) = bund 3(a +b) + ]a — b = %(a—l—b)—;(a—b) =b.

Damit ist die Gleichheit max(a,b) = 3(a +b) + 3|a — b| in beiden Féllen erfiillt.

(b) Aus der Dreiecksungleichung folgen die Ungleichungen |z|— |y| < |z —y]| sowie |y| —|z| < |y — |
und daraus
| =yl < |z —yl. (1)

fiir alle z,y € R.

Sei € > 0. Da lim,_, a, = a, existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt: |a, — a|] < e.
Wegen (1) folgt ||an| — |a|| < |an, —al < € fiir alle n > N. Damit konvergiert die Folge (Jan|)nen
gegen |al.
(¢) Aus a, — a und b, — b folgen durch Anwendung der Grenzwertsitze (vgl. VL Satz 32) die
Konvergenzen
1(a +by) — 1(a—i—b) sowie 1(a —by) — 1(oz—b)
g\t )Ty WIe Qi T Ty '
Mit (b) folgt
1 1 1 1
lan = bal = |3 (an — b)| = | (a— )] = 5o~ b

Zusammen mit (a) folgt

1 1 1 1
max(an, by) = =(an +bn) + =lan —bp| = z(a+b) + §|a — b| = max(a, b).
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Aufgabe 2
(a) Ausi? = —1 folgt i® = i%i = —i und i* = (4%)? = 1. Damit ist i"*t** = i* fiir alle k,n € N und
wir finden
1 falls n = 4k, k € N,
Rei"=<¢ -1 fallsn=4k+2keN,
0 fiir n ungerade
sowie

1 falls n =4k 4+ 1,k € N,
Imi®"=4¢—-1 fallsn=4k+3keN,
0 flir n gerade.



(b) Wir benutzen vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist

1-1

(1—z)2(2(k—|—1)zk) =(1-2?=1-22+22=1-(1+1)z+1-2'"
k=0

erfiillt fiir alle z € C.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte fiir ein n > 1 und alle z € C:

(1—2)? <nz_:(k + l)zk> =1—(n+1)2" +nz""t

k=0
Induktionsschritt: Wir berechnen

(1—2)? <Xn:(kz + 1)2’“) =(1-2)? (i(k +1)2F + (n+ 1)z">
k=0

k=0
=1-(n+1)2"+n2"" 4 (1 - 2)*(n+1)2"
=1—(n+1)2"+n"" 4 (n+1)2" —2(n+ 1)2"" 4+ (n 4+ 1)2" "2

=1—(n+1)2"" 4+ (n+1)2" "2
(¢) Aus (b) folgt

n—1

> (k4 1)k =

k=0 (1— 2)2 (I-—(n+1)z"+ nz”*l)

fiir alle z € C, z # 1 und n > 1. Insbesondere gilt fiir z =4 und n = T7:

6

> (k+1)ik =

1
— (1 —8i" +7:%).
k=0 (1 =)

Nach (a) ist i7 = —i und 8 = 1. Mit (1 —i)?> =1 —2i — 1 = —2i folgt

6

g 848
I;J(kJr 1) =

—4 + 4i.

Aufgabe 3

(a) Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes n € N ein N € N existiert mit ij:l % > n. Wir berechnen
fiir N := 22"

2217, on—1 2m+1 2m+1

1 2n—1 1 2n—1 om 1
Z:Z( Z Q)ZZ( Z W)Zzﬁz(2n)§:n,
k=1 m=0 k=2m+41 m=0

wo wir bei der Ungleichung benutzt haben, dass % > w% gilt fiir k < 2m+1,

m=0 k=2m+41



(b) Es gilt lim,,—, /n =1 (vgl. VL satz 28.3). Hieraus folgt
L =limsup /1/n= lim {/1/n=1
n—o00 n—oo

und mithilfe des Satzes von Cauchy-Hadamard (vgl. VL Satz 60(i)) ergibt sich fiir den Kon-
vergenzradius: R =1/L = 1.

(c) Da der Konvergenzradius von > o L2 nach (b) R =1 ist, ist die Reihe absolut konvergent
fiir |2| < 1 und divergent fiir |z| > 1 (vgl. VL Satz 59(i)). Fiir z = 1 ist die harmonische Reihe
>, L divergent nach (a). Fiir # = —1 ist die Reihe > ", (—1)"1 konvergent nach dem
Leibniz-Kriterium (vgl. VL Satz 48), da die Folge (a, = 1/n),>1 monoton fallend ist wegen
1/(n+1) < 1/n und da lim,_,~ a, = 0 gilt.



