Musterlosung zu Aufgabe 2 von Serie 6

Aufgabe 2

Sei {zp }22 eine konvergente reelle Folge mit lim, o 2, = .

(i) Wir betrachten fiir n € N die Menge X,, = {xx : k > n} C R. Zeigen Sie, dass a,, = inf X,
und b, = sup X,, fiir jedes n € N existieren und dass die Folgen {a,}5>, und {b,}5%, gegen z
konvergieren.

(ii) Zeigen Sie, dass die Folge {c,}5°, mit ¢, = 1

R—H(Zi’;n xy,) ebenfalls gegen = konvergiert.

Losung

(i): Weil jede konvergente Folge beschrinkt ist (siche Vorlesung), ist die Menge Xo = {7}, : k > 0}
beschrinkt. Fiir alle n € N gilt X,, C X, also ist auch X, stets beschrankt. Nach dem Vollstin-
digkeitsaxiom fiir R existieren daher a,, = inf X,, und b,, = sup X,, stets.

Sei nun € > 0 beliebig. Dann gibt es zu der positiven Zahl ¢’ := § ein N € N mit |z, — 2| < &’ fiir
alle n > N. Ist nun n > N beliebig, so gilt fir alle £k > n

x—¢c <zp<xz+e.

Also ist x — ¢’ eine untere und z +¢’ eine obere Schranke von X,,. Weil a,, = inf X, die grofite untere
Schranke und b,, = sup X,, die kleinste obere Schranke von X, ist, folgt v — ¢’ < a, < b, <z +¢'.
Also ergibt sich

r—e<z—¢c <a,<b,<z+e <x+c¢

fir alle n > N. Das bedeutet |a,, — x| < £ und |b, — z| < ¢ fir alle n > N. Damit konvergieren
{an}52y und {b,}22, gegen x.

(ii): 1. Mbglichkeit: Sei ¢ > 0. Dann gibt es ein N € N mit [z, — 2| < ¢ fiir alle n > N.
Ist n > N, so gilt also auch |z — x| < € fiir n < k < 2n und mit der Dreiecksungleichung folgt
(man beachte auch, dass die Summation von n bis 2n immer n + 1 Summanden ergibt)

1 2n 2n 1 2n
’Cn_$‘_‘<n+1,; mk>—x‘— n+lz_: xk_n—&—lz_: v
1 2n 1 2n 1 2n
SR ];(x’“_x) §n+1'z_: ’x’“_m‘<n7+1'z_: e=e

Weil das fiir alle n > N gilt, konvergiert {c,}22, gegen x.

2. Moglichkeit: Fir n € N gilt z; € X, fiir n < k < 2n und damit a,, < zp < b,. Es folgt
2n 2n 2n
(n+1ay, = Z ap < Z xp < Z b, = (n+1)b,

und damit a, < ¢, < by, fir jedes n € N. Nach (i) konvergieren {a,}72, und {b,}°2, gegen z.
Nach Aufgabe 1(ii) konvergiert daher auch ¢, gegen x.



