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(i) Aus
an+1 =

√
1 + an (1)

folgt
an ≥ 0 für n ≥ 1. (2)

Wir betrachten die Fälle a1 ≤ a0 (Fall 1) und a1 ≥ a0 (Fall 2) und beweisen durch vollständige
Induktion nach n, dass im ersten Fall an+1 ≤ an gilt für alle n und im zweiten Fall an+1 ≥ an für
alle n.

Fall 1. a1 ≤ a0. Es gilt für n ≥ 0:

an+1 ≤ an

⇔ an+1 + 1 ≤ an + 1

(1)⇔ a2n+2 ≤ a2n+1

(2)⇔ an+2 ≤ an+1.

Daraus folgt induktiv: an+1 ≤ an für alle n ∈ N.

Fall 2. a1 ≥ a0. Aus den Äquivalenzen

an+1 ≥ an

⇔ an+1 + 1 ≥ an + 1

(1)⇔ a2n+2 ≥ a2n+1

(2)⇔ an+2 ≥ an+1.

für jedes n ≥ 0 folgt induktiv: an+1 ≥ an für alle n ∈ N.

(ii) Wollen zeigen: {an} ist konvergent. Da eine monotone beschränkte Folge konvergent ist, genügt
es zu zeigen: Die Folge {an}n∈N ist beschränkt.

Aus (2) und der Bedingung a0 ≥ −1 folgt an ≥ −1 für alle n ∈ N. In Fall 1 ist außerdem
an ≤ a0 für alle n ∈ N. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass {an}n∈N in Fall 2 nach oben beschränkt
ist. Für n ≥ 1 gilt

an+1 ≥ an
(1)⇔

√
an + 1 ≥ an

(2)⇔ an + 1 ≥ a2n

⇔ a2n − an − 1 ≤ 0

⇒ a2n − an − 2 ≤ 0

⇔ (an + 1) · (an − 2) ≤ 0

⇒ an ≤ 2
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Daraus folgt an ≤ 2 für n ≥ 1 und mit a0 ≤ a1 ist an ≤ 2 für alle n ∈ N.

Wir berechnen jetzt a = lim
n→∞

an. Mit den Rechengesetzen für Grenzwerte folgen aus a2n+1 = 1+an

die Gleichheiten
( lim
n→∞

an)2 = lim
n→∞

a2n+1 = lim
n→∞

(1 + an) = 1 + lim
n→∞

an,

d. h.

a2 = 1 + a⇒ a =
1

2
+

√
5

2
oder a =

1

2
−
√

5

2
.

Da an ≥ 0 für fast alle n gilt, ist a ≥ 0 und wir folgern a = 1
2 +

√
5
2 .
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