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(i) Da a 6= b ist, hat das System {
α+ β = x0

αa+ βb = x1
(1)

die eindeutig bestimmte Lösung

α =
x0b− x1
b− a

, β =
x0a− x1
a− b

. (2)

Wir beweisen mit vollständiger Induktion nach n, dass mit α und β wie in (2) für alle n ≥ 0 die
Formel

xn = αan + βbn (3)

gilt.

Induktionsanfang Für n = 0 und n = 1 folgt (3) aus (1).

Induktionsschritt Sei k ≥ 0 und sei (3) für n = k und für n = k + 1 bewiesen. Dann gilt

xk+2 = (a+ b)xk+1 − abxk = (a+ b)(αak+1 + βbk+1)− ab(αak + βbk)

= αak+2 + αak+1b+ βabk+1 + βbk+2 − αak+1b− βabk+1

= αak+2 + βbk+2.

(ii) Für x0 = x1 = 1 ergibt sich aus (2) und (3):

xn =
b− 1

b− a
an +

a− 1

a− b
bn. (4)

Für 0 < a < 1 ist limn→∞ an = 0 und das Konvergenzverhalten von {xn}n∈N ist wie folgt:

Fall 1 b < 1. Dann ist limn→∞ bn = 0 und daraus limn→∞ xn = 0.
Fall 2 b = 1. Aus (4) folgt xn = 1 für alle n, insbesondere limn→∞ xn = 1.
Fall 3 b > 1. Wegen bn →∞ für n→∞ und da a < b⇒ a−1

a−b > 0, ist xn →∞ für n→∞.

(iii) Sei 1 ≤ a < b. Haben zusätzlich zu (ii) folgende Fälle:

Fall 4 a = 1. Aus (4) folgt xn = 1 für alle n, also limn→∞ xn = 1.
Fall 5 1 < a < b. Hier ist a−1

a−b < 0 und aus

xn = bn(
b− 1

b− a
(
a

b
)n +

a− 1

a− b
) (5)

folgt wegen limn→∞(ab )
n = 0: xn → −∞ für n→∞.
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