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Aufgabe 1
(i) Sei f : R→ R eine stetige Funktion, so dass f(x+ y) = f(x) + f(y) gilt für alle x, y ∈ Q. Zeigen
Sie, dass a ∈ R existiert, so dass f(x) = ax gilt für alle x ∈ R.

Hinweis: Setzen Sie a = f(1) und zeigen Sie die Formel f(x) = ax zunächst für x ∈ Q. Be-
nutzen Sie dann die Stetigkeit von f .

(ii) Sei g : R → R eine stetige Funktion mit g(x + y) = g(x)g(y) für alle x, y ∈ R und mit
g(0) 6= 0. Zeigen Sie, dass ein a ∈ R existiert, so dass g(x) = exp(ax) gilt für alle x ∈ R.

Hinweis: Zeigen Sie, dass g(x) > 0 gilt für alle x und betrachten Sie die Komposition f := ln ◦g.

Aufgabe 2
(i) Zeigen Sie mithilfe des Zwischenwertsatzes: Sind f und g zwei stetige Funktionen auf einem
abgeschlossenen Intervall [a, b] ⊂ R und gilt f(a) ≤ g(a) sowie f(b) ≥ g(b), dann existiert ein
c ∈ [a, b] mit f(c) = g(c).
(ii) Beweisen Sie, dass für jedes n ∈ N, n > 0 und jedes t ∈ [1, 2] die Gleichung (1 + x

n )n = t eine
Lösung x ∈ [0, 1] besitzt.

Aufgabe 3
(i) Zeigen Sie: Ist f : [a, b] → R stetig und existiert c ∈ (a, b) mit (f(a) − f(c))(f(b) − f(c)) > 0,
dann ist f nicht injektiv.
(ii) Zeigen Sie, dass eine stetige Funktion f : [a, b] → R genau dann injektiv ist, wenn sie streng
monoton ist.

Aufgabe 4
(i) Seien a, b ∈ R, a < b. Begründen Sie, dass die Reihe

∞∑
n=1

1

n(n− x)

auf (a, b) \ N absolut und gleichmäßig konvergiert. Hinweis: Benutzen Sie, dass für n > 2b die
Ungleichung n− x > n/2 gilt für alle x ∈ (a, b).
(ii) Zeigen Sie, dass die Reihe nicht gleichmäßig konvergent ist auf R \ N.

Bitte wenden...
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Folgende Beispielaufgaben können in den Übungen vom 15.01-17.01 besprochen werden:

• Zeigen Sie: limn→∞(1 + 1
n )n =

∑∞
k=0

1
k! .

Hinweise:

– Benutzen Sie die Abschätzung
(
n
k

)
1
nk < 1

k! und die binomische Formel, um die Unglei-

chung (1 + 1
n )n <

∑∞
k=0

1
k! für jedes n ≥ 1 zu beweisen.

– Zeigen Sie, dass (1 + 1
n )n >

∑m
k=0

1
k! (1−

1
n ) · · · (1− k−1

n ) gilt für 2 ≤ m < n.

– Schlussfolgern Sie aus diesen Überlegungen die Ungleichungen limn→∞(1+ 1
n )n ≤

∑∞
k=0

1
k!

bzw. limn→∞(1 + 1
n )n ≥

∑∞
k=0

1
k! .

• Zeigen Sie: Ist f : [a, a+ 2r]→ R stetig und gilt f(a) = f(a+ 2r), dann existiert c ∈ [a, a+ r]
mit f(c) = f(c + r).

Hinweis: Wenden Sie den Zwischenwertsatz auf die Funktion x 7→ f(x) − f(x + r) auf dem
Intervall [a, a + r] an.

• Sei f : [a, b] → R eine stetige Funktion mit (f(a) − a)(f(b) − b) < 0. Zeigen Sie, dass ein
c ∈ (a, b) existiert mit f(c) = c.

• Begründen Sie, dass die Potenzreihe
∑∞

n=1
1
nx

n eine stetige Funktion f : (−1, 1) → R defi-
niert.

• Zeigen Sie, dass die Reihe
∑∞

n=1
1
nx

n nicht gleichmäßig konvergent ist auf (−1, 1).
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