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Aufgabe 1
(i) Aus den Voraussetzungen folgt, dass h: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar ist. Es
gilt

Hieraus folgt die Behauptung.

(i) Sei (zn)n>1 C (a,b) \ {xo} eine gegen x( konvergente Folge. Bezeichne mit I, das abge-
schlossene und mit I? das offene Intervall zwischen zy und z,, n > 1. Die Funktionen f und ¢ sind
nach Voraussetzung auf I,, stetig und auf I¢ differenzierbar. Mit (i) folgt: Fiir jedes n > 1 existiert
ein ¢, € IY mit

(f(@n) = f(x0))g' (cn) = (9(zn) — g(x0)) f'(cn)-
Wegen ¢'(cp,) # 0 und f(xo) = g(zo) = 0 ergibt sich

f(zn) _ f'(cn)
9(xn) g'(cn)

Aus der Konvergenz x,, = xq folgt ¢, — zo und damit

tim L&) gy SG) gy (@)

n—00 g(:p") n—00 g’(cn) T 850 g’(gj).

Da die Folge (2,,)nen beliebig war, folgt daraus die Behauptung.

Aufgabe 2
(i)

e Betrachte z,, = 14+ 1/n, n > 1. Wegen Monotonie und Stetigkeit der Logarithmusfunktion
gilt Inz,, > 0 = lim, o Inz, fiir jedes n. Daraus folgt 1/Inz, — oo und 22/Inxz, — oo
fiir n — oo. Analog ergibt sich fiir v, = 1 —1/n, n > 2: 22/Inz,, — —oco. Damit existiert
lim, ;1 (22/Inx) weder als eigentlicher, noch als uneigentlicher Grenzwert.

e Wir betrachten f,g: R — R, f(x) = exp(x) + exp(—z) — 2 und g(x) = 1 — cosz. Die
Vorassetzungen von 1(ii) sind erfiillt mit zy = 0 und [a, b] = [-7/4,7/4], es geniigt also die
Existenz von

fla) . exple) —exp(—a)
20 g'(x) @0 sin

nachzuweisen und diesen Grenzwert zu berechnen.



Wegen f/(0) = ¢’(0) = 0 erfiillen f’ und ¢’ auf [—7/4, 7/4] ebenfalls die Voraussetzngen von
1(ii) und wir berechnen:

lim exp(z) - exp(—x) — lim exp(z) + exp(—x)
@—0 sinx 20 cos x

=2.

(if) Wir betrachten f(x) = 2” —z und g(z) = 1—z+Inz auf einem Intervall [a, b mit 0 < a < 1 < b.
Die Voraussetzungen von 1(ii) sind erfiillt mit

f(z) = (exp(xlnz) —2) = (Inx + 1)2” — 1

und ]
!

=1+ -—.

g (x) +-

Es geniigt also lim,_,1(f'(x)/¢'(x)) zu berechnen. f’ und ¢’ erfiillen wieder die Voraussetzungen
von 1(ii), also folgt wegen f”(z) = (1/x + (Inz + 1)?)2® und ¢"(x) = —1/2%

T _ x 2
i & (nz+1)—1 — lim & (1/z+ (Inz + 1)%)

= 2.
z—1 1+ % z—1 —1/22

Aufgabe 3

(i) Wir behaupten, dass f auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist mit fol f(z)dz = 0. Da f ausschlief3-
lich nicht negative Werte annimmt, geniigt es, fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion ¢ auf [0, 1] zu
konstruieren, so dass f(x) < ¢(x) gilt fiir alle z € [0,1] und so dass fol Y(z)de < e.

Sei N1 € N mit Ny > 2/e gewihlt. Wir betrachten
X={Z:mneN1<n<N,0<m<n}c01]
n

Es gilt:

a) Die Anzahl der Elemente von X erfiillt | X| < w

b) Fiir jedes z € [0,1] \ X gilt f(z) < 1/N;.

Sei Ny € N mit Ny > w gewihlt und sei
Y={yo=0<y1 <---<ynm=1}C[0,]1]

eine endliche Teilmenge mit X C Y und so dass y;41 —y; < 1/No gilt fiir j =0,...,M — 1. Wir
definieren ¢ als die Treppenfunktion, die auf jedem Intervall [y;,y;4+1) mit y; € X den Wert 1 und
auf jedem Intervall [y;,y;41) mit y; € Y \ X den Wert 1/N; annimmt. Wegen b) ist f(z) < ¢(x)

fiir alle 2 € [0,1] und wir behaupten, dass fol P(z)dx < e gilt.

Wir berechnen unter benutzung von a) und der Wahl von X und Y:

/0 b(x)de =Y (Y —y)+ D Nil(yjﬂ — )

y; €X y; EY\X

X|— o+ — N
<Ky tw < 2N, TN, <32

+ - =c.

<
2



(ii) Die Funktion g: R — R ist als Treppenfunktion auf jedem Intervall [a,b], a,b € R Riemann-
integrierbar. Die Zusammensetzung h = g o f ist die Dirichlet-Funktion [0, 1] — R mit

)1 firze[0,1]NQ,
h(x)_{o fiir = € [0,1]\ Q

und damit nicht Riemann-integrierbar (Beispiel 113(2) in der Vorlesung).

Aufgabe 4
(i) Es gelte |f(x)| < C fiir jedes x € [a,b]. Seien z,y € [a,b], © < y und sei ¢: [x,y] — R die
konstante Treppenfunktion 1 = C. Es gilt ff Y(z)dz = C(y — x) > 0 und wegen |f| < 1 folgt

) - Pl = [ 1@z - [ 1= [ ieas

y y
< [l < [ v = o).
T xT
Damit ist F' Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante C.

(ii) Die Funktion f ist als Treppenfunktion Riemann-integrierbar. Angenommen, F': [0,1] — R
wiire eine auf [0,1] differenzierbare Funktion, so dass F'(z) = f(z) gilt fiir jedes x € [0,1]. Ins-
besondere ist dann F'(—1) = f(—=1) = 0 < 1 = f(1) = F'(1). Nach dem Zwischenwertsatz fiir
Ableitungen (Blatt 14, Aufgabe 2(ii)) existiert ein ¢ € (0,1) mit F'(c) = f(c) = 1/2. Das ist ein
Widerspruch zur Tatsache, dass f nur die beiden Werte 0 und 1 annimmt.



