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Aufgabe 1

Wir betrachten eine Menge M zusammen mit einer Abbildung N : M — M und einem fixierten
Element e € M. Wir bezeichnen fiir n € M das Element N(n) als den Nachfloger von n und e € M
als das Nullelement. Uberpriifen Sie in den folgenden Fillen, welche der Peano-Axiome von dem
Tripel (M, N, e) erfiillt werden.

(i) M = NUZ is die disjunkte Vereinigung der Mengen der natiirlichen Zahlen und der ganzen
Zahlen, N ist die Abbildung N : k+—k+1unde=0¢€ N.

(ii) M ist die Menge aller rationalen Zahlen p/q € @, so dass p > 0 und ¢ > 0, N ist die Abbildung,
welche jedem unkiirzbaren Bruch p/q die Zahl (p + 1)/q zuordnet, und e = 0/1.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass in jedem angeordneten Korper die folgenden Aussagen gelten.
(i) Fiir jedes n > 1 und alle ay,...,a, > 0 ist

H(l +ag) > 1+Zak

k=1 k=1

(ii) Fiir 0 < a < b gilt

Aufgabe 3
(i) Bestimmen Sie alle reellen Zahlen 2 mit 2|z| < 2?2 — 3. )
(ii) Bestimmen Sie, fiir welche Paare (a,x) von reellen Zahlen die Aquivalenz

z(r —2ad%) > 0 <= |z — a?| > da?
erfiillt ist.

Aufgabe 4
(i) Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen z,y gilt: ||z| — |y|| < |z — y|.
(i) Zeigen Sie, dass fiir alle reellen Zahlen a, b, ¢, d gilt: |a —bl|c —d| < |a—¢||b—d| + |a —d||b—¢].

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 30.10-01.11 besprochen werden:

e Finden Sie den Fehler im folgenden Induktionsbeweis der Aussage ’Jede endliche Teilmenge
M von N enthélt keine ungeraden Zahlen’:

Fiir |M| = 0 ist die Aussage wahr, da die leere Menge insbesondere keine ungeraden Zahlen
enthilt. Sei jetzt fiir eine n > 0 bewiesen, dass jede Teilmenge M C N mit |M| = n Elementen
keine ungeraden Zahlen enthiilt. Sei M C N, |[M| =n+ 1. Da

M= J M\ {m}

meM

und da nach Induktionsvoraussetzung jede der n-elementigen Mengen M \ {m} keine unge-
raden Zahlen enthélt, trifft dies auch auf M zu.

e Zeigen Sie die in der Vorlesung angegebenen, aber nicht ausfiihrlich bewiesenen Eigenschaften
von angeordneten Korpern. Zeigen Sie, dass es keine endlichen angeordneten Koérper gibt.

e Zeigen Sie, dass in jedem angeordneten Korper gilt: Aus ¢ > 0 folgt ¢ + é > 2, wobei
Gleichheit genau fiir ¢ = 1 eintritt.

e Zeigen Sie, dass das Maximum max(z, y) und das Minimum min(z, y) von zwei reellen Zahlen
x und y sich ausdriicken lassen als

1 . 1
max(z, y) = (o +y + |z — yl) und min(e,y) = 5(z +y— |z - y))

e Bestimmen Sie alle reellen Zahlen x mit |z — 1| < 2% — z.



