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Aufgabe 1

(i) Sei g € Q. Zeigen Sie: Falls fiir ein n € N die Zahl ¢™ ganzzahlig ist, dann ist ¢ ebenfalls eine
ganze Zahl.

(ii) Zeigen Sie, dass fiir jede natiirliche Zahl n > 0 die Summe /1 + v/n + 1 irrational ist.

Aufgabe 2
Bestimmen Sie das Supremum und das Infimum der folgenden Teilmengen von R und entscheiden
Sie, ob dieses jeweils angenommen wird:

() {1+ 5 cneNn >0},
(i) {2+ (-1)":a€R,a>1,n e N}

Aufgabe 3
Beweisen Sie, dass fiir alle beschriankten nichtleeren Teilmengen A, B C R gilt:

(i) sup(A U B) = max(sup A, sup B) und inf(A U B) = min(inf A4, inf B).
(ii) Falls AN B # 0, dann ist max(inf 4, inf B) < inf(A N B) < sup(4 N B) < min(sup A4, sup B).
Geben Sie ein Beispiel von A und B mit sup(A N B) < min(sup A, sup B) an.

Aufgabe 4

Es seia; =1/2,by =1 und an41 = Z:i%,bn+1 = ?):—i; fiir n > 1.

(i) Zeigen Sie, dass fiir jedes n > 1 die Ungleichungen

ai+an71<0, an < Apt1 undbi+b7171>0, bn > bt

gelten.

(ii) Beweisen Sie, dass a,, < b, fiir jedes n gilt und zeigen Sie, dass inf{b,, — a, : n > 1} = 0 ist.
(iii)*(Zusatzaufgabe) Aus (i) und (ii) folgt, dass I, = {z € R : a, < z < b,} C R eine Inter-
vallschachtelung definiert und der Durchschnitt (), I, genau ein Element x enthélt. Zeigen Sie:
erfiillt die Gleichung 22 + 2 — 1 = 0.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 06.11-08.11 besprochen werden:

e Zeigen Sie, dass die Teilmenge {q € Q : ¢ < 2} von Q kein Supremum (in Q) besitzt.

e Bestimmen Sie sup{2="n? : n € N} und inf{z € R : x > 2,42 — 2% < 3} und entscheiden Sie
jeweils, ob dieses angenommen wird.

e Sei A C R ein beschriinkte Teilmenge. Es bezeichne fiir r € R
rA={ra:ac A}
Zeigen Sie: Ist > 0, dann ist sup(rA) = rsup A. Ist r <0, dann ist sup(rA4) = rinf A.

e Seien A und B beschrinkte Teilmengen von R und bezeichne
A+B={a+b: Ac Abe B}.
Zeigen Sie: sup(A + B) = sup A 4 sup B.

e Geben Sie ein Beispiel einer Folge I; D I D ... von offenen Intervallen in R, so dass
Np I, = 0.

e Wir betrachten eine Intervallschachtelung in einem angeordneten Korper K, d. h. gegeben
ist fiir jedes n > 1 eine Teilmenge I,, = {vr € K : a, <z < b,} C K, so dass I,,41 C I,
gilt fur jedes n. Zeigen Sie: Ist inf{b, — a,, : » > 1} = 0, dann enthélt (), I, hochstens ein
Element (genau ein Element im Fall K = R).



