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Analysis 1T SS 2013

Aufgabe 1

(i) Es gilt fiir alle z,y,z € X:

e Aus dy(y,x) = di(z,y) und da(y,x) = da(y,x) folgt d(y,z) = max(dy (y,x),ds(y,z)) =
max(dl (l‘, y)’ dg(l‘, y)) = d(JJ, Y)-

e Da di(x,y) > 0 und do(z,y) > 0, gilt d(z,y) = max(di(z,y),d2(z,y)) > 0. Weiterhin folgen
aus d(z,y) = max(di(z,y),d1(z,y)) = 0 die Gleichheiten d; (z,y) = da(z,y) = 0 und daraus
T =y.
o Aus d(z,y) = max(di(x,y),da2(z,y))
z

dq(y, z) folgt d(x,y) + d(y,z) > di(
gleichung d(z,y) + d(y, z) > da(z, 2)

> di(z,y) und d(y,z) = max(di(y,z),d2(y,2)) =
x,y) + di(y,z) > di(zx,z). Analog ergibt sich die Un-
und daraus insgesamt

d(z,y) + d(y, z) > max(di(z, 2),da(, 2)) = d(z, 2).

(ii) Wir betrachten auf R? die Metriken

Y) = V81 — 21)% + (y2 — 22)?

und

da(2,y) = V/(y1 — 21)% + 8(y2 — x2)2.

Dass d; und dy die Axiome einer Metrik erfiillen, folgt analog wie im Fall der euklidischen Metrik.
Wir zeigen jetzt, dass d(x,y) = min(dy(z,y),d2(x,y)) nicht die Dreiecksungleichung erfiillt.

Betrachte dazu = = (0,0), y = (1,0) und z = (1,1). Aus di(z,y) = dao(y,2) = V8 und do(z,y) =
di(y,z) = 1 folgt d(x,y) = d(y,z) = 1. Andererseits ist di(x,z) = da(z,z) = 3 und damit
d(z,z) = 3. Es folgt d(z,y) + d(y,2) =2 < 3 =d(x, 2).

Aufgabe 2

(i) Nach Definition ist
OM ={x € X : Ve >0 gilt B(x,e) "M # 0 und B(z,e) N (X \ M) # 0}.

Insbesondere folgt aus © € 9M, dass fiir jedes k € N Punkte zo, € B(x, k%rl) N M und zopy1 €
B(z, k%rl) N (X \ M) existieren. Die Folge {zx}ren konvergiert wegen d(xy,x) < 1%1 gegen .

Sei andererseits x € X gegeben mit der Eigenschaft, dass eine Folge {xy, }ren existiert mit limy o0 2 =
x, o, € M und 2op1 € X \ M fiir jedes k € N. Sei ¢ > 0. Da limy_, 0o 2 = =, existiert
ein N € N, so dass fiir jedes k > N gilt: zok, zak+1 € B(x,¢). Hieraus folgt B(x,e) N M #

() und B(z,e) N (X \ M) # 0 und damit nach Definition x € M.
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(if) Wir zeigen zunéchst die Identitét

O(M x N) = (OM x N)U (M x ON).

Beweis. Es gilt M = {zx € X : Ve > 0 gilt B(z,e)N M # (0} (siche Riickseite des Aufgabenblattes).
Daraus folgt

(OM x N)U (M x ON) = {(2,y) € R? : Vey,e9 > 0 gilt B(w,e1) N M # 0, B(x,e1) N (X \ M) #0
und B(y,e2) NN # 0} U {(x,y) € R? : Vey,e9 > 0 gilt B(x,e1) N M # 0, B(y,e2) NN # 0
und B(y,e2) N (X \ N) # 0} = {(z,y) € R? : Vey,e9 > 0 gilt (B(x,e1) x B(y,e2)) N (M x N) # )
und (B(z,e1) x B(y,e2)) N (R?\ (M x N)) # 0}.

Andererseits ist wegen der Inklusionen
B((z,y), min(eq,e2)) C B(x,e1) x B(y,e2) € B((x,y), V2max(ey,e2))

die Bedingung ((B(z,e1) X B(y,e2)) N (M x N) # () fiir alle 1,£9 > 0) dquivalent zur Bedingung
(B((z,y),e) N (M x N) # () fiir jedes € > 0). Es ergibt sich

(OM x N)U (M x ON) = {(2,y) € R? : Vey,e9 > 0 gilt (B(z,e1) x B(y,e2)) N (M x N) # ()

und (B(z,e1)xB(y,2))NR*\(MxN)) # 0} = {(x,y) € R? : Ve > 0 gilt B((x,y),e)N(MxN) £
und B((z,y),e) N (R?\ (M x N) # (} = 9(M x N).

Daraus ergibt sich
MxN=(MxN)UIMxN)=(MxN)U@OMx N)U(M x dN)

=(M x N)U(OM x N)U (OM x ON)U (M x ON) = (M x N)U (M x ON) =M x N,
wobei wir die Inklusion OM x ON C M x ON benutzt haben.

Aufgabe 3

(i) Sei M C X beliebig. Da d(z,y) = 1 ist fiir x # y, haben wir fiir jedes x € X die Iden-
titét B(z, 3) = {x}. Insbesondere gilt B(xz,3) N (X \ M) =0 fir z € M und (z,3)N (X \ M) =10
fir € X \ M. Es folgt OM = () und daraus M = M.

(ii) Es gilt

M = {(z,y) € (0,00) x (0,00) : x +y € Q}.
In der Tat, falls (z,y) = (tq, (1 —t)q) gilt mit ¢t € (0,1) und ¢ € Q, dann ist x > 0,y > 0 und
z+y = q € Q. Umgekehrt gilt fir z +y = ¢ € Q mit ¢ := 7 die Gleichheit (x,y) = (tq, (1 —t)q).

Wir behaupten, dass M = [0,00) X [0,00) gilt - hieraus wird dann wegen M C [0,00) x [0, 00)
die Gleichheit M = [0, ) x [0, 00) folgen. Da M in der abgeschlossenen Teilmenge [0, 00) x [0, o0)
enthalten ist, gilt M C [0,00) x [0,00). Sei jetzt (z,y) € [0,00) x [0,00) und sei € > 0. Da fiir die
Abschliisse von Q bzw. von R\ Q in R gilt:

Q=R\Q=R,

existieren

(z",y') € ((0,00) x (0,00)) N (Q x Q)

und

(",y") € ((0,00) x (0,00)) N (Q x R\ Q)
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mit
|£C/ - x‘v ‘y/ - y|a |£E// - {E|, |y// - y| < 5/\/5

Dann ist (2/,y") € B((z,y),e) N M und (z",y") € B((x,y),e) N (R? \ M), also insbesondere
B((x,y),e) N M # 0 und B((x,y),e) N (R?2\ M) # 0. Es folgt (z,y) € OM und, da (x,y) €
[0,00) % [0, 00) beliebig war, [0,00) x [0,00) C M.

Aufgabe 4

(i) Wir benutzen

a) AC B= AC B,

b) ACB= ACB,
c¢) Der Abschluss des Abschlusses ist gleich dem Abschluss und

d) Das Innere vom Inneren ist gleich dem Inneren.

Wir zeigen jetzt die Identitét I(/(M)) = M. Wir haben die Inklusion A := I(M) C I(M) =: B.
Anwendung von a) ergibt A C B. Nach Definition ist A = I(/(M)) und andererseits ist wegen c)
B = B = I(M). Es folgt I(I(M)) C I(M). Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, wenden wir

b) an auf
A:=McCI(M)=:B.
Wegen d) ist

A=A
und es folgt

ACB.
Durch Anwendung von a) folgt o

Zcﬁ

andererseits ist nach Definition A = I(M) und B = I(I(M)). Dies beendet den Beweis der Iden-
titit 7(I(M)) = M.

Wir zeigen jetzt die Gleichheit J(J(M)) = M. Anwendung von a) auf A := J(M) C M =: B

ergibt J(M) C B. Nach c) ist B = B und mithilfe von b) folgt J(J(M)) C J(M). Um die

umgekehrte Inklusion zu zeigen, wenden wir b) an auf A := J(M) C J(M) =: B . Wir erhalten

Ac B=J((M)),

andererseits ist wegen d)
A=A=J(M).
Daraus folgt J(M) C J((J(M)) und dies beendet den Beweis.

(ii) Wir bezeichnen mit O(M) die Menge, die als Elemente die paarweise verschiedenen unter
den Mengen

M, M,M,I(M),J(M), (M) und J(M)
hat. Nach Definition hat O(M) héchstens sieben Elemente und wir behaupten, dass O(M) ab-
geschlossen ist unter Bildung des Abschlusses und des Inneren, d. h. dass fiir jedes A € O(M)
gilt:

A e O(M)und A € O(M).
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In der Tat folgt dies fir A= M, A=M, A= ]\04, A=1(M)und A = J(M) unmittelbar aus der
Definition von O(M) und (i)c) sowie (i)d). Fiir

A=I(M)

bzw.

A=J(M)
benutzen wir (i)c), ()d) und die Identitédten I(I(M)) = I(M) bzw. J(J(M)) = J(M).
Wir geben jetzt ein Beispiel fiir M C R, so dass O(M) genau sieben Elemente hat. Das Beispiel

ist
M = ((=00,0)NQ)U(0,1) U (1,2) U {3}.

Wir haben

e M = (—o0,2]U{3},

o

o M =(0,1)U(1,2),
o I(M)=10,2],
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