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Aufgabe 1

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heisst offen (bzw. abgeschlossen),
falls f(U) C Y offen (bzw. abgeschlossen) ist fiir jede offene (bzw. abgeschlossene) Teilmenge
UcCX.

(i) Zeigen Sie, dass die Abbildung R — R?, = + (z,0) abgeschlossen, aber nicht offen ist.

(ii) Beweisen Sie, dass die Abbildung R?> — R, (z,y) — x offen, aber nicht abgeschlossen ist.
Hinweis: Um zu zeigen, dass die Abbildung nicht abgeschlossen ist, kann man zum Beispiel Graphen
geeigneter Funktionen betrachten.

Aufgabe 2

Sei (X, dx) ein metrischer Raum.

(i) Zeigen Sie, dass durch dxxx((z,z'), (y,9")) = dx(z,y) + dx(«’,y’) eine Metrik auf X x X
definiert ist und dass die Abbildung X x X — R, (z,y) — dx(x,y) stetig ist beziiglich dieser
Metrik.

(ii) Zeigen Sie, dass der Graph I'y := {(z, f(z)) : © € X} C X x X einer stetigen Abbildung
f X — X abgeschlossen ist.

Aufgabe 3
(i) Sei @ : X — Y eine stetige bijektive Abbildung zwischen zwei metrischen Rdumen. Zeigen Sie:
Falls X kompakt ist, dann ist ® ein HomGomorphismus.

Wir betrachten jetzt die Teilmengen [—1,1] x [—1,1] und D = {(x,y) € R? : 22 + 4% < 1}
von R2, jeweils mit der durch die euklidische Metrik auf R? induzierten Metrik.
(i) Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : [-1,1] x [-1,1] — ﬁ2, (xz,y) = (r(z,y)z,r(r,y)y) mit

max(ellyl) g 0.0
r(z,y) = Ve iir (x,y) # (0,0),
1 false =y =0

stetig und bijektiv ist. Schlussfolgern Sie mithilfe von (i), dass ® ein Homdomorphismus ist.

(iii) Zeigen Sie, dass [—1,1] x [—1,1] \ {(1,1)} und [0,1] x [0,1] \ {(1,0)}, wieder aufgefasst als
metrische Rdume mit der von der euklidischen Metrik von R? induzierten Metrik, homdomorph
sind. Hinweis: Betrachten Sie die Bilder dieser beiden Teilmengen von [—1,1] x [—1,1] unter der
Abbildung ®.

Aufgabe 4
SeiD C RundseiV ={f:D — R]| f ist beschriinkt und stetig}. Zeigen Sie, dass V mit der durch
die Norm || f||p := sup{|f(x)| : € D} induzierten Metrik ein vollsténdiger metrischer Raum ist.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 25.06-27.06 besprochen werden:

e Seien a,b € R, a < b. Wir betrachten die Intervalle (a,b), [a,b] C R, aufgefasst als metrische
Réaume mit der von R induzierten Metrik. Zeigen Sie, dass die Inklusionsabbildung (a,b) < R
offen, aber nicht abgeschlossen und dass die Inklusionsabbildung [a,b] < R abgeschlossen,
aber nicht offen ist (siehe Aufgabe 1 auf der Vorderseite).

e Sei (X,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass es auf X eine Metrik d’ gibt mit den fol-
genden beiden Eigenschaften: a) Eine Abbildung f : X — Y in einen metrischen Raum Y
ist genau dann stetig beziiglich d, wenn sie stetig ist beziiglich d’ und b) diamg (X) < oco.

Hinweis: Betrachten Sie d'(x,y) := d(z,y)/(1 + d(z,y)).

e Konstruieren Sie einen Homgomorphismus zwischen R und dem Intervall (—1,1).

Wiederholen Sie den Begriff eines kompakten metrischen Raums. Beweisen Sie, dass (—1,1)
und [—1, 1], aufgefasst als metrische Réume mit der von R induzierten Metrik, nicht homéomorph
sind.

e Sei [a,b] C R ein Intervall. Entscheiden Sie, ob V' = {f : [a,b] — R]| f ist stetig} mit der

durch die Norm || f |1 := f: | f (z)|dx induzierten Metrik ein vollstéandiger metrischer Raum ist.

Hinweis: Finden Sie eine Folge von stetigen Funktionen [a,b] — R, die eine Cauchy-Folge
ist beziiglich || - ||1, die aber nicht in V" konvergieren kann.



