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Musterlosung der Scheinklausur vom
04.07.2013 zur Vorlesung Analysis |1 Prof. Klaus Mohnke
und Mitarbeiter

(i) (4 Punkte) Benutzen Sie den Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, um
die erste Ableitung F’ der Funktion

sin(exp z)
F(x) :/ cos(cost) dt
0

zu berechnen.

Lésung: Wir schreiben F' als die Komposition F(x) = G(f(x)), wo
y
f(z) = sin(expz) und G(y) = / cos(cost) dt.
0

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung gilt G'(y) = cos(cosy).
Durch Anwendung der Kettenregel erhalten wir daraus

F'(z) = G'(f(z)) - f'(z) = cos(cos(sin(exp x))) - (sin(exp x))’

= cos(cos(sin(exp x))) cos(exp =) exp .

(ii) (3 Punkte) Berechnen Sie das unbestimmte Integral
/2952 cos(2x) dx.
Lésung: Durch partielle Integration (mit f’(z) = cos(2x) und g(x) = 22?%) ergibt sich:
/2x2 cos(2x) dr = 2? sin(2zx) — /230 sin(2z)dz.
Nochmalige partielle Integration (mit f’(x) = sin(2z) und g(x) = 2x) liefert

/ 202 cos(2z) dz = 22 sin(2z) — <—:L‘cos(23:) _ / (= cos(22)) dx)

1
= x?sin(22) + x cos(2z) — 3 sin(2z) + C.

(iii) (3 Punkte) Berechnen Sie das uneigentliche Integral

o0
/ z exp(—x?) da.
0
Losung: Wir berechnen zunichst mithilfe der Substitution 2% = ¢, % =2z fir R € R:

1

R R? 5
/0 zexp(—2?) dx = 2/0 exp(—t)dt = %(—exp(—t)) OR = %(1 — exp(—R?)).

Daraus folgt

[e%s) R
1 1
/ xexp(—xQ) dr = lim xexp(—a:2) dr = - lim (1 — exp(—RQ)) = -
0 R—o0 Jq 2 R—oo 2
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(i) (2 Punkte) Geben Sie die Definition der Koeffizienten aj bzw. by der Fourier-Reihe

ao o o )
5 + Z ay cos(kx) + Z b sin(kx)

k=1 k=1

einer gegebenen 2m-periodischen Funktion f: R — R an.

Lésung: Die Fourierkoeffizienten sind fiir £ € N gegeben durch

1 s

ar = — f(z) cos(kx)dx,
T Jo
1 2m

b, = — f(x)sin(kx)dzx .
T Jo

(ii) (2 Punkte) Begriinden Sie: Ist f gerade (bzw. ungerade), d. h. gilt f(—z) = f(z) (bzw.
f(=z) = —f(z)) fir alle x € R, dann ist by, = 0 (bzw. a; = 0) fiir jedes k.

Losung: Ist f gerade, dann gilt wegen 27-Periodizitat
1 2m 0
by = — f(z) sin(kx)dx (/ f(z)sin(kx)dz + f(z) sin(kx)dat)

0

_ (/ F(z) sin(kz) dm+/ F(—a) sin( k::v)d:r)
-2 ( /0 F (@) sin(ka)dz — /0 @) sin(kx)dm) 0,

wobei wir benutzt haben, dass f(x) = f(—z) und sin(-) eine ungerade Funktion ist. Analog
zeigt man, dass ai = 0 fiir ungerade f gilt.

(iii) (3 Punkte) Berechnen Sie die Fourier-Reihe der 27-periodischen Funktion f : R — R mit
f(x) =|z| fir -7 <z <.

Lésung: Die Funktion f(x) = |z| ist gerade, daher wissen wir aus (ii), dass by = 0 fiir
alle £ € N. Wir berechnen a;, fiir & > 1:

1 [ 2 [T 2 1 7
a = — /_7r || cos(kx)dx = 7T/0 x cos(kx)dr = p %sin(lm) . _k/o sin(kxz)dz
0
2 T 2 0 falls k gerade
= —cos(kz)| = —= ((-1)F-1) = ’
k2 (kz) o Tk? <( ) ) {7%42 falls k& ungerade.

Uberdies gilt

1 (7 2 [7 2 7
aoz/ |:U|d:c:/ pde=-" = .
L - T Jo w2

Dabher ist die Fourierdarstellung von f(z) = |z| gegeben durch

T (9
|z| = 5 + kzo mcos(@k + 1)z).
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(iv) (3 Punkte) Wenden Sie die Parsevalsche Gleichung

[e.9]

‘a0'2+2|ak|2 o) 1/” (@) da
k=1 &

—T

auf die Funktion f aus Teil (iii) an, um die Formel

0o o
k:O 2k +1)4 ~ 9%
nachzuweisen.
Losung: Aus der Parsevalschen Gleichung wissen wir
2 T
T 16 1 1 9 2 3 2,
L i dp= - 23 =2
R MLLEE bt s

Daraus folgt also

was zu beweisen war.

(i) (3 Punkte) Wie lauten die Losungen der homogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(x)y, wo a : R — R eine gegebene stetige Funktion ist? Begriinden Sie!

Lésung: Fiir y # 0 ist

y = a(fL’)y<:> LS @/ Yy - /ma(t)dt

& In(y(z)) — In(y(1)) = / alt)dt & y(x) = y(1) exp( / "a(t)de).

Eine Losung mit y(1) =0 ist y = 0.

Die Losung y(z) = y(1)exp fl dt) ist eindeutig: Ist § eine weitere Losung, dann folgt
durch Nachrechnen (gj(x exp(— fl ) = 0 und daraus y = y.

(ii) (2 Punkte) Berechnen Sie die Losungen der Differentialgleichung ' = —=.

Lésung: Nach (1) sind die Losungen gegeben durch

o) =sexn( [ (72 ) a0 =y exp(-2mma) = 1)

wo y(1) € R beliebig ist.

(iii) (3 Punkte) Leiten Sie eine spezielle Losung der Differentialgleichung
2y 1

x 222
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her. Benutzen und erlautern Sie dazu die Methode der Variation der Konstanten.

Kontrolllésung: y = .

2x
Lésung: Nach (iii) haben die Losungen der homogenen Gleichung 3’ = —%y die Form
C
= —,C R
y(@) = —3
Um die inhomogene Gleichung vy’ = —%y + ﬁ zu 16sen, machen wir den Ansatz
C(z)
y(ﬂl’) - .’E2 ’

wo (' als Funktion von x gesucht wird.

Mit diesem Ansatz ergibt sich

2y 1 2y C'(x) 2y 1
/
_Z = -2 - __<Z
x  2z2 x + x? r  2z?
, 1 1
Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist also C(z) = 3z, d. h. y(z) = 5.

(iv) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung aus Teil (iii), die der
Anfangsbedingung y(1) = 0 geniigt.

Lésung: Aus (ii) und (iii) folgt, dass die allgemeine Losung der Gleichung y' = —i—y + ﬁ die
Form

1 C
=—+—,CeR
ya) =5+ 5. C€
hat. Es gilt
1 1
y(l):0<:)§+C=0<:)C’:—§.
Die Losung, die der Anfangsbedingung y(1) = 0 geniigt, ist also y(z) = % — #

(i) (1 Punkt) Wann heifit eine Abbildung zwischen zwei metrischen Réumen ein Homdomor-
phismus?

Losung: Eine Abbildung & zwischen zwei metrischen Radumen heifit HomSomorphismus,
wenn ® stetig und bijektiv ist und die Umkehrabbildung ®~! ebenfalls stetig ist.

(ii) (3 Punkte) Zeigen Sie, dass die Abbildung ® : (—1,1) — R mit

T
1|

o(z)

ein Homoomorphismus ist.

Lésung: Wir zeigen zunéchst, dass ® bijektiv ist und die Umkehrabbildung von & durch
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gegeben ist.

Da ®(y) € (—1,1) gilt fiir jedes y € R, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle z € (—1,1) und alle
y € R die Identititen ®~1(®(z)) = z und ®(®~!)(y) = y gelten. Wir berechnen:

I R
> ) = ey " I
und

L=/l T+lyl =yl

Die Stetigkeit von ® und ®~! folgt aus den Grenzwertséetzen fiir Folgen: Aus lim,,_o0 2, =

z € (—1,1) folgt
Tp x

lim ®(z,) = lim d(x)

n—>00 n—>001—|$n| - 1—’l'| -

und analog fiir @1,

(iii) (2 Punkte) Konstruieren Sie fiir alle a,b € R mit a < b einen Homdomorphismus zwi-
schen den offenen Intervallen (—1,1) und (a,b).

Lésung Die Abbildung ¥ : (—1,1) — (a, b) mit

b—a b+a
V() —
(z) 5 T + 5
ist bijektiv mit Umkehrabbldung
_ 2 b+a
1 — J—
) = b—a  b—a

Die Stetigkeit von ¥ und ¥~! folgt aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen.

(iv) (2 Punkte) Wann heifit eine Teilmenge K C X eines metrischen Raums kompakt? Was
besagt der Satz von Heine-Borel?

Loung: Eine Teilmenge K C X eines metrischen Raumes heifit kompakt, wenn gilt: Ist
{U; }icr eine Familie von offenen Teilmengen von X, so dass K C U;cU; gilt, dann existieren
endlich viele Indizes i1,...,ixy € I mit K C Ui;V:lUk.

Der Satz von Heine-Borel besagt, dass eine Teilmenge des euklidischen Raums R™ genau
dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist.

(v) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass das offene Intervall (—1,1) und das abgeschlossene Inter-
vall [—1, 1] nicht homéomorph zueinander sind.

Lésung: Aus dem Satz von Heine-Borel folgt, dass das abgeschlossene Intervall [—1, 1] kom-
pakt, das offene Intervall (—1,1) hingegen nicht kompakt ist. Da jeder Raum, der zu einem
kompakten Raum homdomorph ist, ebenfalls kompakt ist, folgt, dass (—1,1) und [—1, 1] nicht
homd6omorphis zueinander sind.



