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Die Aufgabe lautet:

Es bezeichne Fn ⊂ P(Rn) die Menge der endlichen und Fn ⊂ P(Rn) die Menge der unendli-
chen Figuren in Rn. Definiere Fn =: Fn

1 ⊂ Fn
2 ⊂ · · · und Fn

=: Fn

1 ⊂ F
n

2 ⊂ · · · sukzessive
durch

Fn
k+1 := {∪Nj=0Aj \Bj : Aj , Bj ∈ F

n

k} und Fn

k+1 := {∪∞j=0Aj \Bj : Aj , Bj ∈ F
n

k}.

(i) Zeigen Sie für alle Mengen A,B,C und D mit B ⊂ A und D ⊂ C die Formel

(A \B) \ (C \D) = A \ (B ∪ C) t (A ∩D) \ (B ∩D).

Schlussfolgern Sie, dass jedes Fn
k , k > 1, eine Algebra ist.

(ii) Zeigen Sie, dass Q ∈ F1

2, aber R \Q /∈ F1

2 ist.

Lösung
(i) Es gilt

(A \B) \ (C \D) = {x : (x ∈ A \B) ∧ x /∈ (C \D)}

= {x : (x ∈ A ∧ x /∈ B) ∧ (x /∈ C ∨ x ∈ D)}

= {x : (x ∈ A ∧ x /∈ B ∧ x /∈ C) ∨ (x ∈ A ∧ x /∈ B ∧ x ∈ D)}

= A \ (B ∪ C) ∪ (A ∩D) \ (B ∩D).

Da D ⊂ B, ist diese Vereinigung disjunkt.

Wir zeigen jetzt mit vollständiger Induktion nach k, dass Fn
k für jedes k ≥ 1 ein Ring ist.

Induktionsanfang: Für k = 1 ist Fn
1 = Fn ein Ring (siehe Rückseite von Blatt 5).

Induktionsschritt: Sei für ein k ≥ 1 bewiesen, dass Fn
k ein Ring ist. Seien M,M ′ ∈ Fn

k+1 be-
liebig. Aus der Definition von Fn

k+1 folgt M ∪M ′ ∈ Fn
k+1. Es bleibt zu zeigen: M ′ \M ∈ Fn

k+1.

Schreibe M = ∪Nj=0Aj \Bj , M
′ = ∪N ′

j=0A
′
j \B′

j mit Aj , Bj , A
′
j , B

′
j ∈ F

n

k . Dann ist

M ′ \M =

N⋃
i=0

(

N ′⋃
j=0

(Ai \Bi) \ (A′
j \B′

j))

=

N⋃
i=0

(

N ′⋃
j=0

(Ai \ (Bi ∪A′
j) ∪ (Ai ∩B′

j) \ (Bi ∩B′
j)).

Es folgt aus der Definition, dass Fn

k stabil ist unter Vereinigungen. Wir zeigen jetzt, dass Fn

k

durchschnittsstabil ist. Das wird den Beweis beenden.
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Es gilt Fn

k = {∪∞j=0Mj : Mj ∈ Fn
k }. Für M = ∪∞j=0Mj und M ′ = ∪∞j=0M

′
j ist

M ∩M ′ =

∞⋃
j=0

(

∞⋃
i=0

Mi ∩M ′
j).

Da Fn
k nach Induktionsvoraussetzung ein Ring ist, gilt Mi ∩M ′

j ∈ Fn
k für alle i, j und daraus

M ∩M ′ ∈ Fn

k .

(ii) Da Q abzählbar ist und für jedes x ∈ R die einelementige Menge {x} wegen {x} = [x,∞) \
(∪∞k=1[x + 1

k ,∞)) in F2 liegt, folgt

Q =
⋃
q∈Q
{q} ∈ F2.

Wir zeigen jetzt R \Q /∈ F2.

Schritt 1. Wir beweisen: Falls R \Q ∈ F2, dann lässt sich Q schreiben als ein abzählbarer Durch-
schnitt von unendlichen Figuren.

Beweis: Sei R \ Q = ∪∞j=0Aj \ Bj : Aj , Bj ∈ F . Da jedes Aj eine abzählbare Vereinigung von
halboffenen Intervallen ist, können wir o. B. d. A annehmen, dass Aj = Ij bereits selbst ein halb-
offenes Intervall ist. Da der Durchschnitt von zwei halboffenen Intervallen wieder ein halboffenes
Intervall ist, können wir Bj ⊂ Aj annehmen. Es folgt

Q = R \ (R \Q) =

∞⋂
j=0

R \ (Ij \Bj) =

∞⋂
j=0

(R \ Ij) ∪Bj

und wegen R \ Ij , Bj ∈ F ist (R \ Ij) ∪Bj ∈ F .

Schritt 2. Wir zeigen, dass Q sich nicht schreiben lässt als ein abzählbarer Durchschnitt von un-
endlichen Figuren.

Angenommen, es wäre Q = ∩∞j=0Mj mit Mj ∈ F . Sei Q = {q1, q2, . . . } eine Aufzälung von Q.
Da Q ⊂ Mj für jedes j > 0, existiert (εj,k)∞k=0 ⊂ R>0 mit [qk, qk + εj,k) ⊂ Mj . Wir konstruieren
jetzt rekursiv eine Folge (k(j))∞j=0 ⊂ N und eine Folge (ε(j))∞j=0 ⊂ R>0.

Setze k(0) := 0 und sei 0 < ε(0) < ε0,0. Falls k(j) und ε(j) für ein j ≥ 0 bereits gegeben
sind, dann definiere

k(j + 1) := min{k ∈ N : qkj < qk < qkj + εj}.

Wähle anschließend ε(j + 1) > 0 mit

ε(j + 1) < min(
ε(j)

2
, qk(j) + εj − qk(j+1), εj,k(j+1)).

Dann ist ([qk(j), qk(j) + ε(j)])∞j=0 eine Intervallschachtelung. Es gilt also

∩∞j=0[qk(j), qk(j) + ε(j)] = {x}

für ein x ∈ R. Da [qk(j), qk(j) + ε(j)] ∈Mj für jedes j ∈ N, ist x ∈ ∩∞j=0Mj . Wir werden jetzt einen
Widerspruch erhalten, indem wir zeigen, dass x ∈ R \Q gelten muss.

Angenommen, es wäre x ∈ Q, etwa x = qm, m ∈ N. Da qk(j) > x für alle j ∈ N, ist m /∈ {k(j) :
j ∈ N}. Also existiert j0 ∈ N mit k(j0) < m < k(j0 + 1). Da aber qm ∈ (qk(j0), qk(j0) + ε(j0)), ist
dies ein Widerspruch zur Wahl von k(j0 + 1). Dies beendet den Beweis.
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