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Aufgabe 1
(i) Sei (A, µ) die Vervollständigung eines Maßraums (X,A, µ) und sei f : X → R eine A-messbare
Funktion. Zeigen Sie, dass eine A-messbare Funktion g : X → R existiert, so dass f = g fast
überall gilt.
(ii) Seien (Xi,Ai, µi), i = 1, 2 zwei Maßrüme und f : X1 × X2 → R eine A1 ×A2−messbare
Funktion mit f = 0 fast überall. Zeigen Sie, dass für fast alle x1 ∈ X1 gilt: f(x1, ·) = 0 fast überall
auf X2.

Aufgabe 2
Sei B ⊂ Rn eine Borel-Menge und f : B → R≥0 eine nicht-negative Funktion. Zeigen Sie:
(i) f ist genau dann Borel-messbar, wenn

V = {(x, t) ∈ B × R : 0 ≤ t ≤ f(x)} ⊂ Rn+1

eine Borel-Menge ist.
(ii) Ist f Borel-messbar, dann gilt∫

B

fdλn =

∫
R≥0

λn({x ∈ Rn : f(x) ≥ t})dλ1(t).

Aufgabe 3
Berechnen Sie für 0 ≤ r < R die Integrale:
(i)

∫
r≤‖x‖≤R exp(−‖x‖2)dλ4(x),

(ii)
∫
r≤‖x‖≤R x

2
i exp(−‖x‖2)dλ4(x), i = 1, . . . , 4.

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3 auf der Rückseite.

Aufgabe 4
(i) Sei f : [a, b]→ R>0 stetig und K := {(x, y, z) ∈ [a, b]× R3 : y2 + z2 ≤ f(x)2}. Zeigen Sie:

λ3(K) = π

∫ b

a

f2(x)dλ1(x).

(ii) Sei 0 < r < R <∞. Berechnen Sie das Volumen des Volltorus T ⊂ R3, der durch Rotation der
Kreissscheibe

{(x, y, z) ∈ R3 : y = 0, (x−R)2 + z2 ≤ r2}

um die z-Achse entsteht.

Bitte wenden...
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Folgende Beispielaufgaben können in den Übungen vom 15.01-20.01 besprochen werden:

• Sei A ⊂ Rn×Rm eine Nullmenge. Zeigen Sie, dass eine Nullmenge N ⊂ Rm existiert, so dass
für jedes y ∈ Rm \N die Menge

Ay := {x ∈ Rn : (x, y) ∈ A} ⊂ Rn

eine Nullmenge ist.

Zeigen Sie durch die Angabe eines Beispiels, dass man im Allgemeinen nicht N = ∅ set-
zen kann.

• Zeigen Sie für das Volumen τn = V oln(B(0, 1)) der n-dimensionalen Einheitskugel die Formel

τn =
π

n
2

Γ(n
2 + 1)

,

wo Γ die Eulersche Gamma-Funktion ist.

• Sei f : R≥0 → R eine Borel-messnare Funktion. Zeigen Sie, dass die Funktion Rn → R,
x 7→ f(‖x‖) genau dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn R≥0 → R, r 7→ f(r)rn−1 Lebesgue-
integrierbar ist und dass in diesem Fall gilt:∫

Rn

f(‖x‖)dλn(x) = nτn

∫
R≥0

f(r)rn−1dλ1(r).

• Berechnen Sie das Integral ∫
Rn

exp(−‖x‖2)dλn(x).
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