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Aufgabe 1

(i) Sei M C R™ eine Untermannigfaltigkeit und M’ C R™ eine Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt M x M’ C R™*"" eine Untermannigfaltikeit mit Rand ist.
(ii) Seien jetzt M C R"™ und M’ c R" Untermannigfaltigkeiten mit (nicht-leerem) Rand. Ent-
scheiden Sie, ob M x M’ C R™™™' eine Untermannigfaltikeit mit Rand ist. Begriinden Sie!

Aufgabe 2
(i) Sei f : [a,b] — Rsq stetig differenzierbar und

M = {(2,y,2) €ER?: 2z € (a,b),2* +y* = f(2)}.

Zeigen Sie:

At (M) = 27 /

[a,b

FOWIA+ f/()2dN ().
]
(ii) Berechnen Sie den Flidcheninhalt Ay (M) des Torus

M :={(2,y,2) €R?: (Va? +y2 = R)* +2° = r*},
wo 0 <r < R<o0.

Aufgabe 3

Sei N := {(x,y,2) € R®: (\/22 +y2 — R)? + 22 <r?}, 0 <r < R < 0o (vgl. Aufgabe 2(ii)).
(i) Berechnen Sie das #ufiere Einheits-Normalenfeld v : 9N — R3 von N.

(ii) Berechnen Sie [, (F(z),v(z))dAoy fiir F(z,y,2) = (z,y, 2).

Aufgabe 4
Betrachte auf N := {(z,y) € R? : z,y > 0,22 + y*> < 1} das Vektorfeld

i < ;c ) falls (z,y) # (0,0)

F(z,y,z):
0
, falls z = y = 0.
(O) allsx =y

(i) Berechnen Sie [ div FdA?.

(ii) Berechnen Sie [, (F,v)d\on, wo v : ON — R? das &uBere Einheits-Normalenfeld von N ist.
Ist F' stetig auf N\ ON bzw. auf N?

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 05.02-10.02 besprochen werden:
e Zeigen Sie, dass M := {(z,y) € R? : xy > 0} C R? keine Untermannigfaltigkeit mit Rand
ist.

e Zeigen Sie fiir jede Lebegsue-integrierbare Funktion f : R™ — R™ die Formel
f@e = [ ([ o s )N )
R (0,00) J{lI¢lI=1}

Berechnen Sie den Inhalt Agn(S™) der n-dimensionalen Einheitssphére.
e Berechnen Sie den Flicheninhalt Aj;(M) des Rotationsellipsoids
2 2 2\ 2
- e 2 () () ()
{wper: (2) +(2) + () =
wo a,b,c > 0.

e Was besagt der GauBlsche Integralsatz? Begriinden Sie: Ist F'(z) = ¢ ein konstantes Vektorfeld
auf R™, dann gilt fiir jedes Gebiet N C R™ mit glattem Rand:

/ (F,v)d oy = 0.
ON

Berechnen Sie [, (F,v)d\gn fiir

2 2

N = {(m,y,z)eR?’:%—i—f—i—%gl}

und
F(x,y,2) = (32%2,y* — 22, 2%).



