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Aufgabe 1
(i) Sei M ⊂ Rn eine Untermannigfaltigkeit und M ′ ⊂ Rn′

eine Untermannigfaltigkeit mit Rand.
Zeigen Sie, dass das kartesische Produkt M ×M ′ ⊂ Rn+n′

eine Untermannigfaltikeit mit Rand ist.
(ii) Seien jetzt M ⊂ Rn und M ′ ⊂ Rn′

Untermannigfaltigkeiten mit (nicht-leerem) Rand. Ent-
scheiden Sie, ob M ×M ′ ⊂ Rn+n′

eine Untermannigfaltikeit mit Rand ist. Begründen Sie!

Aufgabe 2
(i) Sei f : [a, b]→ R>0 stetig differenzierbar und

M := {(x, y, z) ∈ R3 : z ∈ (a, b), x2 + y2 = f(z)}.

Zeigen Sie:

λM (M) = 2π

∫
[a,b]

f(t)
√

1 + f ′(t)2dλ1(t).

(ii) Berechnen Sie den Flächeninhalt λM (M) des Torus

M := {(x, y, z) ∈ R3 : (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2},

wo 0 < r < R <∞.

Aufgabe 3
Sei N := {(x, y, z) ∈ R3 : (

√
x2 + y2 −R)2 + z2 ≤ r2}, 0 < r < R <∞ (vgl. Aufgabe 2(ii)).

(i) Berechnen Sie das äußere Einheits-Normalenfeld ν : ∂N → R3 von N .
(ii) Berechnen Sie

∫
∂N
〈F (x), ν(x)〉dλ∂N für F (x, y, z) := (x, y, z).

Aufgabe 4
Betrachte auf N := {(x, y) ∈ R2 : x, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1} das Vektorfeld

F (x, y, z) :=


1

x2+y2

(
x

y

)
, falls (x, y) 6= (0, 0)(

0

0

)
, falls x = y = 0.

(i) Berechnen Sie
∫
N

div Fdλ2.
(ii) Berechnen Sie

∫
∂N
〈F, ν〉dλ∂N , wo ν : ∂N → R3 das äußere Einheits-Normalenfeld von N ist.

Ist F stetig auf N \ ∂N bzw. auf N?

Bitte wenden...
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Folgende Beispielaufgaben können in den Übungen vom 05.02-10.02 besprochen werden:

• Zeigen Sie, dass M := {(x, y) ∈ R2 : xy ≥ 0} ⊂ R2 keine Untermannigfaltigkeit mit Rand
ist.

• Zeigen Sie für jede Lebegsue-integrierbare Funktion f : Rn → Rn die Formel∫
Rn

f(x)dλn(x) =

∫
(0,∞)

(

∫
{‖ξ‖=1}

f(rξ)rn−1dλ∂Bn(0,r)))λ
1(r).

Berechnen Sie den Inhalt λSn(Sn) der n-dimensionalen Einheitssphäre.

• Berechnen Sie den Flächeninhalt λM (M) des Rotationsellipsoids

M = {(x, y, z) ∈ R3 :
(x
a

)2
+
(y
b

)2
+
(z
c

)2
= 1},

wo a, b, c > 0.

• Was besagt der Gaußsche Integralsatz? Begründen Sie: Ist F (x) = c ein konstantes Vektorfeld
auf Rn, dann gilt für jedes Gebiet N ⊂ Rn mit glattem Rand:∫

∂N

〈F, ν〉dλ∂N = 0.

Berechnen Sie
∫
∂N
〈F, ν〉dλ∂N für

N := {(x, y, z) ∈ R3 :
x2

4
+ y2 +

z2

9
≤ 1}

und
F (x, y, z) := (3x2z, y2 − 2x, z3).
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