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Aufgabe 1
Sei pt: R = R>g U {00} ein Inhalt auf einem Ring R C P(X) (siche z. B. Blatt 5 Aufgabe 4(i) fiir
den Begriff eines Inhalts).
(i) Begriinden Sie, warum g monoton ist, d. h. pu(A4) < u(B) gilt fiir alle A, B € R mit A C B.
(ii) Man nennt p o-additiv, wenn fiir jede abzéhlbare Familie paarweise disjunkter Mengen B,, € R
mit Upen B € R gilt:

(UnenBn) = ZN(Bn)~

neN

Zeigen Sie, dass u genau dann o-additiv ist, wenn gilt: Sind (A,,),eny Mengen in R mit A,, C 4,41
(bzw. A, D Apy1) fiir jedes n € Nund A := Upen4, € R (bzw. A := Npend, € R), dann ist

p(A) = lim p(Ap).

Aufgabe 2 B
Es bezeichne F"* C P(R") die Menge der endlichen und ]-JLC P(R™) die Menge der unendlichen
Figuren in R”. Definiere F" =: F} C F# C --- und F ' =: F; C Fy C --- sukzessive durch

Fien = {UjLoA; \ By : Aj, By € Firyund Fyy = {Uj20A; \ B; : A, B; € Fy.}.
(i) Zeigen Sie fiir alle Mengen A, B,C und D mit B C A und D C C' die Formel
(A\B)\(C\D)=A\(BUC)U(AND)\ (BND).

Schlussfolgern Sie, dass jedes F}', k > 1, eine Algebra ist.
(i) Zeigen Sie, dass Q € Fy, aber R\ Q ¢ Fo ist.

Aufgabe 3
Sei A C P(X) eine o-Algebra und sei (g, : A = Rxo U {o0})nen eine Folge von Maflen auf A.
Zeigen Sie:
(i) Fiir jede Folge (a,)nen positiver reeller Zahlen ist durch u(A) := > .y anitn(A) ein Maf auf
A definiert.
(i) Gilt pn(A) < ppy1(A) fiir alle n € N und jedes A € A, dann ist durch p(4) := lim u,(A)

n—00

ebenfalls ein Mafl auf A gegeben.

Aufgabe 4

(i) Begriinden Sie, warum jede offene und jede abgeschlossene Teilmenge von R™ Borelsch ist, d.
h. in der von der Menge £™ der halboffenen Quader erzeugten o-Algebra B(R™) := A, (E™) liegt.

(ii) Ein dufleres Mafl auf einer Menge X ist eine Abbildung 1 : P(X) — R>¢ U {oo}, welche die
Bedingungen (b) und (c¢) im Anschluss an Definition 227 der Vorlesung erfiillt. Entscheiden Sie,
ob die durch

n(A) == X"(4)

definierte Abbildung ein #uBeres Maf# auf R” ist. Hierbei bezeichnet A den Abschluss von A
beziiglich der Standard-Topologie von R™ und A" : B(R") — R> U {oo} ist das Lebesgues-Ma$.

Bitte wenden...



Folgende Beispielaufgaben kénnen in den Ubungen vom 20.11-25.11 besprochen werden:

e Wiederholen Sie den Begriff eines Inhalts auf einem Ring.

Sei R C P(X) ein Ring und g : R — R>¢ ein Inhalt. Zeigen Sie die Formel

n

w(AjU---UA,) = ZM(Ai) - Z p(Ai N Aj)

i=1 1<i<j<n

+ > pANANA) — o+ (D) (A N A NN A).

1<i<j<k<n

e Zeigen Sie fiir jede abzihlbare Familie (B, )nen C F die Ungleichung
N(U?LO:()Bn) < Z/’L(BTL)'
n=0

Hier ist 7 die Menge der unendlichen Figuren B = U [ag.1,b5.1) X -+ X [ag.n, bk.n) und
p(B) =320 (bka — aka) - (bkn — akn)-

e Wiederholen Sie den Begriff eines dufleren Mafles auf einer Menge X und eines Mafles auf
einer o-Algebra A C P(X).

Sei A C P(X) eine o-Algebra, p : A — R>o U {00} ein MaBl und B € A eine Menge
mit u(B) ¢ {0, 00}. Begriinden Sie, warum pp : A — Rx>o U {oo},

_ w(ANB)

ebenfalls ein Mafl auf A ist.

e Wiederholen Sie die Grundidee der Konstruktion der Borel-Algebra B(R™) und des Lebesgues-
Mafles A" : B(R") — R U {o0}.

Wiederholen Sie den Begriff einer Nullmenge in (R™, B(R™), A™).

Begriinden Sie, warum jede abzéhlbare Teilmenge A C R eine Nullmenge ist und benut-
zen Sie dies fiir einen alternativen Beweis der Uberabzahlbarkeit von R.



