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Aufgabe 1
Sei A ⊂ R eine Lebesgue-Menge mit Lebesgue-Maß µ(A) <∞. Zeigen Sie:
(i) Für jedes ε > 0 existiert eine offene Teilmenge U ⊂ R mit A ⊂ U und µ(U)− µ(A) < ε.
(ii) Für jedes ε > 0 existiert eine kompakte Teilmenge K ⊂ R mit K ⊂ A und µ(A) − µ(K) < ε.
Hinweis: Benutzen Sie z. B. das Ergebnis der letzten Aufgabe auf der Rückseite von Blatt 7.
(iii)∗ (Zusatzaufgabe) Sei jetzt µ(A) > 0. Beweisen Sie: Mit A− A := {x− y : x, y ∈ A} existiert
ein δ > 0, so dass

(−δ, δ) ⊂ A−A.

gilt. Hinweis: Betrachten Sie δ := dist(K,R \ U), wo A ⊂ U offen, K ⊂ A kompakt und µ(U) <
2µ(K).

Aufgabe 2
Sei R ⊂ P(Rn) der von allen halboffenen Intervallen der Form Πn

j=1[kj , kj + 1), kj ∈ Z erzeugte
Ring. Bezeichne für ein Prämaß µ auf R mit µ∗ das dazugehörige äußere Maß auf P(Rn), definiert
durch

µ∗(A) = inf{
∞∑
k=0

µ(Ek) : A ⊂ ∪∞k=0Ek, Ek ∈ R, Ei ∩ Ej = ∅ für i 6= j}.

Bestimmen Sie für das nachfolgend angegebene Prämaß µ auf R, welche Teilmengen A ⊂ Rn µ∗-
messbar sind:
(i) µ(Πn

j=1[kj , kj + 1)) = 1 für alle k1, . . . , kn ∈ Z.
(ii) µ(Πn

j=1[kj , kj + 1)) = F (k1, . . . , kn), wo F : Zn → {0; 1} eine gegebene Funktion ist.

Aufgabe 3
(i) Begründen Sie: Ist f : R → R Lebesgue-messbar, dann ist für jedes y ∈ R das Urbild f−1(y)
eine Lebesgue-Menge.
(ii) Sei V ⊂ [0, 1] eine Vitali-Menge und sei f : R→ R gegeben durch

f(x) =

{
x falls x ∈ V,
−|x| falls x ∈ R \ V.

Bestimmen Sie für jedes y ∈ R das Urbild f−1(y) und begründen Sie, warum f−1(y) eine Lebesgue-
Menge ist. Zeigen Sie, dass f nicht Lebesgue-messbar ist.

Aufgabe 4
Sei (X,A, µ) ein Maßraum.
(i) Entscheiden Sie, wann eine gegebene einfache Funktion f : X → R, f =

∑m
j=1 ajχAj

, Aj ∈ A,
aj ∈ R µ-integrierbar ist.
(ii) Seien f, g : X → R zwei Funktionen mit f ≡ g fast überall. Zeigen Sie: Ist A vollständig, dann
ist f genau dann A-messbar, wenn g A-messbar ist.

Bitte wenden...
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Folgende Beispielaufgaben können in den Übungen vom 04.12-09.12 besprochen werden:

• Sei V ⊂ [0, 1] eine Vitali-Menge. Begründen Sie, warum weder V noch V − V := {x − y :
x, y ∈ V } ein nichtleeres offenes Intervall enthält.

Geben Sie ein Beispiel einer Lebesgue-Menge A ⊂ R, so dass µ(A) > 0 gilt und A kein
nichtleeres offenes Intervall enthält.

• Sei für B ⊂ R

µ∗(B) =


0 falls B = ∅,
1 falls B 6= ∅ und B beschränkt,

∞ falls B unbeschränkt.

Begründen Sie, warum µ∗ ein äußeres Maß auf P(R) ist und bestimmen Sie, welche Teilmen-
gen A ⊂ R µ∗−messbar sind.

• Wann heißt eine Funktion f : R→ R Borel-messbar bzw. Lebesgue-messbar?

Zeigen Sie: Ist die Menge der Unstetigkeitsstellen von f abzählbar (bzw. eine Nullmenge),
dann ist f Borel-messbar (bzw. Lebesgue-messbar).

• Wiederholen Sie den Begriff der Messbarkeit bzw. der Integrierbarkeit einer Funktion auf
einem (beliebigen) Maßraum. Wann sagt man, dass zwei Funktionen auf einem Maßraum
fast überall gleich sind?

Sei (X,A, µ) ein Maßraum, f : X → R µ-integrierbar und g : X → R A-messbar und
beschränkt. Zeigen Sie, dass das Produkt f · g µ-integrierbar ist.
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