Kapitel 4

Diskrete Verteilungen und
Zufallsgrofien

Wahrscheinlichkeitsverteilungen und Zufallsgroflen haben wir in dem sehr all-
gemeinen Rahmen von Wahrscheinlichkeitsraumen (§2, A, P) eingefiihrt. In die-
ser Allgemeinheit, die den Vorteil der begrifflichen Klarheit, Ubersichtlichkeit
und der Spezialisierungsmoglichkeit hat, ist jedoch eine detaillierte Untersu-
chung bzw. Ausgestaltung der mit ihnen zusammenhéingenden Begriffe an-
spruchsvoll und bedarf der Kenntnis der Mafitheorie. Fiir viele Anwendungen
ist diese Allgemeinheit aber nicht notwendig. Wir stellen sie also zunéchst
zuriick und schrianken uns in diesem Kapitel auf den Spezialfall diskreter Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen ein.

In diesem Fall tritt die Mafitheorie in den Hintergrund, da man es im Grunde
stets mit hochstens abzidhlbar unendlich vielen Versuchsausgéngen bzw. mogli-
chen Werten (bei Zufallsgrofien) zu tun hat und deshalb der Verwendung der
Potenzmenge als relevante o-Algebra von Teilmengen nichts im Wege steht.
Diskrete Verteilungen sind, grob gesprochen, solche, bei denen die ”Wahr-
scheinlichkeitsmasse” in héchstens abzéhlbar vielen Punkten konzentriert ist.

4.1 Definitionen und Beispiele

Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I eine Teilmenge der Men-
ge Ny aller natiirlichen Zahlen.

Definition 4.1 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P heifst eine diskrete Ver-
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teilung, falls es eine hichstens abzihlbare Menge Qp = {w; : i € I} aus Q gibt
mit {w;} € A, i € I, und P(Q\Qp) = 0.

Insbesondere ist jede Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf (©,2() diskret, falls
2 selbst hochstens abzéhlbar unendlich ist.

Folgerungen 4.2 Mit der Bezeichnung p; := P({w;}),7 € I, gilt
1.

> pi=1 (4.1)

2. Fir alle A aus 2 ist

P(A)=PANQp) =P{wi € Qp:w; € A}) = > p.  (42)

Lw;EA

Das bedeutet, jede diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist durch
Angabe der Paare (w;, p;)icr eindeutig bestimmt.

Aus diesem Grund wird haufig die Folge ((ws, pi),i € I) bereits als dis-
krete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Qp = {w; : ¢ € I} bezeichnet.
Die Zahlen p; heiflen Einzelwahrscheinlichkeiten der Verteilung P.

3. 0.B.d.A. kann man p; > 0,7 € I, annehmen. Gilt némlich p; = 0 fiir ein
i € I, so entfernt man dieses w; aus Qp. Die Menge Q5™ = {w;|i €
I,p; > 0} heiBBt Triger der diskreten Verteilung P.

Die Formel (4.2) kann man nutzen, um P fiir jede Teilmenge A von © zu
definieren, nicht nur fir A € 2. Bei diskreten Verteilungen P ist also immer
eine Erweiterung von 2 auf () moglich. Wir setzen in Zukunft deshalb bei
diskreten Verteilungen stets voraus, dass 2 = P(Q) gilt.

Beispiel 4.3

a) Gibt es Elemente wy,...,wy mit P({wy}) = pr = % , so spricht man
von der ”Gleichmafsigen diskrete Verteilung auf {wy,...,wy}.”
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b)

c)

d)

)

Gibt es ein wy € Q mit P({wo}) = 1, so heifit P die "ausgeartete Vertei-
lung, konzentriert in wy” oder die in wy konzentrierte Einpunktverteilung.

Die Binomualverteilung
Es seienn € Ny ={1,2,--- ;m,---} und p € (0,1). Durch

b(n,p; k) :== <Z)pk(1 —p)" " ke{0,1,...,n}

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf {0,1,...,n} gegeben. Diese Verteilung heifit Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

Die Poissonverteilung
Es sei A > 0. Durch

PLE
pE(A) = Tk A

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Verteilung auf
No=4{0,1,2,... k,...} gegeben.
Diese heifit Poissonverteilung mit dem Parameter \.

, k>0

Die geometrische Verteilung
Es seip € (0,1). Durch

gr(p):=1-p)fp ., k>0

sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Verteilung auf
No{0,1,2,...,k,...} gegeben. Diese Verteilung heifst geometrische Ver-
teilung mit dem Parameter p.

Die hypergeometrische Verteilung
Es seien R, S positive ganze Zahlen, M := R+ S und m eine ganze Zahl
mit 1 <m < M. Durch

R\( S
(i) G
()
sind die Finzelwahrscheinlichkeiten einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

auf{0,1,..., M} gegeben. Diese Verteilung heifit hypergeometrische Ver-
teilung mit den Parametern M, R, m.

h(M, R, m; k) :=
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Es gilt h(M, R,m;k) > 0 genau dann, wenn [max(0,m — 5) < k <
min(m, R)|, wie man leicht an der Definition der Binomialkoeffizienten
erkennt.

g) Die negative Binomialverteilung
FEs seien p € (0,1) und v > 0. Durch

—v

NB(p,v; k) rZ(k)(—Q)kp” , k>0

mit ¢ = 1 — p sind die Einzelwahrscheinlichkeiten einer diskreten Ver-
teilung auf {0,1,2,... k,...} gegeben. Diese Verteilung heifit negative
Binomaalverteilung mit den Parametern p und v.

Man beachte:

(—kv) _ (=1 - (Co—k+1) _ <v + Z - 1)

Die hier vorgestellten diskreten Verteilungen treten in Theorie und Anwendun-
gen der Stochastik héufig auf. Sie sind Bestandteil gewisser Standardmodelle
der Wahrscheinlichkeitstheorie und teilweise durch Grenziibergénge miteinan-
der verbunden. Exemplarisch konstruieren wir als erstes ein Modell, bei dem
die hypergeometrische Verteilung vorkommt und geben dann zwei Grenzwert-
aussagen an, die die hypergeometrische, die Binomial- und die Poissonvertei-
lung miteinander verbinden. Zunéchst erweitern wir jedoch den Begriff der
diskreten Verteilung auf Zufallsgréfen.

Definition 4.4 Ist X eine Zufallsgrofse iber (2,2, P) mit Werten in (E, €),
so heifst X eine diskret verteilte Zufallsgrofie, kurz: diskrete Zufallsgrofe, falls
ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung PX auf (E, €) diskret ist.

In diesem Fall gibt es nach Definition eine Folge (x;,i € I) mit I C Ny von
Elementen aus E mit
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> P ({x}) =3 P(X =) =1 und (4.3)
PX(B) = Z P(X =u1;), Bee€. (4.4)

Verteilungsfunktionen diskreter Verteilungen auf R;

Es seien (z;,7 € I) eine Folge reeller Zahlen und ((z;,p;),i € I) eine diskrete
Wahrscheinlichkeitsverteilung. Das von ihr erzeugte Wahrscheinlichkeitsmaf
P hat die Form

P(A) = Z pi, ACHR

1x; €A
(siche Formel (4.2)).
D
Pk
bj
Di
# : -
T T; X x

Bild 4.1

Die Verteilungsfunktion F der diskreten Verteilung ((x;, p;), 7 € I) ist definiert
durch (siehe (3.27))
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F(z) = P((—00,z]) = Y p; , x€Ry. (4.5)

1 <x

Fiir die Funktion F' gilt die Aussage 3.31. AuBlerdem haben wir die

Aussage 4.5 Die Verteilungsfunktion F hat folgende Figenschaften:

- AF ist konstant auf jedem Intervall [a,b), das keine der Zahlen x; im
Inneren enthdlt.

- F(ZL’Z)—F(LL'Z—O):]?Z, 1€l

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition (4.3).

Funktionen diskret verteilter Zufallsgrofien

Es sei X eine diskret verteilte Zufallsgrofie mit der Menge der moglichen Werte
E = {z; : i € I'} und den zugehérigen Einzelwahrscheinlichkeiten (pi*,i € I).
Ist ¢ eine Funktion von E in eine abzidhlbare Menge F' = {f; : j € £}, so ist
die Zufallsgrie Y := 1)(X) ebenfalls diskret verteilt.

Aussage 4.6 Die Verteilung der Zufallsgréfie Y = (X) ist diskret. Ihre
maglichen Werte sind die Elemente von F = {{(x;) :i1 € I} ={f;:5¢€ 7}
mit den Einzelwahrscheinlichkeiten

py= > ., jEJ (4.6)

i€l
P(zq)=1;

Beweis: pj = PY({f;}) = P*(W~'({f;}) = X »i N

i€l
P(zi)=1;
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4.2 Die hypergeometrische Verteilung

Das folgende Modell steht fiir viele Situationen, in denen eine zuféllige Auswahl
von Elementen aus einer aus zwei Typen von Elementen bestehenden Menge
(ohne Zuriicklegen) vorgenommen wird (Lotto 76 aus 49”7, Qualitéatskontrolle
mit Hilfe einer Stichprobe usw.).

Gegeben sei eine Urne mit M Kugeln, davon R rote und S schwarze:

M=R+S.

Die Kugeln seien durchnummeriert von 1 bis M, dabei mogen die roten Ku-
geln die Nummern 1 bis R tragen. Auf gut Gliick werden m Kugeln aus-
gewahlt, nacheinander, ohne Zuriicklegen. Der Einfachheit halber setzen wir
m < min(R, S) voraus.

Die moglichen Ausginge w dieses Versuches sind, wenn die Reihenfolge der aus-
gewihlten Kugeln keine Rolle spielt, m-elementige Teilmengen von {1,2,..., M}:

w={i1,... im}, ir€{1,2,.... M}, k=1,...,m.

Die Menge 2 aller dieser w hat (% ) Elemente. Es gibt also N = (1\“{ ) mogliche
Versuchsausginge.

Weil die Auswahl auf gut Gliick erfolgte, hat jedes w € Q die gleiche Wahr-
scheinlichkeit aufzutreten. Folglich haben wir ein Laplace-Experiment mit dem
Parameter NV:

1M\
P = — Q.
h=5 (1) wwe
Die Zufallsgrofie X, definiert durch

gibt an, wieviel rote Kugeln in der ”Stichprobe” w enthalten sind. Sie hat die
moglichen Werte 0,1, ..., m, und fiir ihre Einzelwahrscheinlichkeiten gilt

_HeX@ =7 ()
N (M)

m

P(X =) L i=0,1,...,m.  (4.7)

Es gilt somit
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Aussage 4.7 Werden aus einer Urne mit R roten und S schwarzen Kugeln
m Kugeln nacheinander, ohne Zuricklegen und auf gut Glick ausgewdhlt, so
hat die Zufallsgrofie X, die die Anzahl der roten Kugeln in der ausgewdhl-
ten Stichprobe angibt, eine hypergeometrische Verteilung mit den Parametern

M =R+ S,R und m. Es gilt also (4.7).

Bemerkung 4.8 Die Formel (4.7) bleibt auch giiltig, falls m > min(R, M —R)
gilt.

Beispiel 4.9 ( Lotto "6 aus 49”)

M=49, m=6, R=6

(rote Kugeln £ Zahlen auf dem T ippschein,

schwarze Kugeln 2 restliche der 49 Zahlen)
X = Zahl der auf dem Tippschein richtig getippten Zahlen.

(2) (o)
P(X:l{)zw ,k,’:O,l,...,(j.
6
k 0 1 2 3
P(X =k) | 0,43596498 0,41301945 0,13237803 0,0176504

k 4 5 6
P(X =k) | 0,00096862 1,845-107° 7,15-107°

R
h(M,R,m; k) = J‘S’i)R , k=0,...,m, (4.8)
(m—k)
qilt
Jim_ h(M, R,m; k) = (C’;) P —p), (4.9)
P
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wobei der Limes derart gebildet wird, dass fiir gegebenes p aus (0,1) gilt M —
00, R — oo mit R/M — p,m und k bleiben fest.

Im Grenzfall geht die hypergeometrische Verteilung also unter den genannten
Bedingungen in eine Binomialverteilung mit den Parametern (m,p) dber.

Beweis: Als Ubungsaufgabe. (Man beachte, dass m und k beim Grenziibergang
festgehalten werden.)

Satz 4.11 (Poissonscher Grenzwertsatz)

Es gilt fiir jedes A > 0

/\k

im (0 )pE (1= pa)™ ™ = e, k>0 (4.10)

k=1
Beweis: Wir schreiben (7')pk, (1 — p,,)™ % in der Form % ( [T (m—j)pn) - (1 —

=0

k=1

)" - Wegen [T (m—j)pn — M, (1-25%) — e und (1=py.)* — 1
fiir m — oo mit mp,, — A folgt die Behauptung. OJ

4.3 Erwartungswert und Varianz

Erwartungswert und Varianz sind aufschlussreiche Kenngrofien einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung. Sie geben Anhaltspunkte dafiir, um welchen ” Schwer-
punkt” sich die Tragerpunkte der Verteilung gruppieren bzw. wie stark sie um
diesem Schwerpunkt ”streuen”.

Erwartungswert

Es sei ((x;,pi), © € I C Np) eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf
R;. Ein zufilliger Versuch werde n mal (jedes Mal neu, unter im Wesentli-
chen gleichen Bedingungen) ausgefiihrt und zwar so, dass der Wert z; mit der
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Wahrscheinlichkeit p; erscheint. Als Ergebnis der Versuchsreihe erhalten wir
eine Folge (y1,...,¥y,) von Versuchsausgingen, wobei jedes y;,j = 1,2,...,n,
gleich einem der z;,i € I, ist. Es sei n; die (absolute) Héufigkeit, mit der z;
als Versuchsausgang unter den y, . . ., y, auftritt, in einer Formel ausgedriickt,
heifit das

ni=> Ly (us).
k=1

Offenbar gilt > n; =n und > nx; = > y;.

i€l i€l j=1
Angenommen, wir erhalten nach jeder Versuchsdurchfithrung von einem Ver-
anstalter so viele Euro, wie der Versuchsausgang x; als Zahl angibt (negative
Werte bedeuten Zahlungsverpflichtung fiir uns), dann haben wir insgesamt

Z yj = Z n;x; Euro bekommen. Pro Versuch sind das also im Durchschnitt
j=1

i€l

% Z yj = Z Exi. Wir erinnern uns, bei grofler Versuchsanzahl n ist die re-
n

k=1 iel
lative Haufigkeit ™ etwa gleich der Wahrscheinlichkeit p; (Empirisches Gesetz
der grofien Zahlen).

Der Wert p := > p;x; gibt also ndherungsweise den Geldbetrag in Euro an,
iel

den wir in einer langen Reihe von Versuchen pro Versuch erhalten, wir sagen,

den wir pro Versuch zu erwarten haben.

Dieser Wert wire auch der faire Preis, den wir vor Durchfiithrung jedes Versu-
ches an den Veranstalter zu bezahlen héatten.

Definition 4.12 Der Erwartungswert p einer diskreten Verteilung ((x;, p;),
i €1) mitx; € Ry,i € I, existiert und ist definiert als

W= inpi, falls fopz < oo oder Zx;pi < 00.
icl iel iel

Anderenfalls sagt man, ((z;,p;), i € 1) besitze keinen Erwartungswert.
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Gilt > |xi|p; < 00, soist |u| < co. In diesem Fall sagt man, die Verteilung hat
i€l

einen endlichen Erwartungswert. (Dabei ist x+ = max(x,0), 2~ = max(—z,0).

Esgilt x =xt —ax,|z| =T +27.)

Das empirische Gesetz der grofien Zahlen kann man nach diesen Uberlegungen
also auch fiir arithmetische Mittel formulieren:

Wenn der Erwartungswert j existiert, so ndhert sich das arithmetische Mittel

% Zyj der Versuchsergebnisse immer mehr diesem Erwartungswert.
k=1

Fasst man die Verteilung ((z;, p;), ¢ € I, als eine Verteilung von Gewichten der
Masse p; im Punkt x;,7 € I, auf, so ist der Erwartungswert p der physikalische
Schwerpunkt dieser Massenverteilung. Um ihn gruppieren sich die moglichen
Werte z; der Verteilung. In erster Naherung liefert also p Informationen iiber
die "Lage” dieser Verteilung. Man bezeichnet deshalb p auch als Lageparame-
ter. Eine Verteilung heifit zentriert, falls ihr Erwartungswert p gleich Null ist.

Verschiebt man jeden Punkt x; um einen Wert a in z; + a, so verschiebt sich
auch der Erwartungswert ;4 um a in den neuen Erwartungswert u + a.

Setzt man a = —pu, ergibt sich als neue Verteilung ((z; — p, pi),i € I), und
deren Erwartungswert ist gleich Null. Sie ist also zentriert.
Beispiel 4.13 (Erste Fortsetzung des Beispiels 4.3):
X
a) = N;wk’ falls Q C R,

b) Mn = Wo, falls € - R1

c) p=np

d) p=2A
IL—p

e) p=—"
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Rm
f) p=—"r
) =7
l1—p
g) p=v

Definition 4.14 Ist X eine diskret verteilte reellwertige Zufallsgrifie, so be-
zeichnet man als Erwartungswert von X den Erwartungswert threr Wahr-
scheinlichkeitsverteilung PX und verwendet fiir ihn das Symbol EX :

EX = lePX({:EZ}) = inP(X = ;)

i€l el

Dabei bilden die x;,0 € I, die méglichen Werte von X.

Eine sehr einfache Zufallsgrofle ist X(w) = 14(w) mit A € A. Es gilt EX =
El4= P(A).

Aussage 4.15 (Erwartungswert der Funktion einer Zufallsgrife)

Es ser X eine diskret verteilte Zufallsgrofie tiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) mit Werten in irgendeiner abzdihlbaren Menge E = {z; :
i €I C No} C Ry und mit den entsprechenden Einzelwahrscheinlichkeiten
(pX,i € I). Auflerdem sei ) eine reellwertige Funktion auf E mit Werten in
F={fj:7€3< No}. Dann ist Y = (X) eine reellwertige diskret verteilte
Zufallsgriofle, und es gilt (siehe (5)):

EY = EyY(X)
ZW%)P(X = %)P;X (4.11)

wobei dieser Erwartungswert nach Definition nicht existiert, falls

Z(¢($i))+P(X = ;) und Z(¢($i))_P(X = 1;) = oo gilt.

el el
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Beweis:

BEY =Y fp) = ij Yo=Y e =D

i€ 7 je i€ 7 i€
Y(@1)=1f; 4 Y(@1)=1f; 7

Beispiel 4.16

1) Ist ¢(z) = ax+b,x € Ry, a,b reellwertige Konstanten, so gilt, sofern £X
existiert,

E(aX +b)=a(EX)+b

2) Fiir jede reellwertige diskrete Zufallsgréfie X ist auch X2 eine Zufalls-
grofle, und es gilt

=Y 2P(X =

i€l

Momente diskreter Verteilungen auf R4

Es sei ((z4,pi),1 € I), eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R;.

Definition 4.17 FEs sei k > 1. Als k-tes Moment der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ((x;,p;),1 € I), bezeichnet man die Grifle

Mg = Z mfpu

el

sofern > (z1)fp; < oo oder Y (x; )Fp; < oo. Anderenfalls sagt man, falls k
ungerade ist, das k-te Moment existiert nicht. Sind beide Summen endlich,

so konvergiert die Summe Z |[E1|kpz und das k-te Moment py, = fopz 18t
el

endlich.
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Der Erwartungswert ist offensichtlich das erste Moment der Verteilung (x;, p;) :
= p. Gilt |pg| < oo fiir ein k > 1, so ist auch || < oo fiir alle [ mit 1 <1 <

k. Das folgt sofort aus || < Z 2| pi < Z[max(l, lz:)]*p; < 1+Z |2:|* ;.

il i€l

Definition 4.18 Es sei k > 2. Als k-tes zentrales Moment einer Wahrschein-
lichkeitsverteilung (x;, p;),i € I, bezeichnet man das k-te Moment der zentrier-
ten Verteilung (x; — p,p;),1 € I:

my =Y (2 — p)*pi,

el

sofern Z((ml — ) Hkp < 0o oder Z((:EZ — )7 )¥pi < 0o gilt. Anderenfalls
sagt man, falls k ungerade ist, das k-te zentrale Moment existiert nicht.

Es gilt: |my| < oo genau dann, wenn |ug| < oo (k> 2). In diesem Fall ist

=3 ()t (1.12)

=0
mit po := 1, insbesondere gilt:
My = g — I3, (4.13)
Umgekehrt haben wir
L (k
= (o —p )=y <Z)me-u’“‘ﬁ (4.14)
i€l =0
mit mg := 1, m; = 0.
Mit Hilfe der Momente einer Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R; kann man

eine erste Vorstellung von der Lage und der Form der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung auf R; gewinnen.
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Definition 4.19 Als k-tes Moment einer diskreten reellwertigen Zufallsgrifse
X diber (2,2, P) bezeichnet man das k-te Moment pi ihrer Wahrscheinlich-
keitsverteilung PX.

Es gilt:

i =Y 2t PX({z,)) = Yt P(X = ) = B(X"). (4.15)
el iel
mit den gleichen Existenz- bzw. Nichtexistenzbedingungen wie beim k-ten Mo-

ment irgendeiner diskreten Verteilung auf R;. Wir schreiben u* = p:*. Schlief3-
lich fithrt man fiir £ > 2 das k-te zentrale Moment fiir X ein als

miy =Y (i — )P {ai}) =

i€l

D (@i — ) P(X = 2;) = B(X — ). (4.16)

icl

Varianz

Das erste Moment, der Erwartungswert p, kennzeichnet die Lage der Vertei-
lung, das zweite zentrale Moment vermittelt eine Vorstellung, wie breit die
Verteilung um den Erwartungswert platziert ist. Es hat einen eigenen Namen.

Definition 4.20 Als Varianz oder Streuung der Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ((z;,p;),1€ 1) bezeichnet man die Grifle

0% = Z(l‘z — 1)°pi. (4.17)

il
Die Wurzel aus der Varianz o = (02)% nennt man Standardabweichung der
zugrunde liegenden Verteilung.

Es gilt 02 > 0. Wir haben 0? = 0 genau dann, wenn die Verteilung ((z;, p;), 4 €
I) ausgeartet ist, also die Verteilung in nur einem Punkt x;, fiir ein iy € I kon-
zentriert ist, d. h. wenn gilt p;, = 1. In diesem Fall ist p = x;,.
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Beispiel 4.21 (Zweite Fortsetzung der Beispiele aus 4.3):

1
a) 0 = ¥ Z(% —p)?, falls Q C Ry

el

b) 0® =0 , falls wy € Ry

Definition 4.22 Die Varianz einer diskret verteilten reellwertigen Zufalls-
grofle X mit der Verteilung PX, gegeben durch ((z;,pX),i € I), ist definiert als

0% =E(X - EX)* =) (1; — EX)’p".
iel
Man schreibt auch Var(X) oder D*X fiir 0% . Die Standardabweichung ox der
Zufallsgrofse X ist definiert als der Wert (Ug()%.

Offenbar gilt die fiir Berechnungen niitzliche Formel

D?*X = EX? — (EX)?
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Aussage 4.23 (Tschebyschev’sche Ungleichung) Ist 0 < D*X < oo, so gilt
fiir jedes € > 0 die Ungleichung

D2X

P(X - EX|> ) < =

Beweis:

P(|X —EX|>¢)=P*({z;: |z; — EX| > ¢}) =

S P () Zm EX|? PX((n)) = DQX

el el
|z; —EX|>e

O

Die Tschebyschev’sche Ungleichung besagt, dass, je kleiner die Varianz von X
ist, umso unwahrscheinlicher ist es, dass die Zufallsgrofle X bei einer Durchfithrung
des zugrunde liegenden zufélligen Versuches um mehr als ¢ vom Erwartungs-
wert FX abweicht.

Im Fall D?X = 0 gilt P(X = EX) = 1, es gibt also mit Wahrscheinlichkeit
Eins keine Abweichung vom Erwartungswert, d.h. die Verteilung P¥X ist aus-
geartet und konzentriert in einem Punkt, der dann natiirlich gleich £ X ist.

Diskret verteilte zweidimensionale zuféllige Vektoren

In vielen Féllen interessiert man sich im Rahmen eines zufélligen Versuches
nicht nur fiir einzelne ZufallsgroBlen, sondern fiir mehrere verschiedene. Die-
se sind dann im Allgemeinen nicht ohne innere Zusammenhénge, was man
nur durch die Untersuchung ihrer gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung
feststellen kann und nicht an den einzelnen Zufallsgréflen bzw. ihren Vertei-
lungen. Man denke beispielsweise an Korpergréfie und Gewicht einer zufallig
gewdhlten Person. Wir geben hier eine Einfithrung in diese Fragestellung im
Rahmen zweier diskret verteilter Zufallsgroflen, sie bilden, zusammengefasst,
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einen zweidimensionalen zuféalligen Vektor.

Es sei X = (U,V)T ein zufilliger Vektor iiber einem Wahrscheinlichkeits-
raum (€, 2, P) mit Werten in einer Menge E := Ey x Ey, wobei Ey und
Ey hochstens abzahlbar viele Elemente enthalten mogen:

EU:{Ui,’i E[} ul’ldEV:{’Uj,j 63}

Hier seien I und J Teilmengen von /N.

Die moglichen Werte der Zufallsgrole U sind also die u; € Fy, die von V die
(% S Ev.

Die moglichen Werte von X sind die Paare (u;, v;), (¢, j) € IxJ. Folglich besitzt
X eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung P, Thre Einzelwahrscheinlich-
keiten seien gegeben durch

PX((’LLi,Uj)):P(U:Ui,V:Uj) =P Z.GI,].EC‘.
Nach Definition diskreter Verteilungen gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeit

PX(B), dass der zufillige Vektor X einen Wert aus B annimmt (siche Nota-
tion...):

PX(By=P(Xe€B)=P((U,V)€B)= > py;, BCE. (418)
Definition 4.24 Die Verteilung PX heifit gemeinsame Verteilung von U und
V' und ist gemafs Formel (4.20) eindeutig bestimmt durch ihre Einzelwahr-
scheinlichkeiten p;;,1 € 1,7 € J.

Die Verteilungen der einzelnen Zufallsgroien U und V' ergeben sich aus ihrer
gemeinsamen Verteilung P durch

PU(C)=PUeC)=PUeCVeEE)= > py,CCEy (419)

i€lu; €C
JEJ

PY(D)=P(VeD)=PU€EyVeD)= > p;, DCEy (4.20)

j€3:’uj eD
el
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PY und PV sind also die Randverteilungen von P~ . Ihre Eigenschaften ergeben
sich wie folgt:

Y ({us}) jET (4.21)

pr =

el

.j,

pr =p;. i€l,P"({v;})

JEJ

Die Bezeichnung Randverteilung wird hier besonders verstdndlich, wenn man
die Einzelwahrscheinlichkeiten p;; in einem Schema wie folgt anordnet.

N2 3 g
I | pu pi2 --P1j.-- | P1
2 | pa1 D22 : Da.
3 .
{ DPi1 <Pij .- | Di
p1 D2 D-j 1

Bemerkung 4.25 Die Verteilung (p;;) bestimmt die Randverteilungen (p;.)
und (p.;) eindeutig. Die Randverteilungen bestimmen aber die gemeinsame

Verteilung noch nicht eindeutig.

Das wird deutlich an dem néchsten Schema, das fiir jedes ¢ € [0,

dimensionale diskrete Verteilung darstellt:

0 1
s 1 1
17 172
o !
1~ 173
1 1
2 2

1] eine zwei-
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Beispiel 4.26 Aus einem Kartenspiel mit 32 Karten (Skatspiel) werden nach-
einander auf gut Gliick ohne Zuriicklegen der ersten Karte zwei Karten gezo-
gen. Es sei U =1 (bzw. V = 1), falls die erste (bzw. zweite) Karte ein Konig
ist. Anderenfalls setzen wir U = 0 (bzw. V' = 0). Dann ergibt sich unter
Verwendung des Modells fiir die hypergeometrische Verteilung fiir die Einzel-
wahrscheinlichkeiten p;; der gemeinsamen Verteilung von U und V' und die
Randverteilungen (vgl. den Abschnitt iiber hypergeometrische Verteilungen)

N o 1

28 27 | 28 4
32 31| 32 31

| 3
ool —

Funktionen diskret verteilter zufalliger Vektoren

Aussage 4.27 Es sei ¢ eine reellwertige Funktion auf E = Ey x Ey mit
Werten in einer hdchstens abzdhlbar unendlichen Menge Ew = {wy, k € K}.

Dann st

Ww) =¢U(w),V(w)), wel

eine diskret verteilte Zufallsgrifse mit Werten in Ew und den Einzelwahr-
scheinlichkeiten

PY({w})= > piy keK (4.22)

iy
P (uj,vj)=wg
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Beweis:

PY({wr}) = P(W = wy) = P({w € QW (w) = wi}) = PV~ ({wi}) =

P({w: (Uw), V@) ev {uwh)) = Y py keK.
w(usz;):wk

0J

Wir benotigen im Weiteren den Erwartungswert reellwertiger Funktionen meh-
rere Zufallsgroffen und nutzen dafiir die folgende

Aussage 4.28 Gilt By C und Z 1Y (ui, vj)|pi; < 00, so hat W = (U, V)
(i,j)€IxJ
einen endlichen Erwartungswert, und es gilt

EW = Ey(U,V) = Z P(us, vj)pij (4.23)

(1,5)€IxJ

Beweis:

keK keK (4,5):
Y (ug,uj)=wg

Z Z Y (us, uj)pij = Z (i uj)pij-

keK (4,5): (4,7)EIXJ
p(ug,ug)=wg

Folgerungen 4.29 Sind U und V reellwertige Zufallsgréfien mit endlichem
Erwartungswert und a, b reelle Zahlen, so hat auch aU + bV einen endlichen
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Erwartungswert, und es gilt

E(aU +bV) = aEU + bEV. (4.24)

Var(aU + bV) = a*Var(U)b*Var(V) + 2abE(u — EU)(V — EV) (4.25)

Beweis: Wegen (4.25) gilt

E(aU +bV) = Z(aui + bvj)pij = GZUipij + bzvjpij

(6.3) 0J 0,J

= aZuip,; + vajp.j =alU +OEV
i J
und

Var(aU +bV) = E(au+ bV — E(aU —bV))* = E((aU — EalU) + (bV — EbV))?

= a*VarU +b*VarV + 2abE(U — EU)(V — EV))

O

Bemerkung 4.30 Im Allgemeinen gilt nicht E(UV
man am Beispiel (U, V) = UV,P(U = i,V = j)

FEUFEV. Das sieht
+
{0,1} fiirc € (0, 7).

e (Z1,0) €

4.4 Kovarianz und Korrelation
Es sei (U, V) ein diskret verteilter zufilliger Vektor iiber (£2,%, P) mit Werten

(wi,v;) in Ry:

P(U:uiavzvj):pij > (27J)EIX3
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Aussage 4.31 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Gilt E(U?) < oo und E(V?) <
00, so ist E|U - V| < oo und
(E(UV))*> < EU*EV2.(7) (4.26)

Das Gleichheitszeichen gilt in (4.28) genau dann, wenn es eine reelle Zahl c

gibt mit U = ¢V P-f.s. oder mit V- = cU P-f.s.

(Eine Gleichung zwischen zwei Zufallsgrofien gilt P-fast sicher, kurz: P-f.s.,
falls die Menge aller w € €, fiir die sie nicht erfiillt ist, eine P-Nullmenge bil-
det.)

Beweis: O.B.d.A. sei EU? > 0 und EV? > 0. Anderenfalls gilt U =0 P — f.s.
oder V =0 P — f.s.. Das Gleichheitszeichen in (4.28) und der zweite Teil der

Aussage sind dann richtig.

Fiir jedes 3 aus R; ist E(U + V)? < oo und zwar wegen (a + b)* < 2(a® + b?)
ist E(U + pV)? < 2EU? + 23?EV? und der Voraussetzung.

Setzt man zunéchst

,\ 2 L\ 2
0= (g‘%) und dannﬁz—(%%) ,

so erhilt man wegen E(U + BV)? > die Ungleichungen

—(BUEV?): < E(UV) < (EU?EV?)3,
woraus sich (4.28) ergibt.

Das Gleichheitszeichen in (4.28) gilt wegen EV? > 0 genau dann, wenn E(U +
BV)? = 0 fiir ein B aus R, richtig ist. In diesem Fall ist U = —3V P-f.s. und

. . 2
notwendigerweise 3% = £55.
0

Definition 4.32 FEs sei E(U?) < oo und E(V?) < co. Dann heift die durch
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Kov(U,V):=E(U - EU)(V — EV))

definierte Grifle die Kovarianz zwischen U und V.

Aussage 4.33 Die Kovarianz hat folgende Eigenschaften (o, 5 seien zwei be-
liebige reelle Zahlen, W eine dritte Zufallsgrifie):

1. Kov(U,V) = Kov(V,U)

2. Kov(aU,V) =aKov(U,V)

4. Kov
5. Kov

(W,
(
3. Kov(U + W, V) = Kov(U,V) + Kov(W,V)
(U,V) = E(UV) — EUEV

(U,U) = DU

6. Kov(U,B) =0

7. (Kow(U,V))? < DU - D*V

8. (Kov(U,V))* = D*UD*V <= 3 Es existieren a,b € Ry : V = aU +
b P — f.s. oder es existieren ¢,d € Ry : U =cV +d P — f.s.

Der Nachweis dieser Figenschaften folgt fiir 1. - 6. unmittelbar aus der Definiti-
on der Kovarianz und fiir 7. und 8. mit Hilfe der Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

Definition 4.34 Es sei D*U, D*V € (0,00). Dann bezeichnet man die Zahl

Kov(U,V)
(D2U D2V )2

als den Korrelationskoeffizienten zwischen U und V' oder einfach als Korrela-
tion zwischen U und V.

Kor(U,V) =
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Wegen der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt |Kor(U, V)| < 1.

Wir haben |Kor(U, V)| = 1 genau dann, wenn U und V' linear (genauer: affin)
abhéngig sind, d. h., wenn es Zahlen a, b und c gibt mit aU +bV +c =0 P— f.s.
(Zum Beweis nutze man Eigenschaft 8 von Aussage 4.32. ) Im letzteren Fall
gilt Kor(U,V) =1, falls ab < 0 und Kor(U,V) = —1 falls ab > 0.

Aussage 4.35 Der Korrelationskoeffizient hat die Eigenschaften
1. Kor(U,V) = Kor(V,U),

2.7 Kor(aU,V) = Kor(U,V).

Definition 4.36 Gilt fiir zwei Zufallsgrofien U,V mit D*U < oo und D?V <
oo die Beziehung Kor(U,V) =0, so heiffen U und V unkorreliert.

Die GroBe Kor(U,V) gibt den Grad der linearen Abhéngigkeit zwischen den
Zufallsgrofen U und V' an. Fir Kor(U,V) = 1 und Kor(U,V) = —1 liegt
vollstandige lineare Abhéngigkeit vor. Kor(U,V) = 0 deutet auf eine gewisse
Unabhéngigkeit in einem noch zu prézisierenden Sinn.

Man beachte, dass auf Grund der Definition der Eigenschaft 4. der Aussage
4.32 gilt

Kor(U,V) =0+ Kov(U,V)=0<= E(UV)=EU-EV  (4.27)

4.5 Regressionsgerade

Wir beginnen mit einer Voriiberlegung iiber die beste Moglichkeit, den Wert
einer Zufallsgrofe, den sie bei dem ihr zugrunde liegenden zufilligen Versuch
annehmen wird, vorherzusagen.

Es sei X eine reellwertige (diskret verteilte) Zufallsgrofe iiber (2,2, P) mit
D?X < oo.
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Wenn man vor Ausfithrung des zufilligen Versuches (2, 2(, P) den Wert, den
X annehmen wird, durch eine reelle Zahl ¢ voraussagen soll, so ist das im Fall
D?X > 0 zunichst einmal nicht mit Sicherheit méglich. Um es dennoch so gut
wie moglich zu tun, muss man prézisieren, was man unter ”so gut wie moglich”
verstehen will. Eine Moglichkeit besteht darin, zu fordern, dass in einer langen

Reihe von Realisierungen von X, ndmlich (z1,xs,...,x,), ¢ so gewdhlt wird,
n

dass Z(:L’Z —c)? minimal wird (" Minimierung der quadratischen Abweichung”,
i=1
”Methode der kleinsten Quadrate”).

Das fiithrt auf ¢ = %Z% Das empirische Gesetz der groflien Zahlen besagt,

i=1
dass dieses arithmetische Mittel fiir die Zufallsgrofie X, in der Ndhe von EX
liegt.

Wir machen uns von der Durchfithrung des Versuches unabhéngig und ver-
wenden als Vorhersage von X den Wert ¢ = EX. Tatséchlich erreicht auch die
Funktion ¢ — E(X — ¢)? bei ¢ = FX ein Minimum. Die ”beste” Voraussage
fiir X ist also X (im Sinne der Minimierung des quadratischen Mittels).

Die Streuung D*X = E(X — EX)? ist gerade der Wert dieses Minimums und
bildet ein Maf fiir die ”Giite” der Voraussage von X durch FX. Je kleiner
D?X ist, umso genauer ("im quadratischen Mittel”) wird diese Voraussage
sein.

Wir wenden uns nun dem eigentlichen Anliegen dieses Abschnittes zu.

Es seien U und V' zwei (diskret verteilte) reellwertige Zufallsgrofien iiber dem-
selben Wahrscheinlichkeitsraum (€,%2(, P) mit 0 < EU? < 00,0 < EV? < oo.
Die Aufgabe bestehe darin, auf Grundlage der Kenntnis, welchen Wert U an-
genommen hat, den Wert von V' méglichst gut vorherzusagen. Zur llustration
stelle man sich wieder den Fall vor, dass U die Kérpergrofie und V' das Gewicht
einer zufillig ausgewéahlten Person sind.

Im Allgemeinen gibt es keine deterministische Funktion 1, so dass V' = ¢ (U)
gilt. Um V' mit Hilfe von U moglichst gut vorauszusagen, suchen wir Koeffizi-
enten a,b € Ry, die die mittlere quadratische Abweichung

(a,0) — E(V —aU —1)? =



Diskrete Verteilungen und Zufallsgréfen 101

EV?+ a*EU? +V* — 2aE(UV) — 20EV + 2abEU

minimal werden lassen, d. h., wir suchen unter allen linearen Funktionen von
U diejenige, die V' am besten approximiert.

Das fiihrt auf die Gleichungen
b=FEV —aFEU und

aD*U = Kov(U, V).

Also ist

V= EV + Kor(U,V) - (U — EU)

die beste lineare Approximation von V durch U. Definition: Die Gerade
v=yg(u)=EV +alu—EU),u € Ry
mit a = Kor(U, V)(Z—‘;) = EolUV)

%
heifft Regressionsgerade fiir V' beziglich U. Die Zufallsgrifie V = g(U) ist die
(im quadratischen Mittel) beste lineare Funktion von U fir die Voraussage von
V' auf der Basis von U ( = Regressionsgerade fir V auf der Basis von U ).

Man wird mit der Vorhersage V fiir V den tatséchlich eintretenden Wert von V
i. Allg. nicht genau treffen. Im Mittel allerdings schon, denn es gilt EV =EV.
Die tatséichliche ” Ungenauigkeit” V-V héngt vom Zufall ab. Wir messen sie
durch ihre Varianz E (V — V)2, fiir die sich nach einfacher Rechnung

~

E(V -V)? =0¢i(1— (Kor(U,V))?)

ergibt. Diese Zahl bezeichnet man als Reststreuung, die zwischen der Vorher-
sage V und dem vorherzusagendem Wert V' noch besteht, und die man auf
Grundlage der Vorhersage von V' durch eine lineare Funktion von U nicht be-
seitigen kann.

Hier wird noch einmal deutlich, dass Kor(U, V') ein Ma8 fiir den linearen Zu-
sammenhang zwischen U und V ist.

Spezialfille:
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a) Kor(U,V) =0 = keine Reduzierung von o7, die beste lineare Funktion
V' zur Vorhersage von V' auf der Basis von U héngt gar nicht von U ab
und ist gleich dem Wert EV.

b) |Kor(U, V)| =1:V =V, keine Reststreuung, exakte Vorausaussage von
V' durch eine lineare Funktion von U moglich

4.6 Erzeugende Funktionen

Fiir diskrete Verteilungen auf den natiirlichen Zahlen stellen die sogenannten
erzeugenden Funktionen ein wirkungsvolles analytisches Hilfsmittel dar, um
zum Beispiel Momente der Verteilung zu bestimmen. Weitere Anwendungen
werden wir spéter kennen lernen.

Es sei X eine Zufallsgrofle iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P), die
nur Werte aus der Menge N, der natiirlichen Zahlen annehmen kann, und mit
Einzelwahrscheinlichkeiten ihrer Verteilung

Definition 4.37 Als erzeugende Funktion g¢(s),s € [—1,1], der Zufallsgrifie
X (genauer: ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung P~ ) bezeichnet man die Funk-
tion

g(s) == EB(s%) = Zskpk, s € [—1,1].

k>0

Wegen p, > 0 und Zpk = 1 ist g(-) eine Potenzreihe mit einem Konver-
k>0

genzradius p > 1. Daraus ergeben sich sofort einige Eigenschaften, die wir in

folgender Aussage zusammenfassen.
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Aussage 4.38 In der soeben eingefiihrten Terminologie gilt
(i) g(-) ist in (—1,1) unendlich oft differenzierbar mit
fracdkdskg(s) = Zj(j 1) (G- k+ 1)5j_kpj =
Jjzk
EX(X —1)...(X —k+1)s%H),

es qilt

= 1 d" k>0 4.28
Pr = H@Q(Sﬂszoy = V. ( . )

(ii) Im Fall EX* < oo haben wir die Gleichung

EXX-1D)(X-2)...(X—-k+1)) = 11%1 ﬂg(s) < oo. (4.29)
s11 ds
Gilt dagegen EX* = oo, so ist
. d”
EXX-1)--(X—-k+1)) :151%1@9(3) = 0.

(1ii) Sind g(-) und h(-) erzeugende Funktion zweier Zufallsgrofien X bzw. Y
mit Werten in Ny, und gilt g(s) = h(s),s € [0,6], fir ein 6 > 0, so sind
die Verteilungen PX und PY einander gleich:

P(X=k)=P(Y =k), k>0

Beweis:
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Es sei [s| <1und § > 0, so dass (s —d,s+9) C (—1,1).
Dann ist fiir alle h € (=9, )

A(s,h) :=|h g(s + h) — g(s stk Ype| =

D I (s +h)* =) — ks py

k>1

Weiterhin gibt es fiir jedes k£ > 2 ein & mit || < h, so dass gilt

k(k—1)

h (s 4+ h)F — &%) — ks = 5

(s4+&)7h

(Mittelsatzwert). Wegen |s + & < |s| + 0 < 1 ergibt sich

Als.h( < Y D (1 40) - 1hl = o).

k>1

Fiir h — 0 folgt also

dg

L d
- = Z ks*'pg, und es gilt d—g\szo =Dp1.

k>1

Der Beweis fiir die hoheren Ableitungen erfolgt analog.

Mit EX* < oo gilt auch EX! < oo(1 < [ < k) und somit F(X (X —
1)...( X —k+1)) < oo. Furs e (0,1) ist %g(s) eine nichtnegative
monoton wachsende Funktion mit (siehe Teil (i) dieser Aussage)

1;%1 zskg( JSEX(X-1)...(X—k+1)) <oc. (4.30)

Es sei € irgendeine positive Zahl und j, so grof}, dass

[e.o]

ST GGk Ly <o

2
J=Jjo+1
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gilt.

Weiterhin sei § < 0 so gewihlt, dass

Jo

Z]J—l Gk D) > GG =1 (G —k+)p— 5
i=k

fur alle s mit s € (1 — 4, 1] richtig ist.

Dann gilt fiir s € (1 — 0, 1]

sdk Z]J—l (G—k+ )sﬂpﬁz (G —1) ... (G = k+1)sp;
J=jo+1
>Z]j—1 (j—k+1) ‘——>ij—1 (J+E+1)p;

und somit haben wir in (4...) das Gleichheitszeichen.

(iii) Nach Voraussetzung und wegen (i) gilt

d*q d"h

@(S) = ﬁ(S% k Z ]_,S € (0, 5)

Wegen der Stetigkeit aller Ableitungen von g und von h fiir |s| < 1 folgt

d*g d*h
o170 = il
Aus (4....) ergibt sich nun (iii). O

Definition 4.39 Die Grifle fr := EX(X —1)... (X —k+1) heifit faktorielles
Moment k-ter Ordnung der Zufallsgrofie X .

Formel (4...) kann man zur Berechnung anderer Momente der Zufallsgréie X
nutzen. Zum Beispiel gilt

EX = f1,D’X = EX? — (EX)* = fo + fL — f£.
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Beispiel 4.40 (Fortsetzung der Beispiele aus 4.1.):

a) Im Fall wy, = k,k=1,---, N ergibt sich

. N L1 s— N
g(S)ZNZS N 15 s€[-1,1)
k=1

und ¢(1) =1,

b) g(s) = sk falls wy = ko € Ny,

¢) g(s) = 32 (") (ps)*(1 — p)"* = (1 — p(1 — 5))",

k=

o

d) gs) = 3> 200N — exp(A(s — 1)),

=0

o

e) g(s) = > (qs)"p = £ mit ¢ =1 —p,
k=0

m  (R\(M—R
f) g(s) = Z LAT’“) s¥ ist eine spezielle hypergeometrische Funktion,

g) g9(s) = > () (g5)"p = (+2=)" mit g = 1 —p.

Der Beweis ist elementar.

4.7 Mehrstufige zufillige Versuche

Héaufig lauft ein zufilliger Versuch in mehreren Schritten oder Stufen ab.
Wir haben dafiir bereits Beispiele kennen gelernt (mehrmaliges Werfen ei-
ner Miinze). In diesem Abschnitt werden wir zunéchst ein sehr allgemeines
stochastisches Modell zusammengesetzter Versuche konstruieren. Danach kon-
zentrieren wir uns auf den Fall abzéhlbar vieler Versuchsausgénge, in dem man
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einige einfache Berechnungsformeln angeben kann.

Angenommen, der zuféllige Versuch besteht aus n Einzelexperimenten, die

nacheinander ausgefiihrt werden. Die moglichen Ergebnisse w;, des k-ten Ex-

perimentes moégen aus einer Menge €2 stammen, k& = 1,...,n. Das Ergebnis

des Gesamtexperimentes wird dann beschrieben durch den Ausgang
w=(w1,...wy) € Q1 X ... X

Da w aufgefasst wird als Ergebnis einer zeitlichen Abfolge von Experimenten,

nennt man w auch einen ”Pfad” oder eine "Trajektorie” des Gesamtversuches.

Wir setzen

Q::le...xQn:H 0.
k=1

Die mit dem k-ten Experiment verbundenen Ereignisse bilden eine o-Algebra
2 von Teilmengen von 2. Die o-Algebra 2 aller mit dem Gesamtversuch
verbundenen Ereignisse enthélt natiirlich alle Ereignisse der Form A := A; x

X A, mit Ay € A,k =1,...,n, da man nach Ablauf aller Teilexperimente
entscheiden kann, ob ein solches A eingetreten ist oder nicht.

Wir definieren 2l als kleinste o-Algebra von Teilmengen von 2, die alle Ereig-
nisse dieser Form umfasst, also:

QII:O'<A1X...XAn‘AkEQ[k,k:L...,n).

Definition 4.41 2 hezﬂt die Produkt-c-Algebra der o-Algebren Ay, k = 1,.

und wird auch mit H Qlk oder A; @Ay ® --- @A, bezeichnet.
k=1

Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf 2, so haben wir mit (Q,2(, P) ein sto-
chastisches Modell eines n-stufigen zufélligen Versuches.

Das System ~« von Ereignissen aus 2, definiert durch

’}/::{AlX...XAnlAkEQlk,k:L...,n}
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ist eine Semialgebra mit o(vy) = 2. Folglich ist P durch die Angabe seiner
Werte auf « bereits eindeutig festgelegt (Maftheorie). Das wird uns die Kon-
struktion des Mafles P aus einfacheren Gréflen ermoglichen.

Das k-te Einzelexperiment (2, 2k, Py) ist in dem Gesamtexperiment (€2, 2, P)
durch

W D Ap —— (U X .o X Qg X A X Qg X ..o x Q) = A} und

Pu(A) = P(A}), A, €Ay

eingebettet. Die Verteilung P bestimmt also die ” Randverteilungen” P, auf 2.

Aus den P,k =1,...,n, dagegen ist P im Allgemeinen nicht reproduzierbar.
Das gelingt nur in einem Fall, ndmlich wenn gilt

P(Ayx...x Ay) =[] P(Ar), A€W k=1,...,n. (4.31)

k=1

In diesem Fall bezeichnet man P als das von den P, erzeugte Produktmaf$ auf
der Produkt-o-Algebra 2 und schreibt P = H Pk PP, ® --®P,.

Im Allgemeinen ist jedoch P nicht gleich dem Produktlonsmaﬁ

Wir wollen nun fiir den Fall, dass alle §2;, abzdhlbar sind, das Mafl P aus
einfacheren Kenngréflen konstruieren. Dazu beginnen wir mit einem einfachen
Beispiel.

Beispiel 4.42 In einer Urne mdégen sich zwei rote und drei schwarze Kugeln
befinden. Wir ziehen auf gut Gliick eine der Kugeln und legen sie zusammen
mit einer weiteren Kugel derselben Farbe wie die gezogene, in die Urne zuriick.
Danach wéhlen wir erneut auf gut Gliick eine Kugel.

Das Experiment ist zweistufig mit €1 = s = {r, s}, seine moglichen Ausginge
sind die Elemente der Menge Q := {(r,7), (r,s), (s,7), (s,s)}. Fir A wihlen
wir B(2). Die zu bestimmende Wahrscheinlichkeitsverteilung P ist diskret
und durch ihre Einzelwahrscheinlichkeiten p((r, 7)), p((r, s)),p((s, 7)), p((s, s))
eindeutig festgelegt.
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P(A)= > pw), ACQ. (4.32)

ww€eA

Um eine Vorstellung zu bekommen, wie grofl diese Einzelwahrscheinlichkeiten
im betrachteten Fall sind, erinnern wir an das empirische Gesetz der grofien
Zahlen, dass bei wachsender Zahl von Versuchsdurchfithrungen die relative
Héufigkeit @ cines Ereignisses A sich der Wahrscheinlichkeit P(A) immer
mehr ndhert. Wenn wir die geschilderten Ziehungen sehr oft wiederholen, so
wird die relative Haufigkeit, beim jeweils ersten Zug eine rote Kugel zu erhal-
ten, etwa gleich % sein, da in der Urne zwei der fiinf Kugeln rot sind. Unter
denjenigen Versuchsdurchfithrungen, bei denen man beim ersten Mal eine rote
Kugel zieht, werden sich mit der relativen Haufigkeit von etwa % = % beim zwei-
ten Ziehen eine schwarze Kugel ergeben, da sich vor dem zweiten Ziehen drei
rote und drei schwarze Kugeln in der Urne befinden. Insgesamt wird also die
relative Haufigkeit des Ergebnisses (7, s) etwa gleich % . % = % sein. Wir setzen
deshalb die Einzelwahrscheinlichkeit p((r, s)) dafiir, beim ersten Zug eine rote,
beim zweiten Zug eine schwarze Kugel zu erhalten, gleich p((r,s)) = 2-1 = 1
Analog ergibt sich p((r,r)) = 2-2 = £, p((s,7)) = 2-2 = £,p((s,5)) =

Damit ist unter Beachtung von (4...) eine Verteilung auf B(2) definiert.

e
Sl

Fiir die Randverteilungen P; und P, des ersten bzw. zweiten Zuges ergibt sich

Pi{r}) = Pr} x {r,sh) = pl(r 1)) +((r,8)) =

P({s)=1- R} =

Py({r}) = P({r,shx{rh) = pl(r ) p((s,7) = 2, Po{s) = 1-Pa({r}) = 2.
Erste Pfadregel

Im Folgenden seien alle Q, k = 1,...,n, hochstens abzihlbar. Das erste der
n Experimente ende mit der Wahrscheinlichkeit p()(w;) mit dem Ausgang
w1 € €. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir das zweite Experiment hangt
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i.A. vom Ausgang des ersten ab, wir bezeichnen ihre Einzelwahrscheinlich-
keiten mit pffl) (wq). Analog hingt die Wahrscheinlichkeitsverteilung des k-ten

Experiments vom bisherigen Verlauf ab: pg?w},_wk_l(wk). Als Wahrscheinlich-
keit p(w) fiir den Ausgang des Gesamtexperimentes w = (wy, . .. ,w, ) definieren
wir analog zum obigen Beispiel:

p(w) = pV(w)pP(ws) .. P (wn). (4.33)

Offenbar ist p(w) > 0 und

> pw)= Y pWw) D PP (wa) - > p L (wa) =1,

we w1 €N wo €9 wn €0y

da nach Definition gilt:

pM(w1) > 0 und Z pP(wy) =1, sowie

w1€Q

(k)

pwlwz ‘Wi—1 (

k) > 0 und

prlu&wkl ):17k22.

wE €N

Diese Regel (4....) zur Bestimmung der Einzelwahrscheinlichkeiten p(w) heifit
auch "Erste Pfadregel”.

Die Wahrscheinlichkeit p(w) des Pfade w = (w1, ws, -+ ,w,) wird also mittels

der zumeist bekannten oder einfacher zu bestimmenden Groéfien pfﬁ)...wkfl(wk)
berechnet, die die Wahrscheinlichkeiten angeben, dass beim k-ten Versuch der
Ausgang wy, erscheint, wenn im bisherigen Verlauf der Versuche wy, ws, - -+, wi_1
aufgetreten sind.

Zweite Pfadregel

Als 7Zweite Pfadregel” bezeichnet man die Formel zur Bestimmung von P(A),
wie sie fiir jede diskrete Verteilung gilt:

=> pw), AcCQ (4.34)

wEA
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Als Fazit halten wir fest, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung P in einem
n-stufigen zufélligen Versuch sich aus den meist einfacher zu bestimmenden
Wahrscheinlichkeiten

p(l)(wl) (k) (wk),k::2,3,--- nyw; € i=1,---,n

’pwl---wk—l
mit Hilfe der ersten und zweiten Pfadregel bestimmen ldsst. Die Vertei-
lung (p™M(wy),w; € Q1) nennt man Anfangsverteilung, jede der Verteilungen
pgcl),,,wkfl(wk),wk € Qp, eine Ubergangsverteilunyg.

Beispiel 4.43 (Polya’sches Urnenschema)

In einer Urne liegen R rote und S schwarze Kugeln, R + S = N. Auf rein
zuféllige Weise wird n-mal nacheinander eine Kugel entnommen, jedes Mal
wieder zuriickgelegt und ¢ Kugeln derselben Farbe hinzu gefiigt.

Die Anzahl der roten Kugeln in der Urne nach Abschluss den Ziehungen und
des Zuriicklegens ist eine Zufallsgrofie. Gefragt ist ihre Wahrscheinlichkeitsver-
teilung. Der beschriebene Mechanismus wird als einfaches Modell der Ausbrei-
tung infektioser Krankheiten in Populationen von Individuen angesehen und
heifit Polya’sches Urnenschema.

Wir beschreiben das Polya’sche Urnenschema als mehrstufigen zufélligen Ver-
such. Dazu setzen wir

Q= {071}722(k:q3<9k)7k: L...;n

und vereinbaren w; = 0, falls beim k-ten Ziehen eine schwarze, w;, = 1, falls
beim k-ten Ziehen eine rote Kugel erscheint.

n ®
Essei Q:= [[ Q,A:=P(Q),w = (wy,...,w,) € Q.
k=1

Die Anzahl der roten Kugeln, die bis zum (einschlielich) k-ten Ziehen gezogen

wurden, werde mit Ry bezeichnet.
Die ZufallsgroBlen Ry und Sy habe die moglichen Werte 0,1, ..., k. Nach Defi-
k

nition gilt Ry(w) = ij, wek=1,...,n.

=1
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Wir setzen Ry(w) = 0.

Die Anzahl S) der schwarzen Kugeln, die bis zum k-ten Ziehen erschienen sind,
ist folglich gleich k — Ry(w) =: Sk(w). Auch hier definieren wir Sy(w) = 0.
Nach den beiden Pfadregeln fiir mehrstufige Versuche gilt:

(Ro=j)= Y P{wh

weN
Rp (w)=j

P({w}) = pP(w)pl) (@) -0l iy (@) (9) (4.35)

Die Ubergangswahrscheinlichkeit pg? <+ wy,_; (wg) ist dabei die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass im k-ten Versuch eine rote (wy, = 1) bzw. eine schwarze (wy, = 0)
Kugel gezogen wird, wobei (w1, . ..,wy_1) den bisherigen Verlauf der Ziechungen
darstellt.

Lemma 4.44 FEs gilt
(R4 Ri_1(w) - ) (S + Sk_1(w) - ¢) 1=k

s (1) = R+ S+ (k—1)c ’
k=1,---,n.  (4.36)

o)

Beweis: Vor dem k-ten Ziehen einer Kugel befinden sich R+ S + (k — 1)c Ku-
geln in der Urne, von denen R+ Ry_1(w)c rot und S+S;_1(w)-c schwarz sind. O

Beim Einsetzen von (4.36) in (4.35) kann man das entstehende Produkt ver-
einfachen. Dazu nutzen wir das folgende

Lemma 4.45 Fiir alle w aus 2 gilt

n—1 Rp(w)
TR+ Ri(w)e)+ = T (R+ (k = 1)c) und (11) (4.37)
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n—1 Sn(w)
[1(S+ Skw)e)==s= = T (S + (k- 1)e), (4.38)
k=0 k=1

0
wobei [](...) =1 gesetzt wird.
k=1

Beweis: Wir zeigen nur, dass die erste Gleichung richtig ist, die zweite beweist
man analog.

Fiir n = 1 ist die Gleichheit in (11) offensichtlich. Die Beziehung (11) gelte fiir
n = m. Dann haben wir fiir n =m + 1 :

m

[[(R+ Ri(w)e)+ = H (R + Ri(w)e) 1 - (R + Ry (w)c)m+*
k=0

k=0

H De)(R + R (w)e)*mt.
Der letzte Faktor ist glelch (R4 (Rmt1(w) — 1)) falls w1 = 1 (wegen

Ryi1(w) = Ry(w) +wimt1), und gleich Eins, falls w,,11 = 0. Wegen R,,11(w) =
R,,(w) im letzteren Fall ist somit (11) fiir n = m + 1 und jedes w richtig. O

Folgerungen 4.46 Fiir jedes w € € gilt

L (R+G=1e) 11 (S+G=1)e)
P({w}) = = 0 = (4.39)
1;[1(1% +S+(—1))
P(R,=1) = P{w}),l=0,1,...,n.
w:Rp (w)=l

Alle w mit R, (w) = I haben wegen (13) die gleiche Wahrscheinlichkeit P({w}).
Es gibt insgesamt (’;) von thnen (das ist die Anzahl aller méoglichen Anordnun-
gen von | Einsen und (n — 1) Nullen in w = (wq,...,wy,)). Also folgt
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l n—l

(D) IT(R+ (G =1)e) TT(S + (j = 1)e)
P(R,=1)=—"" = (4.40)
[] (R+S+(j—1)c)

[=0,1,...,n.

Diese Wahrscheinlichkeitsverteilung von R, heifit ”Polya’sche Verteilung” auf
{0,1,...,n} mit den Parametern R,S und c.

Damit haben wir:

Aussage 4.47 Die Anzahl der bis zum n-ten Zug gezogenen roten Kugeln im
Polya’schen Urnenschema hat die durch (14) gegebene Polya’sche Verteilung
mit den Parametern R, S und c.

Spezialfalle:

¢ = 0: In diesem Fall wird nach jedem Ziehen nur die gezogene Kugel selbst
zuriickgelegt. Es ergibt sich eine Binomialverteilung mit den Parametern n und

_ _R
P= gris:
¢ = —1: Jetzt wird nach jedem Ziehen die gezogene Kugel nicht zuriickgelegt

und auch keine weitere in die Urne gelegt. Wir erhalten eine hypergeometrische
Verteilung mit den Parametern M = R+ .S, m = n. (Wir setzen in diesem Fall
der Einfachheit halber m < min(R, S) voraus.)

Es sei Ay = "bei k-ten Zug erscheint eine rote Kugel”, 1 < k < n. Wir wollen
P(Ay) berechnen und beweisen zunéchst das folgende Lemma.
Lemma 4.48 Die Ereignisse Ay, As, ..., A, sind austauschbar im Sinne von:

Beweis: Wegen (4....) gilt fiir alle Tupel (i1, ,4) mit 1 <¢; < --- <4 <mn
die Gleichung
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Y. PUwh = Y HuRuw) =) D Ha(m)(441)

weN we: weN
wij:1,j:17.‘.,l wij:17j:1,.,.z wijzl,le,...,l

Rp(w)=m

mit
R+ G -0 T{ (5 + G- 1o
H,(m) = =l — =1 , 0<m<n.
[I(R+S+(—1)c)
j=1
Die Summanden H,(m) der rechten Seite von (4....) sind fiir alle Tupel (i, - - - , ;)
mit derselben Lénge [ dieselben, und die Anzahl der w mit w;, =1,k =1,--- 1,
und R, (w) = mist bei m mit I < m < n gleich (:;_ll), unabhéngig von den Wer-

ten iy, 49, -+, € {1,2,--- ,n}. Somit gilt P(A;; N---NA;,)=P(AiN---A4),
die (Ag, k < n) sind also austauschbar im Sinne von ......

Mit Hilfe dieses Lemmas kommt man zu der zunachst iiberraschenden

R

unabhéngig von k£ und c.

Aussage 4.49 Flir alle k =1,2,...,n gilt

R

P(Ay) = P(Ay) = R+S

Beweis: Wegen der Austauschbarkeit der A;, A,..., A, folgt insbesondere

P(A;) = P(Ay), und P(A;) = RL_LS ist offensichtlich, da das Ziehen der er-

sten Kugel auf gut Gliick erfolgt. O
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