Kapitel 6

Suffiziente Statistiken

In diesem Kapitel untersuchen wir einen weiteren statistischen Begriff, der eng mit Like-
lihoodfunktionen zusammenhéngt und mit der Frage nach eventuell méglicher Datenreduk-
tion zu tun hat. Wir gehen der Frage nach, in welchen Féllen man an Stelle der gesamten
Stichprobe X lediglich Stichprobenfunktionen H(X') zu verwenden braucht, ohne Informa-

tionen iiber den zugrunde liegenden Parameter ¢ zu verlieren.

6.1 Vorbetrachtungen

Es sei (2, o7, &, X) ein statistisches Modell mit &2 = (IPy, ¥ € ©) und X als Stichprobe
mit Werten in einem mefibaren Raum (E, &). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung IP;) von X
auf (E, &) hangt von 9 ab. Hat man eine konkrete Stichprobe z, also eine Realisierung von
X erhalten, so kann man i.a. daraus Schliisse iiber die dem Experiment zugrunde liegende

Wahrscheinlichkeitsverteilung 1Py, also den wahren Parameter 9 € © ziehen.

Beispiel 6.1. Es sei X = (X3, Xy, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer auf
[¥,9 + 1] gleichméBig verteilten Grundgesamtheit, ¥ € IR sei unbekannt. Hat man eine
Realisierung x = (z1,...,x,) von X erhalten, so kann man schlieBen, daf

(max ) —1 <9< min x4

k=1,...,n k=1,...,n

gilt. Man erhalt also aus x Informationen iiber 9.

Beispiel 6.2. Ist X = (X;, Xs,...,X,,) eine mathematische Stichprobe aus einer expo-

nentiell mit dem Parameter A\ verteilten Grundgesamtheit, so kann man erwarten, dafl
1 n
X, == X
n n ; k

29
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1
in der Nédhe von [E)(X;) = X liegt (Gesetz der groBen Zahlen).

Beispiel 6.3. Aus der Beobachtung einer Trajektorie X = (W (s), s € [0, T]) des Wiener-
schen Prozesses mit den Parametern p und o2 auf dem Intervall [0, 7] (T > 0) 1i8t sich o2

exakt berechnen (siehe Kapitel 4).

In jedem der genannten Fille enthélt also die Stichprobe X Informationen iiber den wah-

ren Parameter ©.

Wir kehren zum eingangs formulierten allgemeinen Fall zuriick.

Ist H(-) eine Stichprobenfunktion auf (E,&) (d.h. eine Statistik) mit Werten in (F,.%),
so hingt auch ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung P4 auf (F,.%) im allgemeinen von 9 ab.
Wir haben das im Beispiel 6.2 mit H(X) = X,, gesehen.

Es entsteht die Frage, ob in H(X) noch genau soviel Information iiber 9 enthalten ist,
wie in der Stichprobe X selbst. Ist dies der Fall, so nennt man H(X) eine suffiziente (oder
auch erschopfende) Statistik fiir ¥ € © bzw. fir & = (Py, ¥ € ©). Wir gehen darauf im

Folgenden néher ein.

6.2 Suffiziente Statistiken und suffiziente o-Algebren

Wir verwenden die Bezeichnungen des Abschnittes 6.1. Ausgangspunkt der folgenden Uber-

legungen ist die Formel
IP§(B):/]P§<(B|H=h)IP§(dh), Beé&, (6.1)
F

die man als Verallgemeinerung der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ansehen kann.

Die Abhiingigkeit der Verteilung IP; von ¢ wird also aufgespaltet in die Abhiingigkeit von
¥ der Verteilung IP4 der Statistik H und die Abhéingigkeit von ¢ der bedingten Verteilung
Py (- | H = h) von X unter H = h. Beschrinkt man sich bei der Datenerhebung auf die
Statistik H(X) anstelle X, so geht also ein Teil der Abhéngigkeit (und damit ein Teil der

Information iiber ¥, die in X steckt) verloren.

Beispiel 6.4. Es sei X = (X;, Xs, ..., X,) eine mathematische Stichprobe aus einer zwei-
punktverteilten Grundgesamtheit mit dem Parameter p € (0,1), genauer, X;, Xo,..., X,

seien unabhéngig und identisch verteilt, und es gelte

P,(X,=1)=p, P,(X;,=0)=1-p. (Bernoullischema mit dem Parameter p)
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PH=0)=(1-p)", PH=1)=1—(1—p"
Fir Py(X =2 | H=14), x=/(i,i,...,i,) € {0,1}", i € {0,1} gilt

P, (X =2|H=0)=1, fallsz=(0,0,...,0), P,(X==x|H=0)=0 sonst,
pZ};l 13(1 _p>”*2?=1 i
L= (1 =p)

x = (i1,12,...,0,) € {0,1}" mit H(z) = 1.

P(X=z|H=1)= , falls

Offensichtlich enthélt H(X) = maxg—;
Parameter p als die Stichprobe X selbst, aus der man zum Beispiel durch X,, = % Yot Xk

n X weit weniger Information iiber den wahren

-----

eine bessere Schitzung fiir p gewinnt als es auf der Grundlage von H(X) moglich wére.

Wir behandeln im Folgenden die am Ende des Abschnittes 6.1 aufgeworfene Frage in einem

allgemeineren Rahmen.

Es seien (9,97, ) ein statistisches Modell mit & = (Py, ¥ € ©) und S eine Teil-
o-Algebra von o7

Definition 6.1. Die o-Algebra .7 heifit suffizient fiir & (bzw. fiir ¢ € © ) hinsichtlich
falls es fiir alle A € &7 eine nicht von 9 abhéngende 7#-mefibare Zufallsgrofie Z4 gibt mit

Za=1IEy1a | ) IPy-fast sicher, Vi€ O. (6.2)

Anstelle Z4 schreiben wir symbolisch IP(A | .#°) um anzudeuten, dafi Z, fiir jedes ¥ eine
Version der bedingten Wahrscheinlichkeit IPy(A | ) von A unter . ist, allerdings aber
nicht von ¢ abhéngt.

Ist 77 suffizient, so gilt also

fiir alle A € &7, ¥ € ©. (6.3)

Py(A) = /le(A ) AP, |,

Hier bestimmt bereits die Abhéngigkeit der Einschriankung IPy | , von U diejenige der IPy
auf 7.

Definition 6.2. Eine Zufallsgrofie T auf (2, &) mit Werten in (£, &) nennt man suffizient
fiir 2 hinsichtlich <7, falls &/ := T=(&) suffizient im genannten Sinne ist.
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In diesem Fall gilt fiir alle A € &/ und ¢ € O:

Py(A) = /QIP(A | o(T))dIPy = /EIP(A | T =t)PL(dt). (6.4)
Hier bestimmt die Abhiéingigkeit der Verteilung IP7 von 9 bereits die Abhingigkeit der

MafBe IPy von 9.

Bemerkung 6.3. Anstelle der o-Algebra o7 setzt man hiufig auch &7 fiir eine Stichprobe
X. In diesem Fall fordert man in der Definition der Suffizienz von ¢ die Eigenschaft
H C X, wasim Fall 5 = /7 fiir eine Zufallsgroe T' bedeutet, daB T sich als meBSbare
Funktion H von X darstellen 1483t:

Damit haben wir den im Abschnitt 6.1 betrachteten Fall eingeordnet.

Beispiel 6.5. (X, Xy, ..., X,) sei ein Bernoullischema mit dem Parameter p € (0,1). (Die
Xk, k=1,...,n sind unabhingig und es gilt IP,(X; = i) = p'(1 — p)' ™", i = 0,1.) Dann
ist S, := > _, X\ eine suffiziente Statistik fiir (IP,, p € (0,1)) hinsichtlich &/*~.

Beweis:

Die o-Algebra &/ wird erzeugt durch die Zerlegung
{w | X((,U) = (il,ig, NP ,Zn)} 5 (il, 7;2, ce ,Zn) € {0, l}n
Es gilt

>ty 1— n—> % 114j
.. . . N Zat p J
]Pp(X:(zl,zg,...,zn)]Sn:m):l{m}(21+...+zn) ( )

IP,(S, =m)
_ 1{m}(i1 + ...+ ’Ln)
und diese bedingte Wahrscheinlichkeit ist unabhéngig von p. O

Beispiel 6.6. Es sei (W (t), t € [0,T]) ein Wienerscher Prozess mit den Parametern p

und o?. Der Parameter o2 sei bekannt, ;1 sei unbekannt. Dann ist W (T') eine suffiziente
Statistik fiir p beziiglich @™ = (W (t), ¢ € [0,T7).

Beweis:

Ist Z eine Zylindermenge der Form

Z={weQ| (Wt),...,W(t,)) € B}
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fiir gewisse t; <ty < ... <t, =T und ein B € A", so gilt

(Z | W / /Sotl ..... xla" y Lp—1, W )dxl d'rn 1

x X 2
exp{ Zk ) E— :;21%#555 lt)k 1)) }

cootn l' )
oot (L1 H \/27T (tr — tr_1)0? exp{_-

Eine kurze Rechnung zeigt, dal dieser Ausdruck nicht vom Parameter p abhidngt. Wenn
P, (A | W(T) = w) fiir jede Zylindermenge A aus 77 nicht von p abhéingt, so gilt dasselbe
fiir alle A € /7.

6.3 Suffiziente o-Algebren und Statistiken in domi-

nierten Modellen

Es sei & = (IPy, ¥ € ©O) eine durch ein o-finites Mafl p auf dominierte Familie von
Wahrscheinlichkeitsmafien auf (€2, 7). Die Likelihoodfunktion L(¥; w) ist definiert durch

dIPy

L(Y;w)= 0

(w),

und ist fiir jedes ¥ € © p-fast iiberall eindeutig bestimmt.

Die Suffizienz einer o-Algebra 7 bzw. einer Statistik 7 (mit Werten in einem mefiba-
ren Raum (F,&)) 18t sich an Hand von L feststellen. Das ist der Inhalt des folgenden
Satzes. Mit seiner Hilfe werden wir weitere Beispiele suffizienter o-Algebren und Statistiken
gewinnen.

Wir beginnen mit einem Lemma technischer Natur.

Lemma 6.4. Die Familie & = (IPy, ¥ € ©O) sei dominiert durch ein o-finites Maf p.
Dann ezistiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung IP auf (€2, 27), so daf$ gilt:

a) P(A) =0 <= (IPy(A) =0, VI € 0O) fir alle A € <.

b) Die Verteilung IP aus a) kann als konvexe Linearkombination P =3, ¢ Py, einer

hdchstens abzihlbar unendlichen Parametermenge {9, k > 1} C O gewdihlt werden.

(Fiir einen Beweis siehe z.B. Dacunha-Castelle, Duflo, Band I.)
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Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P mit den Eigenschaften a) und b) nennt man ein
beziiglich &2 = (IPy, ¥ € O) privilegiertes Majf. Offenbar gilt IP < p und

dIPy dIP

(6.5)

Zur Untersuchung der Abhéngigkeit der Likelihoodfunktion L von ¢ geniigt es also, sich
auf privilegierte Mafle zu beschréanken.
Sind IP und IP’ zwei privilegierte dominierende Wahrscheinlichkeitsmafle beziiglich £, so

sind sie dquivalent: IP = IP'.

Folgerung 6.5. Ist IP ein privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmafl beziiglich &, so gilt fiir jede
nichtnegative Zufallsgrofie Z auf (€2, .o7) die Gleichung

Ep(Z) =Y By, (Z) (6.6)

k>1

mit der Bezeichnung aus Punkt b) des obigen Lemmas.

Beweis:
Die Gleichung (6.6) ist richtig fiir Z =14, A € &, somit auch fiir Z = > " | a;1y4,. Nun
wendet man die Approximationsmethode an. Il

Aussage 6.1 (Charakterisierungssatz). Folgende Figenschaften sind dquivalent:
i) H (bzw. T') ist suffizient fir & hinsichtlich <

ii) Fir jedes beziiglich & privilegiertes Wahrscheinlichkeitsmaf8 1P und jedes ¥ € © gibt

P
d ]Pﬁ, die beziiglich 7 (bzw. o(T)) mefbar ist!

es eine IP-Version von

iii) fir jedes o-finite dominierende Maf$ p gibt es eine < -meflbare Zufallsgrofie h (un-
abhingig von V) und eine F€-mefibare Zufallsgrifie Gy (bzw. eine Borelmefbare Funk-
tion gy von (E,&) in (IR, A)), so daff gilt:

L(V; w) =h(w)Gy(w) p-fast dberall ;9 € O.
(bzw. L(V; w) =h(w)gs(T(w)) p-fast iberall ;9 € O)*

!Man beachte: Eine reellwertige Zufallsgrofe Y ist o(T)-meBbar genau dann, wenn es eine (&£-%)-
mefibare Funktion ¢ von F in IR gibt mit Y (w) = ¢(T(w)), w € Q.
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Beweis:

(i)=(ii):

HC sei suffizient fiir & hinsichtlich o7 und IP sei ein privilegiertes Maf fiir &2. Wir ver-
wenden die Bezeichnungen des Abschnittes 6.2. Nach Definition gibt es fiir jedes A eine
nicht von ¢ abhéangende Zufallsgrofie Z,, die 7Z-mefibar ist und fiir die gilt

ZA:IPﬁ(A| %) Py-fs., Vv eoO.
Das bedeutet

/ ZpadlPy=Py(ANH) firalle HE€ 2 und alle 9 € ©.
H
Daraus ergibt sich (siehe (6.6))
/ Z4dIP = P(AN H)
H

und somit [Ep(14 | ) = Z4  P-fast sicher.
Sind ¢ € © und A € &, so gilt folglich

dPy

. d]P:
dP

Py (A) _/Q]E]p(lA | %ﬂ)dm_/mp(u | )
P,

B (Bea o) S0 ) e = [ 1)) Ep(dlpﬁ ) aw -

d1P dIP
(/Hh{lAEp( ﬁh%ﬂ|jf dIP = (/Hha ﬂ|jf) (6.7)
Q
Andererseits gilt
d1P
Py(A) = / AP, YAed. (6.8)
4 dIP

Somit folgt aus (6.7) und (6.8)

APy (dlpﬁ

Fi ‘%”) IP -fast iiberall,

dIPy
dIP -

d.h., es gibt eine J#-mef3bare Version von
(if) = (i)

Dieser Schritt ergibt sich aus Formel (6.5).
(i) =)
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Mit der Formel fiir die Umrechnung bedingter Erwartungen aus der 4. Ubung ergibt sich
fiir jede nichtnegative Zufallsgrofie Y

Ep (G5Y | #)
IEIP (dIPg ’ %)

dIP

Ey(Y | 72) = =Ep(Y | ) IP-fast sicher fiir alle ¥ € ©. (6.9)

(iil)=(ii)
Es sei IP privilegiert, folglich gilt IP < u, und

dP
i hY Gy, =hw) -G, (6.10)

G ist nach Konstruktion 5#-mefibar. Nach Voraussetzung ist

dIP,
dp

= h(w)Gy(w). (6.11)

Aus den beiden Gleichungen (6.10) und (6.11) erhalten wir

APy dIPy dP dIPy

h(w)Gy(w) = AP dy 0 h(w)G(w) p-fast sicher. (6.12)

Wegen

dIP
IPg(hZO):/ dﬁd,u:/ hGﬂd,UJ:O, ¥ € 0,
{h=0} QM {h=0}

gilt IP(h = 0) = 0. Analog ergibt sich IP(G = 0) = 0 aus (6.10). Somit folgt aus (6.12)

d]P’@ o Gg(w)h(w) _ Gﬁ(w)

iP ~ Gl)h(e) Gw) IP -fast sicher,

und % hat somit eine JZ-meflbare Version. ]

6.4 Minimal suffiziente Statistiken und o-Algebren

Es sei (2,.o7, &) ein statistischer Raum mit & = (IPy, ¥ € ©). & werde durch ein o-
finites Mafl 1 dominiert und 7 sei eine suffiziente o-Algebra fiir & hinsichtlich 7.

Ist 77" eine Teil-o-Algebra von o mit 5 C ', so ist auch " suffizient. Das ergibt
sich unmittelbar aus dem Faktorisierungssatz. Da andererseits nicht jede Teil-o-Algebra
" von S suffizient ist (man priife das fiir die triviale o-Algebra 2" = {0, Q}), ergibt

sich die Frage, ob es eine minimale suffiziente o-Algebra gibt und ob diese gegebenenfalls
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eindeutig ist.

Es seien IP eine privilegierte dominierende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir & und

P
L(Y; w):= CZ”P@

(w) die Likelihoodfunktion.

Die o-Algebra 77, definiert durch

I = O’(L (19; ~), 9 e @)
(kleinste o-Algebra von Teilmengen von €2, beziiglich der alle L (9 ; -), ¥ € ©, mefibar sind)

ist eine suffiziente o-Algebra fiir &2 beziiglich o/. Davon {iberzeugt man sich leicht durch
Anwendung von Formel (6.9). Fiir Z, ergibt sich dabei IP(A | 4)).

Die o-Algebra 7 héngt davon ab, welche Versionen der ZufallsgroBen L (¢ ; ) zu ihrer
Bildung eingesetzt werden. (L (9 ; -) ist ja nach Definition nur IP-fast sicher bestimmt.)
Um von diesem Sachverhalt unabhiingig zu werden, gehen wir zu Vervollstindigung ¥
von 7 beziiglich IP iiber.

(Bezeichnet man mit .# die Menge aller A € & mit IP(A) = 0, so ist .} definiert als
a(//OU// ) Es gilt: X ist .4} -meBbar genau dann, wenn es eine .#,-mefibare ZufallsgroBe
X gibt mit IP(X # X) =0.)

Lemma 6.6. Sind 7 und 5 zwei o-Algebren , die durch verschiedene Versionen von
L(9; ), v € 0O, erzeugt werden, so gilt
A = Ay
Bewers:
Jede Version von L (9 ; -) ist meBbar beziiglich ¥ und auch beziiglich ¥ . Daraus folgt

Hy C AT und A C AT und somit AT C AT, sowie ALY C A

O
Die o-Algebra ¥ ist suffizient (siche die Bemerkung eingangs dieses Abschnittes) und

minimal im Sinne der folgenden Aussage
Aussage 6.2. Ist H cine suffiziente o-Algebra fiir & beziiglich o, so gilt HF C T,

Beweis:

Ist 57 suffizient, so besitzt % auf Grund des Faktorisierungssatzes eine .7-mefibare Ver-
sion, folglich ist 4E2 eine ST -meBbare Zufallsgrofe fiir alle ¥ € ©. Somit gilt % C #T
und damit s C 2T, g
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Diese Aussage fiihrt zu folgender

Definition 6.7. Eine suffiziente o-Algebra J# heiit minimal suffizient, falls #F C #F
fiir alle suffizienten o-Algebren 2 gilt.

Die obige Aussage erlaubt nun die

Folgerung 6.8. ¢ ist minimal suffizient genau dann, wenn Y = 2P gilt.

Definition 6.9. Eine Zufallsgrofie H auf (€2,.o7) heiit minimal suffizient, wenn o(H)

minimal suffizient ist.

Das bedeutet, daf§ es zu jedem 9 € © eine IP-Version von L (9 ; -) gibt mit
o H)=0c(L{W;-)|0Ve€O).

Kurz ausgedriickt heifit das: Ist die Likelihoodfunktion fiir jedes ¢y € © in Abh#ngigkeit

von w die Funktion einer Statistik H = H(w), so ist H minimal suffizient.

Beispiel 6.7. X = (X,...,X,,) sei eine mathematische Stichprobe aus einer gleichméBig

auf [a, b] verteilten Grundgesamtheit, a und b seien unbekannt. Wir setzen
©={9=(a,b) : —co<a<b<oo}.
Als dominierendes Ma8 fiir 2% verwenden wir das Lebesguemaf )\, auf (IR", %"). Dann

gilt

LY (95 X (w) H b (X&) = a)*"l[a,b}(kirllinnXk)-1[(1,;,]( max Xk)

..........

----------

tistik fiir g@} ,x beziiglich & X sie ist sogar mlmmal SUfﬁZlent.

Beispiel 6.8. Es sei X = (Xy, Xj, ..., X,) eine Markovsche Kette mit dem Zustandsraum
E = {ei,eq,...,en}, der Anfangsverteilung p und den Ubergangswahrscheinlichkeiten
Tijs %, 7 € B. Als unbekannte Parameter werden die 7;; angesehen: © := {19 = (mj)l.’jEE}.

Die Anfangsverteilung sei bekannt.

Dann gilt

Ln(ﬁ;X):p<X0)‘7TXOX1'7TX1X2 . CTX 1Xn—pXO Hﬂ'NU
1,JEE
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mit
n—1
ij ) )
Nn = E :1{Xl:27Xl+1:]}'
=0

Folglich ist (N

i, i,j € E) eine minimal suffiziente Statistik fiir (P, ¥ € ©) beziiglich
X,

Beispiel 6.9. Es sei (X(t), t > 0) ein Ornstein-Uhlenbeck-Prozess, d.h. eine Losung der
Differentialgleichung

dX(t) = pX(t)dt + cdW(t), t>0
X (0) = Xo. (Anfangsbedingung)

Dann gilt

Zi;( )—exp{ / X(t)dX(t /X2 dt}

Folglich ist

H((X(),0<t<T)) (/X t)dX(t /X2 dt)

eine minimal suffiziente Statistik fiir p.




