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6. Ubungsserie

Es seien X, Y zwei reellwertige Zufallsgrofen auf (Q,.#, P) mit Uberlebensfunktio-
nen F'x und Fy. Fiir die zugehorigen Verteilungen Py, Py definieren wir

Px <" Py & Fx(2) <Fy(z) fiiralezecR

und sagen in diesem Fall, dass Py die Verteilung Py stochastisch dominiert. Beweisen
Sie die folgenden Aussagen:

a) Durch <Y ist eine Ordnungsrelation auf der Menge der Verteilungen aller re-
ellwertigen Zufallsgrofen auf (2, .7, P) gegeben.
b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gilt Px <° Py.
(ii) Es gibt zwei reellwertige Zufallsgrofen X' Y’ auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€, 7, P)mit X' <Y, X' £ X und Y' £ V.

(iii) Fiir alle wachsenden Funktionen g : R — R gilt E[g(X)] < E[g(Y)], falls
diese Erwartungen existieren und endlich sind.

¢) Sind X,Y nichtnegative Zufallsgrofen mit Py <° Py und E[X] = E[Y], so
fOlgt PX == Py.

d) Die Relation <° ist keine totale Ordnung ist, d. h. es gibt Verteilungen Py, Py
fiir die weder Py <% Py noch Py <° Py gilt.

Wann liegt fiir zwei eindimensionale Normalverteilungen die stochastische Dominanz
<Y vor?

Fiir eine nichtnegative Zufallsgrofe X mit E[X]| < oo wird die Abbildung
Sx R —R,, Sx(a):=E[X - a)]

integrierte Uberlebensfunktion von X genannt. Auf der Menge der Verteilungen
Px aller nichtnegativen Zufallsgréfsen X mit endlicher Erwartung definieren wir die
sogenannte stop-loss-Ordnung <! durch

Py <! Py & Sx(a) < Sy(a) fiirallea € R.

Zeigen Sie:

a) Fiir alle a € R gilt Sx(a) = [° P[X > a]dz = [ Fx(z) du.
b) Die Verteilung von X ist durch Sx bestimmt.



¢) Durch <! ist eine Ordnungsrelation auf der Menge der Verteilungen aller nicht-
negativen Zufallsgrofen mit endlicher Erwartung gegeben.

d) Sind X,Y nichtnegative ZufallsgroRen mit endlicher Erwartung und Px <° Py,
so folgt Px <! Py.

e) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

i) Es gilt Px <! Py.
ii) Fiir alle wachsenden konvexen Funktionen ¢g : Ry — R gilt F[g(X)] <
E[g(Y)], sofern diese Erwartungen existieren und endlich sind.

f) Fiir nichtnegative Zufallsgrofen X,Y mit Py <' Py sowie E[X]| = E[Y] < o0

und Var(X) = Var(Y) < oo folgt Px = Py.

6.4 (2 Punkte) Fiir eine streng monoton wachsende Funktion g : R, — R heift die

Abbildung

_ BXg(X)
H(X) = 505]

Esscher-Prinzip beziiglich g. Zeigen Sie, dass das Esscher-Prinzip ein Pramienprin-
zip ist, d. h. es gilt H(X) — E[X] > 0 fiir jedes Risiko X mit endlichen Erwartungs-
werten E[X g(X)], E[g(X)] und Var(X) > 0.

6.5 (3 Punkte) Eine streng monoton wachsende und streng konkave Funktion u : R —
R heilt Nutzenfunktion. Durch das sogenannte Nullnutzenprinzip wird die Prémie

H(X) fiir die Ubernahme eines Risikos X implizit durch die Vorschrift
Elu(H(X) = X)] = u(0) (+)
festgelegt. Zeigen Sie:

a) Ist u eine Nutzenfunktion, so erzeugt u := bu + ¢, b > 0, ¢ € R, das gleiche
Nullnutzenprinzip.

b) Aus dem Nullnutzenprinzip erhélt man fiir jedes Risiko X mit Var(X) > 0 eine
Pramie H(X) mit H(X) — E[X] > 0.

¢) Das Nullnutzenprinzip ist isoton beziiglich der Ordnung <!, d. h. fiir zwei Ri-
siken X, Y mit Px <! Py gilt H(X) < H(Y).

6.6 (5 Punkte) Zeigen Sie:

a) Fiir die exponentielle Nutzenfunktion u,(z) = 1(1 — exp(—ax)) mit Parameter
a > 0 liefert (x) das Pramienprinzip

H,(X) = LIn Elexp(aX)].

b) Ist X ein Risiko mit Efexp(aX)] < oo fiir alle a > 0, so besitzt die Funktion
a — H,(X) folgende Eigenschaften:
i) Die Funktion a — H,(X) ist streng monoton wachsend auf (0, c0).
ii) Es gilt lim, g H,(X) = E[X] sowie limyjo Hy(X) =min{z > 0|Fx(z) =1}
mit min () := oo.
Die mit Punkten versehenen Aufgaben sind schriftlich auszuarbeiten und am Mittwoch,

dem 21.01.2009, zu Beginn der Vorlesung abzugeben. Die {ibrigen Aufgaben werden in
der Ubung besprochen.



