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Aufgabe 1
Welche Bedingungen miissen die Parameter a,b,c € R erfiillen, damit das folgende lineare Glei-
chungssystem l6sbar ist? Bestimmen Sie alle Lésungen!

z + y + 2z =1
y + 2z = 3
ar + by = c

5P

Lésung:
Wende den Gauss-Algorithmus auf das lineare Gleichungssystem an:

Von der dritten Zeile a mal die erste Zeile abziehen fiihrt zu:

1 1 1 | 1
o 1 2 | 3
0 b—a —a | c—a

Von der dritten Zeile (b-a) mal die zweite Zeile abziehen fiihrt zu:

11 1 | 1
01 2 | 3
0 0 a—2b | ¢—3b+2a

Nun muss man eine Fallunterscheidung machen:

. Fall: a — 2b # 0. Dann ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar, und die Losung ist

_c—3b+2a
 a—-2b
2c+a
y=3 z T un
e —24 g b+c
N a—2b
Also ist die Losungsmenge in diesem Fall
1 b+c
L= % —a—2c
a- 2a —3b+c
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2. Fall: a —2b=0und ¢— 3b+ 2a # 0. In diesem Fall steht in der letzten Zeile
0=c—3b+2a (#0).
Es gibt also keine Losung, die Losungsmenge ist leer:

L=0.

3. Fall: a—2b=0und ¢—3b+ 2a = 0, also a = 2b und ¢ = —b. Hier kann man zum Beispiel z frei
wihlen, und erhélt dann z und y in Abhéngigkeit von z:

y=3—2z und
z=-2+z.

Also ist die Losungsmenge eine Gerade:

L={(z,y,2) ER’ |z = -2+ 2,y=3-22,2 € R}

T -2 1
= (z,y,2)eR|| y | = 3 |+A| -2 |, 2€eR

z 0 1

Aufgabe 2

Wir betrachten die Matrix
a 0 -1
01 0
1 0 a

mit Eintrégen aus den Korpern R, C bzw. Z /57Z. Fiir welche a im jeweiligen Korper ist diese Matrix
invertierbar? Berechnen Sie in diesen Fillen die inverse Matrix!
5P

Lésung: Man berechnet mit der Sarrous-Formel

a 0 -1
det| 0 1 0 =a?+1.
1 0 a

A ist invertierbar genau dann, wenn detA # 0, also im Fall
R stets wegen a2 +1>1 > 0,

C falls a # =i,

7. /57 falls a # 2,3 (a® + 1 berechnen fiir alle fiinf Reste).

Am einfachsten berechnet man die Inverse hier wegen der einfachen Struktur von A mit Hilfe der
komplementiren Matrix (die Determinante haben wir ja schon berechnet, und die 2x2 - Minoren
sind extrem einfach) und erhilt

1
71:2—1 0 0/2+]. 0
a“ + 1 0

Alternativ liefert natiirlich auch der Gauss-Algorithmus diese Matrix.

Aufgabe 3
Sei
aip Gi2 ... Qi(p-1) Qin
0 ax -+ ayn-1) a2n
0 0 .e ag(n,l) asn = M(n; K)
0 0 0 ann
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eine sogenannte Matrix in oberer Dreiecksform.

(a) Zeigen Sie, dass die Teilmenge der Matrizen von oberer Dreiecksform ein Unterring des Ringes
der (quadratischen) Matrizen ist!

(b) Welche dieser Matrizen sind invertierbar? Ist das Inverse (falls es existiert) wieder eine Matrix
in Dreiecksform? Begriinden Sie Thre Antworten!

(c) Begriinden Sie unter Verwendung von (a) und (b), dass die Teilmenge der invertierbaren Ma-
trizen in oberer Dreiecksform eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen ist.

5P

Losungen: Bezeichne die Menge der Matrizen von oberer Dreiecksgestalt mit

aip - Qin
A= {(ay) € M(n,K) | ai; =0 falls i > j } =

0 e Gnn a;; EK

a) (A, +,-) C (M(n,K),+,-) ist ein Unterring, d.h.

(i) (A,4) € (M(n,K),+) ist eine Untergruppe.
(ii) A ist abgeschlossen bzgl. der Multiplikation.

Zu (i): Eine Teilmenge H einer Gruppe (G, *) ist eine Untergruppe, falls H # @, und fiir
g,h € H auch g h,g~' € H. Mit H = A, G = M(n,K) und * = + ist hier also zu zeigen:
A # () sowie

a1 +bin - a1 +big
A BeA = A+B= : : €A
0 T
—a11 - —01n
und —-A= €A
0 c —apn

Dies ist jedoch offensichtlich.

Zu (ii): Sei A, Be A.Z.z. A-B € A:
n
(A-B);; = Zaikbkj = Z aikbr;j
k=1 i<k<j
da nach Voraussetzung a;;, = 0 fiir ¢ > &k und by; = 0 fiir k¥ > j. Ist nun aber ¢ > j, so folgt
(A-B);; =0 und deshalb A-B € A.

(i) Welche A € A sind invertierbare Matrizen?
(ii) Ist das Inverse einer solchen Matrix wieder in A?

Zu (i): A € M(n,K) ist invertierbar g.d.w. det(4) # 0, da K als Koérper vorausgesetzt
war. Andererseits gilt fiir Dreiecksmatrizen det(A) = []}, a;;. Zusammen ergibt das: A €
ANGI(n,K) & ay; #0Vi.

Zu (ii): Sei A € ANGI(n,K) (dh. a;; #0). Wir behaupten A~ € A.

1.Moglichkeit: Berechne A~! mit dem Gauss-Algorithmus:

ap v * 1 .-+ 0

3 von 6



Im ersten Schritt normiert man:

1 .- x| L ... 0

o --- 10 ... 1L
Jetzt miissen links noch die Eintréige tiber den Pivotelementen eliminiert werden. Dabei
wird ein Vielfaches der i-ten Zeile zur j-ten Zeile addiert, wobei ¢ > j. Dies erhilt rechts

die obere Dreiecksgestalt. Oder anders gesagt, entsprechen diese Zeilenoperationen ge-
rade der Multiplikation mit Elementarmatrizen von der Form

i-te Spalte
+
1 --- A — j-te Zeile
Eij(A) = :
0 1

Fir ¢ > j ist aber E;;(A) € A und aus a) wissen wir bereits, dass A abgeschlossen ist
unter Multiplikation. Also ist A~! € A.

2.Moglichkeit: Berechne A~' mittels A1 = mA#. Es geniigt also z.z., dass A% € A.

Sei A¥ € M(n — 1,K) die Matrix, die aus A durch streichen der k-ten Zeile und I-ten
Spalte hervorgeht, so gilt (A#);, = (—1)**! det(A*). Fiir k < I ist A* von der folgenden

Gestalt:
air e G1k—1
0 - ap—1,6-1
0 art1p41 -+ Gry1i-1
AR = : :
O 0 0 ai—1,-1 *
0 0
ar+1,041 Qn,n
0 o anm

Insbesondere ist A* € A und a;; = 0 fiir k < i < 1. Also ist det(A*) = 0.

3.Moglichkeit: Man betrachtet das LGS A- B = E, mit Unbekannten b;;. Wir fixieren die
j — te Spalte und werten die Zeilen von A - B von unten nach oben aus:

(A . B)nj = a,mbnj =0 a:;éo bnj =0

(A . B)n—l,j = an—l,n—lbn—l,j + an—l,nbnj =0 = bn—l,j =0
An—1,n—170

(A-B)js1,j = @jy1,j41bj41,5 + -+ Qj1,nbp; =0 = bjt1,;=0
@j+1,5+170

Also gilt b;; = 0 fiir ¢ > j und deshalb B € A.
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¢) (ANGIl(n,K), ) C (Gl(n,K),-) ist eine Untergruppe.

Wie im Teil a) ist z.z., dass A N Gl(n,K) nichtleer und abgeschlossen unter Multiplikation
und Inversenbildung ist:

ANGI(n,K) # 0 dazB. E, € ANGI(n,K). Seien nun A, B € ANGI(n,K), sogilt A-B € A
nach Teil a) und A~! € A nach Teil b). Aus der Gruppeneigenschaft von Gl(n,K) folgt ferner
A-B, A € Gl(n,K).

Bemerkungen:

(i) Die Gruppenoperation war im Teil ¢) zwar nicht explizit angegeben, die Addition konnte
es aber nicht sein, da die Summe zweier invertierbarer Matrizen nicht wieder invertierbar
zu sein braucht - z.B. E, + (-E,) =0.

(ii) Sei (A, +,-) ein Ring mit Eins und A* die Teilmenge der in A invertierbaren Elemente.
Dann zeigt man wie im Teil c), dass (A, ) eine Gruppe ist. Dieser allgemeine Fakt ldsst
sich hier direkt anwenden, denn nach Teil b) wissen wir bereits, dass A* = ANGI(n, K).

Aufgabe 4
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem in z € R™

Az=b (%)

mit A € M(m,n;R),b € R™ Wie viele Losungen hat das Gleichungssystem hochstens und minde-
stens, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind? Geben Sie jeweils ohne Begriindung nur die minimal
und maximal mogliche Anzahl von Lésungen an!

a) (x) hat zwei verschiedene Losungen.

b) Das homogene System Az = 0 besitzt genau eine Losung.

(
(
(c) Das Gleichungssystem besitzt endlich viele Losungen.
(d) m > n.

(

e) Der Rang der Matrix erfiillt rg(A) = m.

5P
Lésung:
Minimale Anzahl | Maximale Anzahl
a) 00 00
b) 0 1
c) 0 (bzw. 1) 1
d) 0 00
e) 1 00
Aufgabe 5
Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrix
2 1 0 -2
1 3 3 -1
3 2 4 -3
2 -2 2 3
5P
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Losung:

2 1 0 —2UD 1 3 3 -1
1 3 3 -1 _(_1)2 1 0 =2/ II-2-1
3 2 4 -3 - 3 2 4 -3/|rr-3.1
2 -2 2 3 2 -2 2 3 IV — I1
1 3 3 -1 1 3 3 -1
B 0 5 6 0] 0 1 6/5 0
_(_1)0 7 5 0 _(_5)0 7 5 O||III-7-1II
0 -3 2 5 0 -3 2 5 |\IV+3-II
1 3 3 -1 13 3 -1
01 6/5 0_ 01 6/5 0
=B o -17/5 0 (=8)-(=17/5) ) o 1 ¢
00 19/5 5 0 0 19/5 5(nu%un
1 3 3 -1
_ 01 6/5 0|_., _
=171y o 1 o|=17"5=85
00 0 5

Aufgabe 6
(a) Dividieren Sie das Polynom p(z) = z* + 4z% + 62> + 5z + 2 durch ¢(z) = 2> + z + 1 mit Rest.
(b) Berechnen Sie alle Nullstellen des Polynoms p.

5P

Insgesamt: 30 P

6.(a)
(z* + 42 + 622 + 5z + 2) : (22 + 2 + 1)=2x2+3z+2 (ohne Rest)
—(z* + 28 +  z?)
322 + 522 + Bz + 2
-3z + 322 + 3z
—(222 + 22 + 2)
0

Also: p(x) = (2% + = + 1)(z% + 3z + 2).

(b) Aufgrund der obigen Zerlegung von p wissen wir: Wenn z Nullstelle von p ist, ist entweder
22+ 2+ 1 = 0 oder 22 + 3z + 2 = 0 (Nullteilerfreiheit von C). Die Nullstellen dieser beiden
quadratischen Polynome kann man mit quadratischer Ergdnzung 16sen:

P?+r+l=0@+i)2=-2Ca,=+i-\/] -1

als Nullstellen des ersten Polynoms; beim zweiten Polynom kann man wegen der Positivitit der
Diskriminante direkt die pq-Formel fiir reelle Nullstellen anwenden und erhilt

zsa=%[t-4=-1,-2
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