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Aufgabe 1

a) Gegeben sei die Matrix A =
(

0 1 2
2 0 1
1 2 0

)
. Bestimmen sie eine Matrix P ∈ Gl(3, R), so dass

P−1AP die reelle Jordansche Normalform von A realisiert.
b) Sei A ∈ M(n, R) eine Matrix mit der Eigenschaft At = −A. Zeige, dass dann das charakte-

ristische Polynom von der Form χA(t) = ± tn−2k · (t2 + λ1
2) · . . . · (t2 + λk

2) ist und dass die
reelle Jordansche Normalform von A die folgende Gestalt hat:

0 λ1
−λ1 0

. . .

0 λk

−λk 0
0

. . .

0



Aufgabe 2

a) Seien b1 =
(

0
1
3

)
, b2 =

(
1
2
1

)
, b3 =

(
0
0
1

)
∈ R3. Bestimme die zu B = {b1, b2, b3} duale Basis

B∗ des (R3)∗.

b) Sei ϕ = (1,−2, 2) ∈ (R3)∗. Bestimme die Koordinaten von ϕ bezüglich der Basis B∗.

c) Seien B und B′ zwei Basen des Rn mit Transformationsmatrix TB
B′ . Berechne die Transfor-

mationsmatrix TB∗

(B′)∗ zwischen den dualen Basen.

Aufgabe 3
Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, U ⊂ V ein Untervektorraum. Der Annihilator U⊥ von
U ist definiert als:

U⊥ := {v∗ ∈ V ∗ | v∗(u) = 0 ∀u ∈ U}
Beweise folgende Aussagen:

a) U⊥ ⊂ V ∗ ist ein Untervektorraum und {0}⊥ = V , V ⊥ = {0}.

b) Für Untervektorräume U1, U2 ⊂ V gilt:

(U1 + U2)⊥ = U1
⊥ ∩ U2

⊥, (U1 ∩ U2)⊥ = U1
⊥ + U2

⊥

c) dim(U⊥) = dim(V )− dim(U).

d) Sei ϕ : V → W eine lineare Abbildung, so gilt:

im(ϕ)⊥ = ker(ϕ∗), ker(ϕ)⊥ = im(ϕ∗)
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Zusatzaufgabe (Jordan-Chevalley-Zerlegung)
Sei ϕ ∈ End(V ) ein Endomorphismus eines komplexen Vektorraumes V . Zeige, dass es eine eindeu-
tige Zerlegung ϕ = Sϕ + Nϕ in Endomorphismen Sϕ, Nϕ ∈ End(V ) mit folgenden Eigenschaften
gibt:

(i) Sϕ ◦Nϕ = Nϕ ◦ Sϕ.

(ii) Sϕ ist diagonalisierbar.

(iii) Nϕ ist nilpotent.

Ferner beweise man, dass es ein Polynom p(t) ∈ C[t] gibt, so dass Sϕ = p(ϕ).
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