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Aufgabe 1
Bestimme Index und Rang der folgenden quadratischen Formen γ : V → R:

a) V sei der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n, wobei n ≥ 1
gegeben ist, und

γ : V → R, γ(f) :=
∫ 1

0

f(t)f ′(t)dt.

b) Sei V := Rn und
γ(x) =

∑
i<j

xixj .

Aufgabe 2
Untersuche, ob es für die folgenden quadratischen Formen γ, δ : V → R einen Automoprhismus
ϕ : V → V gibt, so dass δ = γ ◦ ϕ:

a) γ aus Aufgabe 1a) und δ(f) := f(1)2 + f(2)2.

b) V = R4 und

γ(x, y, z, t) = xy + zt

δ(x, y, z, t) = x2 + y2 + z2 − t2.

Aufgabe 3

a) Sei (V, 〈·, ·〉) ein unitärer Vektorraum und ϕ ∈ End(V ) ein selbstadjungierter Operator.
Beweise, dass es eine orthonormale Basis von V gibt, die aus Eigenvektoren von ϕ besteht.

b) Sei A ∈ M(n, C) eine hermitische Matrix, d.h. A
T

= A. Zeige, dass dann eine unitäre Matrix
Q ∈ SU(n) existiert, so dass Q

T
AQ Diagonalgestalt hat.

c) Sei A =
(

1 i
−i 2

)
. Bestimme explizit eine Matrix Q wie in b).

Zusatzaufgabe
Sei K ein beliebiger Körper. Zwei symmetrische Matrizen A,B ∈ M(n, K) seien äquivalent, falls es
eine Matrix S ∈ Gl(n, K) gibt mit A = ST BS.

Sei nun K = F2 = Z/2Z der Körper mit 2 Elementen. Bestimme alle Äquivalenzklassen in M(2, F2).

Für K = R wissen wir aus der Vorlesung, dass A ∼ B genau dann wenn rg(A) = rg(B) und
index(A) = index(B) (Trägheitssatz von Sylvester). Man überlege sich analoge Kriterien im Falle
K = C, Q sowie Z/5Z.
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