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Aufgabe 1
a) Sei {el,...,e"} eine Basis von V* und ay, ..., ar € V* mit a; = > i1 aj;e’. Beweise fiir die
Koeffizienten der Basisdarstellung a3 A ... Aag = Y. ai,,..i € A...Ae' die Formel
i1 <. <l
Qi1 Gk
Ay ..., i — det
A1 Gk

b) Seien B,...,0, € V* mit 3; = Zj tj;o. Dann gilt

ﬁl/\.../\ﬁk:det(tji)al/\.../\ak

c) Seien {a;}F_,, {B:}F_, jeweils linear unabhiingige Teilmengen von V*. Zeige:
span{o;}F_| = span{B:}f_, & A Aar=X-BiA...AB

fiir ein A # 0.

Aufgabe 2
Sei (V,(-,-)) ein Euklidischer Vektorraum, {es,...e,} eine ON-Basis von V, sowie {e!,...e"} die
zugehorige duale Basis in V*. Ferner bezeichne * : A*(V*) — A"~F(V*) den Hodge-*-Operator.

a) Fiir n = 3 berechne man x(aje! + aze? + aze®), x(are? A €3 + aze® A el + aze! A e?) und
x(el Ae? Aed).

b) Fiir n = 4k ist * : AZ*(V*) —: A2*(V*) ein Isomorphismus mit *? = id. Zeige, dass dieser
nur die Eigenwerte +1 besitzt und diagonalisierbar ist, d.h. AZ*(V*) = A, @ A_ mit Ay =
{w € A?*(V*) | *w = +w}. Bestimme fiir n = 4 explizite Basen von AL.

Aufgabe 3
a) Sei w € A%2(V*) eine beliebige 2-Form. Zeige, dass eine Basis {e!,...,e"} in V* existiert, so
dass w = e'Ae?+. . .+e2 1 Ae?". Hinweis: Man zeige, dass es eine Basis (U1, V2, ooy Uap—1, Vop, ... Up )
gibt, so dass w(v;,v;) = 0 auBer filr w(vai—1,v2;) = —w(v2;i,v2i—1) = 1 flir i = 1,...,r. Wie

gewinnt man aus einer solchen Basis w?

b) Zeige, dass die Zahl r in a) charakterisiert ist durch w” # 0 und w"*! = 0, wobei w* :=
WAL AW,
——

k—mal



Zusatzaufgabe

a) Sei a € AY(V*) eine 1-Form. Dann gilt (a A w,n) = (w,z4an) fiir Formen w € AF(V*),
n € A¥+1(V*), wobei z, gegeben ist durch a(y) = (zq4,y).

b) Fiir w € A*¥(V*) betrachte man die lineare Abbildung wA : AL(V*) — AFL(V*). Fiir die
adjungierte Abbildung (wA)* : AFH(V*) — AL(V*) zeige man (wA)* = £ * (wA)*.



