HOLOMORPHE KURVEN, HAMILTONSCHE DYNAMIK UND
SYMPLEKTISCHE TOPOLOGIE

KLAUS MOHNKE

ZUSAMMENFASSUNG. Ziel dieses Artikels ist es zu zeigen, wie man ein altes Problem der
symplektischen Topologie mit Hilfe neuer Techniken, die auf Eigenschaften gewisser nicht
kompakter pseudoholomorpher Kurven beruhen, effektiv beweisen kann: Es gibt keine
Lagrange Einbettung der Kleinschen Flasche in den C?. Die allgemeine Fragestellung
wird erljutert und eine kurze Einfiihrung in die entsprechenden Invarianten gegeben.

1. HOLOMORPHE SCHEIBEN UND LAGRANGE EINBETTUNGEN

(Pseudo)holomorphe Kurven werden seit Gromovs bahnbrechender Arbeit [9] erfolg-
reich beim Studium der symplektischen Topologie verwendet. Ein Beispiel dafiir ist das
Studium der Topologie Lagranger Einbettungen, insbesondere in den C". Eine Lagrange
Untermannigfaltigkeit L™ C C" ist dadurch charakterisiert, dal T,L L Jo(T,L) ist, wobei

0 —I
Jo= ( I 0 ) € End(]RQ")

die komplexe Standardstruktur auf 7,C* & C" ist, mit J§ = —Id.

1.1. Holomorphe Scheiben. Folgendes Resultat aus Gromovs eingangs erwiahnter Ar-
beit lieferte iiberraschende Obstruktionen gegen die Existenz Lagranger Einbettungen in
den C".

Theorem 1. Fliir jede geschlossene Lagrange-Untermannigfaltigkeit L C C* gibt es eine
nicht-konstante holomorphe Abbildung auf der Einheitskreisscheibe u = (U, ..., up) : A —
C", mit der Randbedingung u(0A) C L. O

Diese Eigenschaft wird nun in der folgenden Weise ausgenutzt. Sei ¢ = ¢(x,y)
0= (X1, Xn, Vi, Vi) :QC R 5 £ C C

H sei die Hermitesche Standardform auf C*, wy := Sm(H) bezeichne deren Imaginirteil.
Dann definiert

(" w0) ) (P> DY) := wo(dP(a4)0r dP(@)y) = D _(0:X:0,Yi — 0, X:0,Yy)
=1
1
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ein signiertes Maf}, oder Flichenform, auf U. Weiterhin bekommen wir fiir die Parametri-
sierung v = (7) : [0,1] = (X1, ..., Xy, Y1, ..., ¥y) = C" einer Kurve ein signiertes Maf}

i=1

Fiir ein beschriinktes Gebiet Q C R? mit stiickweise glattem Rand bekommen wir mit

/ orw = / (¢lon)"00
Q oN

Seien nun ¢; : ¥ — L glatte Abbildungen vom 2-Simplex (¢ := {(z,y) | z > 0,y >

dem Greenschen Integralsatz

0,24y < 1}), die die Teile der endlichen Tringulierung einer orientierten Fliche 3 C L so
parametrisieren, dafl die induzierten Orientierungen mit der der Fléche iibereinstimmen.
Dann folgt aus der letzten Formel, daf

Wo = /90"‘600 = / ©;00 =: to
/E ZZ: o ’ zz: doNp—10% ’ 12D

Man rechnet nun leicht nach, da8 aufgrund der Bedingung an L, wo(X,Y) = 0 fiir alle
Tangentialvektoren X,Y an L ist. Folglich ist ¢ wy = 0 fiir alle ¢ und

[ =0
1)

fiir stiickweise glatte Rénder von Flichen in L.
Andererseits ist fiir die holomorphe Scheibe u : A — C"

auau
/uw—/ 75 8tddt

fiir Koordinaten s + it € A. Die Cauchy-Riemann-Gleichungen fiir die Komponenten
lassen sich bequem durch J ausdriicken:

) a2

Es ist leicht zu sehen, dafl
v-w = wy(v, ow)

fiir das Skalarprodukt auf R?". Eine der niitzlichsten Eigenschaften holomorpher Kurven
fiir die symplektische Geometrie ist die folgende Positivitét:

0
/u*woz/ |—u|2dsdt>0,
A A 0s

da es nur verschwinden wiirde, falls u konstant wire. Mit Stokes erhalten wir

/ 0y = / uw*wy > 0.
u(0A) A
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Insbesondere kann v := u(0A) nicht der Rand einer Fliche in L sein. Es ist demnach
homologisch nicht-trivial. Es kann auch keine Torsion sein, da fiir die k-fache Uberlagerung

/90=k/0()>0.
v vy

Demnach haben wir Folgendes gezeigt:

~" immer noch positiv ist:

Folgerung 2. Ist L. C C* eine geschlossene Lagrange Untermannigfaltigkeit, so gibt es
eine geschlossene Kurve auf L derart, dafl kein nicht-triviales Vielfaches eine Fldche in L
berandet (ohne weitere Randkomponenten). Mit anderen Worten die erste Betti-Zahl von
L verschwindet nicht, bi(L) > 1. L kann insbesondere nicht einfach-zusammenhdngend
sein. O

1.2. Symplektische und fast komplexe Strukturen. Die Bedingung 7T,,L | Jo(T,L)
suggeriert falschlicherweise, daf} dies eine Eigenschaft ist, die mit der euklidischen Geo-
metrie des C* zusammenhingt. Die natiirlichere Beschreibung der Objekte der sym-
plektischen Geomerie erfolgt mittels Differentialformen. wy kann als eine 2-Form auf C*
aufgefafit werden. L C C" ist nun eine Lagrange Untermannigfaltigkeit, falls die Ein-
schriinkung wy|, = 0 verschwindet. Die 2-Form wy = Y_, dzy A dyx € Q*(C") ist der
Prototyp einer symplektischen Form. Allgemein sind dies 2-Formen w € Q?(M?") auf
gerad-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, die auf jedem Tangentialraum nicht-entartete
antisymmetrische Bilinearformen definieren, sowie geschlossen sind: dw = 0 (fiir eine
ausfiihrlichere Einfiihrung siehe z.B. [16]).

Die 2-Form ist nun exakt, d.h. wy = dfy mit 6y = ), z,dy;. Also folgt aus der Lagrange-
Bedingung, daf} 6|, eine geschlossene Form ist:

d(bo|z) = (dbo)| = wolr = 0.

Dann brauchen wir nur noch die Rechnung mit der holomorphen Abildung v wie oben
und erhalten

Folgerung 3. Die deRham-Kohomologieklasse [0|1] € H'(L) verschwindet nicht. Insbe-
sondere verschwindet die erste Betti-Zahl einer geschlossenen Lagrangen Untermannig-
faltigkeit in C™ nicht.

Damit beantwortete Gromov Arnolds Frage, ob es geschlossene Lagrange Unterman-
nigfaltigkeiten gibt, fiir die 0|, exakt ist. Fiir die Existenz der holomorphen Abbildung
benutzte Gromov Invarianz-Eigenschaften von Rdumen sogenannter pseudoholomorpher
Kurven in C**! zusammen mit seinem Kompaktheitsresultat fiir Folgen solcher Abbil-
dungen mit ”Bubbling”.

Man sagt, daB eine fast kompleze Struktur J = {J, € End(T,M}, J*> = —Id, auf
einer Mannigfaltigkeit M kompatibel zu einer 2-Form w ist, falls durch w(v, Jw) ein eu-
klidisches Produkt auf jedem Tangentialraum definiert wird (oder auch eine Riemannsche
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Struktur auf M). Die Cauchy—Riemann—Gleichungen (1) kann man fiir beliebige fast-
komplexe Strukturen hinschreiben. Losungen heiflen dann pseudoholomorphe (auch: J-
holomorphe) Kurven. Wir werden sie einfach nur holomorphe Kurven nennen. Das Stu-
dium der Losungsrdume pseudo-holomorpher Kurven ist heute eines der Hauptwerkzeuge
der symplektischen Topologie (siehe [1]), der auch weite Teile des Studiums (Hamilton-
scher) dynamischer Systeme eingenommen hat (siehe [12]), sowie mit der Definition der
Gromov-Witten-Invarianten fiir symplektische Strukturen (die im wesentlichen die Losun-

gen zihlt) enge Verbindungen zur Stringtheorie und der algebraischen Geometrie kniipft
(siehe [17]).

1.3. Lagrange Einbettungen. Interessanterweise gilt dies nicht fiir Lagrange Immer-
sionen ¢ : L™ — C". Z.B. ld8t jede n-Sphire S™ eine solche Immersion zu. Fiir S* kann
man dariiber hinaus eine total reelle Einbettung finden, d.h. T, L N Jy(T,L) = {0} fiir
die Tangentialrdume der Untermannigfaltigkeit L. Das ist eine schwéchere Bedingung als
Lagrange zu sein. Also ist jede Lagrange Einbettung auch eine total reelle Einbettung.
Letzteres liefert die einzige differential-topologisch gewonnene Obstruktion fiir die Exi-
stenz einer Lagrangen Einbettung einer geschlossenen n-Mannigfaltigkeit in den C", die
sich also im Fall der 3-Sphére als zu schwach erweist (siehe [2]).

Fiir geschlossene Flichen konnte die Frage, welche eine Lagrange Einbettung in den C?
zulassen, fast vollstdndig durch die total reelle Einbettbarkeit beantwortet werden. Jede
Fliiche, die sich total reell in den C? einbetten 1i8t, besitzt auch eine Lagrange Einbettung
— mit einer Ausnahme: der Kleinschen Flasche. Diese 148t eine eine total reelle Einbettung
zu und hat dariiber hinaus nicht-verschwindene erste Betti-Zahl. Mit einer erweiterten
Klasse von nun nicht-kompakten holomorphen Kurven kann man schliefllich zeigen

Theorem 4 ([19, 20]). Es gibt keine Lagrange Finbettung der Kleinschen Flasche in den
CP? versehen mit der Fubini—Study—Form. Insbesondere gibt es dann keine in den C2.

2. FLACHE LAGRANGE FLACHEN IN CP?

Zum Beweis des Theorems 4 konstruieren wir eine Reihe von punktierten holomorphen
Kurven die einen Teil des Grenzwertes einer Folge pseudoholomorpher Kurven in CP?
bildet. Die zur Fubini-Study-Form kompatiblen fast-komplexen Strukturen degenerieren
dabei in den Punkten der Lagrange-Untermannigfaltigkeit. Das ist das Thema des ge-
samten Rests dieser Abhandlung.

Satz 5. Sei L C CP? eine Lagrange-Einbettung einer flachen geschlossenen Fliche (To-
rus oder Kleinsche Flasche) beziiglich der Fubini—Study—Form. Dann gibt es drei glatte
Sphéiren F,G und H : S? — CP? \ L, deren Fundamentalklassen alle Hy(CP?;Z) erzeu-
gen, sowie zwei glatte Scheiben D und E : A — CP? mit Rand auf L, die den folgenden
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algebraischen Schnittbedingungen gentigen:

G-D=0, G-E=1
H-D=0, H-E=0.

Beweis von Theorem 4. Wir zeigen, dafl die Rander 0D, OF linear unabhingig in H,(L; Q)
sind. Sei also

k[0D] + I[0E] = 0 € H,(L; Z)

fiir eine Paar ganzer Zahlen (k,l). Dafl heifit es gibt eine 2-Kette C' € Cy(L;Z) mit
0C = kOD +I0F. Somit ist kD +IE — C € Z,(CP?;Z) ein 2-Zyklus, den wir jetzt gegen
die pseudoholomorphen Sphiren testen:

(kD+1E—C)-F
(kD+1E-C)-G=1
(kD+1E—C)-H =0.

Da [F| = [G] = [H] € Hy(CP?;Z) mul k = [ = 0 sein, und die Behauptung ist gezeigt.
Also ist b;(L) > 2 und L kann somit nicht die Kleinsche Flasche sein. O

3. PUNKTIERTE HOLOMORPHE KURVEN

Schon Floer hat die Klasse der betrachteten holomorphen Kurven betrichtlich erweitert
auf Abbildungen vom Zylinder R x S* (bzw. R X [0,1]) in die symplektischen Mannigfal-
tigkeit mit kompatibler fast-komplexer Struktur. Diese erfiillen eine inhomogene Cauchy-
Riemann-Gleichung, die durch das Differential einer periodisch zeitabhingigen reellen
Funktion bestimmt wird [7, 8]. Interessant ist noch, dafl im Falle des Zylinders die beiden
Enden gegen periodische Lésungen des zugehorigen Hamiltonschen System konvergieren.
Floer zeigte damit eine beriihmt gewordene Vermutung von Arnold iiber die Zahl solcher
periodischer Losungen, die genau den Fixpunkten gewisser die symplektische Struktur
erhaltenden Diffeomorphismen entsprechen.

Tatsédchlich haben Floer’s Abbildungen vieles mit den punktierten holomorphen Kurven
der symplektischen Feldtheorie gemeinsam, die im Folgenden besprochen werden sollen.

Die Hauptidee ist, holomorphe Abbildungen punktierter Riemannscher Flichen in Sym-
plektisierungen von Kontaktmannigfaltigkeiten zu beschreiben. Nahe der Punktierungen
sind diese asymptotisch zu Zylindern iiber Reeb-Bahnen im positiven bzw. negativen Ende
des Zylinders. Hofer hat in [13] diese als erster studiert und erfolgreich auf das Weinstein—
Problem der Existenz geschlossener Reeb-Bahnen angewandt.



6 KLAUS MOHNKE

3.1. Kontaktstrukturen und Symplektisierungen. Wir miissen zunéchst die geome-
trischen Daten diskutieren. Eine Kontaktstruktur auf einer ungerad-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M ist eine Hyper-Distribution ¢ die maximal nicht-integrabel in folgendem
Sinne ist: Fiir jede nirgends verschwindende 1-Form « mit ker(a) = &, ist

aA (da)" ™t #0.

Alternativ, kann man auch fordern, daf do|, iiberall eine nicht-degenerierte antisymmetri-
sche Bilinearform auf £ definiere. Wir setzen voraus, dafi £ koorientierbar ist, d.h. daf3 diese
1-Form « global existiert. So eine Form nennen wir Kontaktform. Jede Kontaktstruktur
definiert auf kanonische Weise eine symplektische Mannigfaltigkeit. Ist sie koorientierbar,
ist dies eine symplektische Struktur auf dem Zylinder R x M: Mittels einer Kontaktform
kann diese Symplektisierung explizit beschrieben werden durch die symplektische Form
Wq := d(€e"a), wobei r € R ist. Die Kontaktform bestimmt eindeutig ein Vektorfeld durch

iRdOZ =0

a(R) =1.

Dieses sogenannte Reeb-Vektorfeld ist das Hamiltonfeld der Funktion H(r,z) = r auf
R x M beziiglich der symplektischen Form d(e"«). Das niichste Beispiel soll diese Begriffe
veranschaulichen und ist andererseits auch wichtig fiir den Beweis von Satz 5.

Beispiel 6. Sei L eine beliebige Mannigfaltigkeit. Ihr Kotangentialbiindel T™ L besitzt eine
natirliche symplektische Struktur, die auf die folgende Weise gegeben wird. Die kanonische
1-Form 0 € QY(T*L) wird durch

6,(X) = I(m. X)

gegeben, wobei | € T*L ein Kotangetialvektor ist, X € T, (T*L) ein Tangentialvektor
an T*L in | und m, das Differential der Projektion T*L — L. Man priift leicht nach,
2.B. durch Wahl lokaler Koordinaten auf L, daf das dufere Differential df € Q*(T*L)
symplektisch ist. Jetzt wdhlen wir noch eine Riemannsche Metrik g auf L. Die Fin-
schrinkung von 0 auf die Menge der FEinheitskotangentialvektoren, S*L, ist dann eine
Kontaktform. Das zugehdrige Reebvektorfeld ist vollstindig durch g gegeben. Deren Fluf-
linien (in T*L) projezieren natirlich auf Geoddten in (L, g)! Bahnen des Reebuvektorfeldes
entsprechen somit genau den orientierten Geoddten.

Damit die unten eingefiihrten punktierten holomorphen Kurven analytisch handhab-
bar sind, mufl man an den Reebflul Bedingungen stellen. Es gibt im Wesentlichen zwei
Moglichkeiten. Die erste 148t sich durch generische Wahl von o immer erreichen:

Nichtentartung. Die Linearisierung des Flusses (oder auch Poincaréabbildung) fiir jede
beliebige geschlossene Bahn des Reebflusses hat keinen Eigenvektor mit Eigenwert 1, aufler
dem Tangentialvektor an die Bahn (der ohnehin oft ignoriert wird).
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Es gibt aber auch oft Situationen, in denen man alle geschlossenen Reeb-Bahnen kennt,
diese jedoch in hohem Mafle in obigem Sinne entarten. Ist diese Entartung durch die
geometrische Situation diktiert, bleibt die Analysis der punktierten holomorphen Kurven
immer noch handhabbar:

Morse—Bott. Jeder Eigenraum zum Eigenwert 1 der Poincaréabbildung ist genau durch
die Deformationen der geschlossenen Reeb—Bahn gegeben (und dem Tangentialvektor an
diese).

3.2. Kompatible fast-komplexe Strukturen und punktierte holomorphe Kur-
ven. Auf Rx M ist nun eine (nicht-leere) Menge von fast—komplexen Strukturen charak-
terisiert durch

IIGEY:
T = R,

sowie der iiblichen Forderung, dafl J w, kompatibel ist. Zusitzlich fordern wir noch
Translations-Invarianz beziiglich des R-Faktors. Wir nennen eine solche Struktur a—kom-
patibel.

3.3. Symplektische Kobordismen. Eine natiirliche Klasse von symplektischen Man-
nigfaltigkeiten bilden die symplektischen Kobordismen.

Definition 7. (1) Eine symplektische Mannigfaltigkeit (W, w) ist ein symplektischer
Kobordismus, falls es zwei (moglicherweise leere oder nicht zusamenhdingende)
Kontaktmannigfaltigkeiten (M, €), (M, §) gibt und eine symplektische Einbettung

(R. x M,d(e"a)) U (R x M,d(e"a)) — (W, w)

deren Bild ein kompaktes Komplement in W hat.

(2) FEine fast komplexe Struktur auf einem symplektischen Kobordismus heifit kompa-
tibel, falls sie kompatibel zu w ist und ihre Einschrinkung auf [c, 00) x M
(bzw. (—oc,d] x M)) beziiglich der obigen Abbildungen die Einschrinkung einer
kompatiblen fast-komplezen Struktur J bzw. J auf der Symplektisierung ist, fir c
und —d hinreichend grofs.

3.4. Aufspaltung und Verklebung von symplektischen Kobordismen. Man kann
eine symplektische Manigfaltigkeit (W, w) unter folgender Voraussetzung in symplektische
Kobordismen ”zerlegen”. Sei M C W eine geschlossene Hyperfliche vom Kontakttyp.
Das bedeutet, daf es auf M eine Kontaktform « gibt, so dal w|y; = da. Dann ist eine
Kragenumgebung von M symplektomorph zu ([—e¢, €] x M, d(e"«)), wobei M mit {0} x M
identifiziert wird. AuBerdem setzen wir voraus, da8 W durch M in W\ M = W;" U Wy
zerlegt wird. Die Teile W& werden durch {+e} x M C W charakterisiert.
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Beispiel 8. Die Menge S*L C T*L ist eine Hyperfliche vom Kontakttyp. Sei nun L C W
eine geschlossene Lagrange Untermannigfaltigkeit. Dann ist eine hinreichend kleine Umge-
bung von L symplektomorph zu einer Umgebung des Nullschnittes in (T*L,df). Nach Re-
skalierung einer gegebenen Metrik kann man annehmen, dafl dies das Finheitskugelbiindel
beziiglich dieser ist. Der Rand dieser Umgebung ist demnach eine Hyperfliche vom Kon-
takttyp in W/

Man kann W& durch Verkleben der Kragen der Rinder von (W, w|y) mit denen von
((—00,€) X M,d(e"a)) bzw. (—e¢,00) X M, d(e"«)) zu symplektischen Mannigfaltigkeiten
(W=, w*) "vervollstindigen”. Sind wir mit einem symplektischen Kobordismus (W,w)
gestartet, so sind beide so erhaltenen (W=, w) wieder symplektische Kobordismen.

Beispiel 9. In unserem obigen Beispiel ist (W™, w™) symplektomorph zu (W \ L, w|w\r),
und (W~,w™) zu (T*L,dp).

Eine Umkehrung dieser Aufspaltung einer symplektischen Mannigfaltigkeit kann wie
folgt durch eine Verklebung von zwei symplektischen Kobordismen (W=, w*) beschrieben
werden. Nehmen wir an, daf ein Ende von (W™, w™) symplektomorph zu ((—oo, c] X
M, d(e")) und ein Ende von (W, w™) symplektomorph zu [¢™, 00) x M, d(e"a)) ist. Fiir
jedes T € (—o0, ct] ist dann ein Kragen von {7} x M C W symplektomorph zu einem
Kragen von {¢~} x M C W~ mit der reskalierten symplektischen Form e"~¢ w~. Somit
bekommen wir auf der Verklebung (W \ (—oo, 7] x M) Uy (W~ \ [¢7,00)) eine sym-
plektische Struktur. Die symplektische Mannigfaltigkeit bezeichnen wir mit (W, w,). Sei
Jur eine a—kompatible fast komplexe Struktur auf R x M. Sind dann J* kompatible fast-
komplexe Strukturen auf W=, die mit J,; auf den Enden iibereinstimmen, so erhalten wir
durch diese Verklebung eine Familie {J,} von w,—kompatiblen fast komlexen Strukturen
auf W,

3.5. Punktierte holomorphe Kurven. Wir fixieren eine kompatible fast-komplexe
Struktur J auf dem symplektischen Kobordismus (W, w). Seien 7, ..., C M sowie

Yy, C M geschlossene Reeb-Bahnen. Diese durchlaufen die geometrische Bahn
moglicherweise mehrfach. Bezeichne m(7) die Vielfachheit mit der die periodische Reeb—
Bahn v die geometrische Bahn durchliuft. T'; (T;) bezeichne die Periode oder auch Wir-

T} ::/ Q.
i

J

kung der Bahn:

Beispiel 10. Ein Zylinder diber einer geschlossenen Reeb—Bahn vy in der Symplektisie-
rung ewner Kontaktmannigfaltigkeit mit translationsinvarianter, kompatibler fast komple-
zer Struktur ist eine kompleze Kurve. Parametrisiert man die Bahn mit S := [0,1]/0 ~ 1,
v:St— M, dann ist ¥ = TyRo/|Ra|. Dann ist u, : R x S' = R x M mit

U”Y(S’ t) = (T’Ysa ’}/(t)),
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eine holomorphe Parametrisierung.

Definition 11. Eine punktierte J-holomorphe Sphire, mit positiven Asymptotiken I :=
(71, ---» ¥5) und negativen Asymptotiken I := (Vg5 oo 13) ist durch folgende Daten gegeben:
(1) paarweise verschiedenen Punkten 7y, ...,Zs, 21, ...,z, € CP' (Wir bezeichnen mit
Y := CP! \{Z1, - %5, 215 o gi}, falls Verwechslungen ausgeschlossen sind),
(2) einer J-holomorphen Abbildung von der punktierten Riemannschen Fliche u :
(3,5) = W, d.h.
duoj=Jodu,
die nahe der Punkte Z; (gj) vollstindig in das Ende Ry X My abbildet und dort
folgende Form besitzt: in Koordinaten (s,t) — Z; +exp(—(s+1t)) (z+exp(s+it))

ist u = u(s,t) exponentiell asymptotisch zu ux, (u, ) wenn |s| — oco.
—J

Bemerkung 12. Punktierte holomorphe Kurven (in Symplektisierungen) wurden erst-
mals von Hofer in [13] durch Analyse gewisser Folgen (kompakter) pseudoholomorpher
Scheiben konstruiert. Die wesentliche FEigenschaft, die fiir eine beliebige J—holomorphe
Abbildung u : ¥ — W entweder die Hebbarkeit in den Punktierungen oder die Asymptotik
garantiert, ist die Endlichkeit einer ”"Energie”, die sich fiir Symplektisierungen wie folgt
formulieren lfst:

sup{/2 wd(6a) | 6: R — [0,1], ¢ > 0} < oo.

In [10, 11] haben Hofer, Wysocki und Zehnder solche Asymptotiken fiir den Fall gezeigt,
daf$ der Reeb—Fluf$ nichtdegeneriert ist bzw. Morse—Bott.

Beispiel 13. Fine Riemannsche Struktur auf einer Mannigfaltigkeit L induziert eine
fast-komplexe Struktur Jy auf T*L, die zwar kompatibel zu df, nicht aber zu o := 0

U*L
ist. In ihr ist der Anullator der Normalenrichtungen einer Geoddtischen vy ein komplexer
Zylinder. Durch Streckung und Stauchung sind alle r—Sphdrenbiindel

v eT"L[|v]|=r}

mit dem Einheitssphdrenbiindel identifiziert. Somit kann man die dort definierte komple-
xze Struktur auf der Kontaktdistribution translationsinvariant auf alle r—Sphdrenbiindeln
transportieren. Diese ist verschieden von Jy. Mittels Abschneidefunktion ® = ®(r) auf
T*L definieren wir eine fast-komplexe Struktur J, die in der Ndihe des Nullschnittes mit
Jo tbereinstimmt. Mit Parameter t := Inr st sie translationsinvariant. J (%) st das
Reebvektorfeld (Geoditenfeld) auf dem FEinheitskotangentialbindel fiir r > 1, sowie tber-
all parallel zu JO(%). Dann kann die vorher beschriebene Jy—holomorphe Kurve als 2—fach
punktierte J-holomorphe Sphdre f., parametrisiert werden.

Lemma 14. Sei (L, g) der flache n—Torus. Dann sind alle J—-holomorphen zweifach punk-
tierten Sphdren, die den Nullschnitt o;, schneiden, von der oben beschriebenen Form. O
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Bemerkung 15. Diese Aussage gilt auch fiir die flache Kleinsche Flasche, da diese durch
den Torus zweifach iberlagert werden kann und sich die holomorphe Sphdre mit zwei
Punktierungen unverzweigt zu einer doppelten Uberlagerung der urspringlichen Kurve
heben lafst.

Beispiel 16. Sei ein beliebiger holomorpher Zylinder in der Symplektisierung R x S*L
(fir den flachen Torus (L,g) wie oben) gegeben. Dann sind die Geoddten, die zu den
Asymptotiken gehdren, homolog und haben damit die gleiche Linge bzw. deren zugehdrige
Reeb—Bahnen haben die gleiche Wirkung. Das bedeutet aber, daf$ die beiden Geoddten und
deren Reeb—Bahnen gleich sind und wir es a priori mit etnem Zylinder tiber dieser zu tun
haben.

3.6. Kompaktifizierungen punktierter holomorpher Kurven. Wir benutzen die
Asymptotik punktierter holomorpher Kurven, um diese zu glatten Abbildungen auf kom-
pakten Flichen mit Rand fortzusetzen.

Fiir eine punktierte Riemannsche Fliche ¥ bezeichne T die glatte, kompakte Fliche
mit Rand, wobei zu jeder Punktierung eine Randkomponente gehort. Das interpretieren
wir wie folgt: Eine offene Umgebung einer Punktierung ist biholomorph zur punktierten
Scheibe A \ {0} = Ry x S!, wobei wir bequemerweise die in der Definition benutzten
Koordinaten fiir positive bzw. negative Punktierungen verwenden. Dann erhalten wir die
entsprechende Umgebung der Randkomponente durch Hinzufiigen von {+oo} x S!. Auf
diese Weise bekommen wir eine offensichtliche Fortsetzung der Abbildung u : 3 — W in
einen symplektischen Kobordismus W

s — W

wobei W := {o0} x MUW U{—o00} x M die Mannigfaltigkeit mit Rand bezeichnet, deren
Topologie wir aus der Produktstruktur auf den Enden erhalten.

Beispiel 17. Sei W =W \ L das Komplement einer Lagrangen Untermannigfaltigkeit
aus unserem Beispiel 9. Mit Hilfe der Projektion S*L — L bekommen wir eine glatte
Abbildung m : W — W und auf diese Weise definiert u eine Abbildung mow : X — W,
die wir ebenfalls einfach mit u bezeichnen werden. Diese Abbildung ist im Inneren Ycx
J-holomorph und bildet den Rand in L ab: u(0%) C L.

Bemerkung 18. Die soeben eingefihrte Abbildung u : ¥ — W ist keine pseudoholomor-
phe Kurve in W beziiglich einer kompatiblen fast-komplexen Struktur. Um fir den Leser,
der mit dem Riemann—Hilbert—Problem vertraut ist, Konfusion zu ersparen, werden im
Folgenden einige wesentliche Unterschiede zu diesen aufgelistet.

(1) Die konforme Sruktur beziiglich derer u holomorph ist, degeneriert auf dem Rand
von .
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(2) Ahnliches gilt fiir die kompatible fast-kompleze Struktur von W in den Punkten
von L.

(3) @ erfillt sehr starke ”Randbedingungen”: Jede Komponente tiberlagert eine Geoddte
auf L. Solche Bedingungen sind fiir pseudoholomorphe Kurven (mit Rand) nicht
wohlgestellt, d.h. daf§ es sie generisch gar nicht gibt!

(4) @ bildet die inneren Punkte ¥ C S in das Komplement von L ab. Es gibt keine
Mdglichkeit, dies a priori fiir eine pseudoholomorphe Kurve mit Rand auf L zu

kontrollieren.

4. EIGENSCHAFTEN PUNKTIERTER HOLOMORPHER KURVEN

Wir tragen hier einige wichtige Resultate iiber Deformationen, Folgenkompaktheit und
Positivitdt von Schnitten (letzteres in Dimension 4) zusammen, die fiir den Beweis des
Theorems notwendig sind.

4.1. Deformationen punktierter holomorpher Kurven. Die Diffeomorphismen der
Fliche wirken auf den Daten, die die punktierten holomorphen Kurven definieren. Wie im
Fall von kompakten holomorphen Kurven kann man die Zahl der Deformationsparameter
fiir punktierte holomorphe Kurven modulo der Diffeomorphismen mit dem Index eines
Fredholmoperators berechnen. Der Operator ist durch die Linearisierung der Cauchy-
Riemann-Gleichungen im passend gewihlten Raum von Abbildungen gegeben. Siehe [3, 4]
fiir eine kurze Darstellung im gegebenen Kontext welche auf Ideen aus [22] basieren.
Zusammenfassend gesagt, ist die Dimension sowohl aus den Randdaten des Operators als
auch aus seiner Topologie bestimmt.

Im Folgenden werden die einzelnen Beitrige in der Formel erldutert. Da der Reeb—Fluf3
die Kontaktform « erhélt, 148t er insbesondere ¢ und die darauf gegebene symplektische
Form invariant. Seien Trivialisierungen 7 = {7;,7,} der durch die Kontaktdistribution
gegebenen symplektischen Biindel (£, da) bzw. (¢, da) iiber jeder periodischen Reeb-Bahn
Y15 - 7p und 7y, S fixiert. Fiir irgend einen Anfangspunkt auf einer Bahn bekommt
man so einen Weg von symplektischen Matrizen der Dimension (2n — 2). Im allgemei-
nen hat die Endpunkt-Matrix die 1 als Eigenwert. Auch fiir solche Wege kann man den
Conley—Zehnder-Index CZ(7;;7;), CZ (Zj;fj) definieren (siehe [21]), der nicht vom be-
nutzten Punkt auf der Bahn abhingt. Er wird nicht unbedingt eine ganze Zahl sein.
AuBlerdem definieren die Trivialisierungen eine Chern-Zahl des durch u zuriickgezogenen
Tangentialbiindels, ¢; (u*TW; 7). Das ist die Anzahl der Nullstellen einer Fortsetzung der
Trivialisierung der komplexen Determinante det(u*TW') nahe der Punktierungen auf ganz
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), gezdhlt mit Vorzeichen. Die Formel fiir die ”erwartete” Dimension der Deformations-
parameter Z, Z, I, [, u ist dann

P im#%, £ dim 7y .
v —dim(Z, Z (CZ(7;575) + ‘ 2%) - Z(Cz(lj;lj) - 21J
(2) +(n=3)(x(X) - ®@+p) +2c(uTW;T).

Die scheinbare Verletzung der Ganzzahligkeit durch die halben Dimensionen der Familien,
in denen die 7; vorkommen, wird durch die Halbzahligkeit der Conley-Zehnder-Indizes
kompensiert, am positiven Ende allerdings anders als am negativen. Die verschiedenen
Abhéngigkiten von den Trivialisierungen 7 heben sich gegenseitig auf.

Beispiel 19. Sei L eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v eine Geoddte mit gewdhl-
ter Orientierung. Wihle eine Trivialisierung T der Kontaktdistribution von S*L auf der
entsprechenden Reeb—Bahn. Zusammen mit Reeb— und Normalenrichtung induziert dies
eine Trivialisierung von T(T*L) auf der Bahn als symplektisches Vektorbindel, die ei-
ne Trivialisierung von T(T*L) auf der Geoddten definiert und umgekehrt. Damit erhdlt
man durch die Tangentialrdume an den Nullschnitt in T*L entlang v eine Schleife von
Lagrange—Unterrdiumen in C". Da die erste Homologie des Raumes solcher Unterrdume
isomorph zu Z ist, erhalten wir somit eine ganze Zahl pu(v;7) — den Maslov—Index der
geschlossenen Kurve im Nullschnitt. Es gilt

C2(yir) = ind(y) + p(ir) + 0

(vgl. hierzu [23]). Dabei ist ind der Morse-Index beziiglich des Lingenfunktionals (die Di-
mension des Raumes der negativen Figenwerte der Hessischen), und N () die Dimension
des Nullraumes. Fir eine globale Trivilialisierung von T(T*L) definiert der Maslov-Index
einen Homomorphismus pu : Hi(L;Z) — Z. Fir eine punktierte holomorphe Kurve in
T*L oder der Symplektisierung R x S*L heifst das, dafS sich die Beitrige von u in der
Formel fir die Dimension der Deformationen gegenseitig aufheben werden. Sind beispiels-
weise alle Geodditen Morse—Bott und minimal, so ist die virtuelle Dimension einer solchen
gegeben durch

P
v —dim := 3 (dim(7;) + +(n — 3)((5) = (p+ +p_))-
j=1

4.2. Aufspaltung holomorpher Kurven. Punktierte holomorphe Kurven erhélt man
beispielsweise als Grenzwerte von Folgen J.—~holomorpher Kurven, wenn der Parameter 7
dabei beliebig grof§ wird.

Zunéchst miissen wir die Grenzobjekte von Folgen solcher Kurven erkldren. Diese sind
den Grenzwerten von Trajektorien des Gradientenflusses sehr dhnlich. Dort spricht man
von ”gebrochenen Trajektorien”. Also fiihren wir folgende Bezeichnung ein:
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Definition 20. Seien (W=, w*) zwei symplektische Kobordismen. W habe keine po-
sitiven, W~ keine negativen Enden. Die (negativen/positiven) Enden von W= sind je-
weils symplektomorph zur Symplektisierung tber derselben Kontaktmannigfaltigkeit M.
Die Kontaktform o sei nicht-entartet im Sinne von Morse—Bott. J sei eine kompatible
translations-invariante fast kompleze Struktur auf R x M, J* seinen kompatible Struktu-
ren auf W=, die auf den Enden mit J tbereinstimmen. Wir bezeichnen mit J das Tripel
(J,JJt, J7).

FEine gebrochene J—-holomorphe Sphére ist ein Tupel F = (F(l), - F(N)) von punktier-
ten holomorphen Sphdren

FO .20 5 (w+ Jh)
FO .20 5 (Rx M,J) firi=2,..,N—1
FN) s (W=, J7).

mit Asymptotzken r® T ) , das folgenden Bedingungen geniigt:
(1) T =™ =,

(2) L F( fur 1=2,..,N,

(3) keine der F) ist die Verezmgung von Zylindern tiber Reeb—Bahnen,

(4) die Verklebung der kompaktifizierten s entlang der entsprechenden Randkompo-

nenten ist diffeomorph zur Sphdre.

Die Einschrinkungen der Kompaktifizierungen F auf die Rinder definieren Uberlage-
rungen der geometrischen Reeb—Bahnen. Demzufolge sind die Verklebungen bis auf Deck-
transformation eindeutig. Die Daten einer gebrochenen holomorphen Kurve sollen zusdtz-
lich eine Auswahl von solchen Verklebungen enthalten. Dann definiert sie eine stetige
Abbildung .
F:2:=U3" W =WruuY,'Rx MU~

Natiirlich ist W = W und die Fundamentalklasse der Abbildung F kann somit als

Fe HQ(W, Z)
verstanden werden.

Bemerkung 21. Fir die Definition der Invarianten der symplektischen Feldtheorie viel
allgemeinere Situationen betrachten muf. Es missen dann auch mehr als zwei zu ver-
klebende Niveaus einbezogen werden, deren jede zusdtzliche positive und negative Punk-
tierungen haben kann, und die Grenzwerte (punktierter) holomorpher Kurven konnen im
Grenwert zusdtzlich zum Brechen auch noch ”Bubbling” und ”Pinching” aufweisen. Fiir
den Beweis von Satz 5 gentigt die hier betrachtete Situation, da wir nur eine geschlosse-
ne symplektische Mannigfaltigkeit, CP?, aufspalten, und den Grenzwert von holomorphen
Sphdren mit primitiver Fundamentalklasse betrachten, was die hier nicht betrachteten Sin-
gularitdten ausschliefst.
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Satz 22. Sei {f,} eine Folge J,~holomorpher Sphdren
f,, : CP* — CP?,

mit primitiver Fundamentalklasse, [f,] = 1 € Hy(CP?*;Z) = 7. Bezeichne j die (ein-
zige) konforme Struktur des CP'. Dann gibt es eine gebrochene J—holomorphe Sphire
F = (FO, .., FM), gegen die eine Teilfolge in folgendem Sinne konvergiert: Es gibt Dif-
feomorphismen ¢, : & — CP' derart, dafs
(1) ¢iilse in C2 gegen die konforme Struktur der punktierten Sphire Z(z) konwver-
giert,
(2) fn o @nls@ in CZ gegen FO konvergiert, und
(3) es Diffeomorphismen 1, : W,, — W gibt, so daf8 1, o fn 0 @ gleichmipig gegen F
konvergiert. Diese geniigen den folgenden Bedingungen
b lbnlwgc = id,
o auf [-n,0] x M ist Y,(t,z) = (Ta(t),z)), wobei 7, : [-n,0] — UNL'R eine
Folge von Diffeomorphismen ist, die aus der (Teil)folge der { f,} zu bestimmen
18t.

Aus der dritten Bedingung folgt sofort, daf$ die Homologieklase [F] = 1 Erzeugende
von H,(CP?;Z) ist. AuBerdem bekommt man eine glatte Abbildung F() : IR CP?,
die den Rand der Fliche = auf L abbildet, und fiir die (F(1)*w > 0 verschieden von 0
fiir eine Menge vom vollen Maf ist. Es gilt dann

/f(l) W*W - /ﬁ)(l)(F(l))*w+ = <wa [fn]> =T

Die letzte Gleichung hiingt von der gewéhlten Normierung der Fubini-Study-Form ab.

4.3. Schnittverhalten holomorpher Kurven in Dimension 4. Pseudoholomorphe
Kurven haben viele Eigenschaften mit holomorphen Kurven gemeinsam. Eine sehr wich-
tige Eigenschaft ist das Schnittverhalten, daf§ erstmals von McDuff untersucht und ange-
wendet wurde [15]. Der folgende Satz ist eine Teilaussage des Theorems 7.1. aus [18]:

Satz 23. Auf C* sei eine fast-kompleze Struktur J gegeben, fiir die J(0) = /=1 auf
ToC?* =2 C?. Seien f; : A — C? zwei J-holomorphe Abbildungen mit f1(0) = f»(0). Dann
gibt es Umgebungen Uy und Uy der 0, so dafs entweder

o fi(U1) = f2(Us), oder

o fi(z1) # fa(ze) fiir alle (0,0) # (21, 22) € Uy x Us.
Im zweiten Fall kénnen wir 0 einen Schnittindex zuordnen, der genau der (wohl-definierten)
transversalen Schnittzahl von Storungen der f; in kleinen Umgebungen V; C V,; C U; ent-
spricht. Dieser Index ist immer positiv. Er ist gleich 1 genau dann, wenn sich fi und fo
in 0 transversal schneiden.
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5. SYMPLEKTISCHE FELDTHEORIE

Dieser Abschnitt ist einzig und allein zu dem Zweck eingefiigt, das allgemeine Umfeld
vorzustellen, in dem punktierte holomorphe Kurven die Hauptrolle spielen. Neben der
erklarten Absicht, auf neue Entwicklungen in der symplektischen Geometrie aufmerksam
zu machen, versuchen wir auch die grundlegenden Ideen des Beweises von Satz 5 in einem
breiteren Kontext darzustellen. Die Darstellung ist so einfach wie moglich gehalten.

5.1. Kontakthomologie (semiklassisch). Betrachten wir punktierte holomorphe Kur-
ven in Produkten R x M versehen mit translationsinvarianten Daten, so wirken diese
auf dem Raum der Losungen. Das Kompaktheitsresultat (Satz 22) zusammen mit einer
Parametrisierung der Enden durch Modulrdume gebrochener Kurven (Verklebung) be-
deutet dann, daB die Riume der Aquivalenzklassen dieser Wirkung ein Differential auf
algebraischen Objekten definieren, die durch die stationéren, d.h. translationsinvarianten
Losungen erzeugt werden. Das ist die typische Situation in der Floertheorie.

5.1.1. Die Differential-Algebra. In unserem Kontext sind die stationidren Losungen gerade
durch Zylinder iiber geschlossenen Reebbahnen gegeben. Anders als in der Floerhomologie
kann man das Differential im Allgemeinen nicht auf Vektorrdumen, die formal durch
geschlossene Reeb-Bahnen aufgespannt werden, definieren. Genauer gesagt, wird es bei
Existenz holomorpher Sphiiren mit einer (positiven) Punktierung Folgen von Zylindern
(holomorphen Sphiiren mit je einer positiven und einer negativen Punktierung) geben, die
nicht gegen gebrochene Zylinder konvergieren (siehe [5]). Stattdessen definiert man eine
Algebra ©,, die durch alle geschlossenen Reeb—Bahnen erzeugt wird mit der Ausnahme
solcher Vielfacher 4" einfacher Reeb-Bahnen v mit m(y') = k, fiir die CZ(y') — (n — 3) —
k(CZ(y)—(n—3)) ungerade ist. Bezeichne 6, das zur geschlossenen Reeb-bahn gehorende
erzeugende Element in ©,. Das Differential d, ; wird wie iiblich auf den Erzeugenden der
Algebra definiert:

da,Je'y — Z m(rY)ﬂM(’Y’ 51) SRR 57‘)/R0(51 L 0(5

r!

e

516y
Die Summierung erfolgt dabei nur iiber die Komponenten der Modulrdume, M /R, die
O—dimensional sind. Kompaktheit (Satz 22) und Verklebung liefern

Satz 24. (0., d,,s) ist eine Differentialalgebra:
d2,=0. O
5.1.2. Funktorialitdt. Die Invarianz der Kontakthomologie,
HOy ¢ == Kerd,, ;/Imd, 4

wird iiber eine funktorielle Konstruktion gezeigt. Jedem (exakten) symplektischen Kobor-
dismus (W, w), dessen Enden symplektomorph zu den positiven bzw. negativen Hilften
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der Symplektisierungen (R, x M,d(e‘@)), bzw. (R x M,d(e'a)) sind, zusammen mit
einer kompatiblen fast komplexen Struktur J wird ein Algebrenhomomorphismus

@Jﬁ@a—)@g

konstruiert, der mit den entprechenden Differentialen vertréglich ist. Sei 7y eine periodische
o-Reeb-bahn. Auf dem erzeugenden Element 6., ist

q)Jery — Z m(’Y)ﬁM((,‘Y’ 51’ ) 57")/R951 . '0(5

r!

e

Die Summierung erfolgt iiber die 0—dimensionalen Komponenten der Modulrdume M,
punktierter J-holomorpher Kurven mit den entsprechenden Asymptotiken.

Satz 25. (1) Der induzierte Homomorphismus auf der Kontakthomologie
VU, = (@J)* : H@§+ — H@g_

hingt nur von der Isotopieklasse symplektischer Strukturen ab, deren Enden symplekto-
morph zu denselben Symplektisierungen sind.

(2) Seien (Wi, w;), i = 1,2, zwei symplektische Kobordismen, mit M, = My als Kontakt-
mannigfaltigkeiten. Bezeichne (W, w;) die Familie von symplektischen Kobordismen, die
man aus der Verklebung dieser beiden bekommt (siehe Abschnitt 3.4). Dann ist

T, =T, 07,,.

Gegeben seien zwei 1-Formen «, o/, die die gleiche Kontaktstruktur & definieren. Dann
gibt es eine positive glatte Funktion f : M — R mt o' = fa. Seien weiterhin m =
logmin f und M = logmax f. Dann konnen wir glatte Funktionen ny : R x M — R
definieren, die

ni(s) =e* fiirs <0

n+(s,z) =
! e ™f(xr) firs>1
ni(s) =eMf(z) fiirs<0
n-(s,2) = )
e’ fir s > 1
sowie Bg—j > 0 erfiillen. Die symplektischen Strukturen wy := d(nw«) definieren dann

exakte symplektische Kobordismen von « nach o' und umgekehrt. Die symplektischen
Strukturen der Verklebungen der beiden sind isotop zur Symplektisierung (R x M (de’«))
bzw. (R x M,d(e'a’)), wobei die Enden withrend der Isotopie symplektomorph zu den
positiven oder negativen Hélften dieser sind. Mit dem vorherigen Satz folgt daraus nun

Satz 26. Die Kontakthomologie ist eine Invariante der zugrunde liegenden Kontaktman-
nigfaltigkeit.
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5.2. Symplektische Feldtheorie. Um Gromov-Witten-Invarianten als Endomorphis-
mus von HO(P) = Q zu verstehen (im Rahmen einer symplektisch topologischen Feld-
theorie), geniigt es nicht, exakte symplektische Kobordismen zu betrachten. Da man au-
lerdem in allgemeinen symplektischen Kobordismen kein Maximumprinzip zur Verfiigung
hat, reicht es nicht, wie im vorigen Abschnitt, sich auf das Studium von punktierten ho-
lomorphen Sphiren zu beschrinken, die genau eine positive Punktierung besitzen. Die
vielfaltige Kombinatorik der moglichen Identifizierungen positiver und negativer Punktie-
rungen fiihrt zu komplizierteren algebraischen Strukturen. Diese sind interessanterweise
symplektischer Natur, wobei dies nicht offensichtlicherweise mit der zugrundeliegenden
symplektischen Geometrie verkniipft ist. Der interessierte Leser sei auf die ausfiihrliche
Monographie [6] verwiesen.

Zum Gliick (fiir den Autor) mufi man weder diese algebraischen Strukturen noch die
ganze analytische Basis verstehen, die fiir die Kenntnis der Topologie der Rdume punktier-
ter holomorpher Kurven in der Nidhe der oben beschriebenen Grenzwerte notwendig ist.
Anstelle der vollen Beschreibung der symplektischen Feldtheorie setzen wir vielmehr eine
Diskussion des allgemeinen Prinzipes, das dahinter steht. Sei M C W eine geschlossene
Hyperfliche vom Kontakttyp. Dann haben Eigenschaften einiger der unten aufgelisteten
Elemente Konsequenzen fiir die anderen:

e Hamilton-Dynamik von M (geschlossene Bahnen, deren topologische Indizes, letzt-
endlich die Kontakthomologie)

e Holomorphe Kurven in W (Index, Existenz, Gromov—Witten Invarianten)

e Punktierte holomorphe Kurven in W# (Index, Modulriume, Symplektische Feld-
theorie)

Zum Beispiel folgt aus der Kompaktheit, Satz 22, folgendes Resultat von Liu und Tian
[14], da8 diese mit Methoden der Floer-Homologie bewiesen haben:

Satz 27. Angenommen, fiir je zwei Punkte x,y € W und jede kompatible fast-komplexe
Struktur gibt es eine pseudoholomorphe Spdre mit fizierter Fundamentalklasse, dann be-
sitzt jede Hyperfliche vom Kontakttyp eine geschlossene Hamilton—Bahn.

Beweis. Wir spalten W auf und betrachten J,—holomorphe Sphéiren in W, die durch je
einen fixierten Punkt in Wi gehen. Da dann fiir den Grenzwert das Bild F(X) ebenfalls
z und y enthalten muB, und ¥ = CP! ist, gibt es in W™ eine punktierte holomorphe
Sphire mit mindestens einer Punktierung. In dieser ist sie dann aber asymptotisch zu
einer geschlossenen Reeb-Bahn. O

6. HOLOMORPHE SPHAREN IM KOMPLEMENT VON L

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 5. Wir werden dabei im Wesentlichen auf die Ei-
genschaften der Elemente der Theorie in unserer speziellen Situation zuriickgreifen, die in
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den Beispielen erldutert wurden. Die damit verbundene Hoffnung ist, die Grundprinzipien
der symplektischen Feldtheorie zu illustrieren.

Beweis des Satzes 5. Wir withlen die fast-komplexen Strukturen J* so, daf alle einfachen
J*-holomorphen Kurven (die im Falle von T* L noch durch den Nullschnitt gehen sollten),
regulér sind, d.h. die Familien solcher Kurven sind Mannigfaltigkeiten, deren Dimension
genau durch die Formel (2) bestimmt sind. Es geniigt dafiir, die urspriinglich gewéhlten
Strukturen J* auf einer nichtleeren, offenen, relativ kompakten Menge (die im Falle von
J~ eine Umgebung des Nullschnittes ist) generisch zu stéren. Die iiblichen Argumente
(siehe [17]) geniigen vollkommen fiir unsere etwas allgemeinere Situation.

6.1. Konstruktion der Scheiben. Wir wihlen einen Punkt z € L auf einer der bei-
den isolierten Geoditen und fixieren eine J~—komplexe Gerade £ im Tangentialraum, die
keinen Tangentialvektor an L enth&lt. Nach Gromov gibt es dann fiir jedes 7 genau eine
J,~holomorphe Sphire f, : CP' — CP? mit [f] = 1 € Ho(CP?;Z), mit f,(0) = x und
(fr)«(To) = &. Eine Folge f, mit 7, — oo wird nun im Sinne von Satz 22 gegen einen
Grenzwert F = (F() .. F(M) konvergieren. F™) enthilt eine Komponente, deren Bild
durch =z € 0y verlauft. Dieses hat entweder einen kuspidalen Punkt in z, oder ist dort
tangential an £. In beiden Féllen hat diese daher mindestens drei Punktierungen: Die
Wahl der tangentialen Richtung verhindert, dafl sie vollstindig in einem Zylinder iiber
einer Geoditen liegt. Da ¥ = CP!, gibt es zu jeder dieser Punktierungen eine (andere)
holomorphe Sphire in F_ f@ : 20 — CP2\ L, i = 1,2, 3, ... mit genau einer negativen
Punktierung. Dann setzen wir

D=7 ()
E=T7?A).

6.2. Konstruktion der holomorphen Sphiren. Mit jeder der punktierten holomor-
phen Kurven f® verfahren wir nun wie folgt: Wir wihlen einen glatten Punkt y und
eine J™-komplexe Richtung 7 derart, daf§ eine einfache punkierte holomorphe Sphire, die
durch y verlduft, und dort tangential an 7 ist, mindestens 4 reelle (effektive) Deformations-
parameter hat. Man beachte, dafl der Grenzwert einer Folge von J,—holomorphen Kurven,
die y enthalten, und tangential an 7 sind, in y glatt sein miissen, falls 7 nicht tangential
an f() ist. Wegen Satz 23 haben die beiden Kurven in y sonst einen (lokalen) endlichen
algebraischen Schnittindex, der grofler als 1 ist. In einer Umgebung von y schneiden sich
Paare (zusammenhingender).J, —holomorpher Kurven aber mit genau diesem Index. Der
(totale) Schnittindex dieser Paare ist 1, was wegen der Positivitit der Schnittindizes zum
Widerspruch fiihrt. Die gleiche Argumentation beweist das folgende

Lemma 28. Jede der Komponenten des Grenzwertes ist eine einfache holomorphe Kurve,
die auch nur genau einmal darin auftaucht.
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Aus der Formel (2) fiir die zu erwartende Dimension der Modulrdume folgt, daf

(3) v —dim(FO) =44 x (T \ 2©)

Die erwartete Dimension fiir jede Komponente von F( ist nicht-negativ, da sie alle
einfach sind, und wir J* so gewihlt haben, daf} alle einfachen punktierten holomorphen
Kurven regulér sind. Da es keine kontrahierbaren Geodéten gibt, ist die Eulercharakte-
ristik auf der rechten Seite nicht-positiv. Damit ist die Zahl der Deformationsparameter
einer jeden Komponente von F(©) nie groBer als 4. Wir erhalten folgendes

Lemma 29. Im Falle, daf8 es eine Komponente in F©) (und genau eine!) in einer exakt
4-dimensionalen Familie gibt, ist N < 1 und FQ enthilt hochstens die Annulatoren einer
der beiden einfachen isolierten Geoddten.

Beweis. Aus der obigen Diskussion folgt, da der Teil von X, der aus den Komponen-
ten ©(#) i > 1 besteht, eine disjunkte Vereinigung von Annuli ist. Die Rinder dieser
gehoren zu Paaren von Punktierungen von Y.(9, die asymptotisch zu Reeb-Bahnen der-
selben Geodéiten mit unterschiedlichen Orientierungen sind. Da die erwartete Dimension
jeder Komponenten von F'(©) gerade ist, haben diese eine gerade Anzahl von Asymptotiken
mit geradem Maslovindex. Das ist aber nicht moéglich, wenn nach dem Zusammenfiigen
der Komponenten ¥ = CP' sein soll, aufler in dem Fall, daf8 es gar keine geraden Asym-
ptotiken gibt. Weiter unten zeigen wir, dafl eine holomorphe Sphire mit zwei positiven
Punktierungen, die asymptotisch zu Reeb-Bahnen von isolierten Geoditen sind, immer
den Nullschnitt schneiden mufl. Zudem ist jeder Zylinder, d.h. zweipunktierte Sphére in
der Symplektisierung R x S*L mit je einer positiven und negativen Punktierung, ein
Zylinder iiber einer Reeb—Bahn (siehe Beispiel 16. Daraus folgt N < 1. O

Wir sind bei der Pointe des Beweises angekommen: Wir werden zeigen, dafl ein Grenz-
wert, wie wir ihn hier betrachten, keine der beiden Zylinder iiber den isolierten Geodéten
enthalten kann. Wegen Lemma 28 taucht jeder der beiden Zylinder héchstens einmal auf.
Es ist nicht schwer, einzusehen, dafl der Annulator jeder dieser beiden Geodéaten den Null-
schnitt homologisch einmal modulo 2 schneidet. Man findet zum Beispiel ein Vektorfeld auf
K, das genau entlang einer Geodéten, die senkrecht auf den isolierten steht, verschwindet.
Das benutze man, um den Nullschnitt zu deformieren. Dieser schneidet dann die zwei-
punktierte Sphére genau einmal transversal. Andererseits kann der Nullschnitt, und damit
K C CP?, von sich selbst vollstindig wegbewegt werden, da es eine nirgends verschwin-
dene geschlossene 1-Form auf der Kleinschen Flasche gibt. Da Ho(CP?;Zy) = Z, mit
nicht-trivialer Schnittform, heifit das, daf die Fundamentalklasse [K] € Hy(CP?;Zs) tri-
vial ist. Somit schneidet jede holomorphe Sphére f,, K homologisch trivial. Wir erhalten,
dafl entweder beide Annulatoren iiber den isolierten Geoditen im Grenzwert vorkommen,
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oder gar keine! Kommen beide vor, bedeutet dies, dafl der Grenzwert, die drei-oder mehr-
punktierte Sphéire in 7*L in z schneiden muf}. Da die Kurven verschieden sind geschieht
dies mit einem (endlichen) algebraischen Schnittindex. Die Grenzkurven schneiden sich
aber bereits in y mit endlichem Index. Da sich die J,, ~holomorphen Sphéiren zumindest
fiir grofle n mit einem algebraischen Index schneiden, der mindestens gleich der Sum-
me aller endlichen algebraischen Schnittindizes der Grenzkurven ist, erhalten wir einen
Widerspruch.

Dann ist aber N = 0 und der Grenzwert ist eine holomorphe Sphire in CP? \ L, die
y € u enthilt und tangential zu 7 ist. Mit der obigen Argumentation fiir algebraische
Schnittzahlen, sieht man sofort, dafl diese keine der beiden anderen Scheiben schneiden
kann. Ich bezeichne die Sphéren, die ich auf diese Weise erhalte, nacheinander mit F,G
und H. O

Bemerkung 30. Die Schlufifolgerung, die wir aus der Analyse punktierter holomorpher
Kurven erhalten, kann in eine Aussage umformuliert werden, die derjenigen von Ne-
mirovski in [20] mehr dhnelt. Der Ausschlufi eines einzelnen Annulators einer isolier-
ten Geodditen, folgt ndimlich aus der homologischen Trivialitit der Kleinschen Flasche.
Verschirfend kann man zeigen, daf8 im aufgeblasenen CP?, in der es Lagrange Einbettun-
gen der kleinschen Flasche gibt, deren Zo—Fundamentalklasse nicht-trivial sein muf.
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