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1.1 Einleitung

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K € {R,C}. Weiterhin fixieren wir einen
involutiven Kérperautomorphismus (K, *), d.h. * = id im Falle K = R und * € {id,”}
fiir K = C. Fiir eine bilineare/sesquilineare Abbildung a : V x V — K (d.h. a additiv,
a(A,-) = Aa(-,-) und a(-,A-) = Xa(-,-), A € K) - kurz Form - definieren wir die
Invarianzgruppe stab(a) := {g € GL(V) |a(gz,g9y) = a(xz,y), Vx,y € V}.
Wir beschrénken uns auf solche Formen die einen symmetrischen Orthogonalitétsbegriff
induzieren (d.h. z L y < y L x). Das sind die sogenannten

Reflexive Formen

Typ und Bezeichnung Eigenschaft .stab(a)
(a nicht ausgeartet)
. So(V))  Symmetrisch O(p,q), O(C)
Sy* (V)= __ a(x,y) = a(y, z)*
S2(V')  Hermitisch U(p,q)
. Ao (V') Schief — Symmetrisch Sp(2n, K)
A2 (V) = . a(m,y) = —(I(y,l‘)*
A2 (V') Schief — Hermitisch U(p,q)

(Siehe [Hei90, Kap.1,§3-85]). Die schief-Hermitischen Formen sind hier nur zu Gunsten
einer einheitlichen Formulierung erwiihnt, denn ist a € Ay(V) so ist i - a € Sy(V).
Wir betrachten im Folgenden ein Paar a,b € Sy"(V) U Ay*(V) (zur Erinnerung: die
Konjugation * ist fixiert). Weiterhin setzen wir voraus, dass a nicht ausgeartet ist.
Dann induziert b einen linearen Operator B mittels:

a(B(:v),y) =b(z,y), Vx,yeV (Riesz)
und es gilt

vom gleichen Typ . a — selbstadjungiert
a,b { von komplementéren Typ } = Bist { a — schiefadjungiert

Aus dieser Sicht sind die gegebenen Daten also ein pseudo-Euklidischer oder symplek-
tischer Vektorraum (V,a) mit einem selbst- oder schiefadjungierten Operator B. Es
erheben sich folgende Fragen:

1. Bestimme die Invarianten des Paares (a,b) und leite daraus eine simultane Nor-
malform fiir (a,b) her. Eine Basis in V, die die Normalform realisiert bezeichnen
wir als angepasst.

2. Finde einen Algorithmus zur Gewinnung der Normalform.
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3. Bestimme die Struktur von Q = stab(a) N stab(b). Diese Gruppe wirkt einfach
transitiv auf den angepassten Basen.

4. Bestimme die bzgl. (a, b) “intrinsisch” gegebenen (d.h. Q-invarianten) Unterrdume.

1.1 Beispiel. Sei V' ein K-Vektorraum, a reflexiv und positiv definit (d.h. a symme-
trisch im Falle K = R und hermitisch im Falle K = C), b vom selben Typ wie a. In
diesem Fall ist die Antwort auf oben gestellte Fragen im wesentlichen der Spektralsatz
fiir selbstadjungierte Operatoren:

1. V besitzt eine ON-Basis aus Eigenvektoren von B. Die einzigen Invarianten in
dieser Situation sind also die Eigenwerte spec(B) = {A1,... At} C R von B und
die Dimension der zugehérigen Eigenrdume Eig?()\;). Die genannte ON-Basis ist
folglich bereits angepasst.

2. Der Algorithmus zur Bestimmung einer angepassten Basis ist die sogenannte
Hauptachsentransformation. Es wird dabei im wesentlichen von der Tatsache ge-
brauch gemacht, dass jeder Eigenvektor ein B-invariantes orthogonales Komple-
ment mit sich bringt (a pos. definit) fiir das wir die geforderte Basis als gegeben
vorraussetzen kénnen (vollst. Induktion).

3. 9€Q = a(gB(x),9(y)) = a(B(x),y) = b(x,y) = blg(x),9(y)) = a(By(x), 9(y)),
d.h. [g, B] = 0. Daraus folgt die Invarianz der Eigenriume Fig?()\;) unter Q und

es ist nun offensichtlich, dass

k

Q=]]0 (Eig®(\),a)

i=1

4. Die Q-invarianten Unterrdume sind orthogonale direkte Summen der Eigenrdume:

P Eig®\)

ieIc{l,...k}

Der zweite Punkt im vorhergehenden Beispiel weist auf den ursdchlichen Unterschied
zum allgemeinen Fall hin: Ist a nicht positiv definit, so kann ein Eigenvektor v isotrop
sein. vt ist dann zwar immernoch B-invariant aber nicht mehr ein Komplement zu

span{v}.

Es wird sich zeigen dass ein isotroper Eigenvektor, der zu allen anderen Eigenvektoren
orthogonal ist, notwendigerweise einen nicht-trivialen Jordanblock von B vorraussetzt.
Damit entsteht eine enge Beziehung zwischen der Dimension eines maximal a-isotropen
Unterraumes und der Anzahl und Lénge moglicher Jordanblocke von B. Weiterhin geht
im allgemeinen die Reellitét des Spektrums von B verloren (K = R).

Beispiele fiir das Auftreten des Tripels (V, a, b) in der Differentialgeometrie:
Als (reeller) Vektorraum V' tritt in diesen Kontext kanonisch ein fixierter Tangential-
raum 7T,M einer Mannigfaltigkeit M in Erscheinung. Fiir die nichtausgeartete reflexi-
ve Form a betrachten wir die Einschrénkung einer gegebenen pseudo-Riemannschen
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Metrik g auf T,M. Als b bzw. B kénnen nun weitere geometrische (aus g abgelei-
tete) Grossen herangezogen werden z.B. der Ricci-Tensor Ric,, der Jacobi-Operator
Jx(Y) =R,(Y, X)X (go-selbstadjungiert) bzw. B € R, C hol, C so(7,M, g,), d.h. ein
Element aus dem Raum der Kriimmungs-Endomorphismus oder der Holonomiealgebra-
Darstellung (g,-schiefadjungiert).

Ist g eine Riemannsche Metrik und b symmetrisch, so kommt sofort der Spektralsatz
aus Beispiel 1.1 zum tragen, wohingegen die Behandlung des allgemeinen - also ins-
besondere des Pseudo-Riemannschen Falls die Zielstellung der Untersuchungen von
W .Klingenberg [Kli54] und Ch.Boubel [Bou00] ist.

1.2 Jordansche Normalform

Wie bereits erwéhnt muss fiir B eine allgemeine Jordan-Zerlegung in Betracht gezogen
werden. Daher sei an dieser Stelle eine kurze Zusammenfassung der allgemeinen Theorie
eingefiigt. Eine gute Referenz ist z.B. [Koe85]. Sei im Folgenden K € {R,C}, V ein
K-Vektorraum und f € End(V'). Wir fithren die folgenden Bezeichnungen ein:

o xs(x) :=det(z-idy—f) = [[\, P™ () € K[z] das charakteristische Polynom
mit seiner (normierte) Primfaktorzerlung. (K|xz] ist faktoriell).

o Lf(x):= Hle P"(z) das (normierte) Minimalpolynom definiert als Erzeugen-
des Element des Ideals (pf) = ker{p € Kz] — p(f) € End(V)} C K[z|. (K[z]
ist ein Hauptidealring und nach dem Satz von Caley-Hamilton gilt x € (ur)).

o Hp(\ i) :=ker(\-idy — f)" der i-te Hauptraum bzgl. A

1.2 Proposition. Sei f € End(V) zerfallend d.h. P(z) = (x — \;) mit \; € K|
(i=1,...,k). Dann gilt:

(i) Hp(Ni) := Hp(Ni,ng) = Hp(Niyq) Vg =>n;

(i) V = @, Hp(\)

(111) Die Projektion py, : V- — Hg(\;) bzgl. der Zerlegung aus (i) lisst sich darstellen
als Polynom in f.

(iv) Jordan-Chevaley-Zerlegung: fs = Zle Ai - Py, ist halbeinfach, fn = f — fs
ist nilpotent und es gilt:

fs, fn € K[f], d.h. insbesondere: [fs, fn] =0

Sei [ = fg + }}vv eine weitere Zerlequng mit f:g halbeinfach, }]vv nilpotent und
[fs, fn] dann gilt bereits fs = fs, fv = [n-



Da C algebraisch abgeschlossen ist, zerflillt jeder Endomorphismus iiber einem kom-
plexen Vektorraum. Im Fall K = R muss das nicht der Fall sein. Folgende Begriffe
verbinden dabei komplexe und reelle Vektorraume:

e Reellifizierung: Sei V' ein C-Vektorraum. Mit der kanonischen Einbettung j :
R — C wird (Vg, +) = (V, +) ein R-Vektorraum:

a-z=ja)-z, aeR zeV =W

e Komplexe Struktur: Sei Vj ein R-Vektorraum, I € End(Vy) mit I = idy,,
dann wird (V£,+) = (V{, +) ein C-Vektorraum:

a-v=Re(a)r+Im(a)[(z), acC, zelVy=V;

e Komplexifizierung: Sei Vj ein R-Vektorraum. Setzte (Vp)c = Vo @ Vo und be-
trachte I € End(Vo®Vp), I(x,y) = (—y, x). Folglich ist I eine komplexe Struktur
auf (Vp)c.

e Reelle Struktur: Sei V' ein C-Vektorraum, x : V — V mit x? = idy und
k(ax) = ak(x). Wir benutzen auch die Bezeichnung T := k(). Dann ist der
Eigenraum V = Eig,(+1) ein R-Unterraum in V.

Es bestehen folgende Vektorraum-Isomorphismen:

o (Vi) ~V, bzgl. der komplexen Struktur I(z) = ix.

o ((Vo)e)® ~ Vj bzgl. der reellen Struktur x(z,y) = (z, —y).

Sei U C V ein Unterraum, « eine reelle Struktur des C-Vektorraums V. Wir bezeichnen
mit

Re(U) = {z € U |k(z) =z}
den Realteil von U bzgl. der reelen Struktur x. Dieser kann als R-Unterraum in V'
aufgefasst werden und es gilt:

U=Re(U)c=Re(U)®i-Re(U) <« U=r(U) (1)

Sei weiter f € End(Vp), so existiert eine eindeutig bestimmte C-lineare Ausdehnung
fc € End((Vo)c), d.h. fcly, = f (wobei Vi C (V)¢ die kanonische Einbettung ist).
Sei nun U C (Vp)c ein k- und fe-invarianten Unterraum, so ergeben sich folgende

Relationen fiir Re(U) C ((Vo)e)™ ~ Vi:

F(Re(V)) < Re(V) o
(f|Re(U))(C = f(C|Re(U)C = f(C‘U



1.3 Proposition. Sei f € End(Vy) und fc € End ((Vo)c) die Komplexifizierung.

(i) x¢(x) = Xgc () und pg(x) = pge(x) in Cla].
(ii) Hy.(X, i) = Hy (X, 4), VA e C
(111) Insbesondere gilt fir A € R: Hy. (N, 1) = Hf(A, )¢

Beweis. (i): pg(fe) (@ + iy) = pr(£)(@) + ins(f)(y) = 0, d'h. gy € Cla] annuliert fo
und damit gy, |pp. Umgekehrt gilt: 0 = gy (fc) = Re(pys.)(fe) + i - Im(ug.)(fc). Da
s, normiert ist, folgt deg (Im(uy.)) < deg (ps.) < deg (5). Da aber Im(puys.) auch f
annuliert und von echt kleineren Grad als 1 ist, muss es verschwinden, d.h. ps. € R[z]
und p4.(f) = 0 und damit /Lf‘,ufc.

(ii) und (iii) beruhen im Wesentlichen auf den Eigenschaften (1) und (2). O

1.4 (Zerlegung in charakteristische Riume fiir nicht zerfallendes f).
Sei f € End(Vy) nicht zerfallend - Vy also ein reeller Vektorraum - und

k k
vi(e) = TP @), o) =T P (@)
i=1 i=1
P, € R[z] irreduzibel (d.h. deg(P;) € {1,2}) und g9T(P;, P;) = 1 (i # j). Dann gilt fir
die Komplezifizierung zundichst (Vo)e = @5, ker P (fc) (Hauptraumzerlegung).
1.3(id0)

o Ist Pi(x) = (x = \), A €R ker P"(fc) = (ker (/).

—. 1.3(i0)

o Ist Pi(z) = (x — M)z = N) = kerP"(fc) = Hp.(\) & Hp (M) =
Hi (Ni) @ Hy(N;), d.h. auch ker P (fc) ist ein k-invarianter Unterraum und
damit erhalten wir insgesamt

%z@kerﬂ”"(f)z &b o

Im(\)>0

wobei wir die Raume

ov={i ™

als charakteristische Rdume von f bezeichnen werden. Ist f zerfallend, also insbe-
sondere wenn K = C, stimmen sie gerade mit den Hauptrdumen tberein. Andernfalls

gilt C(\;) = C(\;) = Re (H(N) & H(Ny)).



1.3 Charakteristische Unterrdume fiir selbst- oder schiefad-
jungierte Operatoren

Sei (V,a,b) bzw. (V, a, B) ein Tripel wie in der Einfiihrung erklart. Dann hat die durch
1.4 garantierte Zerlegung in charakteristische Unterrdume bzgl. B weitere Eigenschaf-
ten. Zunéchst behandeln wir den Fall, dass a,b vom gleichen Typ sind.

1.5 Lemma. Seien a,b € So* (V) oder a,b € Ay*(V'), a nicht ausgeartet und sei B der
zu b gehirige a-selbstadjungierte Operator. Dann sind die charakteristischen Rdume
C(\;) = ker P"'(B) paarweise a- und b-orthogonal.

Beweis. Sei x € kerP]"(B), y € ker P;"(B), (i # j). Da ggT(P;, P;) = 1 existieren
U,V € K[z] mit U- P +V - P}” =1 (K[z] euklidischer Ring). Damit erhalten wir:

a(z,y) = a(UP"(B)(x),y) + a(x,VP”(B)(y)) =0
b(x,y) = a(UPi"i(B)(a:), B(y)) + a(aj, B- VP;(B)(y)) =0

O

Das analoge Lemma fiir einen schief-adjungierten Operator formulieren wir zunéchst
fiir K = C. Ausserdem konnen wir uns auf den Fall * = id beschrinken, da eine schief-
Hermitische Form wie oben erwahnt durch Multiplikation mit ¢ in eine Hermitische
iibergeht und man damit in der Situation von Lemma 1.5 ist.

1.6 Lemma. Sei V' ein C-Vektorraum, (a,b) € So(V) x Aay(V)UA(V) x So(V) und a
nicht ausgeartet. Sei B der zu b gehorige a-schiefadjungierte Operator. Bezeichne mit
Ao den evt. auftretenden Eigenwert 0. Dann gilt:

(i) Die Hauptraume Hg(\;), i # 0 sind total isotrop bzgl. a und b.
(ii) 1) =TT Q" () € Clal, Q) = (& — M) (@ + A), (i > 1) und Qol) = .

(iti) V = Dy, (HB(/\) @ HB(—/\)> ® Hgp(0) ist eine a- und b-orthogonal direkte
Summe.

Beweis. B ist a-schiefadjungiert. Sei B = S+ N die Jordan-Chevalley-Zerlegung. Dann
sind S, N gleichfalls a-schiefadjungiert!:

B* = S5+ N* und —B = —S — N. Wir zeigen, dass beides Jordan-Chevalley-
Zerlegungen von B* = —B sind. Mit der Eindeutigkeitsaussage von 1.2(iv) gilt dann
S*=—-Sund N* = —-N:

fIm Falle B a-selbstadjungiertm ist die analoge Aussage nach 1.2(iii),(iv) sofort offensichtlich.
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N* ist nilpotent: Dies ist klar, denn 0 = a(z, N"y) = a((N*)"z,y), Vz,y.

S* ist halbeinfach: Sei W C V ein S*-invarianter Unterraum:

sWwycw = SWh)cwhe
Shalb:(E;nfflCh EIUCVmitV:U@WJ‘“ undS(U)CU
N UJ-E@W:VUIld S (UJ‘“)CUJ“I

[N*, §*] = 0: Dies ergibt sich sofort aus [V, S] = 0.

Die analogen Aussagen fiir —5, —N sind offensichtlich. Nun zum Beweis des Lemmas:
(i): Sei z,y € ker(B — ;)™ = ker(S — \;), (¢« > 1). Dann gilt wegen * = id:

alz,y) = A7 - alz, S(@w)) = A7 a(~S(x),y) = —a(z,y)
=  a(z,y) =0

bey) = A ale, BSW) = A7 a(=S(2), B(y)) = —blz.y)
= b(zr,y)=0

(ii): Beziiglich einer beliebigen Basis gilt Mat(B)' = —Mat(a) - Mat(B) - Mat(a)™".
Daraus ergibt sich sofort pg(z) = p_p(x). Insbesondere gilt spec(B) = —spec(B)T.

(ili): Wihle U,V € Clz] mit U - P +V - P} =1, (i # j) - oBdA j > 0. Da dann
2?|P;(z), ist Pj(B) a-selbstadjungiert. Die selbe Rechnung wie in 1.5 liefert nun die
Behauptung. O]

Der reelle Fall kann wie folgt auf das obige Lemma zurckgefiihrt werden, wobei aller-
dings einige Fallunterscheidungen in Kauf zu nehmen sind:

Betrachte die Komplexifizierung (Vi, Bc). Weiterhin sei ac die bilineare Ausdehnung
von a auf V¢ und be(+,-) = ac(+, Be(+)). Nach dem allgemeinen Resultat 1.4 zerlegt sich
V' in charakteristische Unterrdume Cg(A). Diese sind nach Lemma 1.6 total isotrop

genau dann wenn Hp.(\) + Hp (M) total isotrop ist bzgl. ac, d.h. A ¢ iR. In diesem
Fall muss noch das “Dual” Cp(—A) hinzugenommen werde.

"Eine weitere Moglichkeit, (ii) ohne die Verwendung von Koordinaten zu verifizieren, ist die folgen-
de: Sei S(z) = Az und sei W ein S-invariantes Komplement von Cz, sowie span{y} = Wa. Dann gilt
S*(Wta) ¢ Wta, d.h. S*(y) = py. Weiter ist a(z,y) # 0 und Aa(z,y) = a(S(z),y) = a(x, S*(y)) =
pa(x,y). Mit anderen Worten spec(—B) = spec(B*) = spec(B). Wegen a(x,y) # 0 sind Eigg())
und Eigs«(\) dual gepaart bzgl. a. Daraus folgt, dass N|gigs(n) und N*|gige. (x) = N|gigs(—x) vom
gleichen Nilindex sind und deshalb stimmen die Potenzen im Minimalpolynom von (z —\) und (x+ \)
iiberein.



Im Falle K = R existiert also ebenfalls eine a— und b—orthogonale Zerlegung von V|
die sich aus folgenden 4 Typen zusammensetzt:

HB(O) .................................... fir A =
. HB(/\)EBHB(—)\) ......................... fir A e R
Va()) = Re (Hp(N) @ HE(N)) oovooiiii fiir A € {R* 3)
Re (Hg(\) ® Hp(\) ® Hp(—\) ® Hp(—X\))  sonst

Die beiden Lemmata dieses Abschnitts garantieren also eine Zerlegung des zugrundelie-
genden Vektorraumes in kanonische Unterrdume, beziiglichen deren a und B Blockdia-
gonalgestalt annehmen. Fiir die Aufgabe, eine an a angepassten Normalform fiir B zu
finden konnen wir uns folglich auf einen dieser R&ume beschrianken, die hier nocheinmal
- als Summen charakteristischer Rdume - aufgefiihrt seien:

a-orthogonale und B-invariante Unterrdume Vg(\):

Ve(A) fir K=C Ve(A) fir K=R
B =B* Cp(N) Cr(\)
B__p| CeN®CB(=2), A#£0 | Cp(A) ®Cp(=A), Re(}) #0
Cp(0), A =0 Cp(\), A e iR
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1.4 Eine Normalform von (a, B) fiir nilpotentes B

Sei B selbst- bzw. schiefadjungiert und B = S + N die Jordan-Chevalley-Zerlegung.
Dann hatten wir gesehen, dass S und N vom selben Typ sind wie B. In diesem Ab-
schnitt befassen wir uns zunéchst mit dem nilpotenten Teil N. Sei n der Nilindex von

N, d.h. N* =0, N*1 £ 0,

Kanonisch gegebene Unterrdume sind dann V4 := rg N""PNker IN9. Diese kénnen
als Flaggen in folgendem Diagramm arrangiert werden:

Via rg N*~1
N N

Vo C Voo rg N" 2
N N N

Vi1 C V3o C Vi3 rg N3
N N N N

N N N N
Vn—l,l C Vn_LQ C Vn_l’g c ... C Vn—l,n—l rg N

N N N N N

Vi C Vio C Vus C ... C Vana C Van g N =V
ker N C kerN? C kerN3 C ... C keeN*! C kerN"=V| N

Direkt aus der Definition folgt
N(Vpq) = Vo141 (5)

Insbesondere stabilisieren sich die waagerechten Flaggen in (4) jeweils rechts von der
Hauptdiagonalen. Die Anordnung obiger Flaggen legt es nahe nach einer Familie von
Vektorraum-Komplementen D, , zu suchen, die folgende Eigenschaften hat:

Vog = Dpg® (V;J—Lq + V;J,q—l) dh. V= @ Dy (6)

p.q

Es gibt zwei Gesichtspunkte nach denen diese Komplemente konstruiert werden kénnen:

1. Wéhle zunéchst beliebige Komplemente D, ;, 1 < i < n (unterste Zeile) und setz-
te Dy g = N""P(D,, g+n—p). Wegen (5) erfiillt die Familie {D, ,} die Eigenschaft
(6) und weiterhin gilt per Definition:

N<Dp,q) = Dpfl,qfl (7)

Diese Zerlegung von V' wird auch fiir die Jordansche Normalform eines allgemei-
nen nilpotenten Operators genutzt.
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2. Eine zweite Moglichkeit zur Konstruktion von Komplementen verwendet die ge-
gebene nichtausgeartete Form a. Zunéchst gilt:

(ker N9)*e = rg N*
= Voo =g N" ") + (ke N =V, + Vi (8)
Die Operation “orthogonales Komplement bilden” kann man sich veranschauli-

chen als Spiegelung an der um 90° gedrehten Hauptdiagonalen und anschliessen-
des Komplementieren:

ker N4 ker NP
——N— —
v v
e Ve
s -
v n—q s
_ rg N 1
r n-—p e s
lg N ‘/177(1 Y ‘/p,q v
v v
s v
s s
7 /|
v -
v v

Nun wihle man beliebige Komplemente D, ,, (2 < p+ ¢ < n). Wegen (8) ist
Dacpig<n Dy total isotrop bzgl. a. Man iiberlegt sich nun leicht (durch schritt-
weise Konstruktion), dass man die noch fehlenden Komplemente gerade so wihlen
kann dass folgende direkte a-orthogonale Summe entsteht:

la La
La
@ \(Dp,q ® Dn—p+1,n—q+l) & ( @ Dp,q) (9)

2<p+q<n p+g=n+1

singulér gepaart

Das Ziel des folgenden Abschnitts ist es, durch vollsténdige Induktion iiber den Nilindex
von N eine Familie {D, ,} von Komplementen (6) zu konstruieren, die sowohl (7) als
auch (9) erfiillt. Eine solche Zerlegung von V' heisse (V, N, a)-angepasst.

Betrachte dazu die Folge {ker N*} von N-invarianten Unterriumen mit den zugehori-
gen Quotienten V* := V/ker N* und den jeweils durch N induzierten nilpotenten
Abbildungen, die wieder mit N bezeichnet seien.

Das analog zu (4) von (V¥ N) induzierte Diagramm geht aus (V*~1, N) durch die
kanonische Projektion 7% : V*=1 — V¥ hervor:

k—1
Vk k

: VE
kal kal k+1,k+1
E+1,k k+1,k+1 ok .
. . . k k
kal kal Vk;—l Vn,k+1 tet Vn,n
n,k n,k+1 te n,n

Weiter ist b%(-,+) := a(-, N*¥(-)) eine nicht ausgeartete Form auf V* (ihr Typ ist
konstant oder alternierend in k jenachdem, ob B selbstadjungiert oder schiefadjungiert
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ist) und (8) iibersetzt sich in:

(ka+p,k+q)lbk = an"—l’ + Vn—qv” (10)
Damit ist der Weg fiir ein Induktionsargument geebnet:
1.7 (Angepasste Zerlegung).
(i) Sei D*' = {DF '} eine (VF~1, N, b"")-angepasste Zerlegung. Dann ist die Pro-
jektion wF(DF1) = {z% (DE_1)} eine (V*, N, b%)-angepasste Zerlegung.

(ii) Sei umgekehrt eine (V*, N, b)-angepasste Zerlegung D* gegeben, dann lisst sich
daraus eine (V¥=1 N, b*=V)-angepasste Zerlegung D*~1 mit 7 (D*~1) = D* kon-
struieren.

Insbesondere existiert also eine (VO, N,b°) = (V, N, a)-angepasste Zerlegunyg.

Beweis. Zu (i): Die Eigenschaften (6) und (7) sind offensichtlich fiir #*(D*1). Die
metrische Eigenschaft (9) ergibt sich unmittelbar aus b*(7%(x), 7*(y)) = b*~(z, N(y)).

u (ii): Sei EF1 = (7%)7! (@k—i—lgqgn Dv’iq) c VL

E*~! ist nicht ausgeartet bzgl. b*~! : Sei H C V*~! ein Unterraum mit:
VEr=HeoV, und fH)=r"E"")

Dann ist E*¥' = Ha V! = H+ kal und (EF1)+ = W pin Vi, also:
(B nE =H VL N (H+ V)
= H'n Vnk__ﬁk (da Ve CVE  und VT 0 H=0)
(10 IR
0 (H+ V)
= (V= (0}

Konstruktion der Komplemente D’; ql : Betrachte das Tripel (EF1 b5t Vi1
bestehend aus einem Vektorraum einer nicht ausgearteten Form und einem Un—

terraum. Da (Vikl) N B Vk L 1 total isotrop ist, existiert eine Zerlegung
Vil

(W’H oVl ) oDy =E

J/

TV
singulédr gepaart

wobei W1 ein total isotroper - i.a. nicht eindeutig bestimmter - Unterraum
dual zu V¥~ k ist und Dk b= (W @Vf:ll’k)L. Diese Zerlegung induziert
einen Isomorphlsmus

T |yr-r 0 WL — @ thq

k+1<g<n

13



Nun kénnen die Komplemente D! definiert werden durch:

DS;}l = (ﬂk|Wk—1)_1 Dz,q (]{} +1< q < n)
Dy b= N"P(Di L)

n,qg+n—p

Wir fassen die Situation nochmal im folgenden Bild zusammen:

Nn—k(th—nl)

k-1 Nnikil(DfL,_nlq) Nn*kfl(DfLTnl)
n—1,k 3 .
N(D}L) N(Dy3Ly) .. N(DEY
Dt Dl ... DEL, DR =EF
Vj;;l kal

{D} '} ist eine (V*~!, N, b*~!)-angepasste Zerlegung :

e Per Definitionem ist (7) erfiillt.

e 0o N = N or” impliziert 7* (D;;;l) = D;;’q.

e Die Eigenschaft (6) ist erfiillt, d.h. V,\."! = (V;)k__ll’q + V;)’fq__ll) ® Dyt
— Fiir Df;kl ist dies per Definitionem gegeben.
— Fiir ¢ > k + 1 gilt nach Voraussetzung an die {DJ }:

(Vi + Vi) + Dby = (7)) (Vi + Vil ) + (¥ wes) DI,
= () (Vi) = Vi
und da 7¥|yx-1 ein Isomorphismus ist, iibertrigt sich die Eigenschaft
(Vi g+ Vi, )N Dy, = {0} auf das Niveau k — 1.
— Fiir p < n benutze man schliesslich die Translations-Eigenschaft der
Réume V!, D1 unter N.
e Die metrische Eigenschaft (9) ist erfiillt: Nach Konstruktion ist szkl nicht
ausgeartet, DF" 1 (k+1 < ¢ < n) total isotrop und Df;kl LDE (k+1<
q < n) - alle Eigenschaften bzgl. b*~1.

Sei nun y; € Dﬁ:}oi,qrm = NP (Df;q{), d.h. y; = NPi(x;) fiir ein z; € Dfnfqli,
(1 = 1,2). Nach obiger Bemerkung ist nur noch der Fall p; + p, > 1 zu
untersuchen:

bk_l(yh?h) = ot (NP ($1)7 NP2 (x3)) =
+ k-t ($1, NPLHP2 (xg)) = +pF (Wk(xl), Np1+p2_17rk(x2))

Damit {ibertragen sich die metrischen Relationen wie gefordert fiir k—1. [
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1.8 Bemerkung. Die Freiheitsgrade in der Zerlegung V = & D, , liegen in der suk-
zessiven Wahl der Riume W+ =1 und D,’f;;gl, (1 < k < n). Die Familie aller (V, N, a)-
angepassten Zerlegungen kann aufgefasst werden als ein Faktor in der Invarianzgruppe
Q2 = stab(a) N stab(b) (siche auch Bemerkung 1.10). Fiir Details verweisen wir auf
[Bou00, Theorem 1-6].

Fiir ein Paar (a,b) von Formen auf V', wobei a nicht ausgeartet und b nilpotent ist,
haben wir bisher eine Zerlegung V' = € D, , erzielt, die bereits wesentliche Invarianten
enthdlt, ndmlich die Dimensionen dj := dim(Dy, ) = +++ = dim(Dy,—g41,1). Wir
wollen diese Invarianten unter Beriicksichtung von K und des Typs von a und b (beides
spielte bisher keine Rolle) gegebenenfalls verfeinern. Dies fithrt auf angepasste Basen
in jedem der Raume D, , und es wird sich zeigen, dass damit alle Invarianten in der
vorliegenden Situation bestimmt sind. Im néchsten Kapitel wird es dann darum gehen
den halbeinfachen Anteil von b in die hier angestellten Betrachtungen zu integrieren.

Aus 1.7 geht hervor, dass (Dﬁjcl,bk’lbk_;), (1 < k < n) jeweils Riume mit einer

nichtausgearteten Form sind. Um zu sehen, dass die Einschrankung der Form b*~! auf
Dfl’_kl nicht von der speziellen Wahl des Raumes DZ’_,CI abhéngt, betrachten wir das
folgende kommutative Diagramm:

;
\
V/ker (bF71) = vE-!
Do D! Vi fer (Bt i) s= 7

Die kanonischen Projektionen in der Diagonalen induzieren Isomorphismen in der zwei-
ten Zeile und alle Abbildungen erhalten die Form b*. Insbesondere sind

(D, 7 p, ) =~ (VELB (11)

isometrisch, wobei 6*~! durch ¥*~! induziert wird. Wir fixieren nun Basen Bk i Dy, g,
die eine Normalform von b*~!| D, realisieren, d.h. pseudo-orthonormale, pseudo-unitire
oder symplektische Basen entsprechend dem Typ von 0*~! und K. Beziiglich einer
solchen Basis bezeichne man My, := Matg, , (b**|p, ,):

K und Typ von b* Invarianten von b* My,
SZ(‘V/IC’ R) s (Bk) — _
gZ(Vk’ (C) =q- KQ(Vk’ (C) Slg<b ) - (pka Qk)a Pk + qr = dk ka,qk (12)
SQ(Vk, (C) dlmc(vk) =d, € Ny Idk
Ay(VF, K) dimg (V) = d;, € 2N, Ji /2
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mit der iiblichen Kurzschreibweise I, , = <I(§7 _OIq) und Jy = (_% Ig) € Ms5(K).

Nun generiert man daraus eine Basis [ = { ﬁp,q} von ganz V mittels folgender

p—q>0
Basen in den Unterrdumen D, ;:

Bpq = Nn_p(ﬁn,qun—p) (13)

Eine solche Basis spezieller Hauptkettenvektoren nennen wir angepasst. Unter Verwen-
dung von (9) erhélt man:

1.9 (Normalform fiir (a, N)). Sei V' ein K-Vektorraum, a eine nicht ausgeartete
Form auf V und N € End(V') nilpotent vom Nilindex n sowie selbst- bzw. schiefad-
Jungiert bzgl. a d.h. N* =¢- N, e € {£1}. Weiterhin sei D = {D, .} eine (V,N,a) —

angepasste Zerlegung sowie § = {f,,} eine angepasste Basis von D.

Dann stV = @Zil F, mit Fy, .= @?:1 D,,_j11; eine N-invariante und a-orthogonale
Zerlegung von V' (siehe (14)) und beziglich der Basen By = {Bn—k+1.1,---, 00k} von
Fy, erhalten die Matrizen Ay (€, M) := Matg, (a|r,) und Ny := Matg, (N|Fg,)
folgende Gestalt:

Dy_ky1,1 Dn_gi22 Dy,
—~ = — ——
ekfl . Mk 0 Idk.
. 0
Ak<€)Mk‘>: G'Mk ’ ) Nk: . [
M, 0

und damit Matg(a) = diag(As(e, My), ..., Ay (€, My,) ), Matg(N) = diag(Ny, ..., Ny).
Dabei ist wie oben erklirt M), € {ka,qk, I, Jdk/g} entsprechend des Typs von a und €.

Die angegebenen Matrizen kodieren nur Invarianten des Paares (a, N) und realisieren
damit eine Normalform.

D

2]
D2,1 D2,2

@ @

o ® (14)

Dn—l,l Dn—l,n—2 Dn—l,n—l

@ @ @
Dnl DnZ Dn,n—l Dnn

AN X X X
F 5 ... F,, F,

16



Umgekehrt liefert die Vorgabe der Grossen

N E N e Nilindex von N
e {1} Selbst-/Schiefadjungiertheit von N
dr € Ng bzw. (pr,qx) € No? ... ..., Dimension bzw. Signatur von M¥*
M ¢ {kaﬂk? I, Jdk/Q} ....................................... Typ von b+~!

ein Paar (a, N) mit den bisherigen Eigenschaften unter der Vorraussetzung, dass:

- d, # 0 und dy bzw. (py, qx) ist mit M* vertriiglich.
- Der Typ von M* ist konstant (bzw. alternierend) < ¢ = +1 (bzw. € = —1).
- Dabei bestimmt der Typ von M denjenigen von b° = a.

1.10 Bemerkung. Die Menge der angepassten Basen fiir eine fixierte Zerlegung {D,, ,}
bilden den zweiten Anteil an © (neben den in 1.8 angesprochenen). Genauer gilt im
vorliegenden Fall (siche [Bou00, Thm.1]):

O ~ N xR wobei:

- N ={y € Q|~ wirkt trivial auf vk, Vk} C Q ist eine normale nilpotente Unter-
gruppe. Sie wirkt einfach transitiv auf den (V, N, a)-angepassten Zerlegungen.

- R = Q/N wirkt einfach transitiv auf [[}_, stab(b*) und ist reduktiv.

Der Raum ker N = V,,; = @Z:l Dy,1 besteht gerade aus den Eigenvektoren von N.
Insbesondere sehen wir nun - wie in der Einleitung erwéhnt, dass ein isotroper FEi-
genvektor, der orthogonal zu allen anderen Eigenvektoren steht, (d.h. ein Element in
Vo N VnﬁlL = Z;i Dy.1), einen nichtrivialen Jordanblock von N erfordert. Genauer:
ist a symmetrisch (K = R) bzw. hermitisch, so gilt:

[(n+1)/2]

sigla) = Y (PawrsGonet) + > ([k/2] - di, [k/2] - di) (15)

k=1 k=1

wobei (ﬁk,?jk) die Signatur von € - My bezeichne. Der total isotrope Unterraum der
Dimension 3 7, [k/2] - dy. ist D o<, g)r(prg<nt1) Dpg- Insbesondere beschréinkt die Si-
gnatur von a die Anzahl und Lénge der moglichen Jordanblocke von N gemiéss (15).
Im Gegensatz dazu existiert, falls a € Ag(V') eine symplektische Form ist, immer ein
total isotroper Unterraum der Dimension dim(V')/2.
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2 Normalformen fiir K = C

In diesem Abschnitt wird der halbeinfache Teil S von B = S + N mit der bereits
erlangten Normalform fiir (a, V) in Verbindung gebracht. Die Vorgehensweise ist sowohl
fiir K = C als auch fiir K = R im Wesentlichen die selbe und setzt sich aus folgenden
3 Schritten zusammen:

1. Zunéchst zerlegen wir V' geméss Lemma 1.5 und 1.6 in die a-orthogonale
und B-invariante direkte Summe der auf Seite 10 aufgefithrten Raume
Vi(A). Damit kénnen wir uns im Folgenden auf den Fall V' = Vp(\)
beschrénken.

2. Wir zeigen die Existenz einer S-invarianten (V, a, N)-angepassten Zerle-
gung {D,,,}. Fiir spec(S) = {\A} ist dies natiirlich erfiillt. In den anderen
Féllen werden wir - gegebenenfalls nach Komplexifizierung - zunéchst
eine angepasste Zerlegung auf einem Eigenraum Hg(A) C V(\) konstru-
ieren und diese dann geeignet auf die assoziierten Eigenriume Hg(\)
bzw. Hg(—\) iibertragen.

3. Da [S,N] = 0, ist S|p,, ein selbst- bzw. schiefadjungierter Operator
bzgl. v*71(-,-) = a(-, N*71(-)). Analog zu den Zerlegungen bestimmen
wir zunéchst eine Basis in Hg an()‘) = Hg(A) N D, und assozieren

dann - gegebenenfalls durch Ubergang zum Realteil - eine angepasste
Basis in D, .

Sowohl in 2. als auch in 3. kommen 1.5 und 1.6 zur Anwendung.

4. Der Ubergang zu einer Basis von ganz V' geschieht mittels (13).

Neben den beiden in 1.9 definierten Blockmatrizen Ay, (¢, M}) und Ny fiihren wir dazu
noch einen dritten Typ ein, ndmlich

Sk<Lk) = dZCLg(Lk, RN Lk), Lk € Mdlmdk (K)

k Blocke

Fiir den algebraisch abgeschlossenen Kérper K = C gilt es 3 Fille zu unterscheiden.Die
erste Fallunterscheidung betrifft den Typ von B.
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2.1 B sei a-selbstadjungiert

Nach 1.2(ii) und 1.5 zerlegt sich V' in die a-orthogonale und B-invariante direkte Summe
V = @,cc Ha(N). Sei deshalb V' = Hp(A). Dann ist die Jordan-Chevalley-Zerlegung
von B gegeben durch B = X - idy + N. Der Nilindex von N sei n.

Weiter sei 3 = {0} eine Basis wie in 1.9 bzgl. einer (V, N, a)-angepassten Zerlegung,
so gilt mit den in 1.9 eingefithrten Matrizen:

() = (3 = A"
Matﬁk(ale) = Ak’ (+1> Mk) ) Matﬁk(B|Fk) = Sy ()\ : Idk) + Ny (16)

M, vom selben Typ wie a fir k=1,...,n

2.2 B sei a-schiefadjungiert

Wie bereits erwéahnt konnen wir uns auf den Fall * = id beschranken und betrachten die
in 1.6(iii) beschriebene Zerlegung von V. a ist nicht ausgearte auf Hg(0) und B|g, ()
ist nilpotent. Damit ist die Normalform von (a|x 0y, By (0)) bereits durch 1.9 gegeben:

pp(r) = 2" :
Matg, (a|r,) = Ax (=1, My),  Matg, (Bl|p,) = Ny
M, vom selben Typ wie a fir 1 <k <n, k=1mod 2

M, vom komplementaren Typ zu a fir 1 < k < n, k=0 mod 2

Es bleibt der Fall V- = HgA@® Hp—A, (A # 0) zu untersuchen. Dazu dient das folgende

2.1 Lemma. Sei B ein a-schiefadjungierter Operator mit spec(B) = {\, =}, (A # 0)
und sei B =S+ N seine Jordan-Chevalley-Zerlegung.

Dann existiert eine Zerleqgung {D,,} von V, die (V, N, a)-angepasst und S-invariant
ist. Insbesondere ist diese Zerleqgung dann auch (V, N,af(-, S(-)))-angepasst.

Beweis. Bezeichne mit V* := ker(S F \) = Hp(+\) die beiden (bzgl. a singulir
gepaarten) Hauptriume, d.h. V = VT @ V~. Weiter sei N* := N|y+ und wie bis-
her V£ 1= rg(N*)"? N ker(N¥)%. Dann existiert eine (V*, N*)-angepasste Zerlegung
{D},} von V*  d.h. eine Familie von Unterrdumen, die (6) und (7) erfiillt. Wir be-
trachten nun die duale Zerlegung {(D;;,)*} in V= definiert durch:

(Dy,) cVv™ wd (Df,)" L. D, V(LK) # (p,q) (18)
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D, = (D:_q+1,n_p+1) ist (V—, N~)-angepasst:

2
) . (1)
@ (Dypra V) = a( (D pi ) D 05) )
= D, ,C (rgN%)" =ker N

) . . (8)
a (Dp,q’ ker N p) - a( (D:Lr*qﬂ’n*pﬂ) 76Blgn, kgnprlJ’rk> = {0}
_ 1
= D, , Cker(N?)~ =rgN?

dh.D,, CV,,NV~ =V, . Daaber D, ND;, = {0} fiir (p,q) # (I, k) und dim(D, ) =
dim(D;}_ 1, ps1) = dim(D, ) (beachte: NI"+1=P=4 induziert einen Isomorphismus

D:[_qH’n_pH ~ D ) siecht man leicht ein, dass (6) erfiillt ist.

Es bleibt die FEigenschaft ND_, = D, zu {iberpriifen:
a(ND, Dl+k) =a(D, NDlTk) =a(D, Dltl,kfl) # {0}

p,q’ p,q’ p,q’

< (LE)=nh+1-(¢—1),n+1—(p—1))

- D-

b—1.4-1- Diese Inklusion ist in Wirklich-

. (18) n *
d.h. NDpyq C (DnJrlf(qfl),nJrlf(pfl))
keit eine Gleichheit, da (D, D

2,9’ n—(q—1),n—(p—1)

Gleichung damit auch (ND . D

P9’ "~ n+l—(¢—1),n+1—

) singulér gepaart sind und nach obiger
(p_l)). Damit ist (7) nachgewiesen.

D,q = D;;,q 45 D;,q ist (V, N, a)-angepasst und S-invariant:

Die metrische Eigenschaft (9) von {D, ,} ergibt sich aus (18). Die S-Invarianz von D,
ergibt sich aus der von D7 .

]

2.2 Bemerkung. Es ist hervorzuheben, dass der invertierbare, halbeinfache, mit N
vertauschende und schiefadjungierte Operator S die Konstruktion einer (V, N, a)-angepassten
Zerlegung ohne die Verwendung von 1.7 ermdglicht. Weiter zeigt das vorhergehende
Lemma, dass Nt und N~ gleiche Jordansche Normalform haben, insbesondere also

di, = 0mod 2.

Fiir die Konstruktion angepasster Basen versehen wir die Réume D, ; mit der nicht
ausgearteten Form b*~!|p,  (siehe (11)) und bemerken, dass S|p, , schiefadjungiert ist

bzgl. bk*1|Dn7k. Nach 1.6 sind die Réume (D, D, ) singulir gepaart bzgl. bk*1|Dn7k.

Sei ﬂ; , eine beliebige Basis in D und B, die (anti-)duale Basis in D, , dann gilt
bzgl. der Basis 3, = {5:er>ﬂ;k} in D,
Mat (bk—ly ) N o 0 g2

Matg, , (Slp,,) = A La. 2,42
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Die Fortsetzung dieser Basen auf ganz V mittels N geméss (13) fithrt zu folgender
Normalform, wobei 0BdA a € S3(V'), da a und b beide nicht ausgeartet sind:

pp(x) = (= N)"(z+X)", (A#0):
Matg, (alr,) = A <_1, chk_/lgk—l) 7 (20)

Matg, (B|r,) = Sk ()\ : Idk/2,dk/2) + N, (1<k<n)

3 Normalformen fiir K =R

In diesen Kapitel werden die Normalformen fiir K = R hergeleitet. Der wesentliche
Unterschied zum Komplexen besteht darin, dass die B-invarianten und a-orthogonalen
Réume V() eventuell grosser sind (siehe Tabelle auf Seite 10). Es sind also weitere
Fallunterscheidungen vorzunehmen, die Ausnahmen bzgl. des Spektrums von B (im
Sinne von “nicht generisch”) berticksichtigen.

3.1 B sei a-selbstadjungiert

Nach 1.4 und 1.5 zerlegt sich V' in die a-orthogonale und B-invariante direkte Summe
V =@Br.0)50CB(A). Sei deshalb V- = Cp(A). Ist A € R, d.h. V= Hp()), so tibertréigt
sich die Normalform (16) direkt auf den reellen Fall.

Es bleibt also der generische Fall |\ € C\R|, d.h V = Cp(\) = Re(Hp()\) & Hg(N))
zu untersuchen. Sei dazu ac die komplex-bilineare Ausdehnung der nicht ausgearteten
Form a auf V. Dann ist

V(c = V(é (&%, Vé = HBC<>\) &b HBC()\> = ker(S@ — )\) ) ker(SC — X)

eine ac-orthogonale, N¢- und Sc-invariante Zerlegung von Vg. Sei nun (Dg),, eine
geméss 1.7 konstruierte (V¢, Nelyy, acly;)-angepasste Zerlegung. Dann ist

Dpq = Re((D{C)nq b (D{C)p,q) (21)

eine (V, N, a)-angepasste und S-invariante Zerlegung. Auf (Dg), x betrachten wir die
nicht ausgeartete Form bc* (-, +) = ac(-, Nc*7'(+)) € (S2 U Ag)((Df)n) und withlen
eine Basis 3, , = {t},..., b}, »»} mit Mat/@;hk(b@k*l) € {14, Ja, )2} (siehe (12)). Dann

. ar o 17 7 . . —, . . .
ist By, = {b1,...,b), ,} eine Basis von (D), , und wir erhalten daraus eine Basis
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Bk = {bi} von D, durch:

o . [ V2 Re(t) = 56 +B)
V2 Im) = 250 - b)) i dy/2 4+ 1 <i < dy

fiir 1<1<d./2
tir 1<i<dy/ (22)

%

Unter Ausnutzung der Gleichung ac(z,y) = a(Re(x),Re(y)) — a([m(x),[m(y)) +
i - a(Re(x), Im(y)) +i-a(Im(z), Re(y)) und der Orthogonalititsrelation ac(b}, ;) = 0

erhalt man:

17 7]

b1 € S, b1 e A,

k—1
Matyy, o (be™)

Jay, /a
[dk ( Jdk/4>

Mat g 5(Sc)

Xy, 2
Xy, /2

Matﬂn,k (bkil)

La, 12,0, /2

Jay /4
—Ja;, /4

§lay 2 —v-lgy /2 o .
<V'Idk/2 &lag2e ) A=Ltiw

Ma'tﬁ'n,k (S)

Es ist festzuhalten, dass in der vorliegenden Situation sig(b*~') = (di/2,dy/2) fiir
v*~1 € Sy und dy = 0 mod 4 fiir b*~! € A,. Mittels (13) erhalten wir eine Basis™ 3 von
ganz V und damit die folgende Normalform:

pp() = (x—=A)"(x = N)", A=&+iveC\R:

Matg, (a|p,) = Ak(+ L, (Mk —Mk))7

(23)

€1y o —vl
Matg, (B|r,) = Sk( (uljzg gvldiif) ) + N

M, € {[dk/g, Jdk/4} entsprechend dem Typ von a, (1 <k <n)

"Dieselbe Basis ergibt sich ‘natiirlich aus einer Basis B¢, die die Normalform (16) des Paares
(aclvz, Belyy) realisiert, durch Ubergang zu einer reellen Basis analog zu (22). Der (Um-)Weg iiber die

Formen b*~! hat den Vorteil, dass zum einem die Invarianten deutlich zu Tage treten, zum anderen
die Gestalt der Matrizen sofort abzulesen ist.
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3.2 B sei a-schiefadjungiert

Nach 1.4 und 1.6 zerlegt sich V' in die a-orthogonale und B-invariante direkte Summe
von Raumen Vg(\), (Re(X), Im(X\) > 0), wobei Vp(A) jeweils einem der Rédume aus
(1.3) entspricht. Sei also V' = Vg(\).

Die Félle A = 0 und A € R* (d.h. B zerfallend) fithren vollkommen analog auf die fiir
K = C hergeleiteten Normalformen (17) bzw. (20).

Sei nun . Nach Komplexifizierung erhélt man die bzgl. ac singulédr gepaarten
Raume Vi = ker(Sc F ), wobei ac¢ die C-bilineare Erweiterung von a ist. Im Un-
terschied zu Lemma 2.1 existiert hier eine kanonische Dualitétsabbildung, ndmlich die
reelle Struktur x:

K (VE) = V& = ker(Sc — A) = ker(Se — A) “& ker(Se + A) = Vo
d.h. bzgl. der sesquilinearen Erweiterung ac(,-) := ac(-, ™) von a ist VZ nicht ausgear-
tet. Nun wenden wir 1.7 an und erhalten eine (V7 N@|VC+ ,ac ]VC+)—angepasste Zerlegung

(DE)p,q sowie die (V, N, a)-angepasste und S-invariante Zerlegung

Dyq = Re((Dg%,q ©® (D(C)+p,q) (24)

3.1 Bemerkung. Die Zerlegung D, , kann unter zwei Gesichtspunkten gesehen wer-
den, was darin begriindet liegt, dass hier X und —\ zusammenfallen. Zum einen ist
(Dg)pyg = (D+) g €ine (Vg 7N(c|v ,ac|v )-angepasste Zerlegung, da N¢ mit der re-
ellen Struktur x kommutiert und s orthogonahtatserhaltend ist. Nach diesem Schema
wurde die Zerlegung (21) konstruiert.

Andererseits ist ((Dg )M)* = (D¢ )n—qt1m_ps1 €ine bzgl ac duale Zerlegung im Sinne

von (18) und die dortige Definition (Dg),, = ((Dg)n,qﬂ,n,pﬂ)* = (Dg)p’q fithrt
abermals auf dieselbe Zerlegung. Im Gegensatz zu Lemma 2.1 muss hier aber vom
“Herzstiick” der hier vorgestellten Theorie, der rekursiv definierten angepassten Zerle-
gun 1.7 Gebrauch gemacht werden (Vgl. Bemerkung 2.2). ]

Die Konstruktion angepasster Basen orientiert sich ebenfalls am Abschnitt 3.1 (S.21).
Auf (D), betrachten wir die nicht ausgeartete Form

— k-1 _ _ _ _
be () :=ac(, Ne" () € (S2URAs) (D))
: = k-1
und wéhlen eine Basis 7, = {b{,...,b; ,,} mit Matﬁ;k(b(c ) € {Lpgir =1 Lppai b
(siehe (12)). Dann ist G, = {b;} eine Basis von D, ,, wobei:
B {\/Q-Re(bj):%(lﬁ +b7)  fiir 1<i<dg/2

i 25
\/Q-Im(b;r):%[(lfr bh) fir dp/2+1<i<dy (25)

(2
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Unter Ausnutzung der Gleichung ac(z,y) = a(Re(z), Re(y)) + a(Im(z),Im(y)) —
i-a(Re(z),Im(y)) +i-a(Im(z), Re(y)) und der Orthogonalitétsrelation ac (b}, E) =0
erhélt man:

bl e S, bl e Ay
Mat{ﬂiwa (Z—)Ck—l) (Ikk - ) (fi-lrk,sk o >
Mat, ﬂ:,kﬁk}(s‘@ (A-Idk/Q %IW)
Matg, , (0F1) (I%sk Loy sy ) < —Irp sy e >
Matg, , (S) (V.Idk/z _V.Idk/z) S Z

wobei ry + s = di/2, d.h. d, = 0mod2, Vk. Mittels (13) erhalten wir eine Basis /3
von ganz V und damit die folgende Normalform (wobei a 0BdA symmetrisch):

pp(z) = (z —iv)" (z+iv)", veR*:

A=, (e, ) i k= 1mod?

Matﬁk(a’le> =
Ak( -1, (71%% I”“"‘”“) ) fiir k = 0mod 2

—v-l
Matg, (Blr,) = Sk (V'Idk/Q dw) )+ N, 7+ s = di/2
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Der Fall| A € C\ (R U4R)|ist der letzte noch verbliebene. Bezeichne VZ = ker(ScF ).

Dann gilt:
Lag — Lopg —
Ve = (Vg 52 vg) o (VC o VC>

N

~~
singulédr gepaart bzgl. ac

Zunéchst wenden wir Lemma 2.1 auf das Paar (V7 @ VC_,B@]V(;@VE) an. Genauer
erhalten wir die Sc-invariante, ac-total isotrope und (V¢ N@|VC+)—angepasste Zerlegung

(D¢)p.q sowie deren Dual (Dg)pg = ((D¢)n—gr1npt1) - Analog zu (21) definieren wir
dann folgende (V, N, a)-angepasste und S-invariante Zerlegung:

Dy 4 = Re ((Dg)p,q D (Dg)p,q D (D<5>p,q S <D<E>p,q>

Fiir die Konstruktion angepasster Basen in D, , gehen wir wie folgt vor: Sei ' :k eine
Basis von (D{ )k, sowie 3/, ;. die bzgl. bt (anti-)duale Basis in (Dg ), (siehe (19)).
Dann ist

i ={ stte (90) o stte () st (902) s (92) |

eine Basis von D,, ;.. Durch Fortsetzen der Basen mittels (13) erhalten wir eine Basis
von ganz V und damit die folgende Normalform (wobei a o0BdA symmetrisch):

pp(@) = (2= A)"(z+A)" (= X)"(z+X)", AeC\(RUIR):

1
Matgk (a|Fk) = Ak( - 1, ((_1)1%1.1%’61C 6k,6k> ) (27)

Matﬁk(B|Fk) = Sk( (A—A>)+Nk

wobei A = (U‘s’“ 71/'16’“) und 0 =di/4

vls, &l1s,
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4 Zusammenfassung

Wir fassen hier nochmal den fiir die Anwendung in der Differentialgeometrie sicherlich
wichtigsten Fall K = R und a symmetrisch tabellarisch zusammen:

Sei (V, a, B) ein Tripel bestehend aus einem R-Vektorraum V', einer nichtausgearteten,
symmetrischen Bilinearform a und einem beziiglich a selbst- bzw. schiefadjungierten
Operator B. Dann Zerlegt sich V' in die a-orthogonale und B-invariante direkte Summe
der auf Seite 10 angegebenen Unterriume Vg(\)'.

Sei jetzt V = Vg(A) und B = S + N die Jordan-Chevalley-Zerlegung von B. Dann
existiert eine (V, a, B)-angepasste Basis 3 von V beziiglich der Matg(a), Matg(S) und
Matz(N) folgende Gestalt annehmen:

Dabei ist € € 1, My, Ly € Mat(g, q,)(R) entsprechend der Tabelle auf Seite 27,
n der Nilindex von N und A(e, My), Sp(Li), Ni € May k-a,)(R) Matrizen mit &k
Blocken der Léange dj von der folgenden Gestalt:

ekl M,

Lk 0 Idk
Lk 0

. Idk

Lk 0

Diese Darstellung von a und B als Matrizen enthélt nur die in der Tabelle auf Seite 27
aufgefithrten Invarianten des Paares (a, B) und kann somit als Normalform bezeichnet
werden. Mit anderen Worten:

Sei 3 eine (V, a, B)-angepasste Basis, so sind Matg(a) und Matg(B) inva-
riant unter Konjugation mit Elementen aus §2 = stab(a) N stab(B).

"Dieses sind genau die bzgl. a nicht ausgearteten und unter der Wirkung von stab(a) N stab(b)
invarianten und unzerlegbaren Unterrdume, wobei b := a(-, B(+)) ([Bou00, Cor.5, S.96])
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K = R und a symmetrisch

Typ von B | Minimalpolynom up(x) M, (1<k<n) Li, (1<k<n) Invarianten von (a, B) sig(a)
B_ B (z—A)" XeR Ipai A I, pr+ar = dr € No S
Am = |THV _
z—AN)"x—\)",
A v A v Nm?mw >9¢ Am“ N\V 20, = di, € 2Ny Split
A=¢+iweC\R
. (A=0) Iy p. (k=1mod?2) 0 pr+qr=dr € Ng (k=1mod2) s
Jap 2 (k=0mod?2) di, € 2Ny (k=0mod?2) -
B=-B* i
n . n Nﬁ )8 —
(e=-1) (z—w)" (z+iv)", A o Iy s, v (k =1mod2) Mg, 2(0,) 2(ry + sx) = di, € 2Ny s
k )
v € iR* Iny.s _ (qr = 21y, pr = 2sk)
w ! A\NJ?EA k>2k v A\A = 0mod Mv
z—N)"(x=\)", I
A v A v AAIC\TH&Q %k v A N&Sm» M%w = &w S MZO M.E?.w
AeR* k
(z=N)"(z+N)"... ) e
—n —n E 55, &V _ ;
... AH — v,v A.& + v,v , AAICNAIH.@\?SA v A k ~As, Am;\vv 46, = d;, € 4N Split
AeC\ (RUR)
Lo=(" 1) da= (0, ") M) = (S elr), S=SI (an-v ak1) + Sy (16/2] - di, [6/2] - i)

Split =

wey (k- di/2,k - dy/2)



Schlussbemerkung

Die Invarianzgruppe Q = stab(a) N stab(B) kann im allgemeinen nicht explizit ange-
geben werden. Man kann aber, wie weiter oben erwahnt, €2 dadurch charakterisieren,
dass es auf bestimmten mit dem Paar (a, B) assoziierten Objekten einfach transitiv
wirkt. Dieses Wissen geniigt letztendlich, um die Q-invarianten Rdume zu bestimmen.
Fir B = N sind das gerade Summen der Raume V,,, ([Bou00, Prop.2, S.53]).

Eine weiterfiihrende Frage wére z.B. die nach simultanen Normalformen eines Tupels
(a, By, ..., By,), wobei alle B; selbstadjungiert sind und [B;, B;] = 0.
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