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Kommutator von Vektorfeldern

Der Kommutator zweier Vektorfelder X,Y € X(M) einer Untermannigfaltigkeit M C RY ist
definiert mittels der Richtungsableitung:

(X, Y] = X(V) - Y(X)

Zwei Eigenschaften des Kommutators wollen wir an Beispielen etwas néiher beleuchten.

Koordinatenvektorfelder kommutieren:
Sei (U, = (z1,...,zy)) eine Karte, dann gilt fiir die Koordinatenvektorfelder
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Aus analytischer Sicht ist dies Ausdruck davon, dass man die Richtungsableitungen einer
Funktion f € C*°(M) in Richtung von Koordinatenvektorfelder vertauschen kann, ganz so
wie im R" die partiellen Ableitung vertauscht werden diirfen nach dem Lemma von Schwarz:
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Beispiel 1:
Wir betrachten auf S? die von sphérischen Koordinaten ® (¢, ) = (cos ¥ cos @, cos ¥ sin ¢, sin 1)
induzierten Koordinatenvektorfelder %, % und setzten
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In jedem Punkt p € U des Kartenbereichs bildet {X(p),Y (p)} eine ONB von T),M. Gibt es
(neue) Koordinaten auf S?, deren Koordinatenvektorfelder gerade X, Y sind? Eine notwendige
Bedingung dafiir ist [X,Y] = 0. Nach Satz 12 erhalten wir:
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Da der Kommutator nicht verschwindet kann es keine Koordinaten mit Koordinatenvek-
torfeldern X,Y geben. Wie kann der Kommutator geometrisch interpretiert werden? Dazu
betrachten wir Kurven entlang eines Vektorfeldes, d.h. eine Kurve, deren Ableitungsvektor in



Abbildung 1: ( Norden o Osten — Osten o Norden ) = Westen

jedem ihrer Punkte mit dem Vektorfeld {ibereinstimmt. Solche Kurven nennt man Integral-
kurven. Fir a@ erhalten wir so z.B. einen Breitenkreis parametrisiert nach dem Langengrad.

Dahingegen erhalten wir fiir X einen nach Bogenlidnge parametrisierten Breitenkreis.

Der Kommutator [X, Y] vergleicht nun den Endpunkt der Integralkurve von X gefolgt von
einer Integralkurve von Y mit dem Ergebniss in umgekehrter Reihenfolge. Fiir Koordinaten-
vektorfelder ergibt sich hier kein Unterschied. Anders fiir die Vektorfelder X,Y in unserem
Beispiel: Gehen wir zunéchst eine Wegstrecke in Richtung X (Osten) und dann in Richtung YV
(Norden), so landen wir weiter westlich (—Y), als wenn wir die gleichen Wegstrecken in umge-
kehrter Reihenfolge, also zunéchst in nérdlicher und dann in 6stlicher Richtung zuriicklegen
- siehe Abb.1.

Der Kommutator tangentialer Vektorfelder ist wieder tangential:

Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit. Dann gilt X,Y € X(M) = [X,Y] € X(M). Dies ist
in sofern erstaunlich, als die einzelnen Richtungsableitungen X (Y'), Y (X) nicht tangential an
M sein miissen.

Beispiel 2:
Wir betrachten im R? mit kanonischen Koordinaten (z,v, 2) die Vektorfelder
0 0 0

V=1 +x
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Gibt es eine Untermannigfaltigkeit M C R? mit U|ys, V] € X(M)? Eine notwendige Bedin-
gung dafiir ist [U, V] € span{U, V'}. Es gilt:
0 d 0

[U,V]:%(:r)-$:%

Also spannen U, V, [U, V] in jedem Punkt ganz R? auf. Daher kann es keine an U, V tangentiale
Untermannigfaltigkeit geben. Wir kénnen uns das auch wieder anhand von Integralkurven
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veranschaulichen: Gehen wir vom Ursprung zunéchst in Richtung V' (beachte x = 0) und
dann in Richtung U, so bleiben wir in der z-y-Ebene (blaue Flidche). Gehen wir hingegen
zunéichst in Richtung U und dann in Richtung V' (jetzt = # 0) erreichen wir einen Punkt mit
identischen z-y-Koordinaten aber nicht Verschwindender z-Komponente (rote Fliche). Diese
Differerenz wird gerade vom Kommutator [U, V] gemessen - siche Abb..

Beispiel 3: Einparken
Zur Beschreibung eines Fahrzeuges der Liange [ in der Ebene benutze wir folgende Parameter:

e (z,y) € R? Position der Vorderrider
e ) Winkel des Fahrzeugs zur z-Achse  y

e ¢ Lenkradeinschlag beziiglich der
Fahrzeugachse

Der Konfigurationsraum (= Menge aller moglichen Zustéinde) ist also! U = R? x (0,2m)2.
Wir haben zwei Aktionen beim Fahren, die wir als infinitesimale Anderungen im Konfigura-
tionsraum, also als Vektorfelder X(U) beschreiben:

Lenken: L = %

Falrens = cos( + 0)fs + s+ 0) 5 + %4 4

!Eigentlich ist der Konfigurationsraum R? x S x S*. Wir beschrinken uns hier aber auf den offenen dichten
Kartenbereich U als Teilmenge von R*.



Herleitung von F':

Sei p(t) = (z(t),y(t)) die Bewegung der Vorderridder beim Fahren mit Geschwindigkeit 1. Die
Positionséinderung (z/(¢), y'(t)) = Cos(go—i-l?)%—ksin(cp—i—ﬁ)a% ergibt sich aus der Konstruktion.
Der Lenkradeinschlag ¢ wird als konstant vorausgesetzt, d.h. F' hat verschwindende %—

Komponente. Ferner gilt:
—sind
0= () - (pt) - (1)

o cos ¥(t) —sin¥(t) —sin¥(t)
0=—9(t) <sin19(t)) -(p(t) —q(t)) + ( cos 9(t) ) pl(t) — ( cosI(t)

) -q ()
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ableiten
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= —1¥ + sin(—9) sin(¢ + 9) + cos(—1) cos(p + )
N 9 — sin ¢
Add.-theorem l
Der Term <_Czisn1;§§)t) - ¢'(t) verschwindet, da die Hinterréider ¢ keine Bewegungskomponente

senkrecht zur Fahrzeugachse haben konnen. Sie werden ja von den Vorderridern p gezogen.

Fragen:

a) Gibt es Koordinaten in U C R*, so dass L, F' zugehorige Koordinatenvektorfelder sind?
Dazu berechnen wir wie im ersten Bespiel den Kommutator:
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Dieser verschwindet an keinem Punkt. Also ist die notwendige Bedingung dafiir verletzt,
dass L, I' Koordinatenvektorfelder sind.

Anschaulich argumentiert: es ist ein Unterschied, ob ich zuerst lenke und dann fahre,
oder umgekehrt. Die Angabe von gefahrener Strecke und der Gesamtlenkbewegung
geniigt also nicht, um zu bestimmen, wo sich das Fahrzeug befindet - sonst kénnte man
ja vor der Fahrt das ganze Lenken erledigen...

Die Bewegung, die dem Kommutator [L, F'] entspricht, kann man sich in erster Nédherung
als Resultat der Hintereinanderausfithrung f~' ol=' o f ol vorstellen, wobei ! lenken
und f fahren bezeichnet - siche Abb. 2.
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Abbildung 2: Lenken (0 — 1), fahren (1 — 2), zuriicklenken (2 — 3), zuriickfahren (2 — 4)



b) Wie kann man einparken, d.h. wie kann das Fahrzeug zur Seite bewegt werden? Mathe-
matisch formuliert: Lafit sich eine infinitesimale Bewegung der Gestalt S = — sin 198% +
cos 198% mithilfe von L, F' generieren? Betrachte dazu:

S=I[[LF,F] =
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= —sm@a—x + cos@a—y

Das Resultat ist tatséichlich eine reine Translation senkrecht zur Fahrzeugachse. Man
kann sich das Vektorfeld S wieder durch ’kleine’ Fahr-und Lenkbewegungen vorstellen,
némlich:
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1o (f—lol—lofoz) ofo (f—lol—lofoz> — ol o flolofol o fol
Fiihre diese Bewegungen aus - es ist das Einparken, wie man es in der Fahrschule lernt!

c) Welches ist die kleinste Untermannigfaltigkeit M C R*, an die L, F tangential sind?
Angenommen M C R* sei eine Untermannigfaltigkeit mit L, F € X(M). Dann folgt
daraus [L, F],[[L, F], F],... € X(M). Fassen wir zusammen, was wir bereits iiber diese
Vektorfelder wissen:

L 1
F | cos(p+9) sin(p+1) sinp
R=[L,F] | —sin(p + 1) cos(¢ + ) cosyp
S =|[[L,F], F] —sin? cos ¥

Man rechnet nach, dass

1o _ sing - F +cosp-[L,F]— [[L, F], F]
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und damit span{L, F,[L, f],[[L, F], F]} = R* Damit gibt es keine Untermannigfal-
tigkeit M C R* der Dimension < 3, an die L, F tangential sind. Wir sind also recht
"beweglich” mit unserem Fahrzeug im Konfiguration, genauer: es gibt keine Zwangsbe-
dingung in Form einer Gleichung ®(x,y, ¢, ) = 0.

d) Gibt es eine elegantere Art das Fahrzeug zu rotieren, als die in c) beschriebene?



