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1. Extrema [4 P]: Gesucht sind alle globalen und lokalen Extrema von

1 (1,2) - R, X)= ———.
f:1Q,2) fx TENE
Bei Vorliegen eines Extremums ist zu entscheiden, ob es sich um ein Maximum oder Minimum
handelt (mit Begriindung).

2. Lokale Extrema [3 P]: Bestimmen Sie die lokalen Extrema von

1 2 3
R—-R, O=-x'-Zx¥3-Zx+2.
! e 4 3 2
Bei Vorliegen eines Extremums ist zu entscheiden, ob es sich um ein Maximum oder Minimum
handelt (mit Begriindung).

3. Grenzwerte [8 P]: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

(% +1)(cos(x)=1)
a) lim - )
x—0 sin(x?)

. sin(x)
by lim
¢ lim S
x—0 X
tan(3 x)

im .
x—m/2 tan(b x)

d)

Begriinden Sie Ihre Losung.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT
Serie 2

Abgabe: bis 02.05.2008

1. Unbestimmte Integrale [10 P]: Bestimmen Sie die unbestimmten Integrale von

a) fx)=a*,a>0,a#1,

1
b) (X): ;x¢1)
! V1-x?
1
c) f(x)——1+x2,
2 .3
d) f(x):xx—’;”,x;éo,

e) f(x)=x-¥x, meN.

2. Bestimmte Integrale [6 P]: Berechnen Sie die Werte der bestimmten Integrale

1
a) f x-V'1+ x?dx (Tipp: Substituieren Sie t = V1 + x?),
0

b) f x-cos(x)dx.
0

3. Bestimmte Integrale [4 P]: Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals

1
f x*(1-x)3dx.
0

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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Berlin, den 30.04.2008

1. Partielle Integration [4 P]: Berechnen Sie die folgenden Werte:

2
a) f x-e*dx,
1

/2
b) f x-cos(x)dx.
0

2. Stammfunktionen [4 P]: Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

a) f In(x)dx,

b) fcosz(x) dx.

3. Substitution [8 P]: Bestimmen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

X
—— _dx,
a) f1+x2 *

b) f sin(x) - cos(x) dx,

9 f In(x) dx,
X

X
4 f A
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1. Integration [2+4+2 P]: Bestimmen Sie die folgenden bestimmten/unbestimmten Integrale:
a) f tan(x) dx,
b) f arccot(x) dx,

0 f(ﬁ+1)2 dxundflél(\/}+1)2 dx.

2. Potenzreihen [9 P]: Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der folgenden Potenzreihen:

&
18

=

M8 T
T N =

=

g

o~
Il
—

\2)
18

~
I
—

=

3. Rechnen mit Potenzreihen [2+2+3 P]: Gegeben sind die Potenzreihen
o0 (o]
Y Xk Y —DFx*.
k=0 k=0

Diese konvergieren absolut fiir |x| < 1 gegen

1 1
fx):= 1% g(x)::m.
Bestimmen Sie diejenigen Potenzreihen, welche gegen die folgenden Funktionen konvergieren:
a) f+g,
b) f-g
c f-8

Begriinden Sie [hre Losung und untersuchen Sie das Konvergenzverhalten dieser Potenzreihen.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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1. Taylorreihen [8 P]: Bestimmen Sie die Potenzreihendarstellung folgender Hyperbelfunktionen
und deren Konvergenzgebiet:

X

. 1 N
a) smh(x)::E(e —e ):;sm(lx),xelR,

1
b) cosh(x):= 5 (e*+e ) =cos(ix), xeR.

2. Anwendung der Taylorformel [3+3+4 P]: Stellen Sie die folgenden Funktionen durch ein n-tes
Taylorpolynom und Restglied im Entwicklungspunkt a = 0 dar:
a) fx)=a",a>0,xeR,
b) f(x)=In(1+x),x>-1,
c) f(x)=1+x)?", peRfixiert, x € R.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT
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1. Vektornormen [4 P]: Sei X = R” mit x = [xi,...,x,] € X. Zeigen Sie, dass die folgenden Funk-
tionen || - || : X — R Normen sind:

a) | xlloo:=max(|x;|,i=1,...,n),
n 1/2

b) lxlz:= (Z x?) :
i=1

2. Matrixnormen [6 P]: Sei X = R"»™ der Vektorraum der reellen 7 x n-Matrizen A = (aij) € X.
Zeigen Sie, || - || : X — R ist eine Norm:

n

mnm&:mu(
J

laijl,i=1,..., n) (Zeilensummennorm),
1

. 1/2
b) IIAl2 :=( Y afj) (Quadratsummennorm).
ij=1

3. Normen stetiger Funktionen [4 P]: Sei X = €[a, b] der Raum der auf dem Intervall [a, b] steti-
gen Funktionen f. Zeigen Sie:

@) | flloo :=max(|f(x)], x € [a, b]) ist eine Norm,
b Lip
b) Iflp:= (f If(x)lpdx) mit p € [1,00) ist eine Norm.
a

4. Skalarprodukte [6 P]: Zeigen Sie:

n
a) Auf X = C" definiert< x, y >:= Z x; - y; ein Skalarprodukt, wobei x = [x1,...,%,]’ € X und
i=1
y:[J/b---;_Vn]TEX;

b
b) Auf X = €|a, b] definiert< f, g >:= f f(x) - g(x)dx ein Skalarprodukt.
a

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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1. Vollstindigkeit [4 P]: Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und A eine nichtleere Teil-
menge, i.e. @ # A< X. Beweisen Sie:
a) Aistabgeschlossen = A ist vollstdndig,
b) X ist abgeschlossen.
2. Intervalle [8 P]: Gegeben seien geschlossene und offene Intervalle [a;, b;] und (a;, b;) der reel-

len Zahlengerade (R,d(x, y) = |x — y|), wobei {a;};en und {b;};en Folgen reeller Zahlen bezeich-
nen. Beweisen Sie:

a) [)lai, bi] cRistabgeschlossen,
i=1

-

~
I
—

b) [a;, b;] = Rist abgeschlossen (n € N),

3

~
Il
—

C) (a;, b;) cRist offen,

IDE

d) (a;, b;) cRist offen (n € N).

~
I
—

3. Kugeln [4 P]: Sei || - || eine Norm auf R” und x € R” und r > 0 fixiert. Beweisen Sie:

a) K,(x):= {x eR”: |lx—x| < r} ist abgeschlossen,
b) K)(X):={xeR": ||x— x|l < r} ist offen.

4. Stetigkeit einer Norm [2 P]: Sei (X, | - [|) ein normierter Raum. Beweisen Sie, dass die Norm
-l : X — R, eine stetige Abbildung ist.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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1. Stetigkeit vektorwertiger Abbildungen [4 P]: Sei (X, d) ein metrischer Raum und

f: [fly---’fn]T

eine Abbildung von X nach C”, wobei f; : X — Cfiiri = 1,..., n. Beweisen Sie:
f ist stetig « f; ist stetig fiiralle i € {1,..., n}.

2. Stetigkeit elementarer Operationen [6 P]: Beweisen Sie die Stetigkeit folgender Abbildungen:
a) +:RxR—-R, (x,y) — x+ y (Addition),
b) - :RxR—R, (x,y) — x-y Multiplikation),
c) /:Rx (R0} — R, (x,y) — x/y (Division).

3. Rechnen mit stetigen Funktionen [6 P]: Sei (X, d) ein metrischer Raum und f, g : X — R hier-
auf definierte stetige Funktionen. Beweisen Sie:

a) (f+g) :X— Riststetig,
b) (f-g) : X — Rist stetig,
o (f/g) : X — Rist stetig, falls g(x) # 0 fiir alle x € X.

4. Abstand zu einer Menge [2+4 P]: Sei (X, d) ein metrischer Raum und K, A c X zwei Teilmengen.
Dann definiert die Menge

dist(x, A) := inf{d(x, y), y € A} (bzw. dist(K, A) := inf{dist(x, A), x € K} )

den Abstand eines Punktes x € X zur Menge A (bzw. den Abstand der Menge K zur Menge A).
Beweisen Sie:

a) dist(-,A) : X — Rist eine stetige Funktion,
b) Ist A abgeschlossen, K kompakt und An K = @, dann gilt dist(K, A) > 0.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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1. (Partielle) Differenzierbarkeit [2+3+3 P]: Untersuchen Sie die Funktion
iR (x,y)— y/x3+)3eR
unter den folgenden Aspekten (mit Begriindung):

a) Woist f stetig?
b) Wo ist f partiell differenzierbar? Berechnen Sie - wo zuldssig - die partiellen Ableitungen.

¢) Wo ist f differenzierbar?

2. Drehung der Achsen[3+2 P]: Die Koordinatentransformation fiir eine Drehung rechtwinkliger
Koordinatenachsen um den Winkel a sei gegeben durch die Funktionen

x(u, v) :=cos(a) - u—sin(a) - v, y(u,v):=sin(a) - u+cos(a) - v.

Sei weiterhin f : R? — R eine beliebige differenzierbare Funktion. Untersuchen Sie die Kom-
position g : R? 3 (u, v) — f(x(u,v), y(u, v)) € R (dieser Funktion mit der obigen Drehung) unter
den folgenden Gesichtspunkten:

a) Zeigen Sie, dass g differenzierbar ist und berechnen Sie die zugehdrige Jacobi-Matrix.

b) Berechnen Sie den Gradienten grad(g) von g.

3. Norm als Funktion[4 P]: Zu betrachten ist die Funktion r : R” — R definiert durch

— Ty —
(X1, Xp) 1= X100, X0)  ll2 = (/X2 + ...+ X3,

Zeigen Sie, dass r auf R"”\{0} partiell differenzierbar ist und berechnen Sie die partiellen Ablei-
tungen.

4. Kugelkoordinaten [3 P]: Sei f : R® > A — R® die Komposition der Identitit mit der Koordina-
tentransformation auf Kugelkoordinaten

x(r,¢,0) :=r-cos(¢p) - cos(@), y(r,¢,0) :=r -sin(¢) - cos(8), z(r,¢,0) :=r-sin(0),

d.h. f(r,,0) = [x(r,$,0), y(r,,0), 2(r,,0)]T mit A= {(r,,0) : r>0,0< ¢ <27, -5 <6<}
Berechnen Sie die Jacobi-Matrix von f.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt!  Alle Blatter mit Name und Matr.-Nr. versehen!
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Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT
Serie 10

Abgabe: bis 27.06.2008

1. Extrema [4 P]: Klassifizieren Sie samtliche lokale Extrema der Funktion

fiR3(x,y)—2x>+2x-y+3y* —6x-8y+1€R.

2. Extrema II - Abhingig [6 P]: Untersuchen Sie in Abhdngigkeit des Parameters c € R die folgen-
den Funktionen auf ihre lokalen Extrema:

a) f:R*3(x,))—c+x*+)°€R,
b) f:R*3(x,))—c—x*—)*€R,
¢ f:R°3(x,))—c+x*—y*€R.

3. Extrema Il - Extrem Abhiingig [6 P]: Zu betrachten ist die 3-parametrige Schar von Funktionen
f : R? — R definiert durch
f(x,y):=Ax*-y+Bx-y*~Cx-y

mit A, B, C € R\{0}. Untersuchen Sie - abhdngig vom Verhiltnis der Parameter A, B, C zueinan-
der - die Funktion f aufihre lokalen Extrema.

4. Wirkungverlauf von Medikamenten [4 P]: Die Wirkung W (E, 1), die E Einheiten eines Medika-
ments ¢ Stunden nach der Einnahme auf einen Patienten haben, sei durch

W(E,t) = E*>(x—E)t’e™ (0<E<x,t>0)

dargestellt. Bestimmen Sie die Dosis Epax und die Zeit fax S0, dass W (Emax, fmax) maximal ist.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt! Alle Bldtter mit Name, M.-Nr. und U.-Gr. versehen!
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1. Beweis [10 P]: Beweisen Sie die Eigenschaften a) bis e) von Satz 1 der Vorlesung iiber Gebiets-
integrale.

2. Gebietsintegration [3 P]: Berechnen Sie

[[

wobei G c R? das durch die Gerade fi(x) = x + 2 und durch die Parabel f,(x) = 4 — x? begrenzte
Gebiet ist.

3. GebietsintegrationII [4 P]: Seien G={(x,) eR*: 0<x<1A0<y<1}cR?und

XYy

R
(x+y)3 €

fRA\{(0,0)} 3 (x,y) —

vorgegeben. Berechnen Sie die Doppelintegrale nach den Formeln (9a) und (9b) der Vorlesung
und entscheiden Sie (mit Begriindung), ob [ [, f(x, ) dG existiert.

4. Gebietsintegration III [4 P]: Berechnen Sie [ [ x- y* dG mit
G={(x,))eR*: x+y<1Ax=0Ay=0}cR

nach den Formeln (9a) und (9b) der Vorlesung.

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt! Alle Bldtter mit Name, M.-Nr. und U.-Gr. versehen!
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Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT
Serie 12

Abgabe: bis 11.07.2008

1. Mehrfachintegration [3 P]: Berechnen Sie [ [ /. f(x, y, 2) dG fiir
f(x,y,2):=1+x, G:i={(x,y,2eR’:0sx<1,0<y<x -y <z<x’}cR’
2. Volumen [3 P]: Berechnen Sie das Volumen V des Gebietes G aus Aufgabe 1.
3. Zylinderkoordinaten [5 P]: Berechnen Sie [ [ [ x* - ydxdydz fiir
G:={(x,y,2eR’:x20,y20,x*+y°<1,0<z< 1} cR>.
Verwenden Sie hierbei Zylinderkoordinaten,

x =r-cos(g), y =r-sin(¢), z=¢ mit r>0, 0<sep<2m, CeR.

4. Kugeloktant [7 P]: Sei
K:={(x,,2eR:x20,y20,220,x*+y*+2z° < 1} cR®
ein Kugeloktant mit konstanter Dichte p(x, y,2) =1, (x,y,2) € K.

a) Berechnen Sie die Masse M := [ [ [, p(x,y,2)dxdydz von K.
b) Berechnen Sie das Volumen von K.

¢) Berechnen Sie den Schwerpunkt

fffp-xdxdydz,fffp-ydxdydz,fffp-zdxdydz
K K K

von K unter Verwendung von Kugelkoordinaten.

T

1
[XO,J/O,ZO]T = ]\_/I

Bitte beachten: Jede Aufgabe auf ein neues Blatt! Alle Bldtter mit Name, M.-Nr. und U.-Gr. versehen!



