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1. Extrema [5 P]: Bestimmen Sie alle globalen und lokalen Extrema von

f:1-1,41\{1,2,3} 3 x— !

eR
x-1Dx-2)(x-3)

Bei Vorliegen eines Extremums ist zu entscheiden, ob es sich um ein Maximum oder Minimum

handelt. Begriinden Sie Ihre Aussagen.

2. Grenzwerte und Extrema [2+2+2 P]: Es sei

X
f.(—l,l)\{O}Bx-—»melR

a) Bestimmen Sie lir% f ).
x—>

b) Istdie durch
f(x) falls x #0
gx):=4.. B
hn% fx) fallsx=0
x—)

definierte Funktion g : (—1,1) — R differenzierbar in 0? Falls ja, bestimmen Sie g’(0).

¢) Bestimmen Sie alle Extrema von g.
3. Grenzwerte [1+1+1+1 P]: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) lim _exzp )
x—oo x<+1

)

cos(x-%)
x?-1

oot +2x%-4x-1
c) lim )
x—1  x34+3x24+2x-6
X

b) lim

)
x—1

d) lim

x—0

mitaeR, a>0.

Begriinden Sie Ihre Aussagen.
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»» Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT &
Serie 2

Abgabe: in Threr Ubung, 04.05.2009 bis 06.05.2009.

1. Unbestimmte Integrale [1+1+1+1+1 P]: Bestimmen Sie die Stammfunktionen von
f{R2M—-R
mit

a) f(x)=exp(-5x).

_ln(x)
b) f(x)= P
2x—3
c) f()ﬂ—m

d) f(x)=tan(x).
e) f(x)=cosh?(x).

Hierbei bezeichnet M jeweils den maximalen Definitionsbereich innerhalb der reellen Zahlen.

2. Bestimmte Integrale [3+3 P]: Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals

2
a) f V4+x2dx.
0

NI

b/

b) f sin* (x) dx.
0

3. Bestimmte Integrale [2+2 P]: Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals
1
a) f X (x-1)-(x-2)-(x—=3)-(x—4) dx.
0

3
b) f x-In(x* +x* +1) dx.
-3
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Serie 3

Abgabe: in Threr Ubung, 18.05.2009 bis 20.05.2009.

1. Integration rationaler Funktionen [2+3 P]: Bestimmen Sie alle Stammfunktionen

ff(x) dx
mit
2x—13
a) f(JC) = m
3
b) f0) = x°+12x+19

(x2+4x+5)(x—-3)"

2. Uneigentliche Integrale [2+2+2 P]: Untersuchen Sie fiir jeden der nachstehenden Ausdriicke,
ob das uneigentliche Integral

f f(x)dx
0
konvergiert.

a) f(x)=x>exp(—x).

by = a
2

c fx)=

B+x2+1
3. Integralvergleichskriterium [1+1+2 P]: Untersuchen Sie mit Hilfe des Integralvergleichskrite-
riums die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) ) exp(—k).

1
b Zk2+1'

ac€ (1,00).

1
) L I
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Abgabe: in Threr Ubung, 25.05.2009 bis 27.05.2009.

1. Konvergenzradius [1+1+1 P]: Bestimmen Sie den Konvergenzradius von

00 fo's) 0o .k
a ) K- xk, b) > K- xk o ) x_k
=1 k=1 k=12

2. Konvergenzverhalten [5 P]: Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Potenzreihe

ookk

k
Zﬁx.

k=1
Tipp: Es gilt

1
V2m-n""2.exp|-n+

1
<nl<vV2 n™i.e (—n+—) VneN.
12n+1) & P 121

3. Rechnen mit Potenzreihen [2+2+2 P]: Gegeben sind die Potenzreihen

Y k-xF, Y ~DF kxR
k:() k:O
Diese konvergieren absolut fiir x € (—1,1) gegen
X
_— X), = X).
(1—x)? J (1+x)? 8§

Bestimmen Sie diejenigen Potenzreihen, welche gegen die folgenden Funktionen konvergieren:
a) (f+g):(-1,1)—R, b) (f-g):(-1,1)—R, o (f-g:-LD—R
4. Funktionenfolge [1+2+1+2 P]: Sei
1 X
£:10,00) 3 X — E-exp(—;) €eR VneN.

a) Zeigen Sie, dass f;, n € N monoton fallend ist.
b) Bestimmen Sie || f,|., n€N.
c) Zeigen Sie, dass (), gleichméRig gegen f : [0,00) 3 x — 0 € R konvergiert.
d) Berechnen Sie [;° f,, (x) dx, n e N. Gilt
lim f = fn(x)dx= f = lim f, (x) dx?
0 ) n—oo

n—oo
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Serie 5

Abgabe: in Threr Ubung, 01.06.2009 bis 03.06.2009.

1. Taylorpolynome [1+2+1 P]: Sei n € N. Bestimmen Sie fiir jede der Funktionen
f:-1,)—-R
das Taylorpolynom rn-ter Ordnung in xp = 0.

a) f(x)=arctan(x).
b) f(x)=In(1-x).
C) f(x):ln(l—x3).

Bestimmen Sie weiterhin das zugehorige Restglied fiir b).

2. Taylorpolynome II [5 P]: Seien mit P und Q zugehorig die Taylorpolynome 5-ter Ordnung von
sin und cos in xq = 5 bezeichnet. Bestimmen Sie P und Q und berechnen Sie damit

P*+ Q%
3. Reelle Zahlengerade [6 P]: Es seien
10 1 10 1
Ul:U[k’]H‘— ) Uy=J Ik k+1), ng{—:kel\l}.
k=1 2 k=1 k

Bestimmen Sie fiir i = 1,2, 3 jeweils den Rand, das Innere und die abgeschlossene Hiille von U;.
Welche der Mengen U}, U, Us ist offen und welche abgeschlossen?

4. Diskrete Metrik [5 P]: Sei X eine mit der diskreten Metrik versehene Menge. Zeigen Sie, dass
jede Funktion f: X — R stetig ist. Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass

B (x) = {x}

fiir alle x € X und € € [0, 1) gilt.
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»» Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT &
Serie 6

Abgabe: in Threr Ubung, 15.06.2009 bis 17.06.2009.

1. Partielle Ableitungen [3+2 P]: Sei f : R> — R gegeben durch die Zuordnung

2_.2
x y% falls (x, y) # (0,0)
0 falls (x, y) = (0,0).

f(x,y)={

a) Bestimmen Sie

0° 0° 0° 0°
/ 0,0), / 0,0, / 1,1, f
0x0y 0yox 0x0y 0yox

1,1).

b) Ist f zweimal stetig partiell differenzierbar in (0,0) bzw. (1,1)?
2. Jacobi-Matrix [2+2+2 P]: Bestimmen Sie die Jacobi-Matrix fiir

a) f:R*3(x,y)— (cos(x*+y?),sin(x*+y*)) e R

b) g:R’3 (u, v, w) — (w, u* + v*) e R%.

c) h:R*3(0,¢,1)— (rcos(p)sin(@),rsin(¢)sin (@), rcos (@) € R°.
3. Divergenz und Gradient [2+2 P]: Bestimmen Sie div (f) fiir

a) f:R*—R*mit f(x,y) = (xy*+y° x3y2).

b) f=grad(g) mit
g R3S (s, 5,r)— Vst + A+ eR.

4. Differenzierbarkeit [2+2+1 P]: Sei

[iRP2M>3(x,y,2)— {/xyz(x+y+z)€R

a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich M und die Teilmenge U < M, auf wel-
cher f partiell differenzierbar ist.

b) Ist f stetig differenzierbar auf U?

c) Ist f total differenzierbar auf U?
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Abgabe: in Threr Ubung, 22.06.2009 bis 24.06.2009.

1. Viele Extrema [5 P]: Bestimmen Sie alle Extrema von

f:(0,3m) x (0,37m) 3 (x,y) — sin(x+ y) —cos (x — y) e R.

2. Keine Extrema [5 P]: Zeigen Sie, dass g : R? — R,
g(x,y) = xyexp (x*+ )
keine Extrema besitzt.
3. Taylorentwicklung [1+2+2 P]: Es sei
h:R?> (x,y) — cos(x® +y®) —sin(x +y) + cos (x +y) € R.
Bestimmen Sie:

a) Den Gradienten von & in (0, 0).
b) Die Hesse’sche Matrix von  in (0, 0).

¢) Das Taylorpolynom zweiter Ordnung von # in (0, 0).

4. Transformation [4+1 P]: Sei n € N, g :R"” — R” eine injektive lineare Abbildung und f :R" — R
eine differenzierbare Abbildung, welche

Df(x)#0
fiir alle x € R" erfiillt.

a) Zeigen Sie, dass
(fog):R">R
kein Extremum besitzt.

b) Geben Sie fiir n = 2 ein nicht-triviales Beispielpaar (f, g) solcher Funktionen an. Begriin-
den Sie Thre Wahl.
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Abgabe: in Threr Ubung, 29.06.2009 bis 01.07.2009.

1. Funktionenschar [2+2+1+1+2+2 P]: Es seien a;; € Rmit i, j € {0,1,2}, i + j <2 und
{aoo, a1, ap2} # {0}.
Weiterhin sei f : R> — R gegeben durch

_ 2 2 _|* R2
f(x) = apo Xy + A11X1X2 + o2 X5 + A10X1 + A1 X2 + oo, X = X € .
2

Zeigen Sie:

a) Ist afl —4azap, # 0, so besitzt f hochstens ein Extremum.

b) Ist afl —4azoap, >0, so besitzt f kein Extremum.

c) Ist afl —4azoap, < 0und ayy > 0, so besitzt f ein strenges lokales Minimum.
d) Ist afl —4azoap, < 0und ay <0, so besitzt f ein strenges lokales Maximum.

e) Ist afl —4ayyag; = 0, so besitzt f kein Extremum oder es existiert ein Gerade L < R?, derart
dass
grad(f) (x) =0 VxelL. (x)

f) Ist (%) fiir eine Gerade L < R? erfiillt, so besitzt f in jedem Punkt von L ein Extremum.

2. Differenzialgleichungen [2+2+2+2+2 P]: Bestimmen Sie alle Losungen der nachstehenden Dif-
ferenzialgleichungen. Uberpriifen Sie jeweils, ob die Losungen einen Vektorraum bilden.

a) ¥y =2y+cos(x)

b) y' =5y

c) ¥ =exp(x)y+exp(3x)
d) y'=exp(y)cos(x)

e y'=\1-y
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HUMBOLDT-UNIVERSITAT ZU BERLIN
Mathematisch-Naturwissenschaftliche Fakultit IT
Institut fiir Mathematik

Dr. R. Kloosterman

Dr. C. Puhle

Humboldt-Universitit zu Berlin, Institut fiir Mathematik, Unter den Linden 6, D-10099 Berlin

Berlin, den 29.06.2009

»» Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT &
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Abgabe: in Threr Ubung, 06.07.2009 bis 08.07.2009.

1. Matrixexponential [2+2+2 P]: Berechnen Sie exp (At), t € R fiir

51
a) A= 0 3).

0 1
b) A= 1 0).

1 2
c) A= 6 2).

2. Homogene AWP [2+2 P]: Lésen Sie x' = Ax mit x(0) = c fiir

3 -2 1
a) A:(IO _G)undc:(z).

5 -2 3
b) A:(5 _1)undc:(1).

3. Inhomogene AWP [2+2+2 P]: Losen Sie

a) x"—3x'+2x = cos mit x(0) =0 und x'(0) = 1.
b) x" — x = exp mit x(0) =2 und x'(0) = —1.
c) ¥"+9x=fmitx(0)=x'(0)=-1und f:R3t— t+1?€R.

4. Kontraktion [1+3 P]: Sei f :R"” — R", n € N eine lineare Abbildung.

a) Geben Sie einen Fixpunkt von f an.

b) Angenommen, es existiert ein x € R"\ {0} derart, dass
f(x)=x.

Zeigen Sie, dass f in diesem Fall keine Kontraktion ist.
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»» Ubungsaufgaben zur Vorlesung Analysis IT &
Serie 10

Abgabe: in Threr Ubung, 13.07.2009 bis 15.07.2009.

1. Gebietsintegration [3+2 P]: Berechnen Sie

a)f (f fley dx)dyfurf(xy) {\/ﬁ falls x2 >y

sonst
b) ffGy-eXp(x) dxdy mit G={(x,y) eR*: 0<sx<y=<1}cR%
2. Mehrfachintegration [3+2 P]: Berechnen Sie
a) fff f(x,y,2) dxdydz fiir f (x,y,2) = zund f(x,y,2) = z° mit
By ={x,,2) eR® : ¥* +y*+z* < r*} cR’, re[0,00).

b) fffx-y-zdxdydzmitG:{(x,y,z)E[RZ3:x2+y2s1/\OSZ52}§IR3.
G

3. Volumen [3 P]: Berechnen Sie das Volumen V = f f f dxdydz von
G
G={(x,1,2eR’:0<sx<1A0<y<xA-y*<z<x*} R’
4. Kugeloktant [2+1+4 P]: Sei
K={(x,32eR’: x20Ay=20Az20A X" +y*+z° <1} R
ein Kugeloktant mit konstanter Dichte p(x, y, z) = 7 fiir alle (x, y, z) € K.

a) Berechnen Sie die Masse M = fff p(x,y,z)dxdydz von K.
K

b) Berechnen Sie das Volumen von K.

¢) Berechnen Sie den Schwerpunkt

(xs,¥s,2s) = (fffp xdxdydz,fffp ydxdydz,fffp zdxdydz)€R3

von K.
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» Probeklausur zur Vorlesung Analysis IT &

1. Integration/Funktionenfolgen: Es sei f},: [0,2] — R, n € N gegeben durch

2 fallsxe[L,2
(x) — X n’'n
I {0 sonst.

Ist f,;, n € N Riemann-integrierbar? Bestimmen Sie

2 2
lim f,(x) Vx€I0,2], f lim f,(x)dx, lim f fn(x) dx.

Konvergiert ( f,) ., gleichméBig?
2. Potenzreihen/Taylorreihen: Stellen Sie die Funktion
f:R3x—s"eR, se(0,00)
durch ein n-tes Taylorpolynom und Restglied im Entwicklungspunkt xy = 0 dar.

3. Metrische Rdume: Sei (X, d) ein metrischer Raum bestehend aus einer nicht-endlichen Menge
X und der diskreten Metrik d. Zeigen Sie, dass in diesem Raum jede nicht-endliche Teilmenge
V ¢ X beschriankt und abgeschlossen, jedoch nicht kompakt ist.

4. Differenzialrechnung: Es sei f : R — R gegeben durch

exp(x;)—1 fallsx; =x

fx1,x) = {0

sonst.

a) Zeigen Sie, dass f genau dann partiell differenzierbar in (x;, xp) ist, wenn x; # x, oder
x1 = X2 =0 gilt.

b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung D, f (0,0) fiir jede Richtung v € R?.
5. Differenzialgleichungen: Bestimmen Sie die Losungen R > ¢ — x () € R von

a) exp()x (1) =t(x(n)+1), b) x"(O+x(t)=+6t+2.

6. Gebietsintegration: Berechnen Sie [ [ f (x1, x2) dx; dx; fiir

FiR* 3 (x1,0) — x1- 02 €R, G={(x;, %) €R®: XX + X5 <4A0< X2 < X1},

A Ohne Abgabe. Zur Bearbeitung in IThren Ubungen, 13.07.2009 bis 15.07.2009. A



