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1

Grundlagen

1.1 Aussagen, logische Schliisse und Beweisstrategien

Aussagen sind sprachliche oder schriftliche Gebilde, die im téglichen Leben zur Beschrei-

bung und Mitteilung von Sachverhalten und Meinungen dienen. Die Mathematik befasst

sich mit Aussagen, von denen man wissen will, ob sie wahr oder falsch sind. Insbesondere

mochte man wahre Aussagen tiber vermutete Zusammenhénge machen. Wir prézisieren

deshalb zunéchst, was wir in der Mathematik unter Aussagen verstehen.

Eine mathematische Aussage ist eine Aussage, die in einem gegebenen Kontext immer

entweder wahr oder falsch ist.

Je nachdem, ob eine Aussage wahr oder falsch ist, ordnen wir ihr einen Wahrheitswert

W(=wahr) oder F(=falsch) zu.

Beispiele:

e "Jedes Dreieck hat drei Ecken” ist eine mathematische Aussage. Sie ist wahr.

e Die Aussage "Die Innenwinkelsumme jedes Dreiecks betrdagt 180°” ist eine mathemati-

sche Aussage. Ob sie wahr oder falsch ist, hangt allerdings vom betrachteten Kontext

ab. In der Euklidischen Geometrie ist sie wahr. Sie werden in der Vorlesung iiber

Elementargeometrie die Lobatschewski-Geometrie kennenlernen, in der diese Aussage

falsch ist (Hier ist die Aussage "Die Innenwinkelsumme jedes Dreiecks ist kleiner als

180°” wahr).

e Die Aussage "Die Gleichung x> +2x + 2 = 0 hat eine Lisung” ist eine mathematische

Aussage. Sucht man Losungen x im Bereich der reellen Zahlen, so ist diese Aussa-

ge falsch. Im Bereich der komplexen Zahlen, die wir im Kapitel 2 dieser Vorlesung

kennenlernen werden, ist diese Aussage wahr.
e Der Aussage ”In Berlin lebt man gern” kann man weder den Wahrheitswert ”wahr”

noch den Wahrheitswert ”falsch” zuordnen. Ob man diese Aussage bejaht oder nicht,

héngt von der Auffassung des Betrachters ab. Sie hat deshalb nicht den Charakter einer

mathematischen Aussage.
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e Die Aussage "Diese Aussage ist falsch” ist keine mathematische Aussage. Ware sie

wahr, so wire sie gleichzeitig falsch. Wére sie falsch, so wire sie gleichzeitig wahr.

Statt: Die Aussage A wahr, so sagt man auch: A g¢ilt oder A ist richtig.

Im Folgenden werden wir unter Aussagen stets mathematische Aussagen verstehen. Die
Formulierung von Aussagen kann sehr kompliziert sein, sie konnen durch Verkniipfung
von mehreren Aussagen durch Worte wie "und”, ”oder”, ”nicht”, ”weder - noch”, ”sowohl
als auch”, "wenn - so”, ... entstehen. Man kann sich fragen, wie der Wahrheitswert einer
Aussage von diesen Teilaussagen abhéngt. In der Umgangssprache wird das nicht immer
einheitlich gehandhabt und fiihrt dadurch mitunter zu Mifiverstdndnissen. In der Mathe-
matik fixiert man den Wahrheitswert der aus Teilaussagen verkniipften Aussage ein fir
alle mal. Wir stellen dies in den folgenden Tabellen zusammen, die man auch ” Wahrheits-

tafeln” nennt.

1. Negation(Verneinung) einer Aussage A ("nicht A”, symbolisch: = A)

Beispiel: Die Ausage A lautet: Alle Franzosen trinken gern Wein.
Die Negation A lautet dann: Nicht alle Franzosen trinken gern Wein (oder auch: Es gibt

einen Franzosen, der nicht gern Wein trinkt).

Wahrheitstafel:
All-A
WiIF d.h., wenn A wahr ist, ist = A falsch;
wenn A falsch ist, ist - A wahr.
F||W

2. Konjunktion zweier Aussagen A, B: ("A und B”, symbolisch: A A B).

Wahrheitstafel:
A|B||ANB
WIW|| W
Wl P d.h., AA B ist genau dann wahr, wenn sowohl
rlwll A als auch B wahr sind.
F|F| F

3. Disjunktion zweier Aussagen A, B: (”A oder B”, symbolisch: AV B).
Wahrheitstafel:
AV B

d.h., AV B ist genau dann wahr, wenn min-

destens eine der Aussagen A oder B wahr ist.

S NSRS
0= H 3w
o = = =
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Im Gegensatz zu mancher Verwendung des Wortes oder in der Umgangssprache als aus-
schlieffendes oder bedeutet das Wort oder in der Mathematik immer ein nichtausschlie-
Bendes oder. A oder B ist wahr bedeutet also immer, dass eine der beiden Aussagen wahr
ist, moglicherweise aber auch beide. Fiir ein ausschlieffendes oder benutzt man in der Ma-

thematik immer die Worte entweder ... oder.

4. Implikation : (”Aus A folgt B”, symbolisch: A = B).

Wahrheitstafel:
A|B|A= B
wiwl w d.h., wenn die Aussage A falsch ist, ist die Aussage A = B
Wl P immer wahr, unabhéngig davon, ob B wahr oder falsch ist.
rlwll w 7Z.B. ist die Implikation Aus n teilt 2 folgt n teilt 6 fir alle
rlE W natiirlichen Zahlen n wahr.

Die Aussage A = B ist genau dann wahr, wenn die Wahrheit von A stets die Wahrheit
von B nach sich zieht. Fiir eine wahre Implikation A = B sagt man deshalb auch:

wenn A gilt, so gilt auch B;

B gilt, falls A gilt;

(die Gultigkeit von) A ist hinreichend fir (die Giiltigkeit von) B;

(die Gultigkeit von) B ist notwendig fir (die Giiltigkeit von) A.

Beispiel: Es sei ) ein Viereck in der Euklidischen Ebene. Dann ist die Implikation:

Q ist ein Rechteck = (@ ist ein Trapez

wahr. Die Eigenschaft, ” Rechteck” ist hinreichend fiir die Eigenschaft ”Trapez”, die Ki-
genschaft " Trapez” ist notwendig fiir die Eigenschaft ”Rechteck”.

5. Aquivalenz zweier Aussagen

Definition 1.1. Zwei Aussagen A und B nennt man dquivalent (symbolisch: A < B),
wenn sie die gleichen Wahrheitswerte haben, d.h., entweder beide Aussagen sind wahr

oder beide Aussagen sind falsch.

Beispiel: Es sei A ein Dreieck in der Euklidischen Ebene. Die Aussagen
A: Das Dreieick A ist gleichseitig.
B: Das Dreieick A ist gleichwinklig.

sind aquivalent.
Sind A und B zwei Aussagen, so ist A < B ebenfalls eine Aussage. Thre aus der Definition

der Aquivalenz folgenden Wahrheitswerte in Abhéngigkeit von denen von A und B zeigt
die folgende Wahrheitstafel:
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A

=S
== 3w
o= =0

Weitere in der Mathematik benutzte Symbole sind die Abkiirzungen fiir die Quantoren:

3 es gibt ein!
3! es gibt genau ein
A es gibt kein

V  fir alle, fir jedes

Die Wahrheitstafeln fiir die logischen Verkniipfungen —, A, V, = von Aussagen bilden die
Grundannahmen (Axiome) fiir das logische Schlieflen in der Mathematik. Mit Hilfe der
Wahrheitstafeln kénnen wir weitere logische Gesetze (Tautologien) beweisen. Da-
bei versteht man unter einem logischen Gesetz eine Aussage, die bei jeder Belegung der

Ausgangsaussagen mit Wahrheitswerten den Wahrheitswert W annimmt.

Satz 1.1 A, B und C bezeichnen Aussagen. Die folgenden Aussagen sind logische Gesetze:

Doppelte Negation: (—(-A)) < A.
Transitivitit: (A= B)AN(B=0C)) = (A=0).
(A= B) & ((mA)VvDB).
(AeB) & (A= B)AN(B=A4)),
(A B) & (BeA).
5. Regeln von de Morgan:
(<(AAB)) & ((~A)V(-B)),
(<(AVB)) & ((~A)A(=B)).
6. Kontrapositionsgesetz:
(A= B) < ((-B) = (-4)).
7. Assoziativgesetze:
(AV(BVvC)) & ((AvB)v(),
(AN(BAC)) < ((AANB)NCQ).
8. Distributivgesetze:
(AV(BAC)) & ((AVB)A(AV(D)),
(AN(BVC)) & (AANB)V(ANQ)).
9. Kommutativgesetze:
(ANB) & (BAA),
(AVvB) < (BVA).

e o~

! Die unbestimmten Artikel ein, eine werden in der Mathematik stets im Sinne von mindestens ein
gebraucht.
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Beweis. Um zu zeigen, dass die Aussagen 1. - 9. logische Gesetze sind, mufl man nachwei-
sen, dass die jeweilige Aussage fiir jede Belegung der Ausgangsaussagen mit Wahrheits-
werten wahr ist. Dies verlauft ganz formal durch Benutzung der Wahrheitstafeln fiir die
Verkntipfungsoperationen =, A, V, =, <. Wir flihren dies hier exemplarisch fiir 1., 3. und

6. aus und iiberlassen die anderen Fille als Ubungsaufgaben.

Zu 1. A|RA-(04)(0(-4) « A
W F| W W
FIw| F W
7u 3.: A|B|-A|(mA)VB|A= B||(A= B) & ((mA)V B)
WIW|F W W W
W|F|F F F W
FIWW W W W
FIFW W W W
Zu 6.: A|B|A= B|(-B) = (-4)| (A= B) & ((-B) = (-4))
WIW| W W W
W|F F F W
FIW W W W
FIF| W W W

O

Die Wahrheitstafeln und die logischen Gesetze bilden die Grundlage fiir den Beweis der

Wahrheit von Aussagen. Wir merken uns dazu insbesondere die folgenden Spezialfille:

Satz 1.2 A, B und C bezeichnen Aussagen. Dann gilt:

1. Sind A und A = B wahr, so ist B wahr.
2. Sind A und (-B) = (—A) wahr, so ist B wahr.
3. Ist (—=B) = C wahr und C falsch, so ist B wahr.

Beweis. Zu 1: Nach der Wahrheitstafel fiir die Aussage A = B kann B fiir ein wahres A
und ein wahres A = B nur wahr sein.

Zu 2: Nach dem Kontrapositionsgesetz ist die Aussage (—B) = (—A) genau dann wahr,
wenn die Aussage A = B wahr ist. Deshalb erhélt man 2. aus 1..

Zu 3.: Dies erhalt man aus 2., indem man fiir A die Aussage —C einsetzt und das Gesetz

der doppelten Negation benutzt. a

Dies liefert verschiedene Strategien, die Wahrheit (Richtigkeit, Giiltigkeit) einer Aussage

B zu beweisen:
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Direkter Beweis:

Beim direkten Beweis geht man von einer wahren Aussage A aus und folgert durch bereits
als wahr erkannte Implikationen (d.h. durch "korrekte/zuléssige Schliisse”) (A = Ch),
(C1 = C9),...,(Cr—1 = Cx),(Cr = B), dass die Aussage B wahr ist. Es ist allerdings

oft schwierig, eine geeignete wahre Aussage A fiir den Start des Beweises zu finden.

Indirekter Beweis/Widerspruchsbeweis:

Beim indirekten Beweis/Widerspruchsbeweis nimmt man an, dass die Aussage B falsch ist,
d.h. dass die Negation =B gilt. Daraus folgert man durch korrekte Schliisse (—B = D),
(D1 = D3),...,(Dx—1 = D), (D = E) eine Aussage E, von der man bereits weif}, dass
sie falsch ist. Man erhélt also einen Widerspruch, denn E miifite nach unserer Annahme,
dass =B wahr ist, ebenfalls wahr sein. Die Annahme war also falsch, d.h. B ist wahr.
Die Aussage —F konnte man als Start fiir einen direkten Beweis der Wahrheit von B

benutzen.

Beispiel: Aussage B: Fiir alle reellen Zahlen a,b > 0 gilt ‘IT‘H’ >Va-b.
Direkter Beweis: Es seien a und b reelle Zahlen mit a,b > 0.
Es gilt (a — b)? > 0 (wahre Aussage A). Daraus folgen durch korrekte Schliisse, die man

vom Rechnen mit reellen Zahlen kennt:

(a—0)?>0 (4)
= a?—2ab+0*>>0 (Ch)
= a®+2ab+b* > 4dab (Cq)
= (a+b)? > 4ab (C3)
= (a+b) > 2Vab (Cy) ( korrekter Schluf, da a,b > 0)
= “b>Va-b (B).
Also gilt B. ad

Indirekter Beweis: Wir nehmen an, dass die Aussage B falsch ist, d.h., dass es zwei
reelle Zahlen a,b > 0 gibt mit GT’LI’ < Va-b. (d.h. =B ist wahr). Daraus folgen durch

korrekte Schliisse fiir diese Zahlen a, b:

“b < Va-b (=B)
= (azb)2 <a-b (Dy) (korrekter Schluf}, da a,b > 0)
= (a+b)? < 4ab (Dy)
= a? + 2ab + b% < 4ab (D3)
= a? —2ab+b* <0 (Dy)
= (a—b)? <0 (E).

Die Aussage F ist falsch (Widerspruch), also gilt B. O
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Der Ringschlufi:

Ein weiteres oft benutztes Prinzip ist der Ringschluf3 beim Beweis von Aquivalenzen.
Will man zeigen, dass die Aussagen Aq, As, As, ..., Ax_1, Ag zueinander dquivalent sind,
so geniigt es nach Satz 1.1, Punkt 2. und 4., zu zeigen, dass die folgenden Implikationen

gelten:
(A1 = Ag), (AQ = Ag), cey (Ak—l = Ak), (Ak = Al)

Angabe von Gegenbeispielen zum Widerlegen der Wahrheit einer Aussage:
Will man untersuchen, ob eine Aussage B wahr oder falsch ist, so kann man sich zunéchst
Spezialfille (Beispiele) dieser Aussage ansehen und diese untersuchen. Findet man dabei

ein Beispiel, fiir das die Aussage B nicht gilt, so ist B falsch. Z.B:

Aussage B: Alle Horer der Vorlesung Analysis 1 sind mdannlich.

Diese Aussage ist falsch, denn z.B. Frau ... nimmt an der Vorlesung Analysis 1 teil.

1.2 Mengen und Abbildungen

1.2.1 Mengen

In dieser Vorlesung benutzen wir den ”"naiven” Mengenbegriff, den Georg Cantor (1845-
1918) geprigt hat?.

Definition 1.2. Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung von bestimm-
ten, wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder des Denkens, welche Elemen-

te der Menge heiflen, zu einem Ganzen.

Ist M eine Menge und x ein Element von M, so schreibt man x € M. Ist z kein Element
von M, so schreibt man x ¢ M. Wir lassen auch Mengen zu, die kein Element enthalten.
Eine solche Menge heifit leere Menge und wird mit () bezeichnet. Mengen kann man durch
Aufzdhlen ihrer Elemente beschreiben, die man innerhalb von geschweiften Klammern

auflistet (ggf. mit ..., wenn der Sinn im Kontext klar ist), z.B.:

A=1{1,2,3,...,10} Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10,
Z={0,£1,42,43,...}  Menge der ganzen Zahlen.

Besteht eine Menge M aus allen Elementen x, die eine gewisse Eigenschaft E(x) erfiillen,

so schreiben wir dies in der Form

M = {z | z erfillt E(z)}.

2 Mit dem axiomatischen Aufbau der Mengenlehre sind erhebliche Probleme verbunden, die wir in dieser
Vorlesung nicht thematisieren wollen.
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Definition 1.3. Seien A und B Mengen.

1. A heifit Teilmenge von B (symbolisch: A C B), wenn jedes Element von A auch
FElement von B ist (symbolisch: v € A= x € B).
2. Die Mengen A und B heiffen gleich (symbolisch A = B), wenn A C B und B C A.
3. A heifst echte Teilmenge von B, wenn A C B und A # B.
4. Die Menge aller Teilmengen von A heifst Potenzmenge von A und wird mit P(A)
bezeichnet:
P(A):={M | M C A}.

Das Zeichen := wird in der Mathematik fiir die Definition von Begriffen benutzt. Links
(auf der Seite von :) steht der zu definierende Begriff und rechts die ihn definierende
Eigenschaft. Statt A C B schreibt man auch B D A.

Aus der Definition folgt fiir Mengen M, N, P unmittelbar:

0 c M und M C M,
MCNundNCP = McCP.

Mengen, die nur aus einem Element z bestehen, bezeichnet man mit {x}. Fiir die Potenz-
menge von A gilt:
AeP(A) und 0 € P(A),
reA & {z} € P(4),
McCA & M eP(A).

Die Potenzmenge von A = {1,2, 3} ist z.B.

P(A) = {0,{1}, {2}, {3}. {1, 2}, {1,3}.{2,3}, {1,2, 3} }.

Definition 1.4. Seien X und Y Mengen. Dann heifit

XUY :={z|xeX oderxeY}  Vereinigung von X undY,
XNY ={z|zeX undz Y} Durchschnitt von X und Y .

Zwei Mengen X undY heiflen disjunkt, wenn XNY = 0. Die Vereinigung zweier disjunkter
Mengen X und Y nennt man auch disjunkte Vereinigung. Wir notieren dies mit dem

Symbol: XY .

Satz 1.3 (Rechenregeln fiir Vereinigung und Durchschnitt)
X, Y und Z seien Mengen®. Dann gilt:

1. XNY CcY Cc XuY.
2. Kommutativgesetz:

XUY=YUX und XNY =YNX.
3. Assoziativgesetze:

XU(YUZ)=(XUY)UZ und XN(YNZ)=(XNY)NZ.

3 Eine solche Formulierung bedeutet immer, dass X, Y und Z beliebige Mengen sind.
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4. Distributivgesetze:
XNYuZ)=XnNnY)U(XNZ) und XU(YNZ)=(XUY)N(XUZ).

5. XCY & XUY =Y & XNnY =X.

Beweis. Die Behauptung 1 folgt direkt aus der Definition. Die Behauptungen 2. und 3.
folgen direkt aus Satz 1.1 (Kommutativitét und Assoziativitdt von und und oder).

Zu 4: Wir zeigen das erste Distributivgesetz durch Aquivalenzschliisse:

reXNYUZ) ©zeXudaorxeYUZ (Def N)
< zrze€Xund (z €Y oder x € Z) (Def U)
< (reXundzeY)oder (x € X und x € Z) (Distr. A, V)
& rzeXNYoderze XNZ (Def N)
S rze(XNY)U(XNZ) (Def V).

Wem die Aquivalenzschliisse zu uniibersichtlich sind, der kann den Beweis der Gleichheit
von zwei Mengen M; und My auch immer in 2 getrennten Schritten flihren:

1. Schritt: Zeige: x € My = x© € Mo.
2. Schritt: Zeige: x € My = x € M.

Wir zeigen das 2. Distributivgesetz zur Demonstration in dieser Form:

reXU(YNZ) =zeXoderzeYNZ
= z€Xoder (re€Y und x € 2)
= (re€XoderzeY)und (z € X oder z € Z)
= zeXUYundzeXUZ
= ze(XUY)N(XUZ).

re(XUY)N(XUZ) = zeXUYundze XUZ
= (zr€XoderxeY)und (z € X oder x € Z)

= z€ X oder (x €Y und z € Z)
= rzeXUlYnZz).

Zu 5: Wir zeigen diese Aquivalenzen durch einen RingschluB:

XCY = XUY=Y == XnY=X = XCY.

Es gelte X C Y. Dannist X UY C Y € X UY und somit X UY = Y. Nach dem
Distributivgesetz folgt dann fiir den Durchschnitt mit X:

XNY=XNXUY)=XnX)UXnNY)=XUXNY)=X.

Daraus folgt dann X C X NY CY.

Definition 1.5. Seien X und A Mengen. Dann heifst die Differenz
X\A:={z|zeX undz ¢ A}

das Komplement von A in X (oder die Differenz von X und A).
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Satz 1.4 (Rechenregeln fiir die Mengendifferenz)
Seien A, B und X Mengen. Dann gilt:

1. X\ (X\A4)=XnA.
Fir A C X gilt insbesondere X \ (X \ A) = A.
2. de Morgansche Regeln:
X\(AUB) = (X\A)N(X\B),
X\(ANB)=(X\A)U(X\B).
3. Distributivgesetze:
(ANB)\ X = (A\ X)N(B\X),
(AUB)\ X =(A\X)U(B\X).
Beweis. Zu 1:
reX\(X\A) ©zeXundazgX\A
S rzeXundze A
& re AN X.

Zu 2: Wir zeigen nur die erste Gleichheit, die zweite Gleichung beweist man analog.

reX\(AUB) © zeXundzg AUB

z€ X und (zr € Aund x ¢ B)
(xeXundx ¢ A) und (z € X und z ¢ B)
reX\Aundze X\ B
re(X\A)N(X\ B).

t ot

Zu 3: Ubungsaufgabe. a

Definition 1.6. FEs seien eine Menge A sowie fiir jedes o € A eine Menge X, gegeben.

Dann heifien die Mengen
U Xo={z|JacAmitee X,}
acA

und
m Xo={z|VaecAygiltrecX,}
acA

Vereinigung bzw. Durchschnitt der Mengenfamilie {X 4 }aca-

Die Vereinigung und der Durchschnitt von Mengenfamilien erfiillen die analogen Rechen-

regeln wie in den Satzen 1.3 und 1.4 fiir zwei Mengen formuliert sind.

Definition 1.7. Seien X und Y Mengen. Das Produkt von X und Y ist die Menge der
Tupel (geordneten Paare)

XxY ={(z,y)|z€e X undy € Y}.
Das Produkt von n Mengen X1, Xo, ..., X, ist die Menge der n-Tupel

X1 x Xox...x X, Z:{($1,$2,...,$n)| x; € X, izl,...,n}.
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Satz 1.5 (Rechenregeln fiir das Mengenprodukt)
Seien A, B und M Mengen. Dann gilt:
1. (AUB)x M =(Ax M)U (B x M).
2. (ANB)x M =(Ax M)N (B x M).
3. (A\B)x M =(Ax M)\ (B x M).

Beweis. Ubungsaufgabe. a

Abschlieflend listen wir die Bezeichnungen auf, die wir in dieser Vorlesung fiir die Zahlbe-

reiche benutzen:

N o Menge aller natiirlichen Zahlen: 1,2,3, ...
N NuU {0}
/A Menge aller ganzen Zahlen
O Menge der rationalen Zahlen
QF Menge der positiven rationalen Zahlen
R Menge der reellen Zahlen
RO\ Q oo Menge der irrationalen Zahlen
R Menge der positiven reellen Zahlen

1.2.2 Abbildungen

Definition 1.8. Es seien X und Y mnichtleere Mengen.

1. Eine Vorschrift f, die jedem Element von X genau ein Element von'Y zuordnet, heifit
Abbildung (oder Funktion) von X in'Y. Symbolisch:

f: X =Y
f(x) € Y heifit Bildpunkt von x unter f. Isty € Y, so heifst jedes x € X mit f(x) =y

ein Urbild von y bei f.
2. X heifst Definitionsbereich von f und'Y Wertebereich von f. Die Menge

im(f) == {f(z) |z € X} = {y € Y | 3z € X mit f(z) =y}

heifit Bild von f.
3. Die Menge
I'p:={(z,f(x))|lre X} CXxY

heifst der Graph von f.

4 Wir unterscheiden in dieser Vorlesung nicht zwischen Abbildungen und Funktionen. Die Bezeichnung
Funktion ziehen wir vor, wenn X und Y Zahlbereiche sind. Dies wird in der mathematischen Literatur
nicht einheitlich gehandhabt!
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4. Zwei Abbildungen f,g : X — Y heiflen gleich (symbolisch f = g), wenn f(x) = g(x)
fur alle x € X.

Beispiele:
1. Die Identitdt auf X:
Ildx : X — X
T = T

2. Sei yg € Y fixiert. Dann heifit
Cyp: X — Y
r = Y
konstante Abbildung. Fiir ihren Graphen gilt I, = {(z,v0) |z € X} = X X {yo}.
3. Ist X C R, so heifit jede Abbildung f : X — R reelle Funktion. Ein Beispiel ist die aus

der Schule bekannte Logarithmusfunktion:

In: Rt - R

Tz ~ Inzx.

4. Sei f: X — Y eine Abbildung und A C X eine nichtleere Teilmenge.
Dann heifit die Abbildung f|4 : A — Y, die jedem a € A den Wert f(a) zuordnet, die
Einschrankung von f auf A.
Ist g : A — Y eine Abbildung mit g(a) = f(a) fir alle a € A, d.h. g = f]|4, so heiit f
eine Fortsetzung von g auf X.

5. Ist A C X eine nichtleere Teilmenge von X, so heifit die Abbildung

ta: A = X
a — a.

Inklusion von A in X.
6. Sei X; x Xy das Produkt zweier nichtleerer Mengen und 7 € {1,2}. Die Abbildung

pr;: Xi xXo — X;

(:L’l, 1:2) = Z;

heifit Projektion auf die i. Komponente von X1 x Xa.

Man kann Abbildungen miteinander verkniipfen:

Definition 1.9. Seien X,Y, Z nichtleere Mengen und f: X — Y und g : Y — Z zwei
Abbildungen. Dann heifit die Abbildung:

gof: X — Z
z = g(f(z)).

die Verkniipfung (oder Hintereinanderausfihrung) von f und g.
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Satz 1.6 Seien f : X - Y, g:Y = Z und h : Z — W Abbildungen. Dann sind die
Verkniipfungen ho (go f) und (h o g) o f wohldefiniert und es gilt

ho(gof)=(hog)of.

Beweis. Die Betrachtung der Definitions- und Wertebereiche der jeweiligen Abbildungen
zeigt die Wohldefiniertheit. Sei z € X. Dann gilt nach Definition:

(ho(gof))(x)=h((go f)(x) =h(g(f(2))) = (hog)(f(z)) = ((hog)o f)(x).
Somit sind beide Abbildungen gleich. O

Auf Grund dieses Satzes konnen wir beim Verkniipfen mehrerer Abbildungen die Klam-

mern weglassen: hogo f:=ho(gof)=(hog)of.

In der Analysis befassen wir uns mit Eigenschaften von Abbildungen. Zunéchst betrachten

wir die folgenden drei Eigenschaften:

Definition 1.10. Eine Abbildung f : X — Y heifit

1. surjektiv, falls jeder Punkt von'Y (mindestens) ein Urbild bei f besitzt, d.h. falls gilt:
VyeY JzeX mit f(z)=y.
2. injektiv, falls jeder Punkt von Y hdéchstens ein Urbild besitzt, d.h. falls gilt:
r1,272 € X A f(m1) = f(x2) = 1= 22,

3. bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist, d.h. falls jeder Punkt von'Y genau ein Urbild
besitzt.

Ist f: X — Y bijektiv, so ist die inverse Abbildung (oder Umkehrabbildung) f~':Y — X
zu f definiert durch:

1y - X
y ~ f~1(y) := das eindeutig bestimmte Urbild von y bei f.

f~1 ist dann ebenfalls bijektiv und es gilt auf Grund der Definition:

flof=1Idx, fof'=1Idy wd (1) '=r.

Beispiele:

1. Die Identitét Idy : X — X ist bijektiv. Fiir ihre Umkehrfunktion gilt (Idx)~! = Idx.
2. Die konstante Abbildung ¢,, : X — Y ist weder surjektiv noch injektiv, falls X und Y

mehr als ein Element enthalten.
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3. Die reelle Funktion In : R™ — R ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist die Exponen-
tialfunktion (Schulwissen).

4. Ist A C X eine echte Teilmenge, so ist die Inklusion ¢4 : A — X injektiv, aber nicht
surjektiv.

5. Die Projektion pry : X7 X Xo — X7 ist surjektiv, aber - falls X9 mehr als ein Element
enthalt - nicht injektiv.

Satz 1.7 Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

1. f ist genau dann injektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X ¢ibt, so dass gof = Idx.
(Eine solche Abbildung g heifst Linksinverse von f).

2. f ist genau dann surjektiv, wenn es eine Abbildung h :' Y — X gibt, so dass foh = Idy.
(Eine solche Abbildung h heifit Rechtsinverse von f).

3. f ist genau dann bijektiv, wenn es eine Abbildung g : Y — X gibt, die sowohl Rechts-

als auch Linksinverse von f ist, d.h. so dass go f = Idx und f og = Idy. In diesem

Fall ist g eindeutig bestimmt und es gilt g = f~ 1.

Beweis.
(=):

Zu 2:

(:>):

Zu 3:

(=):

Zu 1:
Sei f injektiv. Wir fixieren ein Element z¢p € X und definieren g : Y — X durch

() = xz  fallsy € im(f) und f(z) =y,
g xo falls y & im(f).

Dann ist g wohldefiniert und es gilt g(f(z)) = z fiir alle z € X. g ist also eine
Linksinverse zu f.

Sei g : Y — X eine Linksinverse von f. Seien x,,xo € X zwei Punkte mit
f(z1) = f(x2). Dann gilt x1 = g(f(z1)) = g(f(x2)) = x2. Folglich ist f injektiv.

Sei f surjektiv. Fiir jedes y € Y wihlen wir ein Urbild x(y) von y bei f aus®.
Dann ist die Abbildung h : Y — X mit h(y) := z(y) wohldefiniert und es gilt
f(h(y)) = f(z(y)) =y fir alle y € Y. h ist also eine Rechtsinverse von f.

Sei h : Y — X eine Rechtsinverse von f. Dann gilt f(h(y)) = y fiir alle y € Y.
Also ist h(y) € X ein Urbild von y. Folglich ist f surjektiv.

Sei f bijektiv. Dann ist die Umkehrabbildung f~' : ¥ — X eine Rechts- und
Linksinverse von f (siehe oben).

Sei g : Y — X eine Rechts- und Linksinverse von f. Dann ist f nach 1. injek-
tiv und nach 2. surjektiv, also bijektiv. Die Abbildung ¢ stimmt dann mit der

Umkehrabbildung f~! iiberein. Sie ist somit eindeutig bestimmt.
O

5 Hierfiir benétigt man das Auswahlaxiom der Mengenlehre. Dieses Axiom besagt, dass man fiir jede

Familie nichtleerer Mengen aus jede dieser Mengen jeweils ein Element auswéhlen kann. In der Analysis-

Vorlesung werden wir dieses Auswahlaxiom immer voraussetzen.
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Satz 1.8 Es seien f: X — Y und g : Y — Z zwei bijektive Abbildungen. Dann ist auch
die Verkniipfung go f : X — Z bijektiv und fiir ihre inverse Abbildung gilt

(gof)y t=fTlog". (1.1)
Beweis. Fiir die inversen Abbildungen f~':Y — X und ¢7': Z = Y zu f bzw. g gilt
flof=1Idx, fof '=lIdy, glog=Idy, gog™' =Idz.

Daraus folgt wegen der Assoziativitat der Verkniipfung o

(flog ) o(gof)y=fltolgtog)of = floldyof = flof = Idx,
(gof)o(ftog)=go(fof og! =goldyog ' = gog™! = Idy.

Aus Satz 1.7 (3. Punkt) folgt dann, dass go f bijektiv ist und ihre Umkehrabbildung durch
(1.1) gegeben ist. O

Definition 1.11. Sei f: X — Y eine Abbildung, A C X und B C Y. Dann heifst

fA):={f(a)eY |ac A} CY Bild von A unter f,
fYB):={zreX|flx)eB}CX Urbild von B unter f.

Ist {y} C Y eine l-elementige Menge, so schreiben wir auch kurz: f=1(y) := f~1({y}).
Offensichtlich gilt im(f) = f(X).

Satz 1.9 Sei f: X — Y eine Abbildung, A, A1, Ay C X und B, B1,Bs CY. Dann gilt:

(A1 U Ag) = f(A1) U f(A2) .
(A1N Az) C f(A1) N f(A2).
(X\A) D f(X)\ f(A).

“Y(B1UBy) = f71(B1) U [ (Ba).
“Y(B1N By) = f1(B1) N f(Ba).

f
f
f
f
f
FHY\B) =X\ f1(B).

S G o e~

Beweis. Ubungsaufgabe. (Beachte, dass in 2. und 3. keine Gleichheit steht!!) a
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1.3 Das Beweisprinzip der vollstandigen Induktion

In der Mathematik trifft man viele Aussagen der Form:
Fiir jede ndturliche Zahl n € N gilt die Figenschaft E(n).

Um die Wahrheit solcher Aussagentypen zu beweisen, eignet sich in vielen Fillen das Be-
weisprinzip der vollstdndigen Induktion.

Die natiirlichen Zahlen werden durch auf Peano zuriickgehende Axiome (die Peano-
Aziome) eingefiihrtS. Aus diesen Axiomen folgt die Induktionseigenschaft fiir die natiirli-

chen Zahlen, die folgendes besagt:

Sei M C Ny eine Teilmenge der (um Null ergénzten) natiirlichen Zahlen, die die folgenden
beiden Eigenschaften erfillt:

(1) ng € M,

(2) Vn>npgit: ne M = (n+1) e M.

Dann gilt fiir diese Menge: {n € Ng | n > no} C M.

Als Umformulierung dieser Induktionseigenschaft erhalten wir das Beweisprinzip der

vollstandigen Induktion.

Beweisprinzip der vollstaindigen Induktion

Sei ng € Ny eine fixierte natiirliche Zahl oder 0.
Fiir jede Zahl n € Ng mit n > ng sei eine Aussage A(n) gegeben.

Wir setzen voraus, dass die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:
(1) A(ng) ist richtig (Induktionsanfang).

(2) ¥ n>mng gilt: Ist A(n) richtig, so ist auch A(n + 1) richtig.
(Induktionsschritt).

Dann ist die Aussage A(n) fir alle Zahlen n € Ng mit n > ng richtig.

Um einzusehen, dass das Prinzip der vollstdndigen Induktion aus der Induktionseigenschaft

der nattirlichen Zahlen folgt, setzen wir
M :={n € Ny | Aussage A(n) ist richtig}.

Dann gilt:

e ng € M (nach Induktionsanfang).
o Vn>mnggilt: ne€ M = (n+1) € M (nach Induktionsschritt).
Aus der Induktionseigenschaft der natiirlichen Zahlen folgt nun, dass A(n) fiir alle n > ng

richtig ist.

6 Zum Aufbau der Zahlbereiche gibt es im Lehramtsstudium eine extra Vorlesung. Wir zitieren deshalb
hier nur die benétigten Eigenschaften. Literatur: J. Kramer, A-M. Pippich: Von den natiirlichen Zahlen
zu den Quaternionen, Kapitel 1, Springer-Spektrum 2013.
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Eine typisches Anwendungsfeld fiir das Beweisprinzip der vollstdndigen Induktion sind

Summenformeln. Wir demonstrieren dies an einem Beispiel:

Satz 1.10 Fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt

(n—l—l)'

Zj = 1424 4n =" 5 (Aussage A(n))
j=1

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion.
1(1+1)
3
Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Aussage A(n) fiir eine (beliebige, aber feste)

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist richtig, denn 1 =

natiirliche Zahl n richtig ist (Induktionsvoraussetzung) und behaupten, dass dann auch
die Aussage A(n + 1) richtig ist (Induktionsbehauptung).

Induktionsbeweis:
n+1 n
. . An) n(n+1
> i=(300) + oy W MEED
j=1 j=1
B n o,y _ (i )(nt2)
e (3) - D)

O

Als weitere Anwendungen beweisen wir einige Eigenschaften der Fakultit einer natiirlichen

Zahl und der Binimialkoeffizienten.

Definition 1.12. Sein € N. Die Zahl

n

heifst n—Fakultat. Des Weiteren setzen wir 0! :=1 .

Satz 1.11 Die Anzahl a,, aller Anordnungen von n verschiedenen Objekten ist n!.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: Fir n =1 gilt a; = 1 und 1! = 1, also ist a; = 1.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir eine natiirliche Zahl n € N gelte a,, = n!.
Induktionsbehauptung: Es gilt ap+1 = (n + 1)L

Induktionsbeweis: Wir betrachten (n + 1) Objekte Oq,...,Op11. Die moglichen Anord-
nungen dieser Objekte kann man in (n+1) Klassen K; mit j € {1,...,n+1} unterteilen:

K sei die Menge derjenigen Anordnungen, in denen O; als erstes Element steht, das heif3t

K;:={(0j,0i,...,0;) | {i1tyiz,...,in} ={1,...,n+1}\ {j} }

Zj sei die Anzahl der Elemente in K;. Folglich ist Z; gleich der Anzahl der Anordnungen
der n Objekte O1,...,0;-1,0j41,...,0p41. Nach Induktionsvoraussetzung ist aber die
Anzahl der Anordnungen von n Objekten gleich a, = n!. Also gilt
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n+1 n+1 n+1

tnpr =Y Zj=» an=» nl=(n+1)-nl=(n+1).
j=1 Jj=1 Jj=1

Definition 1.13. Sei z € R und k € N. Die Zahl
(x) Cx(z—1)-(2—2)-...-(x— (k- 1))

k k!

heifst Binomialkoeffizient. (Sprich: “x dber k”). Fir k =0 setzt man (g :

Satz 1.12 Es seien n € N,k € Ng und z € R. Dann gilt:

a) (3)=0, fallsk>n.

b) (3) = ﬁlk)' = ("), falls0O<k<n.

o) () + () = ()

Beweis. Ist k > n, so tritt im Zahler von (2) die Zahl 0 als Faktor auf. Folglich ist (Z) =0.

Fiir K =0 und k£ = n ist b) offensichtlich erfillt. Fiir 0 < k& < n gilt:

-1

k! k- (n— k)|

o = (le)

Fiir £ = 0 ist c) offensichtlich erfiillt. Fiir £ > 0 gilt:

(n) n-m=1)-...-(n—(k—=1) n-(n—=1)-...-(n—(k—=1))-(n—k)-

k E+1

x-(x—1)-....(x—(k—1))_(Hx—k)

k! k+1
—_—
_ktltz—k__z+1
k+1 k+1
_ze(@=1)-..(@+1)—k) (z+1)
B k! k+1

@D (@t 1) =1) - (@+1)=2) oo (2 +1) — k)

<x>+< © ) m-(a:—l)-..l.{:!-(:r—(k—l))+m-(:n—(1k):;l_..1.)!-($—k)

_ r+1
C\k+1)

(k+1)!
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Satz 1.13 Seien k und n natirliche Zahlen und sei 1 < k < n. Es bezeichne cj die
Anzahl aller k—elementigen Teilmengen einer n—elementigen Menge. Dann gilt cj = (Z) .

Insbesondere ist (Z) eN.

Beweis. Der Beweis von Satz 1.13 erfolgt durch vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Es gilt ¢} =1 = G), denn aus einer einelementigen Menge kann nur ein
Element ausgewahlt werden.

Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Es gelte ¢ = (}) fiir alle k € {1,...,n}.
Induktionsbehauptung: CZ'H = (";1) fir alle k € {1,...,n+ 1}.

Induktionsbeweis: Bei der Auswahl einer einelementigen Teilmenge aus einer (n + 1)—
elementigen Menge hat man (n + 1) verschiedene Moglichkeiten. Es gilt somit:

1
c’f“zn—l—lz (n—li- )

Betrachtet man die Anzahl aller (n+1)-elementigen Teilmengen einer (n+1)-elementigen

1 n+1

Es geniigt also, die Behauptung fiir k¥ € {2, -+ ,n} zu zeigen. Betrachten wir eine Menge

Menge, so gilt offensichtlich

M ={FEi,---,E,y1} mit (n+1) Elementen. Dann zerfallen die k—elementigen Teilmengen

von M in zwei disjunkte Klassen:

Ky : alle Teilmengen, die E, 1 nicht enthalten, und
K, : alle Teilmengen, die F,1; enthalten.

Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse Ky ist gleich der Anzahl der k-
elementigen Teilmengen von {Fi,---,E,}, also entsprechend der Induktionsvorausset-
zung gleich ¢} = (Z) Die Anzahl der k—elementigen Teilmengen in Klasse K7 ist gleich
der Anzahl der (k — 1)—elementigen Teilmengen von {Ej,--- , E,}, also nach Induktions-

voraussetzung gleich ¢i!_; = (kﬁl) Folglich gilt nach Satz 1.12

W <Z> i <,£1> - (n?)
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Reelle und komplexe Zahlen

Im Rahmen des Lehramtstudiums wird der Aufbau der Zahlbereiche ausfiihrlich in der
Vorlesung Algebra/Zahlentheorie und ihre Didaktik behandelt. Wir gehen in der Vorlesung
Analyis I davon aus, dafl der Aufbau der Zahlbereiche bis zu den reellen Zahlen bekannt
ist. In Abschnitt 2.1 werden wir die grundlegenden Eigenschaften der reellen Zahlen zu-

sammenstellen. In Abschnitt 2.2 fithren wir die komplexen Zahlen ein.

2.1 Die reellen Zahlen

Im Folgenden setzen wir voraus, dass die reellen Zahlen existieren und dass sie dem Leser
bereits bekannt sind. Das Ziel dieses Abschnittes besteht darin, noch einmal die grundle-
genden, die reellen Zahlen eindeutig charakterisierenden Eigenschaften (ihre sogenannten
“Axiome”) zusammenzustellen und daraus wichtige Rechenregeln abzuleiten. Diese grund-

legenden Eigenschaften sind

e die Korperaxiome,
e die Anordnungsaxiome und

e das Vollstandigkeitsaxiom.

Wir werden in dieser Vorlesung nicht darauf eingehen, ob iiberhaupt eine Menge existiert,
die die obigen drei Axiome erfiillt, und wie und woraus man sie ggf. konstruieren kann. Wir
werden auch nicht untersuchen, ob eine Menge, die die obigen Axiome erfiillt, eindeutig
bestimmt ist. Fiir diese Fragen verweisen wir auf das Buch von Jiirg Kramer und Anna-
Maria von Pippich: Von den natirlichen Zahlen zu den Quaternionen, Springer-Spektrum

2013 sowie auf die Lehramts-Vorlesung Algebra und Zahlentheorie.

2.1.1 Die Korpereigenschaften von R

Man kann reelle Zahlen addieren und multiplizieren:

(z,y) ERxRr—ax+yeR Addition,
(x,y) ERxRr—2z-yeR Multiplikation.
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Addition und Multiplikation haben folgende Eigenschaften K1 - K9 (Rechenregeln):

Addition:

Kl: x4y=y+z Vz,yeR (Kommutativgesetz der Addition)
K2 (ez4+y)+z=2+(@y+z2) Vazyz €R (Assoziativgesetz der Addition)
K3: 0+z=2 VzeR (Existenz eines neutralen Elementes)

K4: Zu jedem x € R gibt es ein y € R mit x +y = 0. y heifit das Negative von x und wird

mit y =: —x bezeichnet. (Ezistenz des negativen Elements)
Multiplikation:
K5: z-y=y-2 Vaz,y €R (Kommutativgesetz der Multiplikation)
K6: (z-y)-z=x-(y-2) Va,y,z€R (Assoziativgesetz der Multiplikation)
K l.z=2-1=2z VzelR (Existenz eines neutralen Elementes)
K8: Zu jedem z € R, x # 0 existiert ein z € R mit - 2 = 1. z heifit das inverse Element

zu z und wird mit z =: é bezeichnet. (Existenz des inversen Elementes)
K9 (x4+y)-z=z-24+y-2 Vz,y,z€R (Distributivgesetz).

Aus diesen neun grundlegenden Eigenschaften lassen sich die weiteren Rechenregeln fiir
die reellen Zahlen ableiten. Beweisen Sie zur Ubung, dass z.B. die folgenden Eigenschaften
allein aus K1 - K9 folgen:

e Die neutralen Elemente der Addition und der Multiplikation sind eindeutig bestimmt.

e Das Negative und das Inverse von = € R sind eindeutig bestimmt.

e 0-x=0 fiir jedes z € R.

e Die Gleichung a+x = b, a,b € R, hat genau eine Losung, ndmlich z = b+(—a) =: b—a.
(b — a heit Differenz von b und a).

e Die Gleichung a-x = b, a,b € R, a # 0, hat genau eine Losung, namlich z = b - % =:
(g heifit der Quotient von b und a).

e Fiir reelle Zahlen a, b, c,d mit b # 0 und d # 0 gilt:

b
o

a-c
= —— und

¢
b-d b

a-d+c-b

L
d b-d

Sl S
Ul o

Definition 2.1. Fine Menge K mit mindestens zwei Elementen, auf der zwei Operationen
+ und -

+:KxK— K . KxK— K
(,y) —x+y (z,y) —r -y

mit den Eigenschaften K1 bis K9 gegeben sind, heifit Korper'.

! Wobei in K1 - K9 natiirlich R durch K zu ersetzen ist, und in K3 und K7 die Existenz eines solchen

neutralen Elementes 0 fiir die Additition bzw. 1 fiir die Multiplikation gefordert wird.
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Wir schreiben den Koérper K mit seinen beiden Operationen + und - oft in der Form
[K,+,:]. Der Begriff des Korpers ist ein zentraler algebraischer Begriff und wird in der
Vorlesung Lineare Algebra ausfithrlich behandelt.

Korperaxiom der reellen Zahlen

‘ [R,+,-] ist ein Kérper.‘

[Q,+, -] ist ebenfalls ein Korper, wéhrend [Z, +, - | kein Korper ist (zum Beispiel besitzt
2 kein multiplikativ inverses Element in Z). Ein Korper mit zwei Elementen ist durch
K := {0,1} und die Operationen 0+0:=0,0+1=14+0:=1,1+1:=0,0-0:= 0,
0-1=1-0:=0und 1-1:=1 gegeben.

Die Rechenregeln, die man aus den Eigenschaften K1-K9 herleiten kann, gelten in jedem
Korper. Man braucht sie nur einmal zu beweisen. Dies ist der Vorteil dieses abstrakten

Konzeptes.

Bezeichnungen: Fiir n reelle Zahlen xq,...,x, werden die Summe und das Produkt

folgendermaflen abgekiirzt:

n
Ti:=T1+To+ ...+ Ty
i=1

1=
n

[[zi=21-20-... 2y
i=1

Klammern sind wegen K2 und K6

nicht notig.

Fiir zwei Teilmengen A, B C R sei
A+B:={a+blac A, beB} C R
A-B:={a-blac A, beB} C R
—-A:={-ala€c A} CR.

Fur das Produkt zweier reeller Zahlen a, b schreiben wir auch kurz: ab := a - b.

2.1.2 Die Anordnungseigenschaften von R

Aufler [R,+,-] gibt es noch viele andere Kérper. Die Korperaxiome K1-K9 reichen also
nicht aus, um R eindeutig zu beschreiben. Auf dem Korper der reellen Zahlen kann man

im Gegensatz zu einigen anderen Korpern zusétzlich eine Anordnung einfithren.

Anordnungseigenschaften von R

Der Korper der reellen Zahlen [R,+,-| enthélt eine Teilmenge von ”positiven” reellen

Zahlen RT mit folgenden Eigenschaften:

Al: Fiir jede reelle Zahl x gilt entweder « = 0 oder x € R™ oder z € —R™,
das heifit R ist die disjunkte Vereinigung

R=-R" U {0} URT.

A2: Tstz,y e R, sogilt x +y € R und z-y € RT.
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Definition 2.2. Ein Kérper [K,+,-], in dem eine Teilmenge “positiver Elemente”

K+ C K ezistiert, so dass Al und A2 gelten, heifit angeordneter Kiorper?.

Anordnungsaxiom der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen [R,+ , - ] sind ein angeordneter Korper. ‘

Mittels der Eigenschaften A1 und A2 kann man Elemente von R vergleichen.

Definition 2.3. Man sagt “x ist kleiner gleich y” und schreibt x < vy, falls y—x €

R+ U {0}.

Aus den Anordnungseigenschaften A1 und A2 erhalt man die folgenden Eigenschaften der

Relation <:

O1: Fir alle z,y € R gilt < y oder y < .
02: FirallexeRgilt z <=z

03: Ausz<yundy <z folgtz=y

O4: Ausz <yundy <z folgt x < z

Aus Al und A2 folgen auflerdem folgende Monotonieeigenschaften von < :

Ml: Aus <y folgt v+ 2 <y+ z fur alle z € R.
M2: Aus z <y folgt v-2<y-z fiiralle z € RT.
Bezeichnung;:

e Gilt z <y und x # y, so schreibt man auch x <y
(sprich: “z kleiner als y”).

o z>y<=y<z bzw. >y <= y<uz.

Insbesondere gilt: Aus z <y folgt a-x > a-y fiir alle a € —R™T.

Mittels der Ordnungsrelation kénnen wir Intervalle definieren:
Fir a <b, a,b € R, sei

[a,b] :={x € R|a<xz<b} (abgeschlossenes Intervall)
[a,b) :={z € R |a<x<b} (halboffenes Intervall)
(a,b] :={z eR|a<z<b} (halboffenes Intervall)
(a,b) :={z eR|a<xz<b} (offenes Intervall)

Des Weiteren seien

[a,00) :={z €R |a <z}
(a,00) :={r eR|a <z}
(—o00,a) :={x eR |z <a}

(—00,00) :=R.

2 Wobei hier in Al und A2 natiirlich R durch K und R* durch KT zu ersetzen ist.

Reflexivitdt

Antisymmetrie

Transitivitat
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Sei I eines der Intervalle [a,b], (a,b), [a,b), oder (a,b]. Dann heiit die Zahl L(I) :=b —a
Ldnge des Intervalls 1.

Definition 2.4. Unter dem Betrag einer reellen Zahl x € R versteht man die Zahl

2] xz fallsz >0
€T =
—x falls z < 0.

Ist I ein Intervall der Lange L, so gilt fir x,y € [ : |z —y| < L.

Satz 2.1 Fur den Betrag einer reellen Zahl gelten folgende Eigenschaften:

(1) x| >0 VzeR, |¢|=0 < x=0.

(2) e -yl =z |y Va,yeR

(3) |z +y| < |z +yl| (Dreiecksungleichung)
(4) Nzl =1yl < |z +yl.

Beweis. (1) und (2) folgen unmittelbar aus der Definition des Betrages |- | .

Zum Beweis von (3) benutzen wir die Monotonieeigenschaften. Wegen z < |z| und —z <
|x| bzw. y < |y| und —y < |y| folgt nach Addition dieser Gleichungen z +y < |x| + |y
und —(z +vy) < |z| + |y| und folglich |z + y| < |z|+ |y| .

Zum Beweis von (4) benutzen wir die Dreiecksungleichung und |z| = | — z|:

2| = [(z +y) —y| < |z +y|+ [y, und daher [z]—|y| <[z +yl,
lyl =|(z +y) —z| < |z +y|+ |z, und daher [y|—|z| < |z +yl.

Somit erhalten wir ||z| — |y|| < |z + y. O

Die bisherigen Eigenschaften (Korpereigenschaften K1-K9, Anordnungseigenschaften Al-
A2) bestimmen [R, +, - ] noch immer nicht eindeutig. Sie gelten zum Beispiel auch fiir den
Korper der rationalen Zahlen [Q, +, - ]. Die reellen Zahlen R haben aber eine grundsétzlich

andere Eigenschaft als die rationalen Zahlen Q : die Vollstdndigkeit.

2.1.3 Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten die Vollstandigkeitseigenschaft der reellen Zahlen
zu beschreiben. Alle diese sind dquivalent. Wir benutzen hier die Existenz der Schnittzahl

von Dedekindschen Schnitten.

Definition 2.5. Ein Dedekindscher Schnitt® von R ist eine Zerlegung R = AUB der
reellen Zahlen in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen A und B mit der Figenschaft, dass
jedes Element a € A kleiner als jedes Element b € B ist, das heifst,

a<b VacA VbeB.
3 Richard Dedekind [1831-1916], deutscher Mathematiker, letzter Schiiler von Carl Friedrich Gauss. Er

hat 1872 die erste exakte Definition der reellen Zahlen mit Hilfe der jetzt sogenannten ”Dedekindschen
Schnitte” angegeben. Die Konstruktion der reellen Zahlen mit Hilfe von Dedekindschen Schnitten findet

man im Buch von Oliver Deiser: Analysis 1.
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Bezeichnung fiir Dedekindsche Schnitte: (A | B)

Die Definition eines Dedekindschen Schnittes ist in jedem angeordneten Koérper moglich,

da eine Relation “<” definiert ist; zum Beispiel in [Q, +, - ].
Beispiel: Sei a € R eine reelle Zahl.

A= (-00,a], B=(a,0)

(A | B) sind Dedekindsche Schnitte.
A= (-o00,a), B=/la,)

Definition 2.6. Sei (A | B) ein Dedekindscher Schnitt von R. Eine Zahl s € R heifit
Schnittzahl von (A | B), falls a < s <b fir allea€ A und b € B.

Wegen R = AUB, ist s entweder das grofite Element von A (falls s € A) oder das kleinste
Element von B (falls s € B).

Vollstandigkeitsaxiom (V) der reellen Zahlen

‘Jeder Dedekindsche Schnitt (A | B) von R besitzt eine Schnittzahl ‘

Die Vollstandigkeitseigenschaft gilt nicht in jedem angeordneten Koérper, zum Beispiel
nicht im Koérper [@Q, +, - |: Seien ndmlich A = (—o0,v/2]NQ und B = (v/2, +00) NQ. Dann
gilt Q@ = AUB. Somit bilden A und B einen Dedekindschen Schnitt von Q. Dieser hat
aber in Q keine Schnittzahl. (Wir werden noch sehen, dass die Zahl v/2 nicht rational ist).

Definition 2.7. Ein angeordneter Korper [K,+, -] mit der Eigenschaft (V), das heifit in
dem jeder Dedekindsche Schnitt eine Schnittzahl hat, heiffit vollstandig.

Zusammenfassung:

Die reellen Zahlen [R,+,-]| bilden einen vollstandigen, ange-

ordneten Korper.

Zwei vollstindige, angeordnete Korper [ Ky, -+, -] und [Kg, +, -] sind isomorph* (dies bewei-
sen wir hier nicht). Somit sind die reellen Zahlen [R, +, -] (bis auf Isomorphie) der einzige
vollstandige, angeordnete Korper. Die reellen Zahlen R sind somit durch die Korpereigen-
schaften K1-K9, die Anordnungseigenschaften A1, A2 und die Vollstdndigkeitseigenschaft

V (bis auf Isomorphie) eindeutig bestimmt.

Wir beweisen nun einige Eigenschaften der reellen Zahlen, die aus der Vollstandigkeits-

eigenschaft (V) folgen.

4 Diesen Begriff werden Sie in der Vorlesung Lineare Algebra kennenlernen. Er bedeutet anschaulich, dass

man solche Korper nicht unterscheiden kann, sie besitzen exakt die gleiche algebraische Struktur.
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Definition 2.8.

1. Eine Teilmenge A C R heifst von oben beschrankt, falls eine Zahl M € R ezistiert, so
dass a < M fiir alle a € A gilt. Eine solche Zahl M heifit obere Schranke von A.

2. Fine Teilmenge A C R heifit von unten beschrankt, falls eine Zahl m € R existiert, so
dass m < a fiir alle a € A gilt. Fine solche Zahl m heifst untere Schranke von A.

3. Fine Teilmenge A C R heifit beschrinkt, falls sie sowohl von unten als auch von oben

beschrankt ist.

Definition 2.9. Sei A C R eine nichtleere Teilmenge.

1. Eine Zahl My € R heifst Supremum von A, falls sie die kleinste obere Schranke von A
ist, das heifst falls
a) a < My YacA,
b) fir jedes € > 0 existiert ein a € A, so dass My — ¢ < a.
2. Fine Zahl mg € R heifit Infimum von A, falls sie die grifste untere Schranke von A
ist, das heif$t falls
a) mp<a Yac€A,
b) fir jedes € > 0 existiert ein a € A, so dass a < mg + €.

Bezeichnung: Falls das Supremum bzw. das Infimum einer Menge A C R existiert, so

bezeichnen wir es mit

sup A := Supremum von A , inf A := Infimum von A.

Offensichtlich existiert hochstens ein Supremum und hochstens ein Infimum einer Menge
A C R. Aus der Vollstéandigkeitseigenschaft von R erhélt man die folgende Aussage liber

die Existenz von Supremum bzw. Infimum.

Satz 2.2 Jede nach oben beschrankte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Supremum.

Jede nach unten beschrinkte, nichtleere Menge A C R besitzt ein Infimum.
Beweis. (1) Sei A C R von oben beschrénkt. Wir betrachten die Menge
X={MecR|a<M VYac A}.

Da A von oben beschriankt ist, ist X # (. Es sei Y := R\ X. Dann gilt:

a) R=YUX.
b) Seiy € Y und x € X. Da y ¢ X, existiert ein a € A mit y < a. Andererseits ist a < x
nach Definition von X. Folglich gilt y < x fiir alle y € Y und z € X.

Also ist (Y | X) ein Dedekindscher Schnitt von R. Nach dem Vollstédndigkeitsaxiom (V)
von R existiert eine Schnittzahl My dieses Dedekindschen Schnittes, also eine Zahl My € R
mit

y<My<z VyeVY zelX
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Wir zeigen, dass die Schnittzahl My in X liegt. Wir fiihren diesen Beweis indirekt. Wir
nehmen an, dass My ¢ X und fithren dies zum Widerspruch. Ist My ¢ X, so ist My das
grofite Element von Y. Nach Definition von Y gibt es ein ag € A mit My < ag. Dann ist

wegen der Monotonieeigenschaft von < aber auch
My + ap ag = ap

M _ _ _ =
0 < 5 <2+2 ap

und folglich
Mo + ao
2
Dann kann M, aber nicht das gréfite Element von Y sein, d.h. wir erhalten wir einen

ey.

Widerspruch. Unsere Annahme war demnach falsch. Folglich ist My € X, also eine obere
Schranke von A. Als Schnittzahl von (Y | X) ist My das kleinste Element von X, also die
kleinste obere Schranke von A. Das zeigt, dass My = sup A.

Der Beweis der 2. Aussage des Satzes wird analog gefiihrt. a

Definition 2.10.

1. Sei A C R eine nach oben beschrinkte Menge. Liegt das Supremum von A in A, so
nennt man es auch das Mazximum von A und schreibt dafiir max A.
2. Sei A C R eine nach unten beschrdnkte Menge. Liegt das Infimum von A in A, so

nennt man es auch das Minimum von A und schreibt dafiir min A.

Wir leiten aus Satz 2.2 einige Folgerungen ab.

Folgerung 2.1 (Archimedisches Axiom der reellen Zahlen)

Die Menge der natiirlichen Zahlen N C R ist nicht nach oben beschrdnkt, das heifst zu
jedem x € R existiert ein n € N mit x < n. Das gleiche gilt auch fir jede unendliche
Teilmenge N C N.

Beweis. Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen N ist nach oben beschrankt. Dann
existiert nach Satz 2.2 das Supremum My = supN. Es sei M = My — % Da M, die

kleinste obere Schranke ist, existiert ein m € N, mit My — % < m. Folglich ist

1
M0<m+§<m+1.

Da aber m + 1 € N ist, kann My keine obere Schranke sein. Dies ergibt den Widerspruch.
Den Beweis fiir N C N fiihrt man analog. a

Folgerung 2.2

1. Zu jedem ¢ € RT emistiert ein n € N mit % <e.
2. Zu jedem q € N,q # 1, und ¢ € R existiert ein n € N mit an <e
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Beweis. Zu 1) Zur Zahl % € R existiert nach dem Archimedischen Axiom ein n € N mit

1 . . 1 . .
< < n. Folglich gilt ;- < e. Zum Beweis der 2. Aussage setzen wir
N :={q¢" | n € N}.

N ist eine unendliche Teilmenge von N. Den Beweis kann man dann analog zu 1) fiihren.
O

Folgerung 2.3 Sei A C 7 eine nichtleere, nach oben (unten) beschrinkte Menge ganzer

Zahlen. Dann besitzt A ein Maximum (Minimum,).

Beweis. Sei A nach unten beschrinkt und d = inf A. Nach dem Archimedischen Axiom
existiert ein ng € N mit |d| < ng. Also gilt —ng < d und somit 0 < d + ng < a + ng
fir alle a € A. Betrachten wir nun die Menge Ay := {a + np | a € A} C N. Wir zeigen,
dass diese Menge ein kleinstes Element besitzt. Sei k € Ap und bezeichne (Ag); = {z €
Ap |z < k}. Die Menge (Ap)y ist endlich und besitzt deshalb ein kleinstes Element myg
(siehe Ubungsaufgaben). Dann ist mg auch das kleinste Element von Ag und mg — ng das
kleinste Element von A . Folglich gilt mg — ng = min A.

Ist A von oben beschrénkt, so ist max A = —min(—A). O

Satz 2.3 (Die Teilmenge Q C R liegt dicht in R)
Seien x,y € R und x < y. Dann existiert eine rationale Zahl g € Q mitx < q¢ < y .

Beweis. Wir wahlen ein n € N mit % < y — x und setzen
A={2€Z|z>n-x}.

Wiederum nach dem Archimedischen Axiom ist A nicht leer und besitzt, da von unten
beschrankt, ein Minimum (Folgerung 2.3). Sei my = min A. Dann gilt mg € A und mo—1 ¢
A. Folglich ist =% > x und mOT_l < z. Wir erhalten somit

m mo—1 1
r< — = +-—<z+@y—2z)=y
n n n
und folglich liegt die rationale Zahl q := =¢ im Intervall (z,y). ad

Definition 2.11. Fine Familie abgeschlossener Intervalle I, C R, n € N, heifit Intervall-

schachtelung, wenn gilt:
1.1, CIl,, VYn>m
2. Zu jeder positiven Zahl ¢ € R existiert einn € N mit L(I,) < e.

Satz 2.4 (Prinzip der Intervallschachtelung)
Sei I1 D Iy D I3 D --- eine Intervallschachtelung. Dann ezistiert genau eine reelle Zahl
x € R, so dass x € I, fiir allen € N, das heifst

() In = {=}.
n=1
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Beweis.
1. Ezxistenz: Sei I, = [an,by]. Da I, C I, fur alle n > m, folgt

am, < ap, < by < by (%)

Wir betrachten die Menge der unteren Intervallgrenzen
A:={a,|neN} CR.

A ist nach oben beschrankt, zum Beispiel durch b1, hat also nach Satz 2.2 ein Supremum.
Sei x = sup A. Wir zeigen, dass x € I, fur alle n € N. Nach Definition ist a, < z. Es
bleibt zu zeigen, dass x < b, fir alle n € N. Angenommen x > b, fiir ein m € N. Da =
die kleinste obere Schranke von A ist, kann b, keine obere Schranke von A sein. Somit
existiert ein a, € A, so dass a,, > b,,. Dies widerspricht aber der Schachtelungseigenschaft
(%). Folglich war die Annahme falsch, das heifit < b, fiir alle n € N und somit gilt
an < x < by, also z € I, fiir alle n € N.

2. Eindeutigkeit: Angenommen es gidbe zwei Zahlen x,y € R mit z # y und z,y € I,
fir alle n € N. Sei ¢ = |z —y| > 0. Dann existiert ein Intervall I,,, mit L(I,,) < e.
Da |z —y| > L(I,), konnen aber nicht beide Zahlen z,y in I,, liegen. Damit ist die
Eindeutigkeit von x gezeigt. O

Bemerkung: Die Vollstandigkeitseigenschaft eines angeordneten Korpers kann man durch
das Intervallschachtelungsprinzip oder die Existenz des Supremums ersetzen.

Es gilt: Sei [K, +, ] ein angeordneter Korper. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Jeder Dedekindsche Schnitt von K besitzt eine Schnittzahl.
2. Jede nach oben beschrinkte Teilmenge von K besitzt ein Supremum.

3. Es gilt das Intervallschachtelungsprinzip und das Archimedische Axiom.

Die Implikation: 1. = 2. = 3. haben wir bewiesen. Die Umkehrung werden wir hier

nicht beweisen.

2.1.4 Die Uberabzihlbarkeit der Menge der reellen Zahlen

Wir beweisen mit Hilfe des Vollstandigkeitsaxioms, dass die Menge der reellen Zahlen nicht

abzahlbar ist. Dazu zunéchst einige Definitionen.

Definition 2.12. Fine Menge A heifit abzdhlbar, wenn es eine bijektive Abbildung
f:N— A wvon der Menge der natirlichen Zahlen auf die Menge A gibt.

Die bijektive Abbildung f liefert uns eine Abzéhlvorschrift fiir A: Mit der Bezeichnung

an := f(n) ist ndmlich

A ={a1,a9,as,...} mit a; # a; fiiri # j.
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Definition 2.13. Fine Menge A heif$t diberabzdahlbar, wenn sie weder leer, noch endlich
oder abzdahlbar ist. Ist eine Menge A leer, endlich oder abzdhlbar, so sagen wir auch A ist

hochstens abzahlbar.

Beispiele:
1. Die Menge der natiirlichen Zahlen N und die Menge Ny sind abzahlbar.
2. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abzéhlbar, denn

fzt N — Z
2k — &k
2k+1 — —k

ist eine bijektive Abbildung zwischen N und Z.

Satz 2.5 Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. (1. Cantorsches Diagonalverfahren).
Wir geben zunichst eine Abzdhlvorschrift der Menge Q1 der positiven rationalen Zahlen
an. Jede Zahl g € Q" sei als Bruch dargestellt:

q=—, n, m teilerfremde natiirliche Zahlen.
m

Wir betrachten das folgende Schema, das die Paare (n,m) als Punkte eines ebenen Gitters

darstellt. Dabei werden Punkte ausgelassen, fiir die m und n nicht teilerfremd sind.

m
11
6
5 RN
5 5
: 1 37
4 4
3 1N 2 4
3 3 3
2 1 3"‘: 5
2 2 2
j [ E—
1 2 3] 4] 5 6

Die Gitterpunkte werden nun léngs des im Gitter gezeichneten Streckenzuges nummeriert.
Dadurch erreicht man alle Punkte des konstruierten Gitters und erhélt somit eine bijektive
Abbildung ¢ : N — Q.
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Diese Abzéhlung beginnt offensichtlich mit:

11 3 2 1

1,2, -, -, 3,4
7’2’3”7

Wir erweitern nun ¢ zu einer bijektiven Abbildung ¢ : Z — Q mittels

@(n) falls neN
p(n) = 0 falls n =0
—p(—n) falls neZ, n <O.

Die Abbildung ¢o fz : N — Z — @Q bildet N bijektiv auf Q ab. Somit ist Q
abzahlbar. 0

Satz 2.6 Die Menge R der reellen Zahlen ist uberabzahlbar.

Beweis. Angenommen, es existiert eine Abzéhlung von R, d.h. es gilt
R = {z1, 2, x3,...}.
Zu dieser Abzahlung konstruieren wir induktiv eine Intervallschachtelung
L DIbD>I3DI4DI5D ...

Es sei

4
I = [$1—|—1,$1+§].

Offensichtlich ist x; ¢ I; und L(I;) = % Aus einem schon vorhandenen Intervall I,, kon-
struieren wir 1,11 wie folgt: Wir teilen I,, in drei gleichlange, abgeschlossene Intervalle und
wéhlen als I, 1 eines dieser Teilintervalle, das x,1 nicht enthélt. Fiir die so konstruierte

Folge von Intervallen gilt
L DIpbDI3sDIyD ...

xn ¢ I
L(h) = %a L(Iz) = 3%, , L(IL,) = &

Nach Folgerung 2.2 existiert fiir jedes € > 0 ein ng € N, so dass L([,,) < . Somit ist
I D I D I3 D ... eine Intervallschachtelung von R. Nach dem Intervallschachtelungsprin-

oo oo

zip enthélt der Durchschnitt () I,, genau eine reelle Zahl. Sei nun = € () I,, diese Zahl.
n=1 n=1

Nach Annahme war R = {z1, 22,23, 24,...}. Es muf} also ein kg € N mit = = xj, geben.

Dann ist xy, € Ij,. Dies widerspricht aber der Konstruktion der Intervalle. Somit war die

Annahme der Abzahlbarkeit von R falsch. O

Definition 2.14. Zwei Mengen A und B heiffen gleichmdchtig, falls eine bijektive Abbil-
dung f : A — B existiert. Die Menge B hat eine grofiere Mdchtigkeit als A, falls A zu

einer Teilmenge von B gleichmdchtig ist, aber B zu keiner Teilmenge von A.
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Die Mengen N,Z und Q sind gleichméchtig. Die Menge R hat eine grofiere Méchtigkeit
als diese drei Mengen. Es gibt Mengen, die eine groere Méchtigkeit als R haben (z.B. die
Potenzmengen P(R) — sieche Ubung).

Kontinuumshypothese : Es gibt keine Menge A, deren Mdchtigkeit grofler als die von
N und kleiner als die von R ist.

Diese Hypothese wurde 1878 von Georg Cantor [1845-1918] aufgestellt. Sie leitete die Ent-
wicklung der Mengenlehre ein. Auf dem Internationalen Mathematikerkongrefi 1900 in Pa-
ris hat David Hilbert [1862-1943] seine beriihmte Liste von 23 ungel6sten mathematischen
Problemen vorgestellt. Die Kontinuumshypothese steht dabei an 1. Stelle. Inzwischen weif3
man, dass sie auf der Basis der heute zugrundegelegten Axiome der Mengenlehre weder
beweisbar noch widerlegbar. Kurt Godel [1906-1978] hat 1939 gezeigt, dass sie nicht wider-
legbar ist, Paul Cohen [1934-2007] hat 1963 gezeigt, dass sie auch nicht beweisbar ist (dafiir
hat er 1966 die Fields-Medaille bekommen). Solche Fragen werden in der mathematischen
Logik behandelt.

2.1.5 Wurzeln und Potenzen reeller Zahlen

In diesem Abschnitt behandeln wir einige wichtige Gleichungen und Ungleichungen fiir
Potenzen und Wurzeln reeller Zahlen.

Sei x € R eine reelle Zahl. Die Potenz x™ fiir n € Ny definieren wir induktiv durch:

Fir x # 0 setzen wir

an
Damit ist die kte Potenz 2* fiir jede ganze Zahl k € Z und jede reelle Zahl € R,  # 0,

definiert. Aus den Koérper- und Anordnungseigenschaften der reellen Zahlen folgt sofort

1. Fiir z € Rmit z # 0 und &, € Z gilt
:Uk . :El _ xk—H , :L'k'l — (ZEk)l und ($ . y)k — xk . yk‘
2. Ist 0 < z < gy, dann gilt 2" < y" fiir alle n € N.

Satz 2.7 (Binomischer Satz) Seien x,y € R. Dann gilt fir jedes n € N

n
(z+y) =3 (Z) ok
k=0
Beweis. Wir fithren den Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n:
Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt die Aussage, denn: (é)xo-yl—i—(%)wl-yo =y+x = (z+y)L.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt:
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k

k=0
Induktionsbehauptung:

n+1

n+1 n+1\ kg1
@rart=3 (")

k=0

Induktionsbeweis

ny _k Yy k ny\ k.
k=0
" /n " /n
_ k+1 n+1 (k+1) ) n+1 k
k>x +Z<k>
k=0 =0
n+1

Aus dem Binomischen Satz 2.7 ergibt sich die

Folgerung 2.4

1. (1+a)m =Y (})a",

i k=0

2 X ()=
=0

3. Y (=DF(3) =0
k=0

Beweis. (1) ist der Binomische Satz fiir y = 1, (2) ist der Binomischer Satz fir t =y =1
und (3) ist der Binomischer Satz fir z = —1, y = 1. O

Satz 2.8 (Bernoullische Ungleichung) Fiir jede reelle Zahl x > —1 und fiir jedes n €
N gilt:
(1+z)">14nx.
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Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion iiber n.
Induktionsanfang: Die Aussage gilt offensichtlich fiir n = 1.
Induktionsschritt:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gilt (1 + )" > 1 + nz.
Induktionsbehauptung: (1 +2)"*!1 > 1+ (n+1) .

Induktionsbeweis:
v
A+z)" M =0+2)"Q1+2)> Q+nz)l+z)=1+m+D)z+na’>1+n+1)

>0
O

Als Anwendung erhélt man unmittelbar

Folgerung 2.5

1. Seiy e R, y>1, und r € RT. Dann existiert ein n € N, so daf§ y™ > r.
2. SeiyeR, 0<y<1undr € RT. Dann existiert ein n € N mit y* < r.

Beweis. Seir € RT und y > 1. Nach dem Archimedischen Axiom fiir reelle Zahlen existiert

eine natiirliche Zahl n € N, so dafi n > ﬁ Dann folgt mit der Bernoullischen Ungleichung
Y =Q0+@-1))"21+ny-1)zny—1)>r

Ist 0 < y < 1, so wenden wir das eben Bewiesene auf die reelle Zahl i > 1 und % an und
erhalten eine natiirliche Zahl n € N mit (i)” > 1 und somit y" < 7. O
Satz 2.9 (Geometrische Summe) Fir jede reelle Zahl x # 1 und jede natirliche Zahl

n gilt:
1— l.n—‘rl

n

E h="""
1—2x

k=0

Beweis. Beweis durch vollstandige Induktion tiber n.

Induktionsanfang: n = 1:

1— 22 1—2)(1
2 _(-n)(+a) o0

1-2z 1-2z

Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung ist fiir ein n € N richtig.
Induktionsbehauptung;:

n+1

Z xk’ _ 1— xn+2

11—z
k=0

Induktionsbeweis:
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n+1 n
Zxk _ <Zxk> 4 gt
k=0 k=0
Ié/ 1—amt! + ot
1—
_ 1— anrl + xn+1(1 _ $)
1—2x
1— xn+2
= —. O
1—=2x

Wir beweisen nun die Existenz der n-ten Wurzel einer positiven reellen Zahl.

Satz 2.10 Sei x € R eine positive reelle Zahl und n € N. Dann ezistiert genau eine

positive reelle Zahl y € RT mit y" = x.

Bezeichnung: y := {/x heifit die n—te Wurzel aus x.

Beweis. Zum Beweis benutzen wir das Intervallschachtelungsprinzip. Fir z = 1 gilt die
Behauptung offensichtlich. Es geniigt, den Fall z > 1 zu behandeln. Den Fall x < 1 fiihrt
man durch [“Jbergang zux = % darauf zuriick.

Wir definieren zunéchst induktiv die folgende Familie abgeschlossener Intervalle I :=
[ak, br]: Wir setzen I} = [a1,b1] := [1, z]. Dann gilt a] <z < b}, da 1 < z. Sei das Intervall
Ij, := [a, bg] mit der Eigenschaft af < x < b} bereits konstruiert. Dann definieren wir

Ij.+1 durch Halbierung von I: Sei m = % der Mittelpunkt von I;. Wir setzen dann

[ar,m] fallsm" >z

I = |a y b =
et = (a1, B { [m,b;] falls m™ < x.
Dann gilt nach Konstruktion fiir diese Familie von abgeschlossenen Intervallen:

1. DIbD>I3D ...
2. L(I) = (z—1)- ()" fiiralle k € N,
3. ap <z <bY fiirallekeN.

Wir erhalten also ineinander geschachtelte Intervalle, deren Langen nach Folgerung 2.2
beliebig klein werden. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip existiert genau eine reelle

Zahl y € R mit y € I} fiir jedes k € N. Wir zeigen nun, dass y" = z gilt.
Dazu betrachten wir die Intervalle
Ji = [ay, by], keN.

Da Iy D Ij41, gilt wegen der Monotonie der Potenzen auch Ji O Ji41. Fiir die Lange von

Ji. erhalten wir
L(Jy) = b} — ap,

= (bk - ak)<b2_1 + b2_2ak + ...+ bkaZ_Q + CLZ_I)

2 n—1
— () b (1 P ey %
(Ix) - by, <+bk+b§+ +b;*1

1
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Nach Folgerung 2.2 gibt es zu jedem € > 0 ein & € N mit L(J;) < e. Die Familie der

Intervalle Jj, ist also eine Intervallschachtelung von R. Nach Konstruktion gilt aber sowohl

o

x € Ji (Eigenschaft 3.) als auch y™ € Jj fiir alle £ € N. Da der Durchschnitt [\ J; nur
k=1

ein Element enthélt, folgt x = y™.

Die Eindeutigkeit der Zahl y € RT mit y" = z ist klar, denn ist z.B. y1 < s, so folgt
yr <y 0

Die Gleichung y™ = z hat fiir gerade n zwei reelle Losungen 1y = {/z und yo = — {/x.
Die Eindeutigkeitsaussage von Satz 2.10 gilt also nur in R*. Die Gleichung y" = x ist in

Q im Allgemeinen nicht l6sbar.

Satz 2.11 Seien n und k natiirliche Zahlen. Dann ist ¥k genau dann eine rationale Zahl,
falls k die n—te Potenz einer natiirlichen Zahl ist, das heifit falls k = m™ fir ein m € N.
Insbesondere gilt:

e [Fir jede Primzahl p und jedes n > 1 ist die Zahl /p irrational.

o Wenn Vk rational ist, so st VE sogar eine natirliche Zahl.

Beweis.

1. (<=): Sei k = m™ mit m € N. Dann ist per Definition m := Vk € N C Q.

2. (=): Sei {/k € Q. Dann existieren teilerfremde Zahlen m,l € N, so dass Vk = T
Nach Definition erhélt man k = ()" = T—: und somit k" = m". Wir zeigen nun, dass
[ =1 gilt. Angenommen [ > 1. Dann existiert eine Primzahl p > 1, die [ teilt. Folglich
teilt p auch kI = m™, das heifit p teilt auch m. Das ist aber ein Widerspruch dazu, dass

[ und m teilerfremd sind. Somit ist [ = 1 und &k = m"™ fir m € N. O

Wir konnen jetzt die Potenzen mit rationalen Exponenten definieren.

Definition 2.15. Sei x € R eine positive reelle Zahl und q € Q eine rationale Zahl mit

der Darstellung q = ;-,n € Z,m € N. Dann setzen wir:
29 = (/z)".
Diese Definition ist korrekt, d.h. unabhangig von der Wahl der Darstellung von q.

Die folgenden Eigenschaften fiir die Potenzen mit rationalen Exponenten sind leicht nach-
zupriifen: Seien p,q € Q und z,y € R*. Dann erhilt man:

2. Sei p < q. Dann gilt 2P < z? falls z > 1 und zP > z? falls 0 < x < 1.

3. Sei 0 < x < y. Dann gilt z? < y? falls ¢ >0 und z? > y? falls ¢ < 0.

Wir werden auf die Potenzen und ihre Eigenschaften spéter zuriickkommen.
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2.2 Die komplexen Zahlen

Fiir jede von Null verschiedene reelle Zahl  gilt 2 > 0. Man kann im Zahlbereich der
reellen Zahlen also keine Wurzeln aus negativen Zahlen ziehen. Insbesondere gibt es keine
reelle Losung der Gleichung 2 = —1. Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der

reellen Zahlen, die es moglich macht, auch Wurzeln aus negativen Zahlen zu ziehen.

2.2.1 Geometrische Motivation fiir die Definition der komplexen Zahlen

Bevor wir die Definition der komplexen Zahlen angeben, wollen wir eine geometrische Mo-
tivation fiir diese Definition angeben. Wir suchen eine Erweiterung von R, in der wir die
Gleichung 22 = —1 16sen kénnen. Die reellen Zahlen konnen wir geometrisch als Punkte
auf einer Geraden (reelle Zahlengerade) darstellen. Wir erweitern nun diese Gerade zu
einer Euklidischen Ebene £ und fiihren auf dieser Ebene auf geometrische Weise eine Ad-
dition sowie eine Multiplikation von Punkten so ein, dass es einen Punkt gibt, fiir den die
Gleichung P - P = —1 gilt. Dazu fixieren wir auf der Ebene £ ein kartesisches Koordi-
natensystem, so dass die z-Achse der reellen Zahlengeraden entspricht. Dadurch kénnen
wir die Ebene £ mit der Menge der geordneten 2-Tupel reeller Zahlen R? identifizieren:
jedem Punkt P € & werden seine Koordinaten (a,b) € R? in diesem kartesischen Koor-
dinatensystem zugeordnet (Euklidische Koordinaten). Der Ursprung O € £ hat dabei die
Koordinaten (0, 0). Die reellen Zahlen entsprechen der Geraden g = {(z,0) | z € R} C R2.
Dies liefert eine naheliegende Moglichkeit, zwei Punkte der Ebene zu addieren: man addiert
ihre Euklidischen Koordinaten: Fiir P, = (aj,b1) und P, = (ag, by) sei

P+ P = (a1+a2,b1+b2). (21)

Das ist vertréglich mit der Addition in den "reellen Zahlen” {(z,0) | x € R}. Wiirde man
die Multiplikation von Punkten auf die analoge Weise definieren, wiirde man nichts gewin-
nen. Man konnte die Gleichung P - P = (—1,0) nicht l6sen. Fiir eine geeignete Definition
der Multipliktion benutzen wir die Euklidische Drehung von Punkten um den Ursprung

O. Dazu erinnern wir an die Darstellung eines Punktes der Ebene durch Polarkoordinaten:

Ist P # O, so ist P eindeutig durch die Linge der Stecke OP, sowie den orientierten Win-
kel ¢ zwischen der z-Achse und dem Stahl O_]i (gemessen entgegen dem Uhrzeigersinn)

bestimmt.

y-Achse

1121l

19) a x-Achse
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Dabei gilt fiir P = (a,b) nach dem Satz des Pythagoras sowie der elementargeometrischen

Definition der Sinus- und Cosinus-Funktion im rechtwinkligen Dreieck®:

0P| = Va2 + 82 = | P,

P =(a,b) = ([P cos ¢, | P sin ).

Fiir die "reellen Zahlen” P = (z,0) gilt |P|| = |z| und ¢ = 0, falls = positiv, bzw.

© = 180°, falls x negativ ist. Wir multiplizieren nun zwei Punkte

P1 = (al, bl) = (||P1|| COS @1, ||P1|| sin 901) und (2.2)
Py = (az,b2) = (|| P2[| cos g2, || P2 sinp2)

durch die Forderung, dass sich ihre Abstdnde ||P;| und ||Ps| multiplizieren sowie ihre

Winkel ¢1 bzw @9 addieren:

Pr-Py:= (| Pi]| - [|[P2]| cos (o1 + @2), | P1]| - ([ P2l sin (o1 + @2) ). (2.3)

Dies ist vertraglich mit der Multiplikation in den ”reellen Zahlen” {(z,0) | z € R}.
Nun ”sieht” man aber sehr einfach einen Punkt P der Ebene mit P- P = (—1,0), ndmlich

den Punkt P mit den Polarkoordinaten ||P| =1 und ¢ = 90°. Fiir diesen Punkt gilt
PP = (cos180°sin180°) = (—1,0).
Benutzt man die Additionstheoreme fiir die Cosinus- und Sinusfunktion®:

cos (o + ) = cosacos f — sinasin f,

sin (a4 8) = sinacos 8 + cos asin f3,

so erhilt man mit (2.2) folgende Formel, die das Produkt P; - P, in Euklidischen Koordi-

naten ausdrickt:

Py Py = (1L Pal(cos g cosiga — sin g sinoa) . ||| Pa(sin o1 cos oz -+ cos o1 sin o) )
= (CLl(LQ — bbby, bias + albg). (24)

Diese geometrische Motivation fithrt uns zu der folgenden Definition der komplexen Zah-
len, die vom irischen Mathematiker und Physiker William R. Hamilton [1805 — 1865]
eingefiihrt wurde. Hamilton hat auf analoge Weise auch den Zahlbereich der komplexen
Zahlen erweitert und den Schiefkorper der Quaternionen eingefiihrt, der wie die komplexen

Zahlen nicht nur in der Mathematik, sondern auch fiir viele Belange der Physik niitzlich ist.

® Man setzt dazu die im rechtwinkligen Dreieck definierte Cosinus- und Sinusfunktion auf [0°,360°] fort
durch: cos0° := 1, sin0° := 0, cos90° := 0, sin90° := 1 sowie cos (¢ + 90°) := —sin ¢, sin (¢ + 90°) :=
cos . AnschlieBlend setzt man sie 360°-periodisch auf R® fort.

5 Bitte wiederholen Sie selbsténdig die elementargeometrischen Beweise der Additionstheoreme. Man
findet sie z.B. im Buch von Helmut Koch: Einfihrung in die Mathematik, Springer 2004, Kapitel 8.
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2.2.2 Definition und Eigenschaften der komplexen Zahlen
Auf der Menge der Paare reeller Zahlen
R? :=R x R := {(a,b) | a,b € R}

fiihren wir eine Addition + : R? x R? — R? und eine Multiplikation - : R? x R? — R?
ein. Zwei Paare z; = (a1,b1) und 23 = (ag,bz) aus R? addieren bzw. multiplizieren wir
(motiviert durch (2.1) und (2.4)) nach folgenden Regeln:

21+ 22 = (a1,b1) + (az, b2) := (a1 + ag, by + ba), (2.5)
Z1 29 = (al,bl) . (ag,bQ) = (a1a2 — ble, blag + albz). (2.6)

Die mit dieser Addition und Multiplikation ausgestattete Menge R? bezeichnet man mit
dem neuen Symbol C, d.h. C := R? um auszudriicken, dass man aufler der iiblichen
Addition (2.5) der reellen Paare auch noch die Multiplikation (2.6) festgelegt hat. Die

Elemente von C heiflen komplexe Zahlen.

Satz 2.12 Die komplexen Zahlen [C,+, -] bilden einen Kérper. Es gelten also die Rechen-
regeln K1 — K9 fur die Addition + und die Multiplikation - .

Beweis. Diese Eigenschaften folgen direkt aus den Koérpereigenschaften von R und den
Definitionen von + und -. Man erhélt z.B. durch direktes Nachrechnen: (0,0) ist das
neutrale Element der Addition, (1,0) das neutrale Element der Multiplikation. Das Ne-
gative zu z = (a,b) € C ist —z := (—a,—b). Das Inverse zu w = (a,b) # (0,0) ist

1 . —b :
w (ﬁ, m), denn es gllt}

a —b )(a2+b2 ba — ba
a2+ b2 a2 +02)  \a2+0b2 a2+ b2

(a,b) - ( ) — (1,0). 0

Im Gegensatz zum Korper der reellen Zahlen ist der Korper der komplexen Zahlen nicht

angeordnet (Ubungsaufgabe).

Potenzen komplexer Zahlen

Fiir z € C mit z # 0 sei 27! := % Die Potenzen 2" fiir n € N seien induktiv durch z! := z,

2l = 2n . 2 erklirt. Weiterhin sei 2" = (%)n = ﬁ Wir vereinbaren zusétzlich fiir
jedes z € C, dass 20 = 1. Fiir zwei komplexe Zahlen z, w € C beweist man wie im Reellen

(Satz 2.7) die binomische Formel

n
(z+w)" =Y (})2FwF fir alle n € N.
k=0
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Die algebraische Form der komplexen Zahlen

Fiir den bequemen Umgang mit den komplexen Zahlen eignen sich die nun folgenden
Vereinbarungen:

Nach Definition gilt fiir die komplexen Zahlen (a,0) und (b, 0)

(a,0) 4+ (b,0) = (a + b,0) und (a,0) - (b,0) = (a-b,0).

Die Zuordnung a € R +— (a,0) € C ist also eine Einbettung der Menge der reellen
Zahlen in die Menge der komplexen Zahlen, die mit den jeweiligen Korperoperationen +
und - vertréglich ist. Wir kénnen deshalb R als Teilkorper von C auffassen. Dies werden
wir in Zukunft tun und die komplexe Zahl (a, 0) einfach mit a bezeichnen. Dies rechtfertigt
auch die Bezeichnung 0 := (0,0) fiir das neutrale Element der Addition und 1 := (1,0)
fiir das neutrale Element der Multiplikation. Die komplexe Zahl (0, 1) bezeichnen wir mit

i und nennen sie die imagindre Einheit. Fir ¢ = (0, 1) gilt
#=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = 1.

Die Gleichung x? = —1 ist also im Korper der komplexen Zahlen lésbar.

Ist z = (a,b) eine beliebige komplexe Zahl, so gilt mit unseren Vereinbarungen
z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1)(b,0) =a+1i-b.

Jede komplexe Zahl z € C ist also in der Form

‘z:a—i—ib a,bGR‘ (2.7)

darstellbar. Dies ist die iibliche Darstellung der komplexen Zahlen. Man nennt die Darstel-
lung (2.7) auch die algebraische Form der komplexen Zahl. Benuzt man diese Darstellung,

dann kann man mit den komplexen Zahlen genauso wie mit den reellen Zahlen rechnen,

indem man > = —1 beriicksichtigt. Es gilt also fiir z; = a1 + i by und 22 = as + i by
21+ 29 = (a1 + ib1) + (ag +ibg) = (a1 + a2) + 1 (bl + b2) (2.8)
2129 = (a1 + ibl) . (ag + ibg) = (alag — bﬂ)g) +1 (albg + blag) (2.9)

Definition 2.16. Ist z = a +ib € C, so heifit Re(z) := a Realteil von z und Im(z) :=b
Imagindrteil von z. Ist Re(z) = 0, so heifit z rein imagindgr. Ist Im(z) = 0, so heifit z

reell.

Beispiel: Sei z = a + ib # 0. Dann ist
1 1 a—1b a—1b a b

z_a+ib:(a+ib)(a7ib) 2+ 210 a2+ b2

also gilt
1 a 1 b

Re(;) =2 Im(2) ST

Definition 2.17. Ist z = a + ib € C eine komplexe Zahl, so heifst Z := a — ib die

konjugiert komplexe Zahl zu z.

Es gelten folgende, mit Hilfe der Definitionen leicht zu tiberpriifende Rechenregeln:
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Satz 2.13 Fur alle komplexen Zahlen z und w gilt:

Ny

1. z4+w=z4+w, Z-w=2Z-w, =z.

2. z4+4Z=2-Re(z), z—2z=2i-Im(z).

3. Z=z <= z€eR

4. z-Z= Re(z)?+Im(2)? . Insbesondere ist 0 < z-Z € R. O

Definition 2.18. Sei z = a + ib € C eine komplexe Zahl. Der Betrag wvon z ist die reelle

Zahl
|z| ;== Va2 + b2 =Vz- Z.

Satz 2.14 (Eigenschaften des Betrages komplexer Zahlen)

Seien z und w komplexe Zahlen. Dann gilt:

|z| >0, wobei |z| =0 genau dann, wenn z = 0.
|2 - w| = [2] - Jw].
|z + w| < |z| + |w|. (Dreiecksungleichung)

2] = |wl| < |2 + w].
2| = 2]
[Re(2)| < [2], [Im(z)] <|z].

S

Beweis. 1., 5. und 6. folgen trivialerweise aus der Definition. Formel 2. folgt aus
|z - w|? = (2w)(Z0) = 2Z - ww = |2 - |w]?.
Die Dreiecksungleichung erhalt man durch
|z +wl’ = (z +w)(zFw)

=(z+w)(z+w)

= 2Z + ww + wz + 2w

= 2Z + wW + wZ + wz

= |2]> + |w|* + 2 - Re(w?)

< [ + w]? + 2 - w2l

= |2* + Jwl* + 2wl - |2]

= (J2] + [w])?.

Formel 4 wird wie in Satz 2.1 mit Hilfe der Dreiecksungleichung bewiesen. a

Die Polarform (trigonometrische Darstellung) der komplexen Zahlen

Wir kommen nochmal auf die geometrische Interpretation der komplexen Zahlen zuriick.
Der Darstellung der reellen Zahlen auf einer Geraden entspricht die Darstellung der kom-
plexen Zahlen in der Ebene, die man deshalb oft Gauflsche Zahlenebene oder komplexe
Zahlenebene nennt.

Wir fixieren ein kartesisches Koordinatensystem in der Ebene und stellen die komplexe
Zahl z = (a,b) = a +ib € C als Punkt der Ebene mit den Koordinaten (a,b) dar.
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imaginare Achse (y-Achse)
iR

A

, z=(a,b) =a+bi
b

| -
T

1 a R

reelle Achse (z-Achse)

Die reellen Zahlen R entsprechen der x—Achse, die rein imaginaren Zahlen iR der y—Achse.
Nach dem Satz von Pythagoras ist der Betrag |z| = Va2 4+ b2 gleich dem Abstand
des Punktes z = (a,b) zum Ursprung des Koordinatensystems. Die komplexe Zahl
z = (a,—b) = a — ib entsteht durch Spiegelung von z an der reellen Achse. Fiir z # 0
sei ¢ der orientierte Winkel zwischen der x—Achse und dem Strahl vom Ursprung durch

z, gemessen in positiver Richtung (entgegen dem Uhrzeigersinn). Dann gilt

a .
cosp =— und sinp =

E KN

Die Darstellung

‘ z= |z|(cos<,0+i-sin<p)‘ (2.10)

heifit trigonometrische Darstellung oder Polarform der komplexen Zahl z £ 0. Der Winkel
¢ heifit Argument von z und wird mit arg(z) bezeichnet. Das Argument ¢ ist bis auf

ganzzahlige Vielfache von 360° eindeutig bestimmt.

Geometrische Deutung von z; + 25:
Die Summe 21 4 25 entspricht dem Endpunkt der vom Nullpunkt ausgehenden Diagonalen

im von z; und zo gebildeten Parallelogramm.

iR )
i(b1 + b2) 21 + 22 = (a1 + ag) + (b1 + b2)
ibg Z9 29 = a2 + ibz
ib1 / 21 z1 = a1+ ib
as Cﬁ &1 + az .

R
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Geometrische Deutung von z; - zo:

Seien z1, z9 # 0. Wir betrachten die trigonometrische Darstellung von z; und 2o

z1 = |z1|(cos p1 + isin ),

zo = |z2|(cos w2 + isin ¢a).
Nach den Additionstheoremen fiir cos und sin gilt

21+ 29 = |21]]22] - {(cos ¢1 - cos pa — sin ¢y - sin p9)

+ 7 - (sin 1 - cos w2 + sin g - cos p1)}
= |21 - 22 - (cos(ip1 + p2) + i - sin(pr + ¢2))

und folglich |21 - 22| = |21 - |22] und arg(z; - 22) = arg(z1) + arg(z2).
Nach diesen Formeln kann z; - 29 gezeichnet werden.

\
\
\

1

—~

I
I
|
|
T

lw| = |21 - 2]

Fiir die Winkel gilt ¢ = arg(z1) und p2 = arg(zz). Der Punkt z; - 2o liegt auf dem vom
Ursprung ausgehenden Strahl, der mit der reellen Achse R den Winkel ¢ + @2 einnimmt.
Mittels des Strahlensatzes erhdlt man einen Punkt w auf dem Strahl durch den Ursprung

und 2o mit |w| = |21]|22] = |21 - 22|. Man dreht diesen Punkt w um den Winkel ¢; um den
Ursprung und erhélt den Punkt 2z - 25.

Wurzeln aus komplexen Zahlen

Wir definieren nun Wurzeln aus von Null verschiedenen komplexen Zahlen. Wie wir gerade
gesehen haben, gelten fiir eine komplexe Zahl z # 0 die Formeln

und

arg(z") =n-arg(z).
Damit erhalten wir
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Satz 2.15 Sei w € C eine von Null verschiedene komplexe Zahl mit dem Betrag r := |w|
und dem Argument ¢ =: arg(w) € [0,360°), d.h. w = r(cose + isinp). Dann hat die

Gleichung 2" = w genau n verschiedene komplexe Lisungen, namlich

360° 360°
zk::{L/?-<cos((p+k)+isin<so+k‘ )),
n n n n

wobei k €{0,1,2,...,n—1}.

Beweis. Fiir die komplexen Zahlen z; gilt nach Definition

360°
|2k = /r  und arg (zr) = 2k =
n

D Pk
n

Hieraus folgt
2 = (Yr)" (cos(go + k- 360°) 4 i sin(¢p + & - 360°)> = |w|(cosp +isiny) = w.
SN—— h/—)’
|25 |™ n-arg (zx

Wir haben also n verschiedene Losungen der Gleichung 2" = w gefunden. Wir zeigen,
dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z eine beliebige Losung von 2" = w und z =
|z|(cos ¢ + i - sinyp) die trigonometrische Darstellung von z. Es gilt |z|™ = |w| und folglich
2| = ¥/Jw]. Weiterhin ist n - ¢ = ¢ + 360°¢, fiir ein £ € Z und somit 1) = 2+ E@. Wir
teilen ¢ durch n mit Rest: { = k+rn,r € Zund 0 < k < n—1. Dann gilt ¢ = ¢ +r-360°
und folglich z = z. a

Die n verschiedenen Losungen von 2™ = w mit w # 0, heiflen die n. Wurzeln von w.

Geometrische Deutung der Wurzeln:
Die Losungen z; von z" = w bilden die Ecken eines regelméfligen n-Ecks auf dem Kreis

vom Radius {/|w].
iR
<1

20

2 9( R

23

Die n verschiedenen Losungen der Gleichung 2™ = 1 heiflen n.-Finheitswurzeln. Sie sind

gegeben durch

o o

360 . 360
) + 4 sin (k: ),
n n

Zl, = COS (k:

wobei k € {0,1,...,n—1}.
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Wir formulieren abschlieBend den Fundamentalsatz der Algebra, der eine der wichtigsten

Aussagen iiber komplexe Zahlen enthélt.

Satz 2.16 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es seien ag, a1,...,an_1 komplexe Zahlen. Dann besitzt die Gleichung
P(z):=2"+ an_12" P aiz+ag=0
eine Losung \ € C. Dabei gilt
P(z)=(z=N)(z" 4+ by 02" 24+ .. 4 b1z +by),

wobei by, ..., b,—o komplexe Zahlen sind. Ein komplexes Polynom P(z) von Grad n hat
also genau n Nullstellen A1, ..., \, € C und es gilt

Piz)=(z=XM)-(z—=A2)-...- (2= \n),

wobei die Nullstellen nicht alle verschieden sein mussen.

Den Beweis dieses Satzes fiir allgemeine n werden wir spater in Kapitel 4 fiihren. Wir
beweisen den Fundamentalsatz der Algebra hier zunédchst nur fiir n = 2. In diesem Fall
erhilt man alle komplexen Losungen z der quadratischen Gleichung z? 4+ a1z 4+ a9 = 0

mittels quadratischer Ergéinzung. Es gilt:

z2—|—alz+ao:0
a1\?2 a3
<— (z—i-*) +ag——=0

2 4
9 . ax aj
= v=w wobei v:zz—i—; und UJZZ—@O-

1. Fall: w # 0. In diesem Fall kénnen wir die Gleichung v? = w nach Satz 2.15 16sen. Wir

2

erhalten genau 2 verschiedene komplexe Losungen +vy von v = w. Daraus ergeben sich

zwei komplexe Losungen” A; und Ay von 22 + a1z + ag = 0 mit

2
= —% 4+v9 und Ay := f% — 2, wobei vg = % — agp.
Auflerdem gilt:
a a a2
(z=A)(z = A2) = (Z—U(H'?l) <Z+Uo+?1) = <z+?1> — vl
2 2 2
= (z—i—%) —w = (z—i—%) —%—i—ao = z2+alz+a0:0.
2. Fall: w = 0. In diesem Fall gilt ag = %% und deshalb
z2+a12+a0 = (z—i—@) <z+ﬂ>.
2 2
Folglich ist A\ = Ao = —%1 eine 2-fache komplexe Losung von 22+ a1z +ag=0. O

7 Vergleichen Sie diese Lésungen mit der Losungsformel im reellen Fall!!
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Folgen und Reihen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Behandlung von Grenzprozessen, die zu den wich-
tigsten Prinzipien der Analysis gehoren. Viele Groen (spezielle Zahlen, Funktionswerte,
Flacheninhalte, Volumen, ...) werden nicht durch eine geschlossene Formel angegeben,
sondern als Grenzwert einer bestimmten Folge definiert und dann in der Regel durch
Approximationsverfahren ndherungsweise berechnet. Um dies zu tun, bendtigt man den

Begriff der Folge und ihres Grenzwertes.

Definition 3.1. Sei X eine nichtleere Menge. Unter einer Folge in X wversteht man eine
Abbildung
fN— X
n — Ty,

die jeder natirlichen Zahl n einen Punkt x, € X zuordnet.

Eine Folge ist also eine durch die Abbildung f gegebene Aufzdhlung von Punkten in
X, wobei Punkte auch mehrfach vorkommen kénnen. Wir geben kiinftig lediglich die

Bildwerte der Abbildung f an und benutzen fiir die Folge die nachstehenden Schreibweisen:

x1,T2,x3,... oder (x,)s%; oder (xp)peny oder kurz (xn)‘

Um den Grenzwert einer Folge zu definieren, benétigt man ein Konzept, mit dem man
den Abstand zwischen Punkten von X messen kann (wann sind sie weit von einander
entfernt, wann liegen sie dicht beieinander?). Eines dieser Konzepte ist die Festlegung einer
Abstandsfunktion d auf X, die den Abstand zwischen zwei Punkten mifit. Dies fiihrt auf
den Begriff des metrischen Raumes (X, d), den wir im 2. Semester der Analysis-Vorlesung
behandeln werden. In diesem Kapitel der Vorlesung werden wir zunichst den Spezialfall
von Folgen reeller Zahlen und Folgen komplexer Zahlen behandeln (X = R bzw. X = C).

In diesem Fall haben wir durch den Betrag eine Abstandsfunktion gegeben:

Der Betrag |z — y| beschreibt den Abstand der Zahlen x und y voneinander.
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3.1 Folgen in R und in C

3.1.1 Konvergente Zahlenfolgen und ihre Eigenschaften

Definition 3.2. Sei (z,,) eine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen. Wir sagen, dass
(xn) gegen die Zahl v € R (bzw. © € C) konvergiert, falls zu jedem € > 0 ein (von e
abhdngender) Index ny = no(e) € N ezistiert, so dass |x — x| < € fiir alle n > ng. Der
Punkt x heifst Grenzwert (GW) der Folge (x,,). Besitzt eine Folge (x,,) einen Grenzwert,

so heif$t sie konvergent. Besitzt die Folge (x,,) keinen Grenzwert, so heif§t sie divergent.

Fiir eine gegen = konvergente Zahlenfolge (x,,) schreiben wir:

lim z, =« oder Ty — T oder kurz Ty — X |.
n—o0 n—oo

Im Fall einer komplezen Zahlenfolge (x,) bedeutet die Konvergenz z,, — x, dass ab dem
Index ng(e) alle Folgenglieder z;, in der offenen Kreisscheibe K. (x) um = mit dem Radius
e liegen:

xn € K (x):={2€C||x—2z|<e} Vn > ng(e).

Im Fall einer reellen Zahlenfolge (z,) bedeutet die Konvergenz x,, — z, dass ab dem

Index ng(e) alle Folgenglieder z,, im offenen e-Intervall I (z) um z liegen:

Tp € L(x):=(x—c,x+e) CR  Vn>mnp(e).

Satz 3.1 (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Der Grenzwert einer konvergenten Folge

i R und in C ist eindeutig bestimmi.

Beweis. Sei (xy,) eine Folge in R (bzw. in C), die gegen die reellen (bzw. komplexen) Zahlen
x und z* konvergiert. Angenommen = # x*. Dann ist € := |z — 2*| > 0. Also existieren ng

und ng mit
€ * € *
|x—mnl<§ Vn>ny und |z —a;n|<§ vV n > ng.
Somit gilt |z — x| < § und |2 — x,| < § fiir alle n > max(ng, ng). Mit der Dreiecksun-

gleichung fiir die Betrége (Satz 2.1 und Satz 2.14) folgt fiir ein solches n

. . _E €
e=lv—2"| <|x—xp| +|T0 — T |<§—|—§:5.

Dies ist aber ein Widerspruch. O

Satz 3.2 Ist (zy,) eine konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen, so ist die Menge
{|zn| | n € N} C R beschrdnkt.
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Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge in R (bzw. in C) und z = ILm xy,. Nach Definition
n—oo
der Konvergenz existiert ein ng € N, so dass |z, — z| < 1 fiir alle n > ng. Aus der

Dreiecksungleichung erhalten wir
|zn| = [(xr, — ) + 2| < |xp — 2| + 2| < 1+ |2] VYN > ne.

Dann ist M := max(|z1],|z2]|,...,|Tne—1],1 + |z|) eine obere Schranke und m = 0 eine
untere Schranke von {|z,| | n € N}. O

Ist (x,) eine reelle Folge, dann liegen alle Folgenglieder im Intervall (—M, M) C R. Ist
(xy,) eine komplexe Folge, dann liegen alle Folgenglieder in der Kugel K,(0) C C.

Der néachste Satz zeigt, dass der Grenzwertbegriff mit der algebraischen Struktur von R

bzw. C vertraglich ist.

Satz 3.3 Seien (z,) und (w,) konvergente Folgen reeller oder komplexer Zahlen mit den

Grenzwerten lim z, = z und lim w, = w. Dann konvergieren auch die Folgen (z,+wy),
n—oo n—oo

(2 - wp,), (;—Z) falls w # 0, und (|zy|) und es gilt:
a)

b) lim z, w, = lim 2z, - lim w, =z - w.
n—oo n—0o0 n—o0

lim (z, + wy) = lim z, + lim w, =z +w
n—oo n—oo n—oo

c) Istw #0, so ist auch w, # 0 fir alle n gréfier als ein ny € N, und es gilt

lim z
. Zn n—oo z
lm — = ——“"—— = —.
n—00 Wy, lim w, w
n—oo
d) lim |z,| =] lim z,| = |z|.
n—oo n—oo

Beweis. Zu a) Nach Dreiecksungleichung gilt
(2 +wn) — (2 +w)| = (20 = 2) + (wn —w)[ < |20 — 2[ + [wn —w],

Sei € > 0. Da (z,) gegen z und (wy,) gegen w konvergiert, existieren Indizes ng, n§ € N, so
dass

£ £
|zn—z|<§ V'n>ng und |wn—w|<§ V'n > ng.

Daraus folgt

£ €
\(zn+wn)—(z+w)|<§+§:€ V n > max(ng, ng)
und somit lim (z, + wy) = (2 + w).
n—oo
Zu b) Nach Dreiecksungleichung gilt
|znwy, — zw| = |zp(wn, —w) +w(zn — 2)| < |znl||wn — w| + |w|zn — 2]

Da (z,) konvergiert, existiert nach Satz 3.2 eine positive reelle Zahl M, so dass |z,| < M
fiir alle n € N. Wir wahlen M auflerdem so grof}, dass M > |w|. Dann folgt
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|znwn, — zw| < M - |wy, —w|+ M - |z, — 2| Vn € N.
Sei nun € > 0. Da (z,) gegen z und (w,,) gegen w konvergiert, existieren Indizes ng, n§ € N,
so dass

£
2M

g

|z — 2] < Wi

Vn > ng und |wy, —w| < Vn > ng.

Folglich gilt
|znwy, — zw| < e Vn > max(ng,ng),
d.h. die Folge (z,wy) konvergiert gegen zw.
Zu c¢) Da w # 0 und (wy,) gegen w konvergiert, existiert eine positive reelle Zahl 1 so dass

0 < n < |wy] fur alle n groBer als ein ng. Man erhalt

Zn z

Wy, W

Zp W — Wy * 2

Wy, + W

B |(zn — 2)w — (wy, — w)z|

|wn - |w]

[2n = 2[|w] + |wn — w]|z]

[wp| - Jwl
B lw] B 2]
<lzn—z2| — 4 |wy, — w| - .
njwl njwl

Seinun € > 0. Da (z,) gegen z und (wy,) gegen w konvergiert, existeriert ein Index n§ > no,
1 3 |2|
n 2

sodass |z —z,| - <5 und |w— wy- Tl < 5 fiir alle n > ng. Daraus folgt
z z
- Zl<e  Vn>ng
W, W

Also konvergiert die Folge () gegen Z.

zZ
Wn

Zud) Sei z, — z und £ > 0. Aus den Betragseigenschaften folgt
|zn| = 2] | < |zn— 2] <€ ¥ n >mnp(e).

Also konvergiert (|zy,|) gegen |z|. O

Der néchste Satz fiihrt die Konvergenz von komplexen Folgen auf die Konvergenz von

reellen Folgen zuriick.

Satz 3.4 FEs sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen und z € C. Dann sind folgende Aussa-

gen dquivalent:

a) (zn) konvergiert gegen z.
b) Die Folge der Realteile (Re(zy,)) konvergiert gegen Re(z) und die Folge der Imagindrtei-
le (Im(zy)) konvergiert gegen Im(z).

¢) Die Folge der kongugiert komplezen Zahlen (Z,) konvergiert gegen Z.
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Beweis. a) <= b): Sei z, = ay, + ib, und z = a + ib. Dann gilt

|2 — 2| = V(a — an)? + (b —by)2. (3.1)

Sei e > 0.
a) = b): Konvergiert (z,) gegen z, so existiert ein ng € N mit |z — z,| < ¢ fur alle
n > ng. Dann gilt wegen (3.1)

la —an| <|z—2,| <€ und [b—by| <|z—2zn| <e Yn > ng.
Folglich konvergiert (a,) gegen a und (b,) gegen b.
b) = a): Konvergiert (a,) gegen a und (b,) gegen b, so existiert ein ng € N so dass

|a—an|<% und |6 — by <% Vn > ny.
Dann folgt mit (3.1)
|z — zn| <,
d.h. (z,) konvergiert gegen z.
a) <= c): Dies folgt aus |z — z,| = |Z — Zp|. O

In den reellen Zahlen haben wir auer den algebraischen Rechenregeln (Korpereigenschaf-
ten) auch die Anordnungseigenschaft (z < y). Auch diese Eigenschaft ist mit der Grenz-

wertbildung vertraglich.

Satz 3.5 Seien (x,) und (yn) zwei konvergente Folgen reeller Zahlen mit den Grenzwerten
lim z, = und lim y, =y.
n—oo n—oo
a) Gilt x,, <y, fir alle n > n*, so folgt x < y.
b) Sei (un) eine weitere Folge reeller Zahlen mit x, < u, < y, fir alle n > n* und
sei x = y. Dann ist die Folge (u,) ebenfalls konvergent und es gilt lim u, = x.
n—oo
[Sandwich-Lemma).
Beweis. Zu a) Angenommen, es wire z > y. Wir setzen € = x — y > 0. Dann existiert ein
no € N, so dass
€ €
|zy, — x| < 3 und |y, —y| < 3 V' n > ng.
Deshalb ist x, > x — § =y + § > y, fiir alle n > ng. Dies steht aber im Widerspruch zur
Voraussetzung und somit war die Annahme x > y falsch.
Zub) Sei x, < u, <y, fir alle n > n*. Da x,, - = und y,, — =, existiert fiir jedes € > 0
ein ng so dass |z, —z| < £ und |y, — 2| < § fiir alle n > ng. Aus der Dreiecks-Ungleichung
folgt:
|z — up| < |z —2p| + |20 — up

<z —ap| + 20 — ynl

< |z —@pl + |2n — 2| + |7 — Yn

<44 Vn > {n*,no}

-+ -+ - n > max{n*,no}.
4744 = o

Folglich konvergiert die Folge (u,,) gegen x. O
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Definition 3.3. Fine Folge (z,) von reellen oder komplexen Zahlen, die gegen O konver-
giert, heifit Nullfolge.

Aus den Sétzen 3.3 und Satz 3.5 folgt dann sofort:

e FEine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) ist genau dann eine Nullfolge, wenn die
Folge der Betrige (|z,|) eine Nullfolge ist.

e Sind (z,) und (w,) Nullfolgen, so ist auch (z, + wy,) eine Nullfolge.

o Ist (z,) eine Nullfolge und (wy,) eine konvergente Folge in R oder in C, so ist die Folge
(znwy,) ebenfalls eine Nullfolge.

e Ist (y,) eine Nullfolge reeller Zahlen und (z,) eine weitere Folge reeller Zahlen mit

0 <z, <y, fir fast alle n € N, dann ist (x,) ebenfalls eine Nullfolge.

Wichtige Beispiele konvergenter Folgen in R bzw. C:

1. Sei g eine positive rationale Zahl. Dann gilt | lim (%)q =0.
n—o0

-

Nach dem Archimedischen Axiom existiert zu jedem ¢ > 0 ein ng € N, so dass nio < ega.

1
n

Folglich ist | ( )q | < e fiir alle n > ng, woraus die Behauptung folgt.

2. Sei z eine positive reelle Zahl. Dann gilt | lim /x = 1.

n—oo

Um dies einzusehen, betrachten wir zunédchst x > 1. Sei z,, := ¢z — 1. Dann gilt 2, > 0

und aus der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir
r=14z,)" > 14+n-x,.

Also gilt 0 < x,, < ”"T_l Da ( ‘”T_l) eine Nullfolge ist, konvergiert (z;,) ebenfalls gegen Null,
und somit ({/z) gegen 1.
Ist 0 < 2z < 1, so folgt % > 1 und wir erhalten mittels Satz 3.3 und dem gerade Bewiesenen
lim ¢z = lim —= =1.

n—00 n—oo 7/ 1

3. Esgilt | lim ¢/n=1.

Zum Beweis betrachten wir die Folge x,, := {/n — 1 fiir n > 2. Es gilt z,, > 0. Aus der

binomischen Formel folgt

1
n=1+z,)" > <Z> z2 = gn(n —1)z2.

Folglich gilt 0 < z,, < {/-25. Nach 1. ist (,/-%;) eine Nullfolge, somit ist (z) ebenfalls

n—1

eine Nullfolge und folglich gilt lim {/n = 1.
n—o0

4. Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt | lim 2" = 0.

n—oo

Dies sieht man folgendermaflen: Da 0 < |z| < 1, existiert fiir jedes € > 0 ein ng € N mit
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|z|" < e.Da| z | < 1ist, erhélt man |z|" < |z|™ fur alle n > ng, das heifit |z|" = |[2"]| < ¢

fiir alle n > ng. Folglich gilt lim 2" = 0.

n—oo

5. Sei z € C mit |z| > 1 und k € N eine fixierte natiirliche Zahl. Dann gilt | lim nt — .

n
n—oo *

Dies bedeutet, dass fiir |z| > 1 die Folge der Potenzen |z|" schneller wéchst als jede noch
so grofle Potenz von n. Zum Beweis setzen wir x := |z| — 1 und wahlen eine natiirliche
Zahl p > k. Fir jedes n > 2p folgt aus der binomischen Formel

p—Faktoren

--...-on—(p-—-1
oy (1) - 2D OG0T
p b
Da p < %, ist jeder der Faktoren n, (n —1),..., (n — (p — 1)) grofer als §. Es folgt

(1+z)" > (5)P- ’;—T und somit

2P,

k

n 2P . pl 2P . pl 1

0<—< < c—.

|z|* " ap-npk T xP n
——

konstant

Auf der rechten Seite steht eine Nullfolge, also ist lim 7;—: =0.

n—o0

Definition 3.4. Sei (x,) eine Folge reeller oder komplexer Zahlen. Unter einer Teilfolge
von (x,,) verstehen wir eine unendliche Auswahl von Elementen dieser Folge, d.h. eine

Folge (n, );";1, wobei {ni,na,n3,...} eine Teilmenge von N mit n; < ng < ng < ... ist.

Offensichtlich gilt:

Satz 3.6 Ist (z,) eine gegen x konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann

konvergiert jede Teilfolge von (x,,) ebenfalls gegen x.

Definition 3.5. Sei (z,,) eine Folge reeller (bzw. komplexer) Zahlen. Ein Punkt x € R
(bzw. x € C) heifit Hiufungspunkt der Folge (xy), wenn es eine Teilfolge (v, );";1 von
(z5) gibt mit lim z,, = .

j—o00

Die Menge der Héaufungspunkte von (x,) bezeichnen wir mit HP(xy,).

Beispiele:
1. Sei (z,,) eine gegen x konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen. Dann gilt nach
Satz 3.6, dass HP(xy,) = {z}.
2. Wir betrachten die reelle Folge (x,,) mit
.: % falls n gerade
" 1 falls n ungerade
Dann gilt HP(x,) = {0,1}.
3. Es sei (zy,) die komplexe Folge mit z, := cos(n - 45°) + i sin(n - 45°). Dann gilt 25 = 1.
Firn =1,2,...,8 erhalten wir die acht verschiedenen 8. Einheitswurzeln. Auflierdem

gilt zp4+8 = 2. Folglich gilt: HP(z,) = {21, 22,..., 23}
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3.1.2 Spezielle Eigenschaften reeller Folgen

In diesem Abschnitt betrachten wir weitere, spezielle Eigenschaften von Folgen reeller
Zahlen. Wir nutzen dabei aus, dass R ein vollstdndiger angeordneter Korper ist.

Um spater Formulierungen vereinheitlichen zu konnen, betrachten wir zunéichst eine spe-
zielle Sorte von divergenten Folgen reeller Zahlen und ordnen diesen den Grenzwert 400

oder —oo zu.

Definition 3.6. Sei (x,,) eine Folge reeller Zahlen.

Wir sagen, dass (x,) gegen +oo strebt, falls zu jedem M € R ein ng € N existiert mit
Ty > M fiir alle n > nyg.

Wir sagen, dass (x,) gegen —oo strebt, falls zu jedem M € R ein nyg € N existiert mit
Tn < M fiir alle n > ng.

Fiir Folgen reeller Zahlen, die gegen 400 bzw. —oo streben, benutzen wir die Schreibweise

lim x, = +o0 bzw. lim z, = —oc.
n—oo n—oo

Man nennt diese Sorte divergenter Folgen reeller Zahlen oft auch bestimmt divergent oder
uneigentlich konvergent (je nach Autor des benutzten Buches) und +oo den uneigentlichen

Grenzwert.

Beispiele:

2

o Ist x,, = n oder x, =n~, so gilt lim x, = +o0.

n—oo
e Die Folge 1, 0, 2, 0, 3, 0, 4, 0,... ist in R divergent, strebt aber nicht gegen +o0,
obwohl sie beliebig grofie Glieder enthélt.
e Aus x, — +o0o und y, — +oo folgt =, + y, — +o00 und z, -y, — +oc.

e Aus z, — 400 und y, — a fir a > 0 folgt =, +y, — +o0 und z, -y, — +00.

1
Tn

e Wenn z, — 400, so — 0.

e Wenn z, — 0 und x, > 0, so i—)—{—oo.
Aus z,, — 400 und 3, — 0 kann man i.a. nichts iiber das Verhalten von x,, - i, folgern,
wie die folgenden Beispiele zeigen.

1

e Seiz, =n’undy, = o

so gilt z, -y, =n — +oo.
e Sei z, =n? undynzﬁ,sogilt Ty Y =1 — 1.

° Seia:n:n2 undyn:n%asogﬂt xn'yn:%—>0.

% falls n gerade
2i falls n ungerade

. 1 falls n gerade
gilt xn-yn =19
2

e Fiir z, =n und = ’
n Yn falls n ungerade

Folglich konvergiert x,, - ¥, iberhaupt nicht.

Definition 3.7. Fine Folge reeller Zahlen (x,,) heifit beschrdnkt (von oben beschrinkt bzw.
von unten beschrankt), wenn die Menge der Folgenglieder {z,, | n € N} C R beschrinkt

(von oben beschrankt bzw. von unten beschrinkt) ist.
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Fiir eine beschriankte Folge (x,,) gibt es eine Zahl M € RY mit |z,| < M fiir alle n € N.
Aus Satz 3.2 wissen wir, dass jede konvergente Folge reeller Zahlen (x,) beschrankt ist.
Die Umkehrung gilt nicht. Aus dem Vollstandigkeitsaxiom der reellen Zahlen erhalten wir

aber die folgende Eigenschaft beschrinkter Folgen!.

Satz 3.7 (Satz von Bolzano/Weierstraf3, 1.Teil)
Jede beschrankte Folge reeller Zahlen besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. einen Haufungs-

punkt.

Beweis. Sei (x,) eine beschriankte Folge reeller Zahlen. Dann existiert ein M > 0 mit
—M < x, <M fur alle n € N. Wir betrachten die folgende Menge A C R:

A:={reR|z <z, firunendlich viele n}.

1. A ist nicht leer, da —M € A.

2. A ist nach oben beschrankt, da zum Beispiel M eine obere Schranke ist.

Nach dem Satz 2.2 existiert ein Supremum g = sup A der Menge A. Wir zeigen nun, dass
g ein Haufungspunkt von (z,,) ist. Zunéchst zeigen wir, dass fiir jedes € > 0 im Intervall
(9 — €,9 + ) unendlich viele Folgenglieder liegen. Sei also & > 0. Aus der Definition des

Supremums erhalten wir

a) g+¢e ¢ A. D.h. fiir hochstens endlich viele x,, gilt die Ungleichung g + ¢ < z,.
b) Es existiert ein z € A mit g —e < z. Somit sind unendlich viele Folgenglieder x,, gré8er

oder gleich z, also grofier als g — e.

Insgesamt folgt also, dass unendlich viele Glieder der Folge (x,) im Intervall (g —e,g +¢)

liegen. Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge (zy, ) von (x,) auf folgende Weise.

e=1l=dz, 19g-—1<z, <g+1

1 1 1
e=—-=3Tp,  9— =< Tp, < g+

92 2 5) n2 > nq,

1 1
e=—=3dxp, : g— - <xp, <g+

N > Np—1 ...
L L k k—1

%a
Damit haben wir eine Teilfolge (zy,,) von (z,,) gefunden mit |2, — g| < + fiir alle k € N.

Somit ist klim Ty, = g und ¢ ein Haufungspunkt von (zy,). ad
—00

Definition 3.8. Eine Folge reeller Zahlen (x,,) heifit

e monoton wachsend, falls v1 < xo < a3 <

e monoton fallend, falls x1 > x9 > x3 >

e monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton fallend ist.

! Karl WeierstraB (1815-1897), Bernhard Bolzano (1781-1848).
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Satz 3.8 (Satz von Bolzano/Weierstrafl, 2.Teil)

Jede monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge reeller Zahlen (x,) konvergiert,
und zwar gegen sup {x, | n € N}.

Jede monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge reeller Zahlen (x,,) konvergiert, und

zwar gegen inf {z, | n € N}.

Beweis. Sei () monoton wachsend und nach oben beschrénkt. Nach Satz 2.2 existiert
das Supremum ¢ = sup {x,, | n € N}. Wir zeigen, dass (z,) gegen g konvergiert. Sei e > 0.
Nach Definition des Supremums existiert ein mgp € N mit x,,,, > g — ¢, also mit z,,, €
(9 —¢,9]. Da (x,) monoton wachsend ist, gilt g — e < @y, < x, < g fur alle n > my.
Folglich konvergiert (x,) gegen g.

Den Beweis fiir monoton fallende, nach unten beschrankte Folgen fiihrt man analog. O

Sei nun (x,,) eine beschrankte Folge reeller Zahlen. Dann ist die Menge der Haufungspunke
H P(x,) nicht leer (Satz 3.7) und ebenfalls beschrénkt (Ubungsaufgabe). Folglich existiert

das Supremum und das Infimum? von HP(z,,).

Definition 3.9. Sei (x,,) eine beschrinkte Folge reeller Zahlen.
Das Supremum der Menge der Héaufungspunkte von (x,) nennt man auch limes superior

von (x,) und bezeichnet es mit

lim sup x,, := lim x,, := sup HP(x,).
n—oo
Das Infimum der Menge der Haufungspunkte von (xy) nennt man auch limes inferior von
(z5,) und bezeichnet es mit

liminf z,, := lim x,, := inf HP(z,,).
n—oo

Ist (xy,) nicht nach oben beschrdankt, so setzen wir limsup x,, := +00.
n—oo

Ist (xy,) nicht nach unten beschrinkt, so setzen wir liminf x,, := —o0.
n—oo

Satz 3.9 Sei (z),) eine beschrdnkte Folge reeller Zahlen. Dann gilt

lim z, = g <= limsupx, =liminfz, =g.
n—00 n—00 n—00
Beweis. (=) Sei (z,,) gegen g € R konvergent. Dann gilt HP(z,) = {¢g} und somit

liminf z, = limsupx, = g¢.
n—00 n—00

(<) Sei umgekehrt limsupz, = liminfz, = ¢g. Dann gilt HP(x,) = {g}, das heifit
n—o00 n—00
jede konvergente Teilfolge von (x,) konvergiert gegen g. Angenommen (x,) wiirde nicht

gegen g konvergieren. Dann existiert ein € > 0, so dass gilt

2 Man kann auch zeigen, dass das Supremum und das Infimum in der Menge der Haufungspunkte liegen,

d.h, dass es einen grofiten und einen kleinsten Haufungspunkt gibt.
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VYng In>mng mit |z, —g| >e.
Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge von (z,,) folgendermafien:

np=1=3In1>1: |z, —g| >e¢,
ng=n1+1=dno >nqy : |$n2—g‘26,...,

no=ng_1+1=3Ing>ng_1 : |[Tn, —9g| >c¢,...

Dadurch erhalten wir eine Teilfolge (zy, ) von (z,,) mit |z,, —g| > €, die ebenfalls beschinkt
ist. Nach Satz von Bolzano—Weierstrafl enthélt sie eine konvergente Teilfolge (:cnkz ), deren
Grenzwert ¢* nach Konstruktion von g verschieden ist. Dies ist ein Widerspruch zu unserer

Voraussetzung. m|

Anwendung: Die Eulerzahl e

Satz 3.10 Die Folge der reellen Zahlen (ay) mit

1 n
Qp 1= <1 + )
n
ist in R konvergent.

Der Grenzwert der Folge (a,) heifst Eulerzahl e.

Beweis. Wir zeigen, dass (a,) eine monoton wachsende, nach oben beschrénkte Folge ist.

Nach Satz 3.8 existiert dann ein Grenzwert fiir (ay,).

1. Beschrdinktheit von (ay): Aus der binomischen Formel folgt

o= (12) (1) ()

Wir schéatzen den Term (Z) . (%)k fir 1<k<n ab:

k—Faktoren

() () -

:]:!-1-<1—£)m-al<1—i -...-<1—<k;1)> (%)

<

1
H .

Folglich gilt fiir alle n € N
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1 n

<1 1 1 1 1
ot Tyttt
—1+1+1+1+ S —
1 2-3 2-3-4 7 2.3-...-n
< 1 1 1 1 1
_1+270+21+22+§+.”+W
n—1 1 k
2 (3)
k=0
Gy |
=1+ - (geometrische Summe)
T2
<3

2. Monotonie von (ay): Gleichung (x) zeigt, dass

() () <) ()

Somit gilt a, < ap fir alle n € N. O

Satz 3.11 Die Folge der rellen Zahlen (by,) mit

1 1 1
b, =1 —

konvergiert in R und es gilt

1 n
lim b, = lim <1+ ) =e.
n—00 n—00 n
Beweis. Aus dem Beweis von Satz 3.10 folgt a, < b, < 3 fiir alle n € N. Folglich ist (by,)

eine nach oben beschrankte, monoton wachsende Folge. Nach Satz 3.8 existiert deshalb

ein Grenzwert von (b,) und es gilt

e= lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Andererseits gilt fiir m < n wegen Formel (x) aus dem Beweis von Satz 3.10

o= () =2 (0 ()

a-H a-hHa-2 (-1 (-1
=141+ o1 + 3l + ...+ ol
-1 _ 1y, (1 — m=1
>1+1+<12, )+...+(1 ) "7'TL!(1 n ).

Wir halten m fest und gehen in dieser Ungleichung mit n gegen +oco. Dann folgt

1
e—hman21+1+ + 4+ — =bny Vm éeN.

Deshalb gilt lim b, < e und wir erhalten zusammenfassend e = lim b,. O
m—00 n—oo
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Um die Eulerzahl genauer berechnen zu koénnen, beweisen wir die folgende Fehler-

abschétzung.

n
Satz 3.12 Es sei b, = >, % . Dann gilt fiir jedes n € N die folgende Abschdtzung fiir
k=0

die Eulerzahl e:
b, <e<b,+

n-n!
Beweis. Fiir festes n gilt e — b, = klim (b, — by) . Fiir k > n erhalten wir
—00
1 1

bp— by = ————— 4~
k G

- <1+ ! + : + +—1 )
-~ (n+1)! n+2) (n+2)(n+3) 7 (n+2)-...-k

1 1 1 1 1
< (n+1)1< +(n+2)+(n+2>2+'“+(n+2)kw>

1 ‘ 1— (%H)k—n

(n+1)!  1-— (n#”)

1 1 1 n+ 2 1 nn+2)

< . — . — . .
(n+1)! 1—% (n+1)! n+1 n-n! (n+1)>2

(geometrische Summe)

Der Grenziibergang in dieser Ungleichung fiir k£ gegen +oo liefert
1 nn+2) 1

. v N.
n-n! (n+1)>2 n - n! ne

e_bn S

O

Mittels der Fehlerabschitzung aus Satz 3.12 kann man Naherungswerte fiir e angeben.
Man erhélt zum Beispiel fiir n = 10:

10

1
bio = Z = 2.7182815 . ..
k=0

Folglich ist 2.7182815 < e < 2.7182815...+ 0.00000002... und somit

1

e~ 2.7182815 .

Als weitere Anwendung der Fehlerabschétzung beweisen wir

Satz 3.13 Die Eulerzahl e ist irrational.

Beweis. Angenommen e wére eine rationale Zahl. Dann kénnen wir e in der Form e = %
fiir p,q € N darstellen. Fiir ¢ € N gilt nach Satz 3.12
1
0<e—by < —
q-q
Daraus folgt 0 <e-q! —b,-¢! < %. Dae= g, ist e - ¢! ganzzahlig. Wegen
b — 1 1 1 1
q—a+ﬂ+i+...+a

ist b, - ¢! ganzzahlig. Somit ist auch e- ¢! — b, - ¢! ganzzahlig. Das ist aber ein Widerspruch
zu0<e~q!—bq-q!<%<1. O
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3.1.3 Cauchy-Folgen und Konvergenz

Bei den bisherigen Konvergenzuntersuchungen von Folgen haben wir immer benutzt, dass
wir den moéglichen Grenzwert der Folge bereits kennen und dann das Konvergenzkriterium
aus der Definition nachgepriift. Wir fragen uns nun, ob man die Konvergenz einer Folge

beschreiben kann ohne den moglichen Grenzwert zu kennen. Dazu definieren wir:

Definition 3.10. Eine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) heifst Cauchy—Folge, wenn
zu jedem € > 0 ein (von € abhdngiges) ng € N ezistiert, so dass |z, — zm| < € fir alle

n,m > ng gilt.

Satz 3.14 (Konvergenzkriterium von Cauchy)
Fine Folge reeller oder komplexer Zahlen (z,) ist genau dann konvergent, wenn sie eine

Cauchy-Folge ist.

Beweis. 1. Wir zeigen, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.
Sei (z,) eine gegen z konvergente Folge reeller oder komplexer Zahlen und & > 0. Dann
15

existiert ein ng € N mit |z, — 2| < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng folgt aus der

Dreiecksungleichung

e €
\zn—zm\S]zn—z\+]z—zm\<§+§:e.

Somit ist (zy) eine Cauchy-Folge.
2. Wir zeigen nun, dass jede Cauchy-Folge reeller oder komplexer Zahlen konvergiert.
1. Fall: Sei (z,) eine Cauchy-Folge reeller Zahlen. Wir zeigen zunéchst, dass (z,) be-
schrankt ist. Nach Definition existiert ein ng € N so dass |z, — z,| < 1 fiir alle m,n > ny.
Dann gilt

|2n] < |2n — Zng| + |2ne] <1+ |2n,| V71 > ng.

Dies zeigt
|zn| < M :=max (1 + |zngls|21]s- -5 |Zng—1]) Y n EN,

d.h. (z,) ist beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl besitzt die beschrénkte
reelle Folge (2,) eine konvergente Teilfolge (z,,;). Deren Grenzwert sei z € R. Wir zeigen,
dass auch die gesamte Folge (z,) gegen z konvergiert: Sei € > 0. Dann existiert ein n* € N,
so dass [zn, — zm| < § fiir alle n,m > n* sowie ein ng > n* mit |z, — 2| < §. Fiir alle
n > n* folgt mit der Dreiecksungleichung

e €
|zn—z|§|zn—znk\+|znk—z|<§+§:5.

Somit gilt lim 2z, = z.

n—oo
2. Fall: Sei (zy) eine Cauchy-Folge komplexer Zahlen und z, := a,, + ib,. Dann sind die
Folge der Realteile (a,,) sowie die Folge der Imaginérteile (b,) Cauchy-Folgen in R, denn

wegen
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|an - am| < \/(an - am)2 + (bn - bm)2 = |Zn - Zm‘;

’bn - bm’ < \/(an - am)2 + (bn - bm)2 = ‘Zn - Zm‘

tibertragt sich die Cauchy-Folgen-Bedingung von (z,) auf (a,) und (b,). Aus dem 1. Fall
wissen wir dann, dass (a,) gegen eine reelle Zahl a und (b,) gegen eine reelle Zahl b

konvergiert. Nach Satz 3.4 konvergiert dann aber (z,) gegen z = a + ib. a

Achtung: Die Giiltigkeit von Satz 3.14 basiert auf der Vollstandigkeitseigenschaft der
reellen Zahlen. Wir haben fiir den Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl die Existenz
des Supremums einer nach oben beschrinkten Mengen benutzt! Satz 3.14 gilt fiir Folgen
in anderen Mengen X nicht mehr !! Es kann Cauchy-Folgen in X geben, die in X nicht

konvergieren.

Beispiel 1: Sei X := (0,1) C R. Auch in dieser Menge kann man den Abstand zwischen
zwei Punkten x, y durch den Betrag |z —y| messen. Wir betrachten die Folge (x,,) in (0, 1)
mit x,, := % (xy,) ist eine Nullfolge in R, folglich ist sie eine Cauchy-Folge in R und damit
auch in X = (0, 1). Sie hat aber in X = (0, 1) keinen Grenzwert, da 0 ¢ (0, 1).

Beispiel 2: Sei X = Q die Menge der rationalen Zahlen, ebenfalls mit dem durch |z — y|
gegebenen Abstand.

a) Wir betrachten die Folge rationaler Zahlen (z,,), definiert durch

1 2
r1:=1 und x4 := 3 <xn+> VnéeN.
n
Wir wissen, dass () in R gegen v/2 konvergiert (siche Ubungsaufgabe 21 a)). Die
Folge (z,,) ist also eine Cauchy Folge in R und somit auch in Q. Aber v/2 ist keine
rationale Zahl. Folglich hat die Cauchy-Folge (x,) in Q keinen Grenzwert.

b) Wir betrachten die Folge der rationalen Zahlen (y,), definiert durch y,, := (1 + %)n
Die Folge (y,) konvergiert in R gegen die Eulerzahl e, sie ist also eine Cauchy-Folge in
R und somit auch in Q. Da die Eulerzahl irrational ist, hat die Cauchy-Folge (y,) in

Q keinen Grenzwert.

3.2 Reihen in R und C

Reihen sind spezielle Folgen. Sie werden z.B. oft benutzt, um Funktionen zu definieren oder
Funktionen geeignet zu approximieren. Die Untersuchung der Konvergenz von Reihen ist
deshalb von besonderem Interesse. In diesem Abschnitt werden wir Reihen reeller oder

komplexer Zahlen behandeln und Kriterien fiir ihre Konvergenz kennenlernen.



62 3 Folgen und Reihen

3.2.1 Konvergente und divergente Reihen, Konvergenzkriterien

Da man Zahlen addieren kann, kann man jeder Folge reeller oder komplexer Zahlen (xy)

eine neue Folge zuordnen, die Folge der Partialsummen ($,)5 ;:

sn:::ﬁ1+x2+---+$n:Zxk also
S1 =T

S9 1= X1 + X2

S§3:=x1 +x2+ T3

S4: =21+ T2+ X3+ T4

Definition 3.11. Die Folge (s,)22, heifit Rethe mit den Gliedern xy. Man schreibt fir

diese Reihe symbolisch

Z:L’k oder 1+ X0+ 23+ ...

Die Zahl s, =1+ ...+ = Y x nennt man die n-te Partialsumme der Reihe.

k=1
o0
FEine Reihe Y xi heifit konvergent, falls die Folge der Partialsummen (sy) in R bzw. in
k=1
C konvergiert. Ist (sy) konvergent, so heifit s :== lim s,, Wert der Reihe und man schreibt

n—oo

o0
s = E Tk.
k=1

FEine Reihe, die in R bzw. C nicht konvergiert, heifst divergent.

Das Symbol Z xy, hat also zwei Bedeutungen: Es bezeichnet symbolisch die Folge (s,,)

der Partlalsummen und im Konvergenzfall auch ihren Grenzwert.

o0
Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen erhélt man, dass die Reihe ) xj genau dann kon-

k=1
00

vergiert, wenn die Reihe ) zy fiir ein beliebig gewéahltes ko € N konvergiert.
k=ko

Wenn fiir eine Reihe reeller Zahlen lim s, = +o0o oder lim s, = —oo gilt, so schreibt
n—oo n—oo

man symbolisch

o0 o0
Zwk:+oo oder ka:—
k=1 k=1

Die Reihe ist in diesem Fall in R divergent. Gilt x; > 0 fiir alle £ € N, so bedeutet die

Schreibweise
o
Z T < +00,
k=1

dass die Reihe in R konvergiert.
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o0
Definition 3.12. Eine Reihe Y xy reeller oder komplexer Zahlen heifit absolut-konvergent,
k=1

oo
wenn die Reihe der Betrage Y |xg| konvergiert.
k=1

Man kann Reihen addieren und mit Skalaren multiplizieren. Fiir die Grenzwerte gilt dabei:

Satz 3.15 Seien (xg) und (yx) Folgen in R (bzw. in C) und A, p reelle (bzw. komplexe)

Zahlen. Konvergiert die Reihe Y x gegen x und die Reihe Y yr gegen y, so konver-
k=1 k=1
giert die Reihe

A-an + M'Z?/n = Z()\fﬂk-FMyk)
k=1 k=1 k=1

gegen Ar + py.

n n n
Beweis. Seien s, 1= > x), $p:= >, yr und s} := Y (Azxg + pyx) . Dann gilt
k=1 k=1 k=1
sy = Asp + psy. Die Behauptung des Satzes folgt aus Satz 3.3. O

Aus Satz 3.8 erhalten wir das folgende Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen reeller
Zahlen:

Satz 3.16 Sind die Reihenglieder xy, reelle Zahlen mit xj, > 0, dann konvergiert die Reihe

o0
> xp genau dann, wenn die Folge der Partialsummen (s, = x1+...+xy) beschrankt ist.
k=1

Beweis. Da die Reihenglieder xj nicht negativ sind, ist die Folge der Partialsummen (s,,)
monoton wachsend. Ist die Folge (s, ) auflerdem beschriankt, so konvergiert sie nach Satz
3.8. Ist andererseits die Folge der Partialsummen (s, ) konvergent, so ist sie nach Satz 3.2
beschrankt. O

Wir leiten jetzt einige wichtige Konvergenzkriterien fiir Reihen her.

o

Satz 3.17 (Cauchy—Kriterium fiir Reihen) Eine Reihe Y xy reeller oder komplexer
k=1

Zahlen ist genau dann konvergent, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass

|Zp + .. | <€ V'm >n > ny. (%)

Beweis. Die Folge der Partialsummen s, = z1+. ..+ 2, konvergiert genau dann, wenn sie
eine Cauchy-Folge ist (Cauchy-Kriterium fiir Folgen, Satz 3.14). (s,) ist genau dann eine
Cauchy-Folge, wenn zu jedem € > 0 ein ng € N existiert, so dass fiir alle m > n > ng die

Ungleichung |s,, — sp—1] < & gilt, was dquivalent zum Cauchy—Kriterium (x) ist. O
Daraus erhalten wir ein niitzliches notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz von Reihen:

oo
Satz 3.18 Ist eine Reihe ) xy reeller oder komplexer Zahlen konvergent, so ist die Folge

k=1
der Reihenglieder (xy) eine Nullfolge.
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o0
Beweis. Zum Beweis nutzen wir das Cauchy—Kriterium fiir m = n. Konvergiert > xy,

k=1
dann existiert fiir alle ¢ > 0 ein ng € N, so dass |z,| < ¢ fiir alle n > ng. Daraus folgt
lim z, = 0. O
n—oo

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht.

Beispiel 1: Die harmonische Reihe

Wir betrachten die harmonische Reihe

Lol
—k 203 40T

Behauptung: Die harmonische Reihe ist in R divergent und es gilt

Z%Z—i—oo.

k=1
Beweis. Sei m € N fixiert. Wir wihlen ein n € N mit n > 2. Dann gilt

1 1
Sn:1+§+---+;
>1+1+(1+1)+(1+ +1)+ +( L +1)
215+ Gr)+GEr ATt Gyt T g,

2m—1Summanden

1 1 1
>14-+2- —+4-—4... 427 —
S R S N T,
mSun:rrnanden

m
>1+ —.
> 14 5
Folglich existiert zu jedem M € R eine Zahl m, so dass s, > 1+ % > M fur alle n > 2™,
Somit strebt die Folge der Partialsummen (s,) gegen +o00. ad

Beispiel 2: Die Riemannsche Zeta-Funktion
Sei s € QQ eine rationale Zahl. Die Reihe

=1 11 1
k=1
ist konvergent, falls s > 1 und divergent, falls s < 1.
Beweis: 1. Fall: s > 1. Fiur n € N wéahlen wir ein v mit 2¥ — 1 > n und schéitzen die

Partialsumme s,, mit Hilfe der Partialsumme sov_1 ab:

< —1+<1+1>+(1+1+1+1)+ +<71 PR - )
S’I’L -~ 821/_1 — ? § E ? 673 % 2(1/—1)8 (2’/_ 1)5
1, 1 L1
<142+ 2 b+ 2
1 1 2 1 \v-1
g () ()
1— (5)" 1
— (3 11) < — (geometrische Summe)
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Die Folge der Partialsummen (s,) ist somit beschriankt, also ist (s, ) konvergent.

2. Fall: s < 1. Dann gilt

1+1+1+ +1>1+1+1+ +1
Sy — — — e — — —.
" 2s  3s ns — 2 3 n

Da die Partialsummenfolge der harmonischen Reihe gegen 400 stebt (Beispiel 1), ist die

Folge (s,) unbeschrankt, also divergent. O

o0

Durch ((s) := >_ k%, s > 1, wird die sogenannte Riemannsche Zeta-Funktion definiert.
k=1

Sie spielt z.B. bei der Untersuchung der Verteilung der Primzahlen eine wichtige Rolle.

Beispiel 3: Die geometrische Reihe

Sei z € C eine fixierte komplexe Zahl. Wir betrachten die geometrische Reihe

[ee]
sz =14z24+224+234+24+ ...

k=0
Behauptung:
e @]
1. Ist |z| < 1, so konvergiert die geometrische Reihe und fiir ihren Wert gilt > 2% = 1;.
k=0

o0
2. Ist |z| > 1, so divergiert die geometrische Reihe Y 2.

k=0
Beweis. Fiir die Partialsumme gilt nach Satz 2.9

1— n+1

sn:1+z+...+z":#
1-2

Fiir |z| < 1ist (2"') eine Nullfolge und somit gilt lim s, = 7.

n—oo

o0
Fiir |z| > 1 ist |2¥| > 1 und somit ist (2¥) keine Nullfolge. Deshalb ist 3 z* divergent
k=0
(siehe Satz 3.18). O
o0
Satz 3.19 Ist eine Reihe > xy reeller oder komplexer Zahlen absolut—konvergent, so ist
k=1

sie auch konvergent und fiir die Werte der Reihen gilt
o o0
k=1 k=1

o0
Beweis. Sei > |zj| konvergent. Entsprechend dem Cauchy-Kriterium gibt es zu jedem
k=1

e > 0 ein ng € N, so dass
|Zn| + ...+ |om| < e fiir alle m > n > ng.

Wegen der Dreiecksungleichung fiir den Betrag
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|Zn + oo x| < zp] + ..+ |20

o0
gilt das Cauchy-Kriterium auch fiir die Reihe ) zy, die folglich ebenfalls konvergiert. Fiir
k=1
die konvergente Folge (s,,) der Partialsummen s,, := z1+...+x, gilt | lim s,| = lim |s,]
n—oo n—oo

(Satz 3.3 d)). Daraus folgt

o0 o0
‘ Zxk‘ = |nlingosn] = 111;11;0\3”] < nlin;o(]x1| +. ot z]) = Z |k
k=1 k=1
Dies zeigt die Abschéitzung (3.2). O

Satz 3.20 (Majorantenkriterium)
o0

Sei Y xy eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen und (cy) eine Folge reeller Zahlen

k=1
00

o0
mit |xg| < ¢ fir alle k € N. Konvergiert die Reihe ) ci in R, so ist die Reihe Y xy
k=1 k=1
absolut—konvergent und fiir die Werte der Reihen gilt

(e o] o

‘ixk‘ §Z|xk| Sch. (3.3)
k=1

k=1 k=1

o0

Beweis. Wir nutzen wiederum das Cauchy—Kriterium. Sei > ¢j konvergent. Dann gibt es
k=1

fiir alle € > 0 ein ng € N, so dass

Cnt...+tepm<ce Vm>n>ng.

Nach Voraussetzung ist |x,| + ... + |xm| < ¢ + ... + ¢ . Folglich gilt das Cauchy-
o0 oo
Kriterium auch fiir die Reihe ) |zg|. Somit ist die Reihe ) xj absolut—konvergent, also

k=1 k=1
auch konvergent. Die Ungleichung (3.3) folgt wie im Beweis von Satz 3.19. O

Satz 3.21 (Wurzelkriterium)
oo
Sei > xy eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen und o := limsup ¢/|xg| .

k=1 k—oo
oo
1. Ist a < 1, so ist die Reihe Y xj absolut—konvergent und somit auch konvergent.
k=1

o0
2. Ist « > 1, so ist die Reihe ) xy divergent.
k=1

Beweis. 1. Sei a = liznsup {/|zx] < 1. Dann gilt o < 1% < 1. Da a = sup HP({/|zy]),
—00
sind hochstens endlich viele dieser Folgeglieder grofler als HTC“ Es existiert folglich ein

ko € N so dass

1
i) < ;O‘ YV k> ko.

Somit gilt
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1 k
mﬂ<< ;a> Yk > ko.

o0
Da HTO‘ < 1, konvergiert die geometrische Reihe (HTO‘)k Aus dem Majorantenkriterium
k=1

o0
folgt dann die absolute Konvergenz der Reihe > xj und somit auch ihre Konvergenz.
k=1

2. Sei a = limsup {/|x%| > 1. Dann existiert eine Teilfolge (z,;) von (zy) mit ’%{/ 2k, | > 1,

k—o00

o0

also mit |zy,| > 1. Somit ist (z1) keine Nullfolge, also konvergiert ) xj nicht (Satz 3.18).
k=1

O

Satz 3.22 (Quotientenkriterium)
o0

Sei > xy eine Reihe reeller oder komplexer Zahlen, deren Glieder xj alle von Null ver-
k=1
schieden sind.

o0
1. Ist «:=limsup % < 1, so ist die Reihe Y x absolut-konvergent und somit auch
konvergent.
o
2. Ist B :=liminf % > 1, so ist die Reihe Y xy divergent.
k—o0 k k=1
Beweis. 1. Sei o = lim sup % < 1. Dann existiert ein ky € N, so dass
k—o0
1
el 1ta gy s g
|| 2
Folglich gilt
1+«
‘$k+1‘ < < 5 ) ‘$k‘ Vk>k
und somit )
1+ a)’ .
gl < (52) Tewl i 20
o .
Da @l < 1, konvergiert die geometrische Reihe - (241)7. Aus dem Majorantenkriterium
7=0

o
folgt dann, dass die Reihe > xj absolut konvergiert und somit auch konvergiert.
k=1

|z

2. Sei nun § = lign inf @Tﬂl‘ > 1. Dann sind hochstens endlich viele der Zahlen Z&t1l
—00

||
kleiner als 1. Folglich existiert ein kg € N, so dass 0 < |zg| < |z41] fur alle & > kg. Also
o0

ist (xy) keine Nullfolge. Nach Satz 3.18 ist deshalb die Reihe ) zj divergent. O
k=1

Beispiel 4: Ob man das Wurzel- oder das Quotientenkriterium anwendet, mufl man an-

hand der Gestalt der Reihenglieder entscheiden. Das Wurzelkriterium ist leistungsfahiger
o

als das Quotientenkriterium. Betrachten wir z.B. die Reihe ) zj, wobei xy := 27k fiir
k=1
gerade k und z, := 8F fiir ungerades k sei. Das Wurzelkriterium zeigt Konvergenz an, da
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limsup ¥z = 5, wahrend das Quotientkriterium keine Aussage liefert, da lim inf ;“ =0
k—o00 k—00 k
und lim sup £+ = 400,
k—o00 k

Beispiel 5: Fiir jede komplexe Zahl z € C ist die Reihe

ii 1+z+i2+£+i4+
22} 21 " 3l

absolut—konvergent.

Sk

Beweis. Wir benutzen das Quotientenkriterium mit xp = Zy:

Tppr| | AR ) .
xp 2k (k+1)! E+1
O
Beispiel 6: Sei z € C. Die Reihe
Lk L2 3 A

Z?—z+—+§+z+ +

k=1
ist absolut-konvergent, falls |z| < 1 und divergent, falls |z| > 1.
Beweis. Wir benutzen das Wurzelkriterium. Mit xp = - ist  {/[ax] = ‘,% . Da
klim VEk = 1, konvergiert die Folge (¥/[zx|) gegen |z|. Damit ist limsup {/]zx] = |2|
—00 k—00
und das Wurzelkriterium liefert die Behauptung. a

Fiir z € C mit |z| = 1 kann sowohl Konvergenz als auch Divergenz vorliegen. Fiir z = 1 ist
o0

die obige Reihe z.B. gerade die harmonische Reihe ) %, also divergent. Wir zeigen mit
k=0
dem néchsten Kriterium, dass im Gegensatz dazu die Reihe fiir z = —1, d.h.

2 (—1)k 1 1 1
e
; k o3t

konvergiert.

(e8]

Definition 3.13. Eine Reihe Y xy reeller Zahlen heifit alternierend, wenn die Reihen-
k=1

glieder thr Vorzeichen wechseln, d.h. wenn

Tpt1 >0 <= 2, <0 VkeN.
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Satz 3.23 (Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen)

Sei (by)3, eine monoton fallende Nullfolge positiver reeller Zahlen. Dann gilt:

1. Die alternierende Reihe > (—1)Fby = by — by + by — b3 +... konvergiert.
k=0
2. Fehlerabschitzung fiir den Wert s der Reihe Y (—1)Fby, :
k=0

n

‘8 - Z(_l)kbk‘ < b1
k=0

n
Beweis. Zu 1) Wir betrachten die n. Partialsumme s, := > (—=1)*b;. Da (bz) monoton

E—=0
fallend ist, gilt:
Son+42 — 82 = bapq2 — bapp1 <0,
S9n43 — S2p41 = —bapt3 4+ bopgo > 0,

Son4+1 — S2p = —bapy1 <0,

und folglich
80> 822> 842> 862> ...
51 <s3<s5<s7< ..

51 < Sop+1 < S2n < 8o Vn € Np. (3.4)

Somit ist die Folge (s2,) monoton fallend und von unten durch s; beschrénkt; die Folge
(s2n+1) monoton wachsend und nach oben durch sy beschrankt. Nach Satz 3.8 existieren

deshalb die Grenzwerte g := lim sg, und u := lim S9,11. Auerdem gilt:
n—oo n—oo

—u= 1l — = lim b =0.

g—u nl_{go(SQn S2n+1) m bont1 0
Wir zeigen nun, dass die gesamte Folge (s,) gegen s := g = u konvergiert. Sei ¢ > 0.
Dann existieren ng,n§ € N so dass |s — sgp,| < ¢ fiir alle n > ng und |s — sgp41| < € fiir

alle n > nj. Folglich gilt |s — s, | < € flir alle n > max (2ng, 2n§ + 1), d.h. (s,) konvergiert

gegen S.

Zu 2) Die Abschatzung (3.4) zeigt, dass
Som+1 S S < S2m VmEN

und somit
ls — sp| < |Sn41— Sn| =bpy1 VneN.

Dies zeigt die Fehlerabschatzung. a

Beispiel 7: Die alternierende harmonische Reihe und die Leibniz-Reihe

e Die alternierende harmonische Reihe

o0

1 111
BRIV R R S A
;( % 537"

konvergiert. Wir werden in Kapitel 5 sehen, das ihr Wert In(2) ist.
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e Die Leibniz-Reihe

S U U S S O
P 2k+1 3'5 7 9 7

konvergiert. Wir werden in Kapitel 5 sehen, dass ihr Wert 7 ist.

Das Cauchy—Produkt von Reihen

Wir haben bereits gesehen, dass man konvergente Reihen von reellen oder komplexen
Zahlen addieren kann. Wir iiberlegen uns jetzt, wie man Reihen multiplizieren kann und

wann das Produkt konvergiert.

o o0
Definition 3.14. Seien Y ap und Y by zwei Reihen in R oder C. Wir betrachten eine

k=0 k=0
[e.e]
neue Rethe Y ¢, mit den Reihengliedern
k=0 k
cp 1= Zaj “bg—j = agbg + arbp_1 + -+ ap_1b1 + agbo
j=0

Die Reihe ) ¢y, heiffit Cauchy—Produkt der Reihen Y ap und ) by.
k=0 k=0 k=0

Wir wollen die Frage untersuchen, unter welchen Bedingungen aus der Konvergenz der Rei-

o0
hen Z ay, und Z by, die Konvergenz des Cauchy-Produktes Y ¢ folgt. Im allgemeinen
k=0 k=0
folgt 51e nicht.

Beispiel 8: Wir betrachten die alternierenden Reihen
o o0 [e.e]
(—1)F 1 1 1
;%k g%k g%¢ﬁ+1 V2 VB Va

Diese Reihen konvergieren nach dem Leibniz—Kriterium fiir alternierende Reihen. Betrach-
k
ten wir aber die Folge ¢, = ) ajby—_j, so erhalten wir
i=0

kfj k 1)k

k
Z +1 \/k:—j—i—l ]:0\/]+1 —j+1)'

(k—j+1ﬂj+1):<;k+1>2—<;k—j>2§<;k+1>2

ol > k+1 _ 2(k+1)
T ik+1 k+2

oo
Damit ist (cg) keine Nullfolge und die Reihe ) ¢j somit divergent.
k=0

Es gilt

und folglich
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o0 o0

Satz 3.24 Seien Y ai und Y by konvergente Reihen reeller oder komplexer Zahlen und
k=0 k=0

sei mindestens eine der beiden Rethen absolut-konvergent. Dann konvergiert ihr Cauchy—

Produkt > ¢ und fir die Werte der Reihen gilt

S = (L) (L)

oo n n
Beweis? Sei oBAA Y aj absolut-konvergent. Wir setzen A, := > ag, B, = Y. by,
k=0 k=0 k=0

n
Cy := > cg. Weiterhin bezeichne A := lim A,,, B= lim B, und S, = B, — B . Dann
k:() n—o0o n—oo
erhalten wir

Ch=co+c1+...+cy
= apbo + (apby + a1by) + ... + (aphnp + a1bp—1 + ... + anbo)
=ay-B,+a1-B,_1+...4+a, By
=ao(fn+ B)+a1(Bp-1+B)+ ...+ an(fo+ B)
=A,-B+ayfby+a18Bn_1+...+a50.

=Tn

Da A, - B gegen A - B konvergiert, bleibt v, — 0 zu zeigen.
Sei € > 0 gegeben. Da B,, gegen B konvergiert, existiert ein ng € N so dass
|Bn| = |Br, — B| < ¢ fiir alle n > ng. Damit schitzen wir |7, | ab:

[yl = laoBn + a1Bn—1+ - .. + anfo|
<|aopfBn + ...+ an—nyBno| + |an—ng+1Bne—1 + - - - + anfo|
< 8(|(L0| +.o.+ ‘ananD + |anfno+lﬁn0—1 +...+ anﬁ0|

o0
<o (2 lanl) HownoralIBroal +- + a0
k=0

—_——
=:A*

< €A™ + |an—no+1||Bno—1| + - .-+ lanl|Bo] ¥V n >np.

oo
A* ist endlich, da die Reihe ) aj nach Voraussetzung absolut-konvergiert. Da (a,,) eine
k=0
Nullfolge ist, konnen wir die letzten ng-Summanden abschatzen: Es existiert ein n; € N,
so dass

|| <eA*+e V¥V n>max{ng,ni}.

Somit konvergiert die Folge () gegen 0 und die Folge (C,, = A,,- B+7,) gegen A-B. 0O

Satz 3.25 Das Cauchy-Produkt zweier absolut-konvergenter Reihen ist absolut-konvergent.

Beweis. Dies iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe. O

3 Den Beweis haben wir in der Vorlesung aus Zeitgriinden nicht gefiihrt. Ich fithre ihn hier fiir interessierte

Studierende an.
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3.2.2 Komplexe Potenzreihen

In diesem Abschnitt betrachten wir spezielle Reihen komplexer Zahlen, die sogenannten

Potenzreihen.

Definition 3.15. Sei zg € C und (ay)o2,, eine Folge komplexer Zahlen. Eine Potenzreihe

mit dem Zentrum zg ist eine Reihe komplexer Zahlen der Form
o0
P(z):= Zan(z —z)", ze€C.
n=0

Wir wollen die Frage untersuchen, fiir welche z € C die Potenzreihe P(z) konvergiert.

Offensichtlich konvergiert die Potenzreihe P(z) fiir z = zp und es gilt P(zp) = ao.

n

13

Satz 3.26 Sei P(z) = eine Potenzreithe mit dem Zentrum zo und sei

an(z — 20)
0

n
Z1 75 Z0-
1. Ist P(z1) konvergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — z9| < |21 — 20| absolut-
konvergent.

2. Ist P(z1) divergent, so ist P(z) fir jedes z € C mit |z — zo| > |21 — 20| divergent.

o0
Beweis. Zu 1: Da die Reihe P(z1) = Y an(z1—20)" konvergiert, ist die Folge (an,(z1—20)")
n=0

eine Nullfolge, also insbesondere beschrénkt. Sei C' € R so gewéhlt, dass |ap (21 —20)"| < C
fiir alle n € Ny. Dann gilt

n
zZ— 2 zZ— 20

n
’an(z - ZO)n‘ = ’an(zl - zO)n’ < C-

Z1 — 20 21 — 20

Fiir z € C mit |z—z| < [21—2| folgt | 22| < 1. Die Reihe P(2) hat also eine konvergente
Majorante. Mit dem Majorantenkriterium und dem Grenzwert der geometrischen Reihe

erhalt man

> Zlz—z " 1
Z’a”(z_zo)n‘ SCZ : = 1 2—20 |°
n=0 n=0 A1 20 o |21*ZO

oo
Insbesondere ist Y a,(z — 29)" absolut-konvergent.

n=0
Zu 2: Sei P(z1) divergent und |z — zg| > |21 — 20|. Wéare P(z) konvergent, so wiirde aus 1.
folgen, dass P(z1) absolut-konvergent wére, was einen Widerspruch liefert. a
Definition 3.16. Die Zahl

R :=sup{ |z — 20| | P(2) ist konvergent} € RU {+oc}

heifit Konvergenzradius der Potenzreihe P(z).
Die offene Kreisscheibe K(zy, R) :={z € C | |z— 20| < R} C C heifst Konvergenzkreis von
P(z).
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Die abgeschlossene Kreisscheibe um 2y mit Radius R bezeichnen wir mit
cd K(zo,R) :={2€C||z— 2| < R}.
Wir kénnen die Aussage aus Satz 3.26 jetzt auch folgendermafien formulieren:

o0
Satz 3.27 Sei P(z) := Y an(z—20)" eine komplexe Potenzreihe mit Zentrum zo € C und
n=0

dem Konvergenzradius R. Dann ist P(z) fir jeden Punkt z € K(z9, R) absolut-konvergent
und fir jeden Punkt z € C\ ¢l K(zo, R) divergent.

Aus dem letzten Abschnitt kennen wir bereits folgende Beispiele:
o0

o Fir P(z)= > 2" ist R=1.

ist R=1.
x n

o Fir P(z)= > % ist R=+o0.

Die néchsten beiden Sétze zeigen, wie man den Konvergenzradius einer Potenzreihe be-

stimmen kann.

o0
Satz 3.28 Sei P(z) = > an(z — 2z9)" eine Potenzreihe und A := limsup {/|ay,|. Dann

n=0 n—oo
gilt fir den Konvergenzradius R von P(z):

1 falls A eRT
R=<0 falls A = +o0
+oo falls A = 0.

Beweis. Sei « := limsup {/|an(z — 20)"| = limsup {/|an| - |2 — 20| = A - |z — 20| . Nach
n—oo n—oo

dem Wurzelkriterium konvergiert P(z) fiir o« < 1 und divergiert fiir o > 1.
(1) Sei 0 < A < +o0. Dann folgt sofort:

P konvergiert fiir alle z mit [z — zo| < &
z
divergiert fiir alle z mit |z — zo| > 1.
Folglich ist R = .
(2) Sei A = 0, dann ist auch @ = 0. Somit konvergiert P(z) fiir alle z € C und der

Konvergenzradius R ist +o0.
(3) Sei A = 4o00. Dann gilt

0 z=2
o =
400z # 2.
Die Reihe P(z) divergiert also fiir alle z # zp. Somit ist R = 0. O

Auf analoge Weise erhélt man aus dem Quotientenkriterium:
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o0
Satz 3.29 Sei P(z) = ) an(z — 2z0)" eine Potenzreihe mit von Null verschiedenen Ko-
n=0
effizienten a, und existiere der Grenzwert p := li_}In |“2tL] € RY U {400}. Dann gilt fir
n—oo n

den Konvergenzradius R von P(z):

i falls p € R™
R=<0 falls p = +o00
+oo falls p = 0.

3.2.3 Anwendung: Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion und komplexe

Potenzen

In Abschnitt 2.1.5 haben wir Potenzen a? definiert, wobei a eine positive reelle Zahl und der
Exponent ¢ eine rationale Zahl bezeichnet. In diesem Abschnitt wollen wir Potenzen a? fiir
komplexe Exponenten z € C erklaren und die Eigenschaften dieser Potenzen untersuchen.

Dazu betrachten wir zunéchst die folgende komplexe Potenzreihe:

X, n 22 3
E(z):zzﬁzl—kz—ka—i-g-}-...
n=0

Die Reihe E(z) hat folgende Eigenschaften:
1. E(z) ist fiir jedes z € C absolut-konvergent.
[e.e]
2. Es gilt £(0) =1 und E(1) = 3 4 =, wobei e die Eulerzahl bezeichnet.

n=0
3. Es gilt E(z1) - E(z2) = E(z1 + 22) fir alle z1, z9 € C.
Dies 1483t sich mit der Formel fiir das Cauchy—Produkt aus Abschnitt 3.2.1 zeigen. Das
Cauchy-Produkt der beiden absolut-konvergenten Reihen E(z;) und E(z2) ist

S (ot AT ) s zn:(”>zk.znk
n=0 \k=0 kL (n—k)! = n! —\k 122

. i (2’1 + Zg)n

= —
=0 n.

= E(Zl + ZQ).

Folglich gilt nach Satz 3.24, dass E(z1 + 22) = E(21) - E(22).
Insbesondere ist E(z) # 0 und E(z) - E(—z) = E(0) =1 fiir alle z € C.

4. Es gilt E(z) = E(Z).

5. Es gilt |E(z) — 1] < 1|_Z“Z| fiir alle z € C mit |2] < 1:

Wir benutzen dazu die Konvergenzeigenschaften der geometrischen Reihe und das

Majorantenkriterium und erhalten fiir die Werte der Reihen:

2| R R ()
SO S S g (S =
n=1 n=1 n=0

n=1

[E(z) = 1] =
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6. Es gilt F(q) = € fiir alle ¢ € Q:

Fir n € N ist
En)=E(l+...41)=E1)-...-E(l)=¢-...-e=¢"
n—mal n—mal n—mal
Fir n € =N gilt E(n) = ﬁ = e_% = e". Folglich ist F(n) = " fir alle n € Z. Sei

nun ¢ € Q und g = ;-, wobei n € Z und m € N. Dann ist
(e =el™m=e"=FE(n)=E(q-m)=E(q+...+q)
—_——

m—mal

m—mal

Da e? und FE(q) positive reelle Zahlen sind, folgt e? = E(q).

Die letzte Eigenschaft von E(z) rechtfertigt die folgende Definition:

Definition 3.17. Unter der komplexen Potenz e* der Fulerzahl e verstehen wir den Wert
der Potenzreihe E(z), d.h.

Die Funktion

heifit komplexe Exrponentialfunktion.

Aus den Eigenschaften der Potenzreihe F(z) folgt

Satz 3.30 Die komplexen Potenzen der Eulerzahl erfullen

1. e#TW =¢*.¢e%¥  fiir alle z,w € C.
2. le# — 1] < 1|_Z||Z‘ fir alle z € C mit |z] < 1.
3. Konvergiert (z,) gegen z € C, so konvergiert (e*) gegen e*.

Beweis. Wir miissen nur noch 3. beweisen. Sei (z,) eine konvergente Folge komplexer
Zahlen mit dem Grenzwert z. Dann existiert ein ng € N, so dass |z, — z| < 1 fiir alle

n > ng. Dann gilt wegen 2. fiir alle n > ng

zZn — 2|
0 < le? — e?| = |e? (e % — 1)| = |e?] - e~ % — 1| < |e? ’n )
<fen -l = e (e )| = e e -] < e A

Die rechte Seite konvergiert gegen Null. Aus dem Sandwich-Lemma folgt lim e*» = e?.
n—oo

O

Wir schranken die Exponentialfunktion nun auf die reellen Zahlen ein und untersuchen

die Eigenschaften der reellen Funktion exp g : R — R.
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Definition 3.18. Fine reelle Funktion f: D C R — R heifst

monoton wachsend <= Furalle x,y € D mit x <y gilt f(x) < f(y),
streng monoton wachsend <= Fiir alle x,y € D mit z <y gilt f(x) < f(y),
monoton fallend <= Firallex,ye D mitx <y gilt f(z)> f(y),
streng monoton fallend < PFiralez,yc D mitx <y gilt f(x)> f(y).

Satz 3.31 1. Die Funktion exp |[g nimmt nur Werte in RT an und es gilt:
a) 1<e” fir alle x € R mit x > 0.
b) 0<e*<1 firallexeR mit x <O0.

2. Die Funktion expp : R — R* ist streng monoton wachsend und bijektiv.

Beweis. Zu 1: Nach Definition ist e = E(z) > 1 fiir alle x > 0. Da e® - e % = ¥ = 1,
folgt daraus 0 < e* <1 fiir alle z < 0. Insesondere nimmt exp |g nur Werte in R™ an.

Zu 2: Seien nun x und y zwei reelle Zahlen mit x < y. Dann ist

e = e tW=2) — oo gy—a o ot

Somit ist die Funktion expp streng monoton wachsend. Insbesondere ist sie deshalb in-
jektiv. Es bleibt zu zeigen, dass expjp : R — R* surjektiv ist.
Sei y € RT. Wir suchen eine Zahl s € R mit e = y. Dazu betrachten wir die folgenden
Mengen

A={zeR|e’ <y} und B:={zecR|y<e'}.

Diese Mengen bilden einen Dedekindschen Schnitt (A|B) von R, denn

e R ist die disjunkte Vereinigung von A und B.

e A und B sind nichtleer: Nach Definition gilt fiir y € R*, dass eV > vy, also y € B. Wir
wahlen ein n € N mit % <y.Ausn < e” folgt e™" < % < y und somit —n € A.

o Fiiraec Aundbe B gilt e® < y < e’. Wegen der Monotonie der Exponentialfunktion
folgt a < b.

Sei s € R die auf Grund des Vollstandigkeitsaxioms der reellen Zahlen existierende Schnitt-
zahl des Dedekindschen Schnittes (A|B), d.h. es gilt @ < s <b fiir alle a € A und b € B.
Wir zeigen nun, dass e® = y gilt.

Wir betrachten dazu die Folgen (a := s — 1) in A und (b, := s+ 1) in B. Dann gilt:

s —

e’ e s

1
=e¥n <y <eln=een.

3=

Nach Satz 3.30 konvergieren die Folgen (e%) und (6_%) gegen e’ = 1. Aus dem Sandwich-
Lemma folgt somit e®* <y <e®, d.h. y = e°. a

Definition 3.19. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion expp : R — R+

bezeichnen wir mit In : R™ — R und nennen In(y) den natiirlichen Logarithmus von y.
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Die Zahl In(y) € R ist also eindeutig bestimmt durch die Bedingung e = y. Daraus

ergeben sich folgende Eigenschaften fiir den natiirlichen Logarithmus:

Satz 3.32 Es scien y,y1,y2 € RT und ¢ € Q.

Die Funktion In : R™ — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.
In(y1 - y2) = In(y1) + In(y2).

n(y?) = ¢ - In(y).

n(2) =In(y1) — In(ya).

n(l) =0, In(e) = 1.

n(y) > 0 fir alle y > 1 und In(y) <0 fir alle 0 <y < 1.

S v o o~

1
1
|
1

Das folgende Bild zeigt die Graphen der Funktionen expjp und In.

R Toxple
€
_/1 Iy
1 R

Sei a € R™. Dann gilt fiir die Potenz a4, q € Q, die Formel

al = (eln(a))q _ eln(a)-q _ Z (C] : ln(a))n

|
n.
n=0

Dies rechtfertigt die folgende Definition der komplexen Potenzen einer positiven reellen
Zahl a:

Definition 3.20. Seia € RT und z € C. Unter der Potenz a® verstehen wir die kompleze
Zahl -
z ._ yn(a)z _ (Z ) ln(a))n
o= eers 2 3 TR
n=

Aus den Eigenschaften der Potenzreihe E(z) ergibt sich unmittelbar:

Satz 3.33 (Potenzgesetze fiir kompleze Potenzen)
Es seien a,b € RT, 2 € R und z,w € C. Dann gilt:
17=1 und a® =1.
Z.b* = (ab)”.

=a*tv,

G fo o =
2 o 8
Sy
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Sei @ € RT \ {1}. Dann ist die Funktion

exp, : R — RT
x — a®

bijektiv, streng monoton wachsend, falls a > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1.

Die Umkehrfunktion zu exp, bezeichnen wir mit
log, : R" — R

und nennen log,(y) den Logarithmus von y zur Basis a. Aus den Potenzgesetzen von Satz

3.33 folgen dann unmittelbar die Aussagen des folgenden Satzes.

Satz 3.34 Die Funktion log, : Rt — R ist bijektiv, streng monoton wachsend, falls
a > 1, und streng monoton fallend, falls 0 < a < 1. Fiir x,y € R*, p € R und a € R gilt:

— Inz
log, x = 15-

log, (7 - y) = log, = + log, y.
1Oga(xp) =p- loga €.
loga(%) = 1Oga(x) - loga(y)'
log,(1) =0, log,(a) = 1.

v Lo o~
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Stetige Funktionen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Untersuchung lokaler Eigenschaften von Funktio-
nen. Wir beschrianken uns zunéchst auf Funktionen, deren Definitions- und Wertebereich

in der Menge der komplexen Zahlen liegt.

Definition 4.1. Sei D C R oder D C C.

FEine Funktion f: D — C heifit komplex-wertige Funktion.
FEine Funktion f: D — R heifit reell-wertige Funktion.
Eine Funktion f : D C C — C heifst komplexe Funktion.
FEine Funktion f: D C R — R heif$t reelle Funktion.

In diesem Kapitel bezeichnet D immer eine Teilmenge von R oder C. Offensichtlich sind
reelle (bzw. reell-wertige) Funktionen Spezialfille von komplexen (bzw. komplex-wertigen)
Funktionen. Alle Aussagen fiir komplexe (bzw. komplex-wertige) Funktionen gelten des-
halb auch fiir reelle (bzw. reell-wertige) Funktionen.

Mit komplex-wertigen Funktionen kann man die gleichen algebraischen Operationen
ausfilhren wie in den komplexen Zahlen, man wendet sie jeweils auf die Werte der Funk-

tionen an.

Definition 4.2. Seien f,g : D — C zwei komplez-wertige Funktionen. Dann sind die
Summe f+g¢g: D — C, das Produkt f-g: D — C, der Quotient 5 : D — C, falls
9(z) # 0 fir alle z € D, der Betrag |f| : D — R, die konjugiert-komplexe Funktion
f: D — C, der Realteil Re(f): D — R sowie der Imagindrteil Im(f) : D — R die

Funktionen, die jedem z € D jeweils den folgenden Wert zuordnen:

(f +9)(2) == f(2) + g(2),
(f-9)(2) = f(2) - 9(2),

o IC)

g g9(z)’

|f1(2) = | f(2)],

f(2) == f(2),
Re(f)(2) := Re(f(2)),
Im(f)(z) == Im(f(2))
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Insbesondere gilt f = Re(f) +iIm(f) und |f|?> = f - f = Re(f)? + Im(f)%.

4.1 Definition stetiger Funktionen und Beispiele

Definition 4.3. Eine Funktion f : D — C heifst in xg € D stetig, wenn es zu jedem
e > 0 ein (von € und xo abhdngiges) § = 0(e,x0) > 0 gibt, so dass gilt:

VoeeDmit|r—x9] <d = |f(z)— f(zo)] <e.

FEine Funktion f: D — C heifit stetig auf D, wenn f in jedem Punkt xq € D stetig ist.

Geometrische Deutung der Stetigkeit:

1. Komplexe Funktionen:
Eine komplexe Funktion f : D € C — C ist genau dann in x¢p € D stetig, wenn es zu
jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass die offene Kreisscheibe um xy vom Radius ¢ durch f

in die offene Kreisscheibe um f(zp) vom Radius € abgebildet wird:

f(DNK(z0,6)) C K(f(z0),€).

f(D N K (xo,0))

K(f($0)a 5)

2. Reelle Funktionen:

Eine reelle Funktion f : D C R — R ist genau dann in zg € D stetig, wenn es zu jedem
e > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass das offene Intervall I5(z¢) := (xg — 0,20 + ) durch f in das
offene Intervall I.(f(zo)) := (f(x0) — ¢, f(zo) + €) abgebildet wird:

F(D N (zo = 8,20 +6)) C (f(z0) — &, f(x0) + ).
f(DNI5(xo))
Is(z0) f L(f(0)) -

ya )\ A A
\ Y \ )

o f (o)

Dies kann man auch am Graphen der Funktion f ablesen: Der Graph von fr;(,,) liegt im
Streifen D x I.(f(zo)) C D x R:

Ff|15(zo) = {(=, f(x)) | z € Is(z0)} C D x I(f(20)).
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y — Achse A

I(f(0))
f(zo) @ °

g

x — Achse

Satz 4.1 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Eine Funktion f : D — C ist genau dann in xg € D stetig, wenn fir jede Folge (xy) in
D, die gegen xo konvergiert, auch die Bildfolge (f(zy)) gegen f(zo) konvergiert.

Beweis. 1. (=): Wir setzen voraus, dass f : D — C in o € D stetig ist und zeigen die
Folgenbedingung des Satzes. Sei € > 0. Nach Definition der Stetigkeit existiert ein § > 0,
so dass |f(z) — f(zo)| < € fur alle z € D mit |z — z9| < J. Sei nun (z,) eine Folge in
D, die gegen xg konvergiert. Nach Definition der Konvergenz gibt es ein ng € N, so dass
|zy, — x| < 0 fiir alle n > ng. Nach Voraussetzung gilt dann |f(x,) — f(z0)| < e fiir alle
n > ng. Da ¢ beliebig war, bedeutet dies, dass (f(x,)) gegen f(xg) konvergiert.

2. («=): Wir setzen voraus, dass die Folgenbedingung des Satzes gilt. Wir fiihren den
Beweis der Stetigkeit von f in x( indirekt: Angenommen f ist in xg nicht stetig. Dann
existiert ein g9 > 0, so dass fiir alle 6 > 0 ein x5 € D existiert mit |z5 — xg| < ¢, aber
| f(zs) — f(xo)| > 0. Wir betrachten nun speziell § = L fiir n € N. Dann existiert ein
Tn € D mit |z, — zo| < L, aber |f(z,) — f(z0)| > 9. Wir haben also eine Folge (z,) in
D gefunden, die gegen x( konvergiert, fiir die die Bildfolge (f(z,)) aber nicht gegen f(z)
konvergieren kann. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Folglich war die Annahme

falsch, f ist also in zq stetig. a

Mit dem Folgenkriterium kann man die Stetigkeit einer Funktion leicht mit Hilfe der

Grenzwertsatze fiir Folgen untersuchen. Wir zeigen dies an den folgenden Beispielen.

Beispiel 1: Seien f,g:[0,2] C R — R die reellen Funktionen

1 falls z € [0,1], 1 falls x # 1,
fz) = g9(x) =
2 fallsz € (1,2]. 2 fallsz =1
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f und g sind in x = 1 nicht stetig. Wir betrachten dazu die spezielle Folge (z,) mit
Ty := 1+ 1. Dann konvergiert (z,) gegen 1, aber f(z,,) =2 4 f(1) =1 und g(z,,) =1 4
g(1) = 2. Die Behauptung folgt aus Satz 4.1.

Beispiel 2: Die Identitat Idc : C — C ist stetig.
Beweis: Fiir jede Folge (zy,) in C mit z, — z gilt Idc(zn) = 2n, — Idc(z) = 2.

Beispiel 3: Die konstante Abbildung ¢, : D C C — C, die jedem z € D die fixierte Zahl
a € C zuordnet, ist stetig. Ist ndmlich (z,) eine Folge in D, die gegen z € D konvergiert,
so konvergiert (cq(z,) = a) gegen cq(2) = a.

Beispiel 4: Polynome

m
Seien ag,ay,...,am € Cund P(2) := 3 ap2? = a;p2™ + am_ 12"+ ...+ a1z + agp ein
k=0
Polynom. Dann ist die Funktion
P:C—C

2 — P(2) = amz™ + am_ 12"+ ...+ a1z +ag

auf C stetig. Zum Beweis benutzen wir wieder die Grenzwertsétze fiir konvergente Folgen

aus Kapitel 3.1 und das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (z,) eine Folge komplexer
k

k .
~ — apz” fir alle

Zahlen, die gegen z € C konvergiert. Dann gilt z* — 2* und somit a2
k€{0,1,...,m}. Folglich gilt P(z,) — P(z).

Beispiel 5: Rationale Funktionen
Es seien P und ) komplexe Polynome und D C C eine Teilmenge, die keine Nullstelle von

Q@ enthalt. Dann ist die rationale Funktion

Rzzg: DcC—C
P(z)
T

auf D stetig. Dies folgt wie in Beispiel 4 aus den Grenzswertsétzen fiir konvergente Folgen

und dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit.

Beispiel 6: Potenz- und Wurzelfunktionen

Sei ¢ eine rationale Zahl. Dann ist die Potenzfunktion

f:RT —R
rz >z

stetig. Insbesondere ist fiir jedes m € N die Wurzelfunktion

M:R+—>R
x — Xz

stetig. Zum Beweis benutzen wir die ﬁbungsaufgabe 22: Ist (z,,) eine Folge in R, die

gegen x € R konvergiert, so konvergiert die Folge (x},) gegen x9.
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Beispiel 7: Die komplexe Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig, denn aus z, — 2
folgt e*» — e* (Satz 3.30).

Beispiel 8: Die Betragsfunktion |-|: z € C+— |z| € R ist stetig, denn aus z, — z folgt
|zn| — |2] (Satz 3.3).

Satz 4.2 1. Seien f,g: D — C in xg € D stetig. Dann sind auch die Funktionen f+ g,
f-g, 5 (falls g auf D keine Nullstelle hat), |f| und f in zo stetig.

2. f: D — C istinxzy €D genau dann stetig, wenn die beiden Funktionen Re(f) und
Im(f) in xo € D stetig sind.

3. Ist f: D — C stetig und D C D eine Teilmenge. Dann ist die Finschrinkung
flf) :D—C ebenfalls stetig.

Beweis. Fir den Beweis aller drei Aussagen konnen wir das Folgenkriterium aus Satz
4.1 und die Grenzwertsétze fiir Folgen benutzen. Wir demonstrieren dies am Beweis der
Stetigkeit von f + ¢ in xo. Die anderen Behauptungen zeigt man analog. Sei (z,,) eine
Folge in D, die gegen zy konvergiert. Da f und g in z stetig sind, konvergiert dann die
Folge (f(xy)) gegen f(xo) und die Folge (g(x,)) gegen g(xp). Aus dem Grenzwertsatz fiir

die Summe konvergenter Folgen erhélt man

(f +9)(@n) = flzn) +9(zn) = f(zo) +9(20) = (f + 9)(x0).

Somit ist f + g in x( stetig. a
Beispiel 9: Die reelle Exponentialfunktion expp : R — R ist stetig.

Satz 4.3 Seien D,lA? C C Teilmengen, f : D — C und g : D — C Funktionen mit
f(D) c D sowie go f: D — C die Verknipfung von f und g:

(go f)(z) :==g(f(x)), z€D.

Dann gilt: Sind f in zg € D und g in f(xg) stetig, so ist die Verknipfung g o f in xg
stetig.

Beweis. Wir benutzen zum Beweis das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (x,) eine
Folge in D, die gegen z( konvergiert. Da f in xq stetig ist, konvergiert die Folge (f(zy))
gegen f(zo). Da g in f(z¢) stetig ist, konvergiert die Folge (g(f(zn)) = (g0 f)(zn)) gegen
9(f(z0)) = (g o f)(xp). Somit ist g o f in x stetig. O

22

Beispiel 10: Die Funktion h : R\ {—1} — R, definiert durch h(z) := e=+1, ist stetig,

2

denn sie ist die Verkniipfung der stetigen Funktionen h = expof mit f(z) = J%5.

Als néchstes beweisen wir einen Satz iiber die Stetigkeit der Umkehrfunktion reeller Funk-

tionen mit Hilfe der ¢ — § — Definition.
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Satz 4.4 (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei I C R ein beliebiges Intervall und f : I — R streng monoton wachsend mit dem Bild
D = f(I). Dann ist f : I — D bijektiv und die Umkehrfunktion f=1 : D — I ist streng
monoton wachsend und stetig.

(Die analoge Aussage gilt auch fir streng monoton fallende Funktionen f).

Beweis. a) Jede streng monoton wachsende Funktion ist injektiv. Da D = f(I), ist
f I — D auch surjektiv, d.h. f: I — D ist bijektiv.

b) Es gelte f(x) < f(y) fur z,y € I. Da f streng monoton wachsend ist, ist dies nur
moglich, wenn = < y. Folglich gilt = = f~1(f(z)) <y = f~'(f(y)), d.h. f~1 ist ebenfalls
streng monoton wachsend.

c) Wir zeigen, dass f~!: D — I stetig ist: Sei yo = f(29) € D und & > 0. Wir miissen
ein § > 0 angeben, so dass |f~1(y) — f1(vo)| = |f~1(y) — wo| < € fiir alle y € D mit
ly — ol < 6.

1. Fall: x¢ ist kein Randpunkt des Intervalls I. Dann kann man oBdA annehmen, dass

[xg — e,20 + €] C I gilt (ggf. nach Verkleinern von ). Wir wahlen 6 > 0 so klein, dass
(yo — 6,50 +06) C (f(zo —¢), f(wo+¢)).

25
I " f b
o Qs —_— — O Qe O~
To— € xo+€ flxg—¢) f(zo) flzo+¢)

Fiir y € D mit |y — yo| < & gilt dann f(xg —¢) <y < f(zo +¢). Da f~! streng monoton
wachsend ist, folgt 29 — e < f~1(y) < 7o + & und somit |f~1(y) — 20| < &.

2. Fall: xy € I ist linker Randpunkt des Intervalls I, d.h. xyp = min(/). Dann kénnen wir
oBdA. annehmen, dass [zg, zo+¢] C I (¢ ggf. verkleinern). Wir wihlen nun § > 0 so klein,
dass [y, yo + 0] C [yo, f(zo + €)).

xo Xo+ € Yo Yy Yo + 0 f(.L() + E)

Fiir alle y € D mit |y — yo| < § gilt dann yo = f(z0) < y < f(xo + ). Da f~! streng
monoton wachsend ist, folgt zo < f~1(y) < zo +¢&, d.h. [f71(y) — 20| < e.

3. Fall: x( ist rechter Randpunkt des Intervalls I, d.h. g = max([). Der Beweis in diesem
Fall wird analog zu Fall 2 gefiihrt. a

Beispiel 11: Die Logarithmus-Funktion In: RT™ — R ist stetig.

Bemerkung zu Satz 4.4: Wir haben in Satz 4.4 nicht vorausgesetzt, dass f selbst stetig

ist. Die Unstetigkeit von f fithrt zu einem unzusammenhéngenden Definitionsbereich D



4.1 Definition stetiger Funktionen und Beispiele 85

von f~1, auf dem f~! aber immer stetig ist. Satz 4.4 gilt nicht, wenn I kein Intervall
ist. Als Beispiel betrachten wir die bijektive, streng monoton wachsende Funktion f :
[0,1] U (2,3] — [0, 2] mit

T falls x € [0, 1
o) = -
x—1 fallsze (23]

Die Umkehrfunktion f=1:[0,2] — [0,1] U (2, 3] ist gegeben durch

_ Y falls y € [0,1
) = 0.1
y+1 fallsy e (1,2].

f~1ist in yo = 1 nicht stetig.
Die bisher definierte Stetigkeit beschreibt ein lokales Verhalten der Funktion f um jeden

Punkt des Definitionsbereiches. Als néchstes definieren wir zwei Stetigkeitsbegriffe, die

starker als die gewohnliche Stetigkeit sind und globale Eigenschaften von f beschreiben.

Definition 4.4.
1. Fine Funktion f : D — C heifst gleichmajig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0

existiert, so dass fiir alle x,y € D gilt:

[z -yl < = |f(x)-fl)l<e

(Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit hangt hier die Gréoffe von 6 nur von €,
aber nicht von x oder y ab.)

2. Eine Funktion f : D — C heif$t lipschitzstetig, wenn es eine positive Konstante L € R™
gibt, so dass fir alle x,y € D gilt:

[f(z) = f)| < L-|z—yl

L heifit Lipschitz—Konstante von f.

Satz 4.5 Sei f : D — C eine Funktion. Dann gilt:

1. f st lipschitzstetig = f ist gleichmadfig stetig.
2. f ist gleichmdf$ig stetig = [ ist stetig.

Beweis. Stetigkeit folgt per Definition aus gleichméfiger Stetigkeit. Wir miissen also nur
zeigen, dass jede lipschitzstetige Funktion gleichmafig stetig ist.

Sei f lipschitzstetig mit Lipschitz—Konstante L und € > 0. Wir setzen  := ;. Seien nun
r,y € D mit [z —y| < = £. Aus der Lipschitzstetigkeit folgt dann

[f(@x) = fI < L-le—y|[<L-d=e

Somit ist f gleichméafig stetig. O
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Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass die Umkehrungen der Aussagen von Satzes 4.5

nicht gelten.

Beispiel 12:
Die Funktion

R
fiRY R Fiir ein fixes € muf} §
) fiir £ — 0 immer kleiner
T gewahlt werden.
ist stetig, aber nicht gleichmafig stetig. e
e

Beweis. Sei § > 0 eine fixierte Zahl und z € R*. Dann gilt

1 1

x—i—% x

)
= m. (%)

F(z+3) - 1) =

Die rechte Seite von (x) konvergiert bei x — 0 gegen +o00. Man kann also fiir ein gegebenes
£ > 0 kein 0 > 0 finden, so dass die rechte Seite von (x) fiir jedes = > 0 kleiner als ¢ bleibt.
Folglich ist f nicht gleichmafig stetig. O
Beispiel 13: Die Funktion £ Rt s Rt

T \/x

ist gleichméaflig stetig, aber nicht lipschitzstetig.

Beweis. Nach Ubungsaufgabe 15 gilt

Fiir £ > 0 setzen wir ¢ := €. Ist |z — y| < 4, so folgt |z — \/y| < e. Somit ist f
gleichméafig stetig.

Angenommen f wére lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten L, das heifit

VE- Vil <Lle—yl  VayeR:
Dann gilt
\/:f—f 1
R RN

Fiir hinreichend kleine x und y kann man aber Tt T +

<L Vr,ycRY

7 beliebig grofl machen. Dies ergibt

den Widerspruch. O

Beispiel 14: Die Betragsfunktion : |- | : C — R ist lipschitzstetig mit der Lipschitz-
Konstanten L = 1, denn es gilt ||z] — |w|| < |z — w| fiir alle z,w € C (Satz 2.14).
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4.2 Grenzwerte von Funktionen und stetige Fortsetzungen

Wir wissen bereits, dass die Einschrankung einer stetigen Funktion auf eine Teilmenge
wieder stetig ist. Wir stellen nun die umgekehrte Frage: Kann man eine stetige Funktion
f: D — C auf eine groBere Teilmenge D := D U {a} stetig fortsetzen, wobei a nicht zu
D gehort. Dies geht offensichtlich nicht immer, wie die Funktionen f und g aus Beispiel
1 zeigen: Diese Funktionen sind auf D = [0,1) U (1,2] stetig, aber nicht auf D := [0,2].
Beim Fortsetzungsproblem in den Punkt ¢ mufl man zwei Falle unterscheiden: a ist ein

Héufungspunkt von D oder nicht.

Definition 4.5. Se: D C C. Ein Punkt a € C heifst Haufungspunkt von D, wenn es eine
Folge (z,) in D\ {a} gibt, die gegen a konvergiert.
HP(D) bezeichne der Menge der Haufungspunkte von D.

Beispiel 15: HP((a,b)) = [a,b], HP(K(z9, R)) = cl K(29, R),
HP({L | neN}) = {0}, HP(Q) = R.

1. Fall: Sei a € C kein Haufungspunkt von D und f : D — C stetig. Dann ist jede
Fortsetzung F': D:=DU {a} — C von f stetig. Dies folgt aus dem Folgenkriterium fiir
die Stetigkeit: Ist a kein Haufungspunkt von D, so sind fiir jede Folge (z,) in D, die gegen
a konvergiert, fast alle’ Folgenglieder gleich a. Damit gilt F(z,) = F(a) fiir fast alle z,.
Die Folge (F'(zy)) konvergiert also gegen F(a).

2. Fall: Sei a € C ein Haufungspunkt von D und F : D := DU {a} — C eine Fortsetzung
der stetigen Funktion f: D — C. Dann ist F' nach dem Folgenkriterium genau dann in a
stetig, wenn fiir jede Folge (z,) aus D, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (F(z)) gegen
den Wert F'(a) konvergiert. Dabei geniigt es, Folgen (z,) zu betrachten, die vollstdndig in
D\ {a} liegen, fiir die dann (f(z,) = F(z,)) gegen F(a) konvergieren muf.

Dies fiihrt auf die folgende Definition und das folgende Stetigkeitskriterium:

Definition 4.6. Fine Funktion f : D — C hat im Hdufungspunkt a € HP(D) den Grenz-
wert b, wenn fiir jede Folge (2,) aus D\ {a}, die gegen a konvergiert, die Bildfolge (f(zn))
gegen b konvergiert.

Bezeichnung: lim f(z) = b.

zZ—a

Aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit erhélt man sofort:

Satz 4.6 Sei f: D — C eine Funktion.

1. Ist xg € D ein Hdufungspunkt von D, so ist f : D — C genau dann in xq stetig, wenn

f in xy einen Grenzwert besitzt und dieser gleich dem Funktionswert f(xo) ist:

f(xo) = lim f(z).

Z—X0

! fast alle bedeutet: alle bis auf endlich viele.
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2. Ista € HP(D)\ D, so besitzt f genau dann eine in a stetige Fortsetzung
F:DU{a} — C, wenn f in a einen Grenzwert besitzt. In diesem Fall gilt:

1) falls z € D
Fz) = {;1_13(11 f(z)  falls z = a.

Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir Grenzwerte kon-

vergenter Folgen:

Satz 4.7 Sind f,g : D — C Funktionen, a € HP(D) und existieren die Grenzwerte
lim f(z) = b und lim g(z) = ¢, dann existieren die Grenzwerte von f+g, f-g, £ (falls g
r—a r—a g

auf D keine Nullstelle hat und ¢ #0), |f|, f, Re(f) und Im(f) im Punkt a und es gilt

lim (£(x) + g(x)) = b+ c.
lim /(x) - g(x) = b-c,
lim Lx) = 9

v=ag(r) ¢
lim |f(2)| = o],

iy 7)<
lim Re(f(x)) = Re(b),

r—a

lim Im(f(x)) = Im(b).

T—ra

9

O

Wir betrachten nun den Spezialfall reeller Funktionen. In den reellen Zahlen hatten wir
aufler konvergenten Folgen auch Folgen betrachtet, die gegen 400 oder —oo streben und
diesen den uneigentlichen Grenzwert +o0o zugeordnet. Wir betrachten die analoge Situati-
on fiir Grenzwerte von Funktionen f : D C R — R und vereinbaren analog zu Definition

4.6 die folgenden Bezeichnungen:

Definition 4.7. Sei f : D C R — R eine reelle Funktion, a € HP(D) und b € RU{xo0}.

1. ilg}l f(z) = 400 <= fir jede Folge (z,) in D\ {a} mit z, — a gilt f(x,) — +o0.
2. il_r)rz f(z) = —o0 <= fiir jede Folge (x,,) in D\ {a} mit x, — a gilt f(z,) —
3. mgrfoo f(x) =b :<= fir jede Folge () in D mit x,, — 400 gilt f(x,) — b
4. xli)riaoo f(x)=b <= fir jede Folge (x,,) in D mit x,, — —oo gilt f(x,) — b

Dabei gelte in 3. (¢,+00) C D und in 4. (—oo,¢) C D fiir ein c € R.

Beispiel 16: Seien fi, fo : (0,+00) C R — R gegeben durch

fi(z) = Sk fo(z) :=cosz

xT

Dann gilt hrjrﬂ fi(x) =0, wihrend der Grenzwert von fy fiir x — 400 nicht existiert.
T—>+00
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Beuweis. Die erste Behauptung folgt, da | fi(z)| < 1. Fiir die 2. Behauptung betrachte man
die Folgen (x,) mit x, := 2n7 und (y,) mit y, := (2n + 1)7. Dann gilt fo(z,) =1 — 1
und f2(y,) = —1 — —1. Folglich hat f, fiir # — +00 keinen Grenzwert. O

Beispiel 17: Es seien o € R und 3 € RT. Dann gilt:

er P
lim — =4 und lim = +4o00.
5+ oo 1@ z—+oo In(z)

D.h. die Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz und jede Potenz mit posi-

tivem Exponenten wéchst schneller als die Logarithmusfunktion.

Beweis. Sei () eine Folge in RY mit z;,, — 400 und k eine fixierte natiirliche Zahl mit
k > a4+ 1. Dann gilt:

k 1
61’n>’1"7n>$%+ :xa'xl‘
— kT k! "ok
Folglich ist
etn Tn,
i

ertn

Da z;,, — +o0 folgt <5 — +o0.
Sei (yn) eine Folge in Rt mit y, — +o00. Da In : R* — R bijektiv und streng monoton
wachsend ist, gilt In(y,) — 4o00. Da 8 positiv ist, folgt x, := In(y,) - 8 — 4oco. Wir

erhalten aus der ersten Behauptung:

B In(yn)-B In(yn)-B8 Tn
Yn € € €
— =p- =3 —  400.
ln(yn) ln(yn) ln(yn) ’ ﬁ Ln

Im Fall von reellen Funktionen f: D C R — R kann man einseitige Grenzwerte definie-
ren. Wir betrachten dazu die folgenden Teilmengen der Menge der Haufungspunkte von
D:

HP(D)” :={a € R| es existiert eine Folge (z,) in D mit z, < a und x,, = a}.
HP(D)" :={a € R| es existiert eine Folge (z,,) in D mit x,, > a und z,, — a}.

Definition 4.8. Sei f: D C R — R eine reelle Funktion und b € RU {zxo0}.

1. Man sagt, dass der linksseitige Grenzwert von f in a € HP (D)™ existiert und gleich b
ist, falls fir jede gegen a konvergente Folge (x,,) in D mit x, < a gilt: lim f(x,) =b.
n—oo

Wir bezeichnen den linksseitigen Grenzwert mit lim f(x) = b.
Tr—a~

2. Man sagt, dass der rechtsseitige Grenzwert von f ina € HP(D)" existiert und gleich b
ist, falls fiir jede gegen a konvergente Folge () in D mit x,, > a gilt: lim f(x,) =b.
n—oo

Wir bezeichnen den rechtsseitigen Grenzwert mit lim+ () =b.
Tr—a
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Wir konnen die Stetigkeit reeller Funktionen durch die einseitigen Grenzwerte charakteri-

sieren:

Satz 4.8 Sei f: D C R — R eine reelle Funktion und zo € (¢,d) C D. Dann ist f
mn xg genau dann stetig, wenn die beiden einseitigen Grenzwerte von f im Punkt xg in R
existieren und gleich dem Funktionswert f(xg) sind:

lim f(x)= lim_f(z) = f(zo).

T—x0~ r—xot
Beweis. (=) folgt aus Satz 4.1 als Spezialfall.
(«<=) Wir setzen voraus, dass die beiden einseitigen Grenzwerte existieren und dass gilt

lim f(x)= lim_f(z) = f(zo).

T—x0~ r—xot

Angenommen, f seiin xg nicht stetig. Dann existiert nach dem Folgenkriterium eine Folge
(zn,) in D, die gegen xy konvergiert, deren Bildfolge aber nicht gegen f(xg) konvergiert.
Da dann fast alle Folgenglieder z,, von zg verschieden sind, existiert eine Teilfolge (zy, )
von (x,) mit x,, < xo oder eine Teilfolge (zy,) von (z,) mit z,, > xo, deren Bildfolge

(f(xp,)) nicht gegen f(xo) konvergiert. Dies widerspricht der Voraussetzung lim f(z) =

T—T0

lim (@) = f(ao). 0

Satz 4.8 zeigt, dass es genau drei verschiedene Typen von Unstetigkeitsstellen einer reellen
Funktion gibt. Die Funktion f: D C R — R ist genau dann in z¢ € (¢,d) C D unstetig,

wenn einer der folgenden Fille vorliegt:

(1) Hebbare Unstetigkeitsstelle
Beide einseitigen Grenzwerte von f in g existieren in R und stimmen iiberein, sind aber
ungleich f(z¢). In diesem Fall kann man die Unstetigkeit von f in xy durch Abénde-
rung von f(zg) beheben.

Beispiel:
0 =0 R,
flx) =
1 z#0 | f
Der Punkt xy = 0 ist eine hebbare Unstetig- -
keitsstelle. R

(2) Sprungstelle
Die beiden einseitigen Grenzwerte von f in x( existieren in R, sind aber voneinander
verschieden. Unter dem Sprung o(f,z¢) von f in xy verstehen wir die Differenz der
einseitigen Grenzwerte

o(f,xg):= lim f(z)— lim f(z).

z—xoT T~
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Beispiel: R
S
v+ z#0
fla)=9q "% -
0 =0
Dann ist der Punkt zp = 0 eine Sprungstelle L —1 R
und der Sprung o(f,zo) = 2.

(3) Unstetigkeitsstelle 2. Art?
Mindestens einer der beiden einseitigen Grenzwerte von f in xg existiert nicht in R.
Die folgenden Beispiele zeigen die beiden typischen Félle fiir diese Situation:

Als erstes betrachten wir die Dirichlet-Funktion

1 z€Q
0 2¢€Q

h(zx) :=

Jeder Punkt zg € R ist eine Unstetigkeitsstelle zweiter Art von h, da h in zg keinen
rechtsseitigen und keinen linksseitigen Grenzwert besitzt.

Das néchste Beispiel zeigt einen Fall mit uneigentlichen Grenzwerten.

Sei 1 €T ?é 0 R A
fl@)=4°
0 z=0
S
Der Punkt xp = 0 ist eine Unstetigkeitsstel- -
le zweiter Art, denn lim f(z) = 400 und R
z—07F
lim f(x) = —oc.
z—0~

Als Spezialfall betrachten wir monotone Funktionen.

Satz 4.9 Sei f : (a,8) C R — R eine monotone Funktion und —oo < o < f < 400.
Dann gilt:

1. Fir jedes zo € (o, B) existieren die einseitigen Grenzwerte lim f(z) und lim+ f(zx)

=T =T
n R.
2. fistin zg € (o, B) genau dann stetig, wenn lim f(x) = lim f(x).
z—xzot T—T0~
3. f hat hochstens abzdihlbar viele Unstetigkeitsstellen. Jede Unstetigkeitsstelle ist eine
Sprungstelle.
Beweis. Ubungsaufgabe. a

2 Hebbare Unstetigkeitsstellen und Sprungstellen nennt man auch Unstetigkeitsstellen 1. Art.
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4.3 Nullstellen, Fixpunkte und Extremwerte stetiger Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einigen speziellen Eigenschaften stetiger Funk-
tionen befassen. Insbesondere wollen wir Bedingungen dafiir angeben, dass eine stetige

Funktion Nullstellen, Fixpunkte bzw. Extemwerte besitzt.

Definition 4.9. Sei D C R oder D C C.

1. Ein Punkt £ € D heifit Nullstelle einer Funktion f : D — C, wenn f(§) = 0.

2. Ein Punkt £ € D heif$t Fizpunkt einer Funktion f : D — C, wenn f(§) = &.

3. Eine Funktion f: D — R nimmt auf D ein Minimum bzw. Mazimum an, wenn es ein
& €D bzw. ein & € D gibt, so dass

f(&) < flx) < f(&) Yz eD,
d.h. f(&)=min{f(z) | x € D} bzw. f(&&2)=max{f(z)|x € D}.

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man in vielen Fallen die Existenz von Nullstellen oder

Fixpunkten beweisen:

Satz 4.10 (Zwischenwertsatz)
Sei f :[a,b] C R — R stetig und n € R eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert
ein & € [a,b] mit f(§) =n.

Beweis. OBdA. sei f(a) < f(b).

R

Graph I'y

Wir konstruieren induktiv eine Intervallschachtelung {1, = [ay, by] tnen, mit
flap) <n < f(by) fiir alle n € Ny.

Wir setzen Ij := [a, b]. Dann gilt nach Voraussetzung f(ag) < n < f(bg).

Sei das Intervall I, := [ay, by] mit f(ag) < n < f(by) schon konstruiert. Wir bilden dann
1,11 durch Halbierung von [I,: Sei M, := % der Mittelpunkt von [ay, b,]. Dann gilt
entweder n < f(M,) oder n > f(M,). Wir setzen

I e [an,Mn]a falls 77 S f(MTL)7
TN M bl falls > F(Ma),

und erhalten nach Konstruktion f(an+1) <1 < f(bn+1). Die Familie der abgeschlossenen

Intervalle {I,,} ist tatsdchlich eine Intervallschachtelung, da nach Konstruktion
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a) Iny1 C I, fir alle n € Np.
b) L(I,) = $L(I—1) = 5= L(Iy) = 5= (b—a) fiir allen € Ny.

Nach dem Intervallschachtelungsprinzip (Satz 2.4) existiert genau eine reelle Zahl £ mit
an < & < by, fur alle n € Ny. Da |§ —ay| < |bp, —an| = L(I,) = 0und |b, —&| < by, —ay| =
L(I,) — 0, konvergiert sowohl die Folge (a,) als auch die Folge (b,) gegen £ € [a,b].
Da f auf [a,b] stetig ist, folgt mit dem Folgenkriterium der Stetigkeit f(a,) — f(£) und
f(bn) = f(&). Da f(an) <n < f(by) liefert das Sandwich-Lemma: f(§) = 7. O

Folgerung 4.1 1. Sei f : [a,b] — R stetig und f(a) - f(b) <0, d.h. f(a) und f(b) haben
verschiedene Vorzeichen. Dann besitzt f eine Nullstelle in [a,b].
2. Sei f :[a,b] — [a,b] stetig. Dann besitzt f einen Fizpunkt in |a,b].

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.10 mit n = 0. Zum Beweis der
zweiten Behauptung betrachten wir die Funktion ¢ : [a,b] — R definiert durch g(z) :=
f(z)—x fiir alle z € [a, b]. Dann ist g stetig und g(a) = f(a)—a > 0 und g(b) = f(b)—b < 0.
Dann sind a oder b Fixpunkte von f oder es gilt g(a) > 0 und g(b) < 0. Im zweiten Fall
hat g eine Nullstelle in (a, b), d.h. es existiert ein £ € (a,b) mit f(&) = &. O

Eine stetige Funktion f : D — R mufl keine Extremwerte, d.h. Maxima oder Minima,
besitzen. Auf einer bestimmten Sorte von Definitionsbereichen D, den kompakten Mengen,

die wir jetzt definieren, ist dies aber immer der Fall.

Definition 4.10. Sei A C R oder A C C.

1. A heifst abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (ay) aus A der Grenzwert
ebenfalls in A liegt.

2. A heifit beschrinkt, wenn es ein C € RT gibt mit |a| < C fiir alle a € A.

3. A heifit kompakt®, wenn A beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beispiele:

e Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] C R ist kompakt.

e Die abgeschlossene Kreisscheibe ¢l K(zp,R) == {z € C | |z — 2| < R} C C ist
kompakt.

e Die Kreislinie S :={z € C||z| =1} C C ist kompakt.

Satz 4.11 (Folgenkriterium fiir Kompaktheit)

Eine Teilmenge K C R oder K C C ist genau dann kompakt, wenn jede Folge (z,) aus K
eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Element aus K konvergiert.

3 Abgeschlossene, beschriankte und kompakte Mengen definiert man auch in metrischen Riumen, die die

Réume (R, |-|) und (C, |-|) verallgemeineren. In metrischen Raumen ist jede kompakte Menge beschrankt

und abgeschlossen, die Umkehrung gilt aber im Allgemeinen nicht!
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Beweis. (=): Sei K kompakt und (z,,) eine Folge in K. Da K beschrinkt ist, existiert
ein C € R" mit |z,] < C fir alle n € N. Ist K C R, so besagt der Satz von Bolzano-
Weierstraf, dass (z,) eine konvergente Teilfolge (2, ) besitzt. Ist K C C, aber K ¢ R,
so betrachten wir die Folge der Realteile (Re(z,)) und der Imaginérteile (Im(z,)). Diese
Folgen sind dann ebenfalls beschriankt und der Satz von Bolzano-Weierstraf liefert eine
Teilfolge (2, ) von (zy,), fir die (Re(zy,)) und (Im(zy,,)) konvergieren. Dann konvergiert
aber auch die Teilfolge (zy,,) in C. Da K abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert von (zy, )
in K.

(<=): Wir setzen voraus, dass jede Folge aus K eine Teilfolge besitzt, die gegen ein Ele-

ment von K konvergiert und zeigen, dass K kompakt ist:

a) K ist beschriankt: Angenommen, K wére nicht beschriankt. Dann gibt es eine Folge
(z) in K mit |z,| > n fir alle n € N. Diese Folge (z,) enthélt keine konvergente
Teilfolge. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

b) K ist abgeschlossen: Sei (zy,) eine Folge in K mit z, — z. Nach Voraussetzung existiert
eine Teilfolge (zy,) von (z,) mit Grenzwert in K. Dann gilt z = nh_)IIOlO Zn = lclggo Zny

und somit z € K.

Satz 4.12 Sei f : K — C eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K. Dann ist
das Bild f(K) C C ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei (f(z,)) eine beliebige Folge in f(K). Dann ist (z,) eine Folge in K. Da K kom-
pakt ist, existiert eine Teilfolge (zy,, ) von (z,), die gegen ein Element £ € K konvergiert.
Da f stetig ist, konvergiert (f(zp,) gegen f(§) € f(K). Folglich ist f(K) kompakt. ad

Satz 4.13 Sei f : K — R eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K. Dann

nimmt f auf K ein Minimum und ein Mazimum an, d.h. es existieren 1,8 € K mit

f(&) < flx) < f(&2) fiir alle v € K.

Beweis. Nach Satz 4.12 ist f(K) C R kompakt, also beschrénkt, d.h. es existieren
sup f(K) und inf f(K). Nach Definition von Supremum und Infimum existieren Folgen
(zp,) und (y,) in K mit f(z,) — inf f(K) und f(y,) — sup f(K). Da f(K) abgeschlossen
ist, folgt inf f(K) € f(K) und sup f(K) € f(K). Also existieren §; € K und & € K, so
dass f(&1) = inf f(K) = min f(K) und f(&2) = sup f(K) = max f(K). O

Satz 4.14 Sei f : K — C eine stetige Abbildung auf einer kompaken Menge K. Dann ist
f sogar gleichmapig stetig.

Beweis. Angenommen, f wire nicht gleichméflig stetig. Dann existiert ein €9 > 0 ohne
geeignetes d (aus der Definition der gleichméfigen Stetigkeit). Fiir alle n € N gibt es also

ein Paar von Zahlen z,,y, € K, so dass
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o —yal < wnd () = S| 2 20 (1)

Da K kompakt ist, existiert eine Teilfolge (yy,) von (y,), die gegen ein Element { € K

konvergiert. Dann gilt
1
[Ty, — &I < |Tny — Yng| + |yny, — &l < nik + Yy, —&I-

Folglich konvergiert (z,,) ebenfalls gegen £. Die Stetigkeit von f liefert klim fyn,) =
— 00

f¢) = klggo f(zn, ). Dann existiert aber ein kg € N, so dass

Dies widerspricht (4.1). O

4.4 Anwendung: Der Fundamentalsatz der Algebra

Als Anwendung von Satz 4.13 wollen wir nun den in Kapitel 2.2 angekiindigten Funda-
mentalsatz der Algebra beweisen, der weitreichende Konsequenzen sowohl in der Algebra

als auch in vielen Bereichen der Analysis hat.

Satz 4.15 (Fundamentalsatz der Algebra)

Jedes nicht-konstante komplexe Polynom besitzt eine Nullstelle.

Beweis. Sei P(2) = apz" + ap_12""1

QnyAp—1,---,00 € C, n > 1 und a, # 0.

+ ...+ a1z + ap ein komplexes Polynom mit

1. Schritt: 'Wir zeigen, dass die Abbildung |P| : C — R auf C ein Minimum annimmt,
d.h. es exisiert ein £ € C mit |P(£)| < |P(z)| fiir alle z € C.
Wir definieren dazu Q(z) durch

11 1
P(z)—anz"<1+an 1+...+ao>, z # 0.
an 2 Ay 2"
=:Q(2)
Sei nun « := CLZ—: .o+ |2 und B = max{1,2a}. Fir |z| > g folgt dann

1| 1 1 _ 1 1 1
Qe 22| 2 2 s (| 2) L DL
an | |2 an | |z|™ an an |/ |2| |z| — 2

Dies zeigt, dass

1 ..
1+ Q)| >l - 1Q()]| = 1-1Q(2)| > 5 firalle o[ 2 5.
Wir setzen r := max{s3, (20[)%}. Dann folgt
1
|P(2)| = |anz"| - |1+ Q(2)| > |lan| - |2|" - = > lan| -« fir alle |z| > r.

2
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Fiir alle z € C auflerhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe ¢l K(0,7) gilt also |P(z)| >
lan| - @. Da abgeschlossene Kreisscheiben kompakt sind, nimmt |P| auf ¢/ K(0,r) ein
Minimum an. Da |P(0)| = |ag| < |an| - @, ist dieses Minimum auch das Minimum von |P)|
auf ganz C. Damit ist gezeigt, dass ein £ € C existiert mit |P(§)| = min{|P(z)| | z € C}.
2. Schritt: Wir zeigen, dass P(§) = 0.

Angenommen P(§) # 0. Wir betrachten das Polynom n-ten Grades

P(z+¢)
PE)

Da |P| in £ ein Minimum annimmt, gilt |H(z)| > 1 fiir alle z € C. Wegen H(0) = 1, hat
H die Form

H(z):=

H(z)=0bpz"+ ...+ bpz™ +1,

wobei by, bmt1, ..., b, komplexe Zahlen sind, n > m > 1 und b, # 0. Die komplexe
Zahl —%—Z' hat den Betrag 1 und besitzt nach Satz 2.15 eine m-te Wurzel w € C, d.h.
wm = —%. Sei w = cos()) + isin(¢)) die trigonometrische Darstellung von w. Dann ist
by ( cos(mp) + isin(map)) = —|by,|. Wir betrachten nun H auf den komplexen Zahlen der

Form z = ¢ - (cos(¢)) + isin(¢))) mit o > 0. Dann gilt

‘H(g-(cos(w)—l—i sin(w))‘ < |bp|-0"+. . A b1 |- 0™ b 0™ - (cos(mp) + isin(my)) +1].

=[1—=[bm|-0™|

Sei nun g so klein gewéhlt, dass o™ < Ib%nl ist. Dann ist 1 — |by,|0™ > 0 und damit

’H(g‘ (cos(v) —i—isin(zp))’ <1—|bm|- 0™+ |bms1] - oMt 4+ |by| - 0"
=1—0"(|bm| = [bms1|-0— . = [ba] - "7™).

>0 fiir ¢ hinreichend klein

Somit ist ‘H(Q (cos(v) +1 sin(@b))} < 1 fiir hinreichend kleine p. Dies ist ein Widerspruch
zu |H(z)| > 1 fiir alle z € C. Somit war unsere Annahme falsch und es gilt Q(§) =0. O

Satz 4.16 (Zerlegungssatz fiir komplexe Polynome)
Sei P(z) = anz"+...+a1z+ap ein komplexes Polynom vom Grad n > 1. Dann existieren
n Nullstellen &1, ...,&, € C von P und es gilt

P(z)=an(z = &) (2= &) ...+ (2 = &),
wobei die Nullstellen &1, ..., &, nicht alle verschieden sein miissen.

Beweis. Sei &; € C eine Nullstelle von P, d.h. P(&) = 0. Wir wollen von P den Linear-

faktor (z — &) abspalten. Dazu betrachten wir die Polynome
Quz) =1+ G+ G g

Dann gilt 2 — &F = (2 — &) - Qi (2) und folglich
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P(z) = P(2) — P(€&1) = a1(z — &) + as(22 =€) + ... + an(z" — €})
= (2 = &) (@Q1(2) + a2Q2(2) + ... + anQn(2))
= (Z — 61) . Pl(z).
Py (z) ist dabei ein Polynom vom Grad n — 1. Ist n — 1 > 1, so hat P; eine Nullstelle und

wir kénnen einen weiteren Linearfaktor von P; abspalten. Dieses Verfahren funktioniert

n—mal. O

4.5 Die trigonometrischen und die Hyperbelfunktionen und ihre
Umkehrfunktionen

Mit Hilfe der Exponentialfunktion definieren wir jetzt die trigonometrischen Funktionen
sowie die Hyperbelfunktionen. Wir erinnern nochmal an die Definition der Exponential-

funktion:
exp: C — C

z +—>62::§Z—
n=0

Diese Funktion ist auf C stetig und erfiillt ¢® = 1 sowie e*t% = ¢? - ¥.

4.5.1 Die trigonometrischen Funktionen

Fir z € R gilt S

Sinw
‘6“’2 — . i — QIT oI 60 - 1.

Die komplexe Zahl e® liegt also auf der Kreislinie
St := {2z € C | |z| = 1}. p(x) bezeichne den orien-
tierten Winkel zwischen der reellen Achse und dem
Strahl von 0 durch ¢ (im Gradmaf).

Definition 4.11 (Analytische Definition der Funktionen sin und cos).
Den Realteil von e nennen wir Cosinus der reellen Zahl x, den Imagindrteil von e'®

nennen wir Sinus von x, d.h.

i eix Jre—ix > ka
cos(w) = Re(e") = ———— = Z(—nk(%)'
k=0 '
) i ei:p _ efix > I2k+1
Sln(l’) = Im(e ) = T = Z(—l)km
k=0 ’

Dann erhalt man unmittelbar die Euler-Formel

e = cos(r) +isin(z) Vz €R.
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Wir hatten in Kapitel 2 bereits die elementargeometrisch definierten trigonometrischen
Funktionen sin und cos benutzt. Die Definition 4.11 zeigt, dass sin(¢(z)) = sin(z) und
cos(p(x)) = cos(z). (Man nennt = auch das Bogenmaf} des orientierten Winkels zwischen
der reellen Achse und dem Strahl von 0 durch e*®, denn wie wir noch sehen werden, ist
z die Liange der Kreisbogens von 1 nach e*. Im folgenden werden wir die analytische
Definition der trigonometrischen Funktionen sin und cos benutzen.

Durch Einsetzen von €*® in die Definitionen erhilt man sofort die folgenden Eigenschaften

und Rechenregeln fiir Sinus und Cosinus:

1. Die reellen Funktionen cos: R — R und sin : R — R sind stetig.

2. cos ist eine gerade Funktion, d.h. es gilt cos(—x) = cos(z) fir alle x € R.
sin ist eine ungerade Funktion, d.h. es gilt sin(—z) = —sin(z) fiir alle x € R.
sin(0) = 0 und cos(0) = 1.

3. sin?(z) + cos?(z) =1 fiir alle z € R.
(Da sin?(z) + cos?(z) = [e*]? = 1.)

4. Additionstheoreme: Fir alle z,y € R gilt:

sin(z + y) = sin(zx) cos(y) + sin(y) cos(z)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

(Real- und Imaginérteil von e'(*+¥) = ¢ . ¢ vergleichen).

5. Differenzformeln: Fiir alle x,y € R gilt:
sin(z) — sin(y) = 2 - cos (%) - sin (%),
cos(z) — cos(y) = —2 - sin (%‘H/) - sin (%)

Additionstheoreme auf i(z +y) 4+ 1 (z — y) anwenden.
2 2

EinschlieBungslemma fiir sin und cos: Fir alle rellen Zahlen x € (0,2] gilt

2 2 4

1—%<cos(x)<1—%+g—4,
a3 .
T- & < sin(z) < =.
. o . 22k . 0o i p2k+1 1
Bewess. Die Reihen cos(z) := -1 und sin(x) := —1)¥ ———— sin
)= 20" G )= 200 Gy

—— ——
=:bg =Ck

alternierende Reihen. Fiir z € (0, 2] sind (b;)72; und (c)32, monoton fallende Nullfolgen
positiver reeller Zahlen. Aus dem Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen (siche Beweis
von Satz 3.23) kennen wir eine Abschétzung des Reihenwertes s einer alternierenden Reihe

durch die Partialsummen s,, der Reihe:

Som4+1 < 8§ < Som Vm € Ny.
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Fiir cos(z) und z € (0, 2] ergibt sich bei m = 1:

1 $2<1 x2+x4 xG < cos(x) < 1 x2+x4
- — -t === ¢ =1-—4+ —.
2 9 Tog g BSOS\ Y
0
>

Fiir sin(z) und z € (0, 2] ergibt sich bei m = 0:
3
€ .
T— 5 =51 <sin(z) < sp = @.
O

Als néachstes diskutieren wir den Kurvenverlauf der Funktionen cos und sin. Zunéchst

sehen wir uns die Nullstellen an:

Satz 4.17 Die Funktion cos : R — R hat auf dem Intervall (0,2) genau eine Nullstelle.

Beweis. 1. Existenz der Nullstelle: Wie wir bereits wissen gilt cos(0) = 1. Andererseits
zeigt das EinschlieSungslemma
22 2t 2 1

<l 42 19422,
cos(2) < 2—1—24 +3 3

Da cos : R — R stetig ist, folgt aus dem Zwischenwertsatz, dass ein £ € (0, 2) mit cos(§) = 0
existiert.

2. Eindeutigkeit der Nullstelle: Dazu zeigen wir, dass die Funktion cos auf (0,2) streng
monoton fallend ist:

a) Die Funktion sin ist auf (0, 2) positiv, da nach dem Einschliefungslemma fiir x € (0, 2)

gilt:
2 3
0<x<1—%) :x—% < sin(z).
b) Seien nun z,y € (0,2) mit > y. Dann gilt Lgy € (0,2) . Aus den Differenzformeln
folgt

cos(x) — cos(y) = —2sin (%—I—y) - sin (%) < 0.

Folglich ist cos auf dem Intervall (0,2) streng monoton fallend und somit ¢ die einzige
Nullstelle von cos in (0, 2). O

Definition 4.12 (Analytische Definition der Zahl 7).
Die Nullstelle von cos auf dem Intervall (0,2) heifit g

In der Elementargeometrie definiert man die Zahl 7 als den Flacheninhalt der Kreisscheibe
von Radius 1 und approximiert sie durch die Flacheninhalte von regelmafligen n-Ecken mit

Eckpunkten auf dem Rand der Kreisscheibe fiir n — oo. Dabei erhélt man

7~ 3,141592653....
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Wir werden noch zeigen, dass beide Definitionen iibereinstimmen. Die Zahl 7 ist irrational
und transzendent, d.h. es gibt kein Polynom mit ganzzahligen Koeflizienten, das 7 als
Nullstelle hat.

Da cos(5) = 0, gilt sin(5) = 1 und aus der Eulerformel folgt €'2 = i. Wegen e/ @t = ¢i®.¢

erhalten wir auflerdem:

Folgerung 4.2 €3 =i, em=—1, €327 =
elrt2mik — eir fiir glle x € R und k € Z.

Der Vergleich von Real- und Imaginérteil in der Eulerschen Formel liefert dann die folgen-

den Beziehungen zwischen Sinus und Cosinus:

Folgerung 4.3 Fiir alle x € R gilt

sin(x + §) = +cos(z), cos(x + 5) = —sin(z),
sin(x + 7) = —sin(x), cos(x + 7) = — cos(z),
sin(z + 27) = sin(z), cos(x + 27) = cos(z).

Daraus erhalten wir die weiteren Nullstellen und die Monotoniebereiche von Sinus und
Cosinus auf R. Die folgenden Bilder zeigen den Kurvenverlauf der Cosinus- und Sinus-
funktion auf [0, 27]:

R y

MElan

Die néchste Tabelle zeigt die wichtigsten konkreten Werte von sin und cos, die wir mit

analytischen Mitteln herleiten werden?:

Satz 4.18 (Spezielle Werte von sin und cos)

Bogenmafs x 0] %
Gradmaf | (z) ||0°] 30° | 45° | 60° |9

sin(z)[|0] § |3v2
cos(z)|| 1 %\/g %\/5

Sk
SIEENE
wlx
(NI

(o]

D[
O S
w
—_

4 Ich empfehle Thnen, sich auch eine elementargeometrische Herleitung der speziellen Werte von sin und

cos zu Uberlegen (Benutze Basiswinkelsatz und Satz des Pythagoras).
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Beweis. a) Umrechnung vom Bogenma$ ins Gradmaf: ¢(0) = 0° ist wegen e'® = 1
offensichtlich. Da €'z = i folgt ©(5) = 90°. Bei der Multiplikation der komplexen Zahlen
¢ und e addieren sich die Winkel ¢(z) und ¢(y). Wegen €/ - ¥ = €/**t¥) folgt dann
o(x) + ¢(y) = p(z + y). Damit erhdlt man die anderen Umrechnungen vom Bogen- ins
Gradmaf.

b) x = 7: Nach Folgerung 4.3 gilt:

Folglich ist

Da cos (%) > 0 folgt

c) v = 5: Wir setzen z := e's. Dann gilt 2% = (ei%)?’ = ¢™ = —1 und wir erhalten
2

Deshalb gilt

3 = 2cos (%)

L
+ Lo =els 4t

7

ol

1=¢

oy

e
Dies zeigt, dass cos (%) = % und folglich sin g) = %\/g
d) x = §: Nach Folgerung 4.3 gilt
sin (7) = (5 — §) = cos (~ §) = os ) =

und deshalb auch cos (%) = %\/g O

N[

Mittels der Sinus- und Cosinusfunktion definieren wir die trigonometrischen Funktionen

Tangens (tan) und Cotangens (cot):

tan:R\{g+/~c7r|k€Z}—>R

2 ) 22
cot : R\ {kr | k € Z} — R cos(x)
x> cot(x) = sin(x)

cot t:an
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Aus den Eigenschaften von Sinus und Cosinus erhélt man die folgenden Eigenschaften von

Tangens- und Cotangensfunktion:

1. tan und cot sind stetige, w-periodische, ungerade Funktionen.
2. Es gelten folgende Additionstheoreme:
tan(x) + tan(y)

tan(z +y) = und  cot(z+y) =

_ cot(z) - cot(y) — 1
1 — tan(z) - tan(y) )

cot(z) + cot(y)

Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, existieren keine globalen Umkehr-
funktionen. Es existieren aber Umkehrfunktionen auf jedem Monotoniebereich der trigo-

nometrischen Funktionen. Nach Satz 4.4 sind diese Umkehrfunktionen ebenfalls stetig.

Definition 4.13. Die Umkehrfunktion von siny _

bezeichnet.

%7 heifit Arcussinus und wird mit arcsin
22

T
2
Die Umkehrfunktionen von sin‘[_

arcsin : [—1,1] — [ — , §] ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

< =, k€Z, erfiillen nach den Additionstheoremen
§+kﬂ,§+kﬂ]

(Sinl[*%Jrkm%Jrkﬂ])il(x) = (_1)k : arcsin(x) + kﬂ—

Man nennt sie auch die Nebenzweige der Umkehrfunktion von Sinus.

Definition 4.14. Die Umkehrfunktion von Cos|, heifst Arcuscosinus und wird mit arccos

bezeichnet.
arccos : [ — 1,1] — [0, 7] ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.
Die Umkehrfunktion von COS| 1 (hs1)m]? k € Z, ist nach den Additionstheoremen
_ 2k +1— (—1)*
k
(€S| r s1ym)) Y(z) = (=1)* - arccos(x) + —y T

Definition 4.15. Die Umkehrfunktion von tan - heifit Arcustangens und wird mit

arctan bezeichnet.

™ T
5:7)

arctan : R — (=7, 7) ist bijektiv, stetig und streng monoton wachsend.

Die Umkehrfunktion von tan)(_z 4 pr = 4kr), k € Z, erfillt nach den Additionstheoremen

(tan|(,g+kmg+kw))fl(£) = arctan(z) + k.

Definition 4.16. Die Umkehrfunktion von coty, . heifst Arcuscotangens und wird mit

arccot bezeichnet.

)
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arccot : R — (0, 7) ist bijektiv, stetig und streng monoton fallend.

Die Umkehrfunktion von cot (ko (h 1)) k € Z, erfillt nach den Additionstheoremen

(C0t|<kﬂ,(k+1)ﬂ)>_l($) = arccot(z) + k.

QT
arccos
: arcsin
D TR .7-5/2 ..........................
1 arctan
A 0
-4 -3 -2 1 0 q 2 3 4
1
........................ 7-[--/2."..............................'
-2

4.5.2 Die Hyperbelfunktionen

103

Unter den Hyperbelfunktionen Sinus hyperbolicus sinh : R — R und Cosinus hyperbo-

licus cosh : R — R versteht man die folgenden reellen Funktionen:

Aus der Reihendarstellung fiir e* folgt

e 2n+1 3 5
x x x
inh(x) = — = —+ —+...
sinh(z) nzo(znﬂ)! SR T
i o 2 A coth
h(z) = = — 4+ =
cosh(z) ;_:0(2”)' + o1 + 1 +
sinh
Wir bilden auch hier die Quotienten beider Funk- —
tionen und erhalten Tangens hyperbolicus . . o . . .
tanh : R — R: R
sinh(z) ¥ —1 A
t h = =
anh(z) cosh(z) e2*+1 2]
und Cotangens hyperbolicus coth : R\ {0} — R: ]
coth(z) = cosh(z) _ e* +1 i

sinh(x) e2* -1’
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Alle diese Hyperbelfunkionen sind offensichtlich stetig. Durch Einsetzen der Exponen-
tialfunktion in die Definitionen bzw. Betrachtung der Potenzreihen erhélt man folgende

Rechenregeln und Eigenschaften fiir die Hyperbelfunktionen:

1. sinh ist eine bijektive, streng monoton wachsende, ungerade Funktion mit sinh(0) = 0.
2. cosh ist eine gerade Funktion mit cosh(z) > 1 fiir alle x € R. coshjjg 4o : [0, +00) —
[1,4+00) ist bijektiv und streng monoton wachsend mit cosh(0) = 1.
3. cosh?(x) —sinh?(z) = 1 fiir alle z € R
(Definitionen einsetzen und ausrechnen).
4. Additionstheoreme:

cosh(x + y) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
sinh(z 4 y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(z) sinh(y),

tanh(z) + tanh(y)
tanh = '
an (I‘ + y) 1+ tanh(x) . tanh(y)

Bemerkung:

a) Der Name Hyperbelfunktionen hat folgenden Grund:
So wie die trigonometrischen Funktionen sin und cos die Punkte der Kreislinie
Sti={(z,y) € R? | 22 + y? = 1} beschreiben:

S = {(cos(t),sin(t)) | £ € [0,2m)},

so beschreiben die Hyperbelfunktionen sinh und cosh die Punkte der Hyperbel
Hyp = {(z,y) e R*| 2 —¢y* = 1,2 > O}:

Hyp = {(cosh(t),sinh(t)) | t € R}.

b) Héngt man ein ideales Seil zwischen zwei Punkten tiber der Erdoberfliche auf, so wird
die entstehende Seilkurve durch die Funktion f(x) = bcosh(az) beschrieben.

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen

Die Funktion sinh : R — R ist bijektiv und streng monoton wachsend.

Die Funktion cosh : R — R nimmt ihre Werte in [1, +00) an, sie ist bijektiv und streng
monoton wachsend von [0, 4+00) auf [1, +00).

Wir koénnen deshalb die Umkehrfunktionen betrachten:

Definition 4.17. Die Umkehrfunktion von sinh : R — R heifit Areasinus hyperbolicus
und wird mit arsinh bezeichnet: arsinh : R — R.
Die Umkehrfunktion von coshy, [0, +00) — [1,+00) heifit Areacosinus hyperbolicus

und wird mit arcosh bezeichnet: arcosh : [1,+00) — [0, +00).

Die Funktion tanh : R — (—1,1) C R ist bijektiv und streng monoton wachsend. Die
Funktion cothy, . - R\{0} — R\[ — 1, 1] ist bijektiv und streng monoton fallend.



4.5 Die trigonometrischen und die Hyperbelfunktionen und ihre Umkehrfunktionen 105

Definition 4.18. Die Umkehrfunktion von tanh heifst Areatangens hyperbolicus :
artanh : (—=1,1) — R.

Die Umkehrfunktion von coth heifit Areacotangens hyperbolicus :

arcoth : R\ [—1,1] — R\ {0}.

Alle vier Umkehrfunktionen sind wegen Satz 4.4 stetig.

34
artanh

ansinh

arcosh

-3 -2 -1 0 1 2 3

Satz 4.19 Es bestehen die folgenden Beziehungen zwischen den Umkehrfunktionen der

Hyperbelfunktionen und der Logarithmusfunktion:

arsinh(z) = In(z + V22 + 1), Vz eR,
) ( + v r? — 1)7

arcosh(x) = In Vo >1,
1 1
artanh(x) = §1n (1 i_z) , VoeR mit|z] <1,
1 1
arcoth(x)ziln (x+1), Vo eR mit|z| > 1.
x_

Beweis. Ubungsaufgabe. a






5

Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel behandeln wir die Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen
Variablen. Die Ideen zur Entwicklung der Differentialrechnung gehen bis ins 17. Jahrhun-
dert zuriick. Sie sind eng verbunden mit dem Versuch, Probleme der Geometrie durch
Einsatz analytischer Methoden zu 16sen (z.B. Bestimmung von Tangenten oder von Figu-
ren und Korpern mit maximalen Flécheninhalten) sowie mit den Erfordernissen, die die
Behandlung von Problemen aus der Mechanik (Verstandnis von Geschwindigkeit und Be-
schleunigung sowie von Kraft und Tragheit) an die Mathematik stellte. Fiir einen kurzen
historischen Abrifi empfehle ich das Buch von W.Walter: Analysis I, § 10.

Die Grundidee der Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variable ist das Stu-
dium des lokalen Anderungsverhaltens der Funktion in der Nahe eines Punktes mit Hilfe
der Approximation der Funktion durch lineare Abbildungen (Tangenten) bzw. durch Po-
lynome. Die Eigenschaften dieser linearen bzw. polynomialen Approximation lassen viele

Aussagen iiber das lokale Verhalten der Funktion zu.

Im Abschnitt iiber stetige Funktionen haben wir reelle und komplexe Funktionen gemein-
sam behandelt. Die Definition der Stetigkeit ist in beiden Féllen die gleiche, die grund-
legenden Eigenschaften stetiger Funktionen sind auch fiir beide Falle analog. Bei diffe-
renzierbaren Funktionen ist die Situation grundséatzlich anders: Zwar kann man auch die
Differenzierbarkeit fiir reelle und fiir komplexe Funktionen auf die gleiche Weise definieren,
jedoch haben differenzierbare komplexe Funktionen ein grundséatzlich anderes Verhalten
als differenzierbare reelle Funktionen. Deshalb hat sich ein eigenes Gebiet der Mathematik
entwickelt, das sich mit differenzierbaren komplexen Funktionen beschéftigt, die Funk-
tionentheorie. Zu diesem Themengebiet werden Vorlesungen im Wahlpflichtbereich des
Lehramtsstudiums angeboten. Im Rahmen der Grundvorlesung Analysis befassen wir uns

zunéchst mit den Eigenschaften reeller differenzierbarer Funktionen.

5.1 Differenzierbare reelle Funktionen: Rechenregeln und Beispiele

In diesem Kapitel bezeichnet I C R ein reelles Intervall®.

! Hierbei sind alle Sorten von Intervallen zugelassen, die mehr als einen Punkt enthalten, d.h. offene,

halb-offene, abgeschlossene, beschriankte und unbeschrankte.
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Definition 5.1. Fine Funktion f : I C R — R heifst in x¢ € I differenzierbar, falls der

Grenzwert

[ (x0) == %(xo) = lim fa) = flzo) _ lim fo + h})L — f(=o)

T—xQ T — X0 h—0

existiert. Dieser Grenzwert heifst Ableitung von f in xg.
Die Funktion f : I C R — R heifst differenzierbar, falls sie in jedem Punkt xq € 1

differenzierbar ist. In diesem Fall heiffit die Funktion

f ICR—R

z > fl(2)

1. Ableitung von f.

Geometrische Interpretation der Ableitung:

Sekante 9n

// 0 l xOY Z :— h

Sei f: I CR — R eine differenzierbare reelle Funktion. Dann beschreibt der Differen-
zenquotient w den Anstieg der Sekante g; durch die Punkte Py := (xq, f(z0))
und Py, := (xo + h, f(xo + h)) des Funktionsgraphen I'y. Die Gerade gj, wird durch die

Funktion
f(@o +h) — f(zo)
h

Anstieg

Sp(z) =

x4+ c(h)

beschrieben (d.h. g, ist der Graph von Sp). Die Tangente an die Kurve I'y im Punkt P
ist die Grenzgerade der Sekanten g, fiir h — 0. Ihre Funktionsgleichung lautet daher:

Two(x) — }Ll_r)% f(mo +h}1_ f(xO) Hf‘f‘}lllg%)C(h)

= f'(x0) - x + ¢(0).

Da die Tangente die Kurve I'y im Punkt P beriihrt, gilt Ty, (z0) = f(z0) = f'(x0)z0+c(0).

Damit kann man ¢(0) bestimmen und erhélt als Funktionsgleichung fiir die Tangente
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Tao(2) = f'(z0)(x = m0) + f(w0)-

Folglich beschreibt die Ableitung f’(zo) den Anstieg der Tangenten an die Kurve I'y im
Punkt Fp.

Satz 5.1 Ist eine Funktion f: I CR — R in xzg € I differenzierbar, so ist sie in xg auch
stetig. Jede differenzierbare Funktion f: 1 C R — R ist somit auf I stetig.

Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei (x,) eine Folge in I, die

gegen xg konvergiert. OBdA. sei z,, # ¢ fiir alle n € N. Dann gilt:

F () — f(0) = (an — 0) (f”‘f(“)) D0 fag) = O,

Ty — X0

Somit konvergert die Bildfolge (f(x,)) gegen f(zo). Nach dem Folgenkriterium fiir die
Stetigkeit ist f deshalb in x( stetig. a

Bemerkung 1: Es gibt stetige Funktionen, die nicht differenzierbar sind. Z.B. ist die
Betragsfunktion f : R — R, f(z) :=|z|, in zy = 0 stetig, aber nicht differenzierbar.

N
oy
-~

8

=
\

3

Es gibt sogar stetige Funktionen, die in keinem Punkt differenzierbar sind?.

Satz 5.2 (Ableitungsregeln)
Es seien f,g:1 C R — R Funktionen, die in xg € I differenzierbar sind. Dann gilt:

1. Summenregel:

f+g:1—Ristin z differenzierbar und (f + g)'(z0) = f'(x0) + ¢'(z0)-
2. Produktregel:

f-g:1—Ristin xg differenzierbar und

(f-9) (x0) = f'(x0) - g(x0) + f(w0) - ¢ (o).

3. Quotientenregel:

g habe auf I keine Nullstelle. Dann ist g : I — R in xqg differenzierbar und

(f)’ () = 1 @09(z0) = F(w0)g'(20)
9 9% (o) '

2 Ein Beispiel kénnen Sie sich im Buch von K. Koénigsberger: Analysis 1, 6. Auflage, Kapitel 9.11, oder
im Buch von O. Deiser: Analysis 1, S. 283, ansehen (Takagi-Funktion).
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(5) 0=

Beweis. 1. Die Behauptung folgt durch Limesbildung aus
f(z) +9(x) = (f(z0) +9(z0)) _ f(z) = flzo) , g(x) — g(z0)

Tr — X T — X0 T — X0

Insbesondere gilt auch

2. Die Behauptung folgt auch hier wieder durch Limesbildung aus
(f-9)(x) = (f - 9)(x0) _ ) 9(x) — g(wo) | fla) = f(z0)

= g(o),
T — X L — o T — o
wobei wir auch die Stetigkeit von f in z¢ benutzen.
3. Die letztere Behauptung folgt durch Limesbildung aus
1 1
(é)(fﬁ) - (%)(530) 9@ 9o 9(xo) —g(x) 1 T—To , 1
= = ) — -9 (xO) )
T — X T — X T — o g9(z)g(z0) 9°(z0)

Mit Hilfe der Produktregel erhalt man dann sofort die Quotientenregel. O

Satz 5.3 (Kettenregel)
Es seien I,J C R Intervalle, die Funktion g : J — I in xo € J differenzierbar und die
Funktion f: I — R in g(xo) differenzierbar. Dann ist die Verknipfung fog:J — R in

xo differenzierbar und es gilt

(f ©9)'(0) = f'(9(z0)) - g'(20)-
Beweis. Fir g(z) # g(zo) gilt

(fog)(z) = (fog)(@) _ g(z) —g(zo) [flg(x)) — flg(z0)) ()

T — X T — o g(x) — g(wo)

Sei (x,,) eine gegen xy konvergente Folge mit x,, # x¢ fiir alle n € N.

1. Fall: Es existiert ein ng € N mit g(z,,) # g(xo) fir alle n > ng. Da g in ¢ stetig ist,
konvergiert die Folge (g(zy)) gegen g(xo) und aus (*) folgt wegen der Differenzierbarkeit
von g in zp und f in g(zo):

o J0@n) = £(g(0))

n—oo Ty — 3}‘0

= 9/(900) ) f’(9($0))-

2. Fall: Es gelte g(x,) = g(xp) fir unendlich viele n € N. Wir betrachten die Teilfolge

(2n, ) dieser Folgenglieder von (). Da g in ¢ differenzierbar ist, gilt dann

§(0) = lim 9(xn) —9(z0) _

k—o0 Tny, — L0

Demnach ist

lim fg9(xn,)) — fg(z0)) = lim 0=0= ¢ (z0) - f'(g(z0)).

k—o0 Tn;,, — L0 k—o0

Unter Benutzung des 1. Falles erhalten wir die erforderliche Konvergenz fiir die gesamte
Folge (zy,). O
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Satz 5.4 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f . I — J eine bijektive Funktion zwischen zwei Intervallen, xo € I und es gelte:

a) Die Funktion f ist in xo differenzierbar und f’(x¢) # 0,
b) Die Umkehrfunktion f=1:J — I istin yo:= f(x0) € J stetig.

Dann ist die Umkehrfunktion f=' :J — I in yy differenzierbar und fiir ihre Ableitung

gilt:
1

P Hwo))
Beweis. Fiir y € J mit yo # y und x := f~1(y) € I gilt:

') —fMw) _ x—zo 1
Y=Y f(x) = f(xg) f@)=f(z0)”

T—x0

(f~1) (wo) =

()

Sei nun (y,,) eine Folge in J mit y, # yo, die gegen yo konvergiert. Da f~! in yq stetig ist,
konvergiert die Folge (z, := f~(y,)) gegen xog = f~'(y0). Da f in xq differenzierbar ist,
folgt dann mit (**)

S ) = F (wo) 1 1

lim =

n—oo Yo — Yo Fi@o) — F'(F(yo))

O

Bemerkung 2: Da jede differenzierbare Funktion auch stetig ist, ist die Voraussetzung
b) in Satz 5.4 notwendig. Ist f in x differenzierbar, so ist die Voraussetzung f’(zg) # 0
in a) ebenfalls notwendig. Sind ndmlich f in 2o und f~! in yg = f(xo) differenzierbar, so

gilt wegen f~!o f = Id; nach Kettenregel:

(f7) (f(20) - f'(w0) = 1,

und somit f’(x) # 0.
Die letzte Bedingung ist fiir die Funktion f : R — R mit f(x) = 23 verletzt. f ist bijektiv
und differenzierbar, es gilt f(0) = 0 und f’(0) = 0. Die inverse Funktion f~': R — R ist
gegeben durch
Y falls y > 0,
fy) = 0 falls y = 0,

— /1yl falls y < 0.

f~list in O stetig, aber nicht differenzierbar. Z.B. existiert bereits der rechtsseitige Grenz-
wert des Differenzenquotienten von f~! fiir 4 gegen 0% nicht in R, da
) - 710 w1

== —>+ —+00.
Y Y ys  y—=0

Dieses Beispiel zeigt auch, dass die Umkehrfunktion einer nicht differenzierbaren Funktion

durchaus differenzierbar sein kann.
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Ableitungen elementarer Funktionen

1. Polynome
Seien ag, ay, ..., ay reelle Zahlen und P(z) das Polynom
P(z) := apa™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag. Dann ist die Funktion P : R — R
differenzierbar und fiir die Ableitung gilt:

P'(z) = naz" ' 4+ (n — Dap_12" 2 + ... + 2a02 + ay.

Beweis. Wegen der Summen- und Produktregel fiir Ableitungen geniigt es, die Poly-

nome der Form P(z) := z* fiir k¥ € N zu betrachten. Fiir den Differenzenquotienten

gilt:
- - - k—2 E—1
ok —af (z — mo) (P + 2F 2w+ 2P B0+ g 2T
Tr— X T —Zo
- - - ) -1
=2 b a2 4 2P 33:3—}—...4—35-1:’5 +:CIS .
Filir x — zo konvergiert dies gegen k - xlgfl. a

2. Die Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion exp : R — R, exp(x) := e”, ist differenzierbar und es gilt

exp’ = exp.

. . . . +h_ h_ -
Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten % =e¥ L Nach Ubungs-
eh—1

— = 1. Folglich ist exp differenzierbar und fiir die Ableitung

aufgabe 32 gilt lim
h—0
im Punkt x € R gilt

e
() = i 5 =

633+h T eh -1

3. Die Logarithmusfunktion
In:RT — R ist differenzierbar und es gilt In'(z) = 1 fiir alle z € R¥.

Beweis. Die Logarithmusfunktion In ist die Umkehrfunktion von exp : R — R™. Sie
ist stetig, die Exponentialfunktion exp ist differenzierbar mit exp’ = exp > 0. Somit

sind die Voraussetzungen des Satzes 5.4 erfiillt und es folgt fiir alle xz € R™:

1 1 1

/ _ — —
() = exp/(In(z))  el@ 2’

4. Potenzfunktionen und Wurzelfunktionen
Sei a € R eine fixierte reelle Zahl. Wir betrachten die Potenzfunktion p, : Rt — R

mit dem Exponenten a:

pq ist differenzierbar und es gilt p/,(z) = a - 22! fiir alle z € R,
(Der Spezialfall a = % fir m € N, m > 2, liefert die Wurzelfunktionen).
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Beweis. Nach der Kettenregel (Satz 5.3) gilt:

1
ph(z)=exp'(In(z)-a)-a-In'(z) =@ q. = == .g=q.2%"
r -
. Die trigonometrischen Funktionen
sin: R — R und cos : R — R sind differenzierbar und es gilt cos’ = —sin und
sin’ = cos.
Beweis. Aus Ubungsaufgabe 36 wissen wir, dass }llin%) &,Eh) =1 und }llimo % =0.
— —
Aus den Additionstheoremen folgt daher fiir die Differenzenquotienten:
sin(x 4+ h) — sin(z) sin(x) cos(h) + cos(z) sin(h) — sin(z)
h N h
i —1
= cos(z)- sin(h) + sin(z) - COS(}}LL)
h—0
—  cos(x)
und
cos(x 4+ h) —cos(x)  cos(x)cos(h) — sin(z) sin(h) — cos(x)
h N h
h)—1 in(h
= cos(x) - cos(h) — sin(z) - sm}E )
h—0 .
— —sin(x).
O

. Die Hyperbelfunktionen
sinh : R — R und cosh : R — R sind differenzierbar und es gilt sinh’ = cosh und

cosh’ = sinh .
Beweis. Nach Definition gilt sinh(z) = 3 (e —e™®) und cosh(z) =  (e® + e %).
Daraus folgt sofort

1

(sinh)'(z) = 5(6“7 + e *) = cosh(x),
1
(cosh)(z) = 5(6”” — e ") = sinh(z).
O
. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen
arcsin |(_y 1y, arccos|(_1 1y, arctan und arccot sind differenzierbar und es gilt:
arcsin’(z) = L arccos’ (z) = L fir x € (—1,1)
V1—2? V1—a2 e
1 1
arctan’(x) = 152 arccot’(x) = i
Beweis. Wir beweisen beispielhaft die Formel fiir arctan:
Die Funktion tan := 5 : (—Z Z) — R ist nach Quotientenregel differenzierbar und

es gilt
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_ cos?(z) + sin?(z)

tan’(x) = =1+ tan?(z) > 0.

cos?(x)
Die Funktion arctan ist stetig. Wir kénnen also Satz 5.4 anwenden und erhalten

1 1 1
tan’ (arctan(y)) 1+ tan? (arctan(y)) 1+y?’

arctan’(y) =

Die hoheren Ableitungen einer Funktion

Wir definieren die hoheren Ableitungen induktiv:

Definition 5.2. Sei f : I C R — R differenzierbar und f' : I — R ihre Ableitung. Ist f’

i xg € I differenzierbar, so heifit
2

d
" (20) = fP(x0) := chJ;(xO) = () (20)
die 2. Ableitung von f in xq. Ist f' in jedem Punkt von I differenzierbar, so heifit f 2-mal
differenzierbar und die Funktion
71 — R

v f(z)
die 2. Ableitung von f.
Sei f: I C R — R n-mal differenzierbar (n € N, n > 2) und f : I — R ihre n-te
Ableitung. Ist ™ in 2y € I differenzierbar, so nennt man

dn+1f

(n+1) o L (n)\/
o) v= g (o) o= () (o)

die (n + 1)-te Ableitung von f in xy. Ist ) in jedem Punkt von I differenzierbar, so
heifst f (n+ 1)-mal differenzierbar und die Funktion

fo T —R
z — fFD(2)

die (n + 1)-te Ableitung on f.

Definition 5.3. Fine Funktion f: 1 C R — R heifit stetig differenzierbar, wenn f diffe-
renzierbar und f' : I — R stetig ist. f: I C R — R heifst n—mal stetig differenzierbar, falls
alle Ableitungen f, f@ ) existieren und stetig sind.

FEine Funktion f : I C R — R heifit glatt, wenn sie beliebig oft differenzierbar ist, das

heifit, wenn fir alle n € N die Ableitungen f™ existieren (und somit stetig sind).

Bezeichnungen:

CO(I,R) := Vektorraum aller stetigen Funktionen von I nach R

C*(I,R) := Vektorraum aller k-fach stetig differenzierbaren Funktionen von I nach R,
keN.

C*(I,R) := Vektorraum aller glatten Funktionen von I nach R.
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Beispiel: Fine differenzierbare, aber nicht stetig differenzierbare Funktion.
Wir betrachten die Funktion f: R — R, defniert durch
2 . (l) f.. # 0
x°sin ur x
flz) = ’ )
0 fir x = 0.
Diese Funktion f ist differenzierbar, aber f’ ist in 0 nicht stetig. Um dies einzusehen,

betrachten wir zunéchst x # 0. Dann ist

f'(xz) = 2z - sin (%) + 22 - cos (é) . (—%) = 2z - sin (%) — cos (%)

Fiir den Differenzenquotienten von f in & = 0 gilt

f(h) = f(0)  h*-sin(y) NS A
3 5 hl—p. sm(ﬁ)

— 0,

———

beschrankt
somit ist f/(0) = 0. Die Funktion f : R — R ist also differenzierbar. Da cos(2) fiir z — 0
keinen Grenzwert hat, hat auch f’ keinen Grenzwert in z = 0. Somit ist die Ableitung f’

in z = 0 nicht stetig. Insbesondere ist f auch nicht 2—mal differenzierbar in x = 0.

5.2 Die Mittelwertsatze der Differentialrechnung und Anwendungen

In diesem Abschnitt werden wir die Mittelwertsitze der Differentialrechnung fiir reellwer-
tige differenzierbare Funktionen f : I C R — R beweisen und mit ihrer Hilfe Aussagen
iiber den Kurvenverlauf des durch f definierten Funktionsgraphen

I'y :={(z, f(z) | x € I} C R? machen.

Definition 5.4. Sei f : I CR — R.

a) Man sagt: f nimmt in xo € I ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum) an, falls

ein € > 0 existiert, so dass

J) < flao) (bew. f(y) > f(x0)) fir alley € I mit |y —zo| <e. (%)

b) Falls Gleichheit in (*) nur fir x = xo eintrifft, so heifst das lokale Maximum (Mini-
mum) isoliert (oder strikt).

¢) FEin lokales Mazximum oder Minimum nennt man auch lokales Extremum.

R

lok. Maximum

f(w()l) /—\ /\/ |
o)

f( 02/ \/ lok. Minimum

a  Toy Zo, b R




116 5 Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

Satz 5.5 Sei f : I C R — R. Hat f in xg € (a,b) C I ein lokales Mazimum oder lokales

Minimum und ist f in xo differenzierbar, so gilt f'(xg) = 0.

Beweis. Sei f(zg) ein lokales Maximum von f. Dann existiert ein € > 0, so dass
f(@)=f(zo)
T—T0 . <0

@) ~fG0) ~

T—x0

fir alle © > zp mit |z — 29| <e  und
fir alle © < zp mit |z — zo| < e.

Fiir die einseitigen Grenzwerte folgt daraus:

lim M <0, und lim M > 0. (%)
Tz T —To Tz T —Zo
Da der Grenzwert f'(zg) = lgn %{{ézo) nach Voraussetzung existiert, muss gelten
x—T0
x%xar T —Zo Ty T — Zo
Aus (%) folgt dann f’(zg) = 0. O

Aus f'(zg) = 0 folgt im Allgemeinen nicht, dass f in z( ein lokales Maximum oder Mi-
nimum hat. Wir betrachten zum Beispiel f(z) = x3. Dann ist f/(0) = 0, aber 0 ist kein
lokaler Extremwert von f. Zu beachten ist auflerdem, dass die Aussage von Satz 5.5 nicht

fiir die Randpunkte des Definitionsbereiches I von f gilt.

Satz 5.6 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Wei-
terhin gelte f(a) = f(b). Dann existiert ein Punkt xo € (a,b) mit f'(x¢) = 0.

Beweis. Ist f konstant auf [a,b], so ist die Behauptung trivial. Ist f nicht konstant, so

existiert ein z1 € (a,b), so dass

f(x1) > fla) = f(b)  oder  f(z1) < f(a) = f(b).

Sei f(z1) > f(a) = f(b). Da f : [a,b] — R stetig und [a, b] kompakt ist, nimmt f auf [a, b]
ein globales Maximum in einem Punkt xg € [a,b] an. Das Maximum wird wegen obiger
Annahme nicht auf den Randpunkten von [a, b] angenommen, d.h. zg € (a,b). Aus Satz
5.5 folgt dann f/(xzg) = 0. Der Beweis fiir den Fall f(x1) < f(a) = f(b) verlduft analog

mit Hilfe des globalen Minimums. a

Satz 5.7 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz von Cauchy)
Seien f, g : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein £ € (a,b)
mit
(f(0) = f(a)) - g'(€) = (9(b) — g(a)) - F'(£). (%)
Ist ¢'(x) # 0 fiir alle x € (a,b), so gilt auch g(a) # g(b), d.h. (%) ist dquivalent zu
F) - fa) _ 1)
9(0) —g(a)  g'(§)
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Beweis. Die 2. Behauptung folgt aus dem Satz von Rolle. Zum Beweis der ersten Behaup-

tung betrachten wir die Funktion ¢ : [a,b] — R:

Satz 5.8 (Mittelwertsatz von Lagrange)
Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b), so dass

f(b) = f(a)

b—a :f/(g) RrRY

Beweis. Folgt aus Satz 5.7 mit g(x) :=z. O

Geometrisch besagt dieser Mittelwertsatz, dass
ein & € (a,b) existiert, so dass der Anstieg der
Tangente in (£, f(£)) gleich dem Anstieg der Se-
kante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Als erste Anwendung des Mittelwertsatzes erhalten wir

Satz 5.9 Jede differenzierbare Funktion f : I C R — R mit beschrinkter Ableitung ist
lipschitzstetig. Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b) C R — R
lipschitzstetig.

Beweis. Sei f : I — R differenzierbar mit beschrankter Ableitung. Dann existiert eine
Konstante C' € R mit |f/(z)] < C fiir alle z € I. Seien x1,79 € I mit 21 < x9. Dann

folgt aus dem Mittelwertsatz 5.8, dass ein £ € (x1,x2) existiert, so dass

|f(x2) = f(z)| = [f(E)] - w2 — 21| < C - |zg — 21].

Dies aber bedeutet, dass f lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten C' ist. Sei nun
f :a,b] — R stetig differenzierbar. Dann ist f’ stetig. Da [a, b] kompakt ist, nimmt f auf

[a,b] ein Maximum an, d.h. f ist beschrankt. O

Wir werden den Mittelwertsatz von Lagrange jetzt anwenden, um Aussagen iiber den
Kurvenverlauf des durch f: I C R — R definierten Graphen I' = I'y C R? zu machen.
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Satz 5.10 Sei f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion3. Dann gilt:

Ist f'(x
Ist f'(x
Ist f'(x
Ist f'(x) <0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend.
Ist f" =0 auf (a,b), so ist [ konstant.

>0 fir alle x € (a,b)
> 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend.
<0 fir alle x € (a,b)

, so ist f monoton wachsend.

, so ist f monoton fallend.

AR
~— — ~— ~—

Beweis. Seien 1,22 € (a,b) und x; < x2. Wir wenden den Mittelwertsatz von Lagrange

auf fljz, 2,] an. Nach diesem Satz existiert ein § € (z1,72), so dass

f’(f) _ f(x2) — f(331)'

T2 — T

Da x93 — 21 > 0, folgen die Behauptungen. a

Satz 5.11 Sei f : (a,b) — R eine differenzierbare Funktion, die in xo € (a,b) zweimal

differenzierbar ist. Es gelte

1. f(x9)=0 und
2. f"(xg) <0  (bzw. f"(zg) >0).

Dann hat f in xo ein isoliertes lokales Mazimum (bzw. Minimum).

Beweis. Wir beweisen nur den Fall f”(x¢) < 0. Der Beweis fiir f”(x¢) > 0 verlauft analog.

Aus , ,
f”(QTO) — lim f(.’IJ) —f<l'0) <

T—T0 Tr — X0

0

folgt, dass ein § > 0 existiert, so dass

f'(@) — f'(x0)

Tr — X

<0
fur alle x € (a,b) mit 0 < |z — x| < 4. Da f'(z9) = 0, erhélt man

f'(z) <0, fiiralle z > 2o mit x — 29 < 9§ und

f(z) >0, fiiralle z < x¢ mit o — z < 4.

Nach Satz 5.10 ist daher f|(;,—s.4,) streng monoton wachsend, wihrend f|(; 2,+s) streng

monoton fallend ist. Somit hat f in x( ein isoliertes lokales Maximum. a

Definition 5.5. Fine Funktion f : (a,b) — R heifst
e konvex, falls fir alle x1,x2 € (a,b) und X € (0,1) gilt:

fQz1 4+ (1= Na2) < Af(z1) + (1= A) f(x2).

3 Sofern nichts anderes gesagt wird, lassen wir im Folgenden bei offenen Intervallen (a, b) auch a,b € {400}

zu.
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e konkav, falls fir alle 1,22 € (a,b) und X\ € (0,1) gilt:
SOz + (1= XN)a2) > Af(z1) + (1= ) f(x2).

Ist f konvex, so liegt der Graph von f, I'y := {(z, f(z)) | # € (a,b)} C R2, fiir beliebige
x1, T2 € (a,b) unterhalb der Geraden durch (x1, f(z1)) und (x2, f(z2)). Ist f konkav, so
liegt der Graph Iy fiir beliebige x1,22 € (a,b) oberhalb der Geraden durch (z1, f(x1))

und (22, f(22)).

f ist konkav f ist konvex
R (Rechtskrimmung) R (Linkskrimmung)
flx2) +
fla2) +
Flan) 1 | @) 1 |
I I I I .
xr1 xo R 1 {5 R

Satz 5.12 Sei f : (a,b) = R zweimal differenzierbar. Dann gilt:

1. f ist genau dann konvex, wenn f"(x) >0 fir alle x € (a,b).

2. f ist genau dann konkav, wenn f"(x) <0 fir alle z € (a,b).

Beweis. Wir zeigen nur die erste Behauptung. Der Beweis der zweiten Behauptung wird
analog gefiihrt.

(<) Sei f"(x) > 0 fiir alle z € (a,b). Nach Satz 5.10 ist f" auf (a,b) monoton wachsend.
Seien z1,x2 € (a,b), 1 < x2 und A € (0,1). Wir setzen z := Azx; + (1 — A)x2. Dann ist

xr1 < & < xo. Nach dem Mittelwertsatz existieren ein & € (z1,x) und ein & € (x,x2), so

fz) = fla1) _ e < F(6) = fla2) - flz)

r — I xro — &

dass

Dax—x1=(1—A)(zg —21) und 2 — x = A(z2 — x1), erhalten wir

fz) = fla1) _ f(z2) = f(2)
1-A - A '

Daraus folgt
f(@) < Af() + (1= A) f(2).

Somit ist f konvex.
(=) Sei f konvex. Wir nehmen an, dass ein zy € (a,b) existiert mit f”(zg) < 0. Sei
¢:= f'(zp) und ¢ : (a,b) = R die Funktion ¢(x) := f(x) — ¢(x — z¢). Dann ist ¢ zweimal
differenzierbar und es gilt ¢'(z9) = 0 und ¢”(x0) < 0. Nach Satz 5.11 hat ¢ daher in zg
ein isoliertes lokales Maximum, das heifit, es existiert ein A > 0 mit [xo—h, 2o+ h] C (a,b),
so dass p(zp — h) < p(zg) und ¢(xg + h) < p(xp). Deshalb gilt

F(20) = plao) > 3 (o — ) + plao + 1) = 5(f{wo — h) + F(ao + 1))
Mit A = %, r1 = xg — h und 9 = xg + h folgt, dass f nicht konvex ist.
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Definition 5.6. Sei f : (a,b) — R eine stetige Funktion. Der Punkt xo € (a,b) heifit
Wendepunkt von f, wenn ein Intervall (zo — e,z +€) C (a,b) existiert, so dass entweder

Fl(zo—e o) konkav und f| iz zo+e) konver ist oder Umgekehrtes gilt.

Satz 5.13 Sei f : (a,b) C R — R zweimal stetig differenzierbar. Ist xg € (a,b) ein
Wendepunkt von f, so gilt f"(x¢) = 0.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 5.12. O

Abschlieflend beweisen wir mit Hilfe des verallgemeinerten Mittelwertsatzes von Cauchy
die Regeln von L’Hospital. Diese Regeln liefern ein einfaches Verfahren, Grenzwerte von
Briichen zweier Funktionen zu bestimmen, wenn bei Limesbildung Ausdriicke der Form %

oo
oder = auftreten.

Satz 5.14 (Die Regeln von L’Hospital)
Seien f,q: (a,b) = R differenzierbare Funktionen mit den folgenden Figenschaften:

a) lim f(z)= lim g(z) € {0,+o0},
z—at z—at
b) ¢ (x) #0 fir alle und x € (a,b),
c) FEs existiert lim F@ _ceRU {£o0}.

z—at+ 9'(®)

Dann ezistiert auch lim %) € RU {0} und es gilt lim < = lim

z—at 9(@) xz—at 9

Entsprechendes gilt fir © — b~ .

Beweis. Wir zeigen die Behauptung fiir den Fall z — a™ € R mit a € R. Die Behauptung
fir x — b~ mit b € R wird analog gefiihrt. Die Aussage fiir + — 400 erhdlt man durch
Substitution x := % aus der Aussage fiir y — 0T. die Aussage fiir + — —oo durch

Substitution aus derjenigen fiir y — 07.

1. Fall: xl_1>1}11+ (z) = zli>1£1+ g(z) = 0.
Wir setzen f und g in a durch f(a) := g(a) := 0 fort. Dann sind f, g : [a,b) — R stetig.
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz (Satz 5.7) gibt es zu jedem z € (a,b) ein
&(x) € (a,x), so dass

f@)—fla) _ flz) _ [(E=))

g(x) —gla)  g(z) (&)

xr — a™ impliziert £(z) — a™, woraus sich die Behauptung ergibt.

2. Fall:  lim f(z)= lim g(z) = +oo und lim L& =ceRr.
z—at z—at z—at Y ()
Zu € > 0 wahlen wir ein ¢ > 0, so dass

f'@) ‘ £ L
—c| <= furallet € (a,a+9).
g'(t) ( )

2
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz gilt dann fiir beliebige Punkte z,y € (a,a+9)
mit x # y:
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-4

Durch Ausmultiplizieren priift man folgende Formel nach:

f@) @S 18
)

9@ 9@ —gly) 1_ 1w )

Da f(z) und g(z) fir + — a™ gegen +oo streben, konvergiert der 2. Faktor auf der
rechten Seite von (*) fiir z — a* gegen 1. Insbesondere gibt es ein §* > 0, so dass fiir alle
z € (a,a+ 6") gilt:

fle) fl@) = fy)| _e

‘ 9(@) — g(y) ‘ )

Fir x € (a,a + min{d, §*}) ergibt sich mit der Dreiecks-Ungleichung;:
f(z) ‘ ’f w)—f(y)'Jr‘f(w)—f(y)
9(x) () —gly 9(x) —g(y)

—c| <e.

Dies zeigt die Behauptung im 2. Fall.

3. Fall: hm flz) = lim g(x) =400 und lim I — 4 oo,

z—a™t z—a+ 9@
Dann gilt lim ,( 2) — 0 und aus dem 2. Fall folgt sofort lim 9@ — . Nach Vorausetzung
esa+ '@ ea+ T(®)

\_/

sind f und ¢ in einer Umgebung von a positiv. Folglich gilt 1i L = +00.
T—r

HE

4. Fall: lim f(x) = lim g(z) = 400 und lim f,l(x) = —00.
r—a™t z—a™t z—at + 9'(=)
Dieser Fall kann nicht auftreten, da sonst f oder g in einer Umgebung von ¢ monoton

fallend waren und somit nicht gegen 400 konvergieren wiirden. a

Mit Hilfe der Regeln von L’Hospital konnen wir Grenzwerte von Funktionen und damit
auch von Folgen in vielen Féllen leichter ausrechnen, als es mit den Methoden der vorigen

Kapitel moglich war.

Beispiele:
In(x) . 1/z
lim In(z)-x 1 , lim

1. lim 2% = lim M@ = ¢ a—ot (=) — ¢ a0+ VT o oot —V/e?

z—0t z—0t

— lim z
= e z—0t = 80 =
2. Fiir jede positive reelle Zahl « gilt
. In(x 1 ) 1
lim ()—l —— =1lm — =0
r—oo ¢ r—00 ¢ - @1 T—o00
X xr X
lim — = lim ¢ = = lim ¢ +00
z—00 ¢ oo ™l T ascala—1)-... - (a—[a] = 1) o (d+D)

wobei [a] die groBite ganze Zahl k mit k£ < a bezeichnet.

. 1 . In(z)- L lim ln;z) 0
3. lim zz = lim e r — egr—o0 —e’' =1.
Tr—r00 Tr—r00
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1
4. lim 2042 _ jim =4 =1
X

z—0 z—0
. In(14x)
. 1 . In(1+x) lim ——"—=
5. lim(1+2)r =lime = =e—0 * =el=c¢.
z—0 z—0
6. lim &= = lim 11 =1.
z—0 T z—0
1 im —L.(—si
7. lim(cosx)% — lim o3 (eosa) = 2= M) _ My dom (5me) _ 0 g
z—0 z—0

sin(xz) _ 1. o
8. 311:1_)0 ” 37{12((1)(:05(:6) = 1.

5.3 Differenzierbarkeit von Potenzreihen

Jedes reelle Polynom P(x) = Y ax(x — x0)* ist differenzierbar mit der Ableitung
k=0

n
P'(z) = Y kap(z—x0)* ! fiir alle z € R. Wir verallgemeinern dies jetzt auf Potenzreihen.

o0

Satz 5.15 Sei P(x) := Y an(x — x0)* eine reelle* Potenzreihe mit positivem Konver-
k=0

genzradius R > 0. Dann ist die Funktion P :(xo— R,zo+ R) — R mit

)= ap(z — o)
k=0

differenzierbar und fir die Ableitung P’ : (xo — R,z + R) — R gilt
= Z kay(z — 20)* L.
k=1

o0
Beweis. Wir betrachten die Potenzreihe Q(z) := Y kag(x — x0)F 1.
k=1
1. Zunichst iiberlegen wir uns, dass der Konvergenzradius R¢g von Q(x ) ebenfalls R ist:

Q(z) hat den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe Q(z) := Z kap(x — z0)* .
Da limsup {/|kay| = hm sup V/|ak|, stimmen die Konvergenzradien von Q( ) und P(x)

k—o00
tiberein (siehe Satz 3. 28) Also gilt Rg = R.
2. Wir zeigen nun, dass P differenzierbar ist mit P’(x ) = Q(x) fir allex € (a:o—R zo+R).
Wir setzen py(x) := ag(x — 20)*. Dann gilt P(x) Z pr(z) und Q(z) = Z P ().

Sei & € Ip(xo) := (xo— R, 20+ R) fixiert und € > 0, so dass Je (&) = [¢—¢ {4—5] C Ir(xo).
Die Polynome py, sind auf J.(§) stetig differenzierbar, also lipschitzstetig (siehe Satz 5.9),
d.h. es gilt fir alle z € J.(&):

[Pk () — pr(§)]
|z — ¢

4 d.h. zo € R,ap,a1,... € R.

< Ly, ==max { |p,(v)| | y € J-(€) } = |pr(n)],
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wobei € Jo(£). Da Q(x) auf Ir(zg) absolut konvergent ist, konvergiert die Reihe
o5 00

> !pz(n)l = Y L und es gilt

k=0 k=0

Y@ <@ <Y <o Yre L),
k=0 k=1 k=0

Folglich existiert ein ng € N, so dass

Y Le<i ud > |pi(@)] <5 Ve ().
k=nop+1 k=no+1

Wir konnen jetzt den Differenzenquotienten fiir P abschéatzen:

Px) — P(¢) ‘ S <Pk)$)—pk(§) / >

—— — Q)| = N 4

P20 o > (= e
S pr(z) — pr(§) / = = /

SZ x——f_pk(g) + Z Ly + Z ‘Pk(f)‘
k=0 k=no+1 k=no+1
Die letzten beiden Summanden sind jeweils kleiner als 5. Da pj(§) = lin% %:?“(O,
r—r

existiert ein 0 > 0, so dass der 1. Summand ebenfalls kleiner als § ist fiir alle x € I5(§).
Folglich gilt

P20 | <c vaen
und somit Q(&) = lim =2E) = P/(¢). Da ¢ beliehig war, folgt P’ = Q. O

r—E

Insbesondere folgt aus dem letzten Satz, dass jede Potenzreihe auf ihrem Konvergenzin-

tervall auch stetig ist:

o0
Folgerung 5.1 Sei P(z) := Y ax(x — x0)* eine reelle Potenzreihe mit positivem Kon-

vergenzradius R > 0. Dann ist ‘die durch die Potenzreihe definierte Funktion
P:(xg— R,zo+ R) — R stetig. O

Fiir reelle Potenzreihen kénnen wir eine zuséatzliche Feststellung iiber das Verhalten der

Potenzreihe in den Randpunkten des Konvergenzintervalls machen.

Satz 5.16 (Abelscher Grenzwertsatz)
o0

Sei P(x) = Y. ar(x—x0)* eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R > 0.
k=0
1. Ist P(xo + R) konvergent, so ist P(zo—Rzo+R) 1 o + R stetig, d.h. es gilt
[e.e]
lim  P(x)=P(xg+ R) = > apR".

z—(zo+R k=0

2. Ist P(zo — R) konvergent, so ist Pyo—Rzo+Rr) in To — R stetig, d.h. es gilt
o0
lim  P(x) = P(zg— R) = 3 (—1)kaxRF.

z—(zo—R)T k=0
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Beweis. Wir beweisen die erste Behauptung®. Der Beweis der zweiten Behauptung erfolgt
m

analog. Nach Voraussetzung konvergiert die Folge der Partialsummen s, = Y a,R¥ gegen
k=0
s = P(zp + R). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass

|P(z) —s| <e firalle z € (zg — R,z0+ R) mit o+ R—x <9 .
Wir setzen y := x —xg. Aus den Eigenschaften der geometrischen Reihe und dem Cauchy—

Produkt von Reihen folgt fiir alle y mit |y| < R:

0 W—/

abs. konv. abs. konv.
DS )
RS

AuBerdem gilt
DD S ()
Folglich ist fir |y| < R
Ply+xg) —s= <1 - %) i(smfs) (%)m
m=0

Sei nun € > 0 gegeben. Da (s,,) gegen s konvergiert, existiert ein mo € N mit

|sm—s|<% Y m > my.
mo—1
Wir setzen M := 3 |sp, —s| und ¢ := min{R, £&}. Fiir |y| < Rmit R —y < J gilt
m=0
y 0
0<l—-=< =
R "R

Wegen § < R gilt aulerdem y > 0. Daraus folgt

5 Den Beweis dieses Satzes haben wir in der Vorlesung nicht gefiihrt.
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Pl =< (1= 5) (3 s (5)"+ 3 s (3))

m=0 m=mg

5 mo—1 y c 00 y\m

<q 2 lmalt (1-%) 5 X (%)
m=0 m=mg

0 €
< . M<4+=Z
R + 2
-2 2 '

Somit ist die Funktion P im Punkt zo + R stetig. ad

Fiir Potenzreihen gilt sogar mehr. Sie sind immer unendlich oft differenzierbar.

o0
Satz 5.17 Sei P(z):= Y. ap(x—x0)* eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenz-
k=0
radius R > 0. Dann ist die Funktion P : (xo—R,xo+R) — R unendlich oft differenzierbar
P (z0) d.h. -
-, d.h.

und es gilt ap =

Pk (g
Ple) =3 20 (1 gy

k!
k=0

Beweis. Nach Satz 5.15 ist P auf dem Konvergenzintervall Ir(zo) = (2o — R, 20 + R)

differenzierbar und es gilt
= Zkak(mfxo)k_l Vo € Ir(zo).

P und P’ haben den gleichen Konvergenzradius. Wir konnen deshalb P’ erneut ableiten

und erhalten P” mit

P"(z Zk — Dag( x—xo)k 2 V€ Ir(xp).
k=2

Induktiv erhalten wir fiir jedes n € N: P ist n-mal differenzierbar und fiir die n-te
Ableitung gilt:

)= k(k—1)...(k—(n—1))ax(x —2)* ™  Vaz € In(xo).

Fiir das Zentrum z der Potenzreihe folgt P(™ )( 0) = nlay, also a, = % fur alle
n € N. O

Folgerung 5.2 (Identltatssatz fiir Potenzrelhen)

Es seien P(z) = Z ap(z—x0)* und Q(z) = Z bi(z —20)¥ 2wei reelle Potenzreihen mit
k=0
dem gleichen Zentrum xo und positivem K onvergenzmdzus Rp bzw. Rg.

Gibt es kleines offenes Intervall I.(xo) C Igp(v0)N IR, (z0) um xo, auf dem die Funktionen
P und Q dbereinstimmen, dann gilt ap, = by, fiir alle k € Ng, d.h. P = Q. a
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Anwendung: Berechnung von 7.

Als Anwendung berechnen wir die Zahl 7. Dazu betrachten wir die Funktion

arctan : R — (=%, Z). Wegen tan (Z) = 1 ist arctan(1) = Z. Wir zeigen nun, dass man

die Funktion arctan auf [—1,1] als eine Potenzreihe darstellen kann.

S ko 22k +1 ..
arctan x = kzo(—l) St furalle [z < 1.
Beweis. Die Funktion arctan ist differenzierbar und es gilt arctan’(z) = x%ﬂ Aus den
o0
Eigenschaften der geometrischen Reihe erhilt man andererseits Y (—a2)* = H% fiir alle
k=0
o0
€ (—1,1). Folglich gilt arctan’(z) = > (—1)*z?* fiir alle 2 € (—1,1).
k=0
Wir betrachten die Potenzreihe
o0 2k+1
x
= -1
Q)= S~ —

Der Konvergenzradius von @ ist 1 und es gilt

Q'(z) = z:(—l)ka:ﬂ€ fir alle z € (—1,1).
k=0

Folglich ist arctan’(z) = Q'(z) fir alle x € (—1,1). Da Q(0) = arctan(0) = 0, erhalten wir

arctan(z) = Q(x) fir alle x € (—1,1) und somit

x2k+1

2k +1

fir alle |z| < 1.

arctan(z) = Z(—l)k

k=0

Es bleibt, die Randpunkte = £1 des Konvergenzintervalls zu untersuchen. Nach dem
oo
Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen ist die Reihe Q(1) = > (—1)"’% konvergent.

k=0
AuBerdem gilt Q(—1) = —Q(1). Nach dem Abelschen Grenzwertsatz 5.16 ist damit @ in

x = %1 stetig und

Q(£1l) = lim Q(z) = lim arctan(z) = arctan(£1).

r—+1F rz—+1F

Wir erhalten zusammenfassend

00 22k+1
arctanx = kz_o(_l)kzk 1 fir alle |z| < 1. ]

Da 7§ = arctan(1), gilt fiir 7 die Leibnizformel




5.3 Differenzierbarkeit von Potenzreihen 127

Diese Reihe konvergiert sehr langsam gegen 7. Man bendtigt etwa 1000 Summanden,
um 7 auf 3 Stellen genau zu erhalten. Wesentlich schneller konvergente Reihen mit dem
Grenzwert 7 erhélt man durch den folgenden Trick:

Durch Umkehrung der Additionstheoreme folgt fiir z -y # 1

arctan(x) + arctan(y) = arctan <1x+y> .
p— x . y

Wir setzen in diese Gleichung spezielle Werte fiir £ und y ein und erhalten:

2 arctan (%) = arctan (%) (r=y= %)7
2 arctan (%) = arctan (%) (z=y= %)7
arctan(1) + arctan (535) = arctan (139) (z=1,9y= 555)
Daraus folgt
% = arctan(l) = 4-arctani — arctan 55 (%)
= 4. o~ (D" <1> e — o~ (D" <1>2k+1 . (%)
2k +1\5 £ 2k +1 \ 239

Die Formel (%) findet man auch unter dem Namen Machinsche Formel. Der englische
Astronom John Machin (1680-1751) hat diese Formel 1706 gefunden und mit ihrer Hilfe
die ersten 100 Nachkommastellen von 7 berechnet.

(e8]
Ist s = Y (—1)*a; eine alternierende Reihe mit monoton fallender Nullfolge positiver
reeller Zahlen (ax), so kann man den Fehler bei der Naherungsrechnung nach Satz 3.23

folgendermaflen abschétzen:

‘s - i(—l)kak‘ < Apyl-

k=0

Fiir den Fehler F; bei Addition von 8 Reihengliedern der ersten Reihe in (%) gilt

4 1 —13
N——

Fiir den Fehler I bei Addition von 2 Reihengliedern der zweiten Reihe in (xx) gilt
Fy<iogs <3-1077
———
az

Wir erhalten also bereits durch die Addition sehr weniger Reihenglieder in (%) eine sehr
gute Niherung von , die weniger als 3 - 1072 vom wahren Wert abweicht. Die Addition

dieser ersten Reihenglieder ergibt z.B. fiir die ersten 10 Nachkommastellen von 7:

7 = 3.1415926535 + Rest, |Rest| < 1071
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5.4 Taylorpolynome und Extremwertprobleme

Fiir eine in zg € I differenzierbare Funktion f : I — R existiert die Tangente an den

Graphen I'y von f im Punkt Py = (xo, f(%0)). Sie wird durch die Funktionsgleichung

Ti(f,x0)(@) = f(zo) + f'(w0)(z — 20), w€ER,

beschrieben. Die Funktion 77 (f, o) kann man als lineare Approximation von f in der Nihe
von zg verstehen. Je starker der Funktionsgraph I'y in Py gekriimmt ist, desto schlechter
ist diese lineare Approximation. Bessere Approximationen erhdlt man, wenn man statt

linearer Funktionen Polynome benutzt.

Definition 5.7. Sei f : I = R in xg € I n—mal differenzierbar. Dann heifit

k) (o
To(f,w)@) = 3 L0 o )t
k=0
()

0
@ = w0) A+ T (@ — )"

= f(zo) + f'(z0)(z — z0) +
das n—te Taylorpolynom von f in xq.

Das Taylorpolynom fiir n = 1 ist gerade die Tangentenfunktion 77 (f, z¢)(x).
Ist f”(xz0) # 0, so beschreibt das Taylorpolynom fiir n = 2 eine Parabel, die sogenannte

Schmiegparabel an den Funktionsgraphen von f im Punkt (o, f(z0)):

To(f,w0)(x) = f(xo) + f'(w0)(x — 20) + %f”(%)(ﬂﬁ — z0)”.

3-
T (sin, 0)
2 Die Approximation von sin durch
) Taylorpolynome nahe zg = 0:
Sin
1
T5(sin, 0 .
(i 0) T (sin, 0)(x) = x
0
-2 -1 0 1 2 3 4 Tg(sjn’ 0)(1‘) = — %;1;3
T(sin, 0 .
4 3(sin, 0) T5(sin, 0)(x) = x — %x3 + %Oaﬁ
2

Wir untersuchen jetzt, wie gut das n-te Taylorpolynom T,,(f,z¢) die Funktion f in der

Nahe von xy approximiert.

Definition 5.8. Sei f : [ — R in x9 € I n—mal differenzierbar. Dann heifst R, (f,zo) mit

R (f,20)(x) = f(2) = T(f,20)(x), wel,

das n-te Restglied von f in xg.
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Das n-te Restglied R, (f,xo) beschreibt den Fehler, den wir bei der Approximation von
f durch das n-te Taylorpolynom machen. Wir wollen jetzt Aussagen iiber die Grofle die-
ses Fehlers machen. Fiir konkrete Abschétzungen des Fehlers R, (f,zo) interessieren uns

explizite Formeln fiir das Restglied R, (f,zo).

Satz 5.18 (Explizite Formeln fiir das Restglied)

Sei f: I = R (n+1)-mal differenzierbar und Ry (f,x0) := f—T,(f,x0) das n-te Restglied
von f in xg € I. Dann ezistiert fir jedes x € I ein & € I zwischen xg und x sowie eine
Zahl 6 € (0,1), so dass gilt:

ft(€) ( ot Lagrange-Form
S (r—=z
(n+1)! 0 des Restgliedes

(n+1) _
/ (xO + Q(x IL’())) (1 _ 9>n(x _ .’L'())n+1 :
n! des Restgliedes

Rn(f,0)(x) =

Cauchy-Form

R (f,w0)(x) =

(¢ und 0 hdingen von z ab!!)

Eine weitere Darstellung fiir das Restglied R, (f,zo), die Integraldarstellung, werden wir

in Kapitel 6 kennenlernen.

Beweis. Sei x € I ein fixierter Punkt mit x # xg.

1. Wir zeigen die Cauchy-Form fiir das Restglied.
Wir betrachten dazu die differenzierbare Funktion g : I — R mit

9(y) == f(z) = Tu(f,y)(z).

Dann gilt g(z) =0, g(z0) = Rn(f,x0)(z) und
d n
k 0

n (k+1 n f(k)( )

_ k Y k—1
k=0 k=1
z—=Y)" .n

= _(n!)f( ().

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein 6 € (0,1), so dass
=y

—_—
9(z) — g(xo0) = ¢'(xo + 0(x — x0)) - (x — 20)

- (x . xo)n;l(l — e)nf(n+1)($0 + 9(:1; — 1'0))

Folglich ist

(1) (g xT—x
Ru(fr20) (&) = —(g(a) — glao)) = L0 EO@=20) () gyny  pynin,

n!

Dies ist die Cauchy-Form des Restgliedes.
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2. Wir zeigen die Lagrange-Form fiir das Restglied.
Wir betrachten dazu zuséatzlich die differenzierbare Funktion h : I — R, definiert durch
h(y) := (z — y)"*!. Dann gilt h(z) = 0, h(zo) = (x — z0)"! und

W(y) =—(n+1)(x—y)"
Nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz existiert ein £ zwischen xg und x, so dass

(9(x) — g(x0)) - 1'(§) = (h(x) — h(z0)) - g'(€)-

Durch Einsetzen von R, (f,zo)(x) = —(g(x) — g(x0)) folgt

Rn(f: $0)<1') : (n + 1)(1‘ — §)n = (.CL‘ _ xo)”ﬂwf(”“)(g)

n!
und somit (n41)
R (f,z0)(x) = m(iﬂ — )"
Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes. a
Die Formel

f(@) = Tu(f,w0)(@) + L (@ — )t

heiit Taylorformel fir f im Punkt xo. (Dabei konnte fiir das Restglied auch jede andere
konkrete Darstellung stehen). Fiir viele Anwendungen reicht auch die folgende qualitative

Beschreibung des Restgliedes:

Satz 5.19 (Qualitative Taylorformel)
Sei f: I — R n-mal stetig differenzierbar und xo € I. Dann gilt:

f(@) = Tu(f,x0)(x) + (x — x0)" - r(2), ()
—_———
=Ry (f,w0)(x)

wobei r: I — R eine stetige Funktion mit r(x¢) = 0 ist. Insbesondere gilt

i Fnlfi20)@)

=z (2 — x0)" =0,

d.h. das Restglied strebt fir x — xo schneller gegen Null als (x — z0)".

Beweis. Fir x # xg definieren wir

_ Ru(fuz0)(@)

(x — x0)™

r(zx):

Dann ist 7 : I\ {0} — R stetig. Um das Verhalten von r fiir x — ¢ zu bestimmen, be-
nutzen wir die Lagrange-Form des Restgliedes R,,_1(f, zo)(x): Es existiert ein £ zwischen

xg und x, so dass
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f(x) = Tu(f, o) (x)

(x — o)™

F(@) = T (f, w0) () — L2420 (5 — gy

N (x — xo)™

r(z) =

= L (™) - £ (xg)).

n!

Fiir # — x0 gilt auch & — z9. Da f(™ stetig ist, folgt lim r(z) = 0. r ist also durch 0

Tr—T0

stetig in xg fortsetzbar und es gilt (*). O

Folgerung 5.3 Sei f : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion und f™ (x) =0 fir

alle x € I. Dann ist f ein Polynom vom Grad <n — 1.

Beweis. Wir fixieren ein xg € I und benutzen die Taylorformel fiir n — 1 mit der Lagrange-

Form des Restgliedes:

(n)
1) = Toahmo) @) + T @y

Dabei ist ¢ eine geeignete Zahl zwischen xp und z. Da nach Voraussetzung f(™ &) =0,
stimmt f auf I mit dem Taylorpolynom T,,_1(f, z¢) tiberein. Dieses hat den Grad < n—1.
O

Anwendung der Taylorformel auf Extremwertprobleme

Als weitere Anwendung der Taylorformel betrachten wir nochmal Extremwert-Probleme.
Zunéchst beweisen wir ein weiteres notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen

Extremwertes:

Satz 5.20 (Notwendige Bedingung fiir einen lokalen Extremwert)
Sei f: (a,b) — R 2-mal stetig differenzierbar. Hat f in xg € (a,b) ein lokales Mazimum

(bzw. lokales Minumum), dann gilt:

a) f'(xo) =0 und
b) £"(w0) <O (bew. f"(x) > 0).

Beweis. Die erste Bedingung kennen wir bereits aus Satz 5.5. Fiir den Beweis der 2.

Bedingung betrachten wir die qualitative Taylorformel fiir n = 2:

f(@) = f(@o) + f'(o) (@ — o) + 3" (x0)(z — x0)* + (x — w0)*r(x),

mit lim r(z) = 0. Da f'(z) = 0, gilt

f(@) = f(wo) = (3" (x0) + r(z)) (x — z0)>.

Besitzt f in x( ein lokales Maximum, so folgt
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2" (xo) +7(2) <0

fiir 2 hinreichend nahe an xy. Der Grenziibergang = — ¢ liefert dann f”(zg) < 0.

Analog behandelt man den Fall des lokalen Minimums. O

In Satz 5.11 hatten wir bereits ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines loka-
len Extremwertes einer 2-mal differenzierbaren Funktion kennengelernt. Dieses Kriterium

konnen wir nun verallgemeineren.

Satz 5.21 (Hinreichende Bedingung fiir einen lokalen Extremwert)
Sei f: (a,b) — R eine n—mal differenzierbare Funktion, n > 2, und x¢ € (a,b) ein Punkt
mit fD(zo) = f@(zg) = ... = fOD(z) =0 und f™(x¢) # 0. Dann gilt:

1. Ist n ungerade, so hat f in xg keinen lokalen Extremwert.
2. Ist n gerade und f) (xo) > 0, so hat f in xy ein isoliertes lokales Minimum.

Ist n gerade und ) (z9) <0, so hat f in xq ein isoliertes lokales Maximum.
Beweis. Sei zunichst f(™) (xo) > 0. Dann gilt

0 ag) -t L@ IO @) IO @)

T—T0 T — X T—=To T — X

> 0.

Deshalb gibt es ein § > 0, so dass £ (Z:Z(f‘r) > 0 fiir alle z mit 0 < |z — x¢| < J. Daraus
folgt

f(nfl)(x) <0 auf (zg — 4, 0),
f(nfl)(x) >0 auf (zg,z9+9).

Wir approximieren f durch das (n—2)-te Taylorpolynom und benutzen die Lagrange-Form

des Restgliedes:

f(x) = Tu-o(f,20)(2) + Rn—2(f, x0)(2)

5.18 (n—1) - n—1

= f(:vo)+7(n_1)!f (€)(z — z0)

fiir ein geeignetes & zwischen zy und z. Ist n gerade, so ist "D (€)(x — 2¢)"~! > 0 fiir
alle z mit 0 < |z — xo| < 6. Somit ist f(z) > f(xg) fir alle x mit 0 < |z — x| < 6, d.h. f
hat in zg ein isoliertes lokales Minimum.

Ist n ungerade, so gilt

>0 auf (zg, o+ 0)
<0 auf (zg— 9, x0).

PO (@ — o)™ {

Folglich hat f in xg keinen lokalen Extremwert. Mit analogen Argumenten behandelt man
den Fall (™ (zg) < 0. O
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Ist f in xg € (a,b) unendlich oft differenzierbar und gilt £ (z) = 0 fiir alle n, so kann
man keine allgemeinen Aussagen iiber das Vorliegen eines lokalen Extremwertes machen.
Sollen die Extrema von f auf einem abgeschlossenen Intervall [a,b] bestimmt werden,
so sind auBler den Stellen zy € (a,b) mit f'(z9) = 0 auch noch die Intervallenden zu

untersuchen. In diesen Intervallenden gilt das Kriterium aus Satz 5.21 nicht!

5.5 Taylorreihen und reell-analytische Funktionen

Wir kennen aus Kapitel 4 bereits einige Funktionen, die durch Potenzreihen definiert sind.
Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen man eine Funktion f : I — R

nahe xy € I als Potenzreihe darstellen kann. Nach Satz 5.17 mufl f dazu in zg unendlich
o]

oft differenzierbar sein und als Potenzreihe kommt nur die Reihe Y aj(z — 2¢)¥ mit
k=0

ay = f(k;(!xo) in Frage.

Definition 5.9. Sei f : I — R in 29 € I unendlich oft differenzierbar. Dann heifit die
Rethe

Taylorreihe von f in xg.

Definition 5.10. Fine Funktion f : I — R heifit in x¢ € I reell-analytisch, falls ein In-
o0
tervall (xg—r, zo+7r) C I und eine reelle Potenzreihe S ay(x—x0)* mit Konvergenzradius

k=0
R > 0 existieren, so dass

flz) = Z ap(x — xo)" fiir alle z € (xg — min{r, R}, zo + min{r, R}).
k=0

Man sagt in diesem Fall auch, dass f in einer Umgebung von xg in eine Potenzreihe
entwickelbar ist. xo heifst dann der Entwicklungspunkt.
Eine auf einem offenen Intervall (a,b) definierte Funktion f : (a,b) — R heifst reell-

analytisch, wenn f in jedem Punkt von (a,b) reell-analytisch ist.

C“((a,b),R) bezeichnet den Vektorraum der reell-analytischen Funktionen auf (a,b) C R.

Beispiele fiir reell-analytische Funktionen:
[e.e]
1. Jede reelle Potenzreihe f(x) := Y ax(z —x0)* mit positivem Konvergenzradius R > 0

k=0
definiert eine in x( reell-analytische Funktion f auf dem Konvergenzintervall.
2. Die Funktionen exp, sin, cos, sinh und cosh sind reell-analytisch auf R.

3. Die Funktion arctan ist in z¢p = 0 reell-analytisch (siehe Kapitel 5.3).

Aus Satz 5.17 folgt
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Satz 5.22 Sei f : I — R reell-analytisch in xo € I. Dann ist f in einem offenen Intervall

(a,b) um xo unendlich oft differenzierbar und es gilt:
— /¥ (o)
fl@)y=>" (- z0)* Ve (a,b).
k=0

Nach Satz 5.22 hat die Taylorreihe T'(f,zo)(x) einer in xo reell-analytischen Funktion f
einen positiven Konvergenzradius. Des Weiteren stimmt f in einer Umgebung von zg mit
ihrer Taylorreihe iiberein. Beide Eigenschaften sind fiir C'°°-Funktionen i.a. nicht erfiillt,
wie die folgenden beiden Beispiele zeigen. Es gibt also C'°°~Funktionen, die nicht reell-

analytisch sind:

Beispiel 1: Die Taylorreihe einer C°°—Funktion kann den Konvergenzradius R = 0 ha-
ben:

Wir zitieren dazu einen Satz von Borel: Seien cg, c1, co, ... beliebig vorgegebene reelle Zah-
len. Dann ezistiert eine C>®°—Funktion f : R — R mit f*)(0) = k! - ¢4, d.h. so dass

T(f,0)(z) = > cxa®.
k=0

oo

Wir wihlen nun die Koeffizienten c; so, dass die Potenzreihe > czz* Konvergenzradius
n=0

R = 0 hat. Den Beweis des Satzes von Borel kann man z.B. in R. Narasimham: Analysis

on real and complex manifolds, Nord Holland 1968 nachlesen.

Beispiel 2: Fine glatte Funktionen mit tuberall konvergenter Taylorreihe, die nicht mit
threr Taylorreihe tibereinstimmd:
Sei f: R — R die Funktion

) = {6_12 fur = > 0,

0 fur x <0.

f ist auf R\ {0} unendlich oft differenzierbar. Fiir die k-ten Ableitungen in x > 0 gilt:

1 qe(x
FO ) = o )

wobel gi(x) ein Polynom ist x ist (Beweis durch vollstdndige Induktion iiber £ € N).
Daraus kann man wiederum durch vollstdndige Induktion zeigen, dass f auch in xg =0

unendlich oft differenzierbar ist, wobei fiir die k-ten Ableitungen in xg = 0 gilt
f®0)y=0 VkeN.

Fiir die Taylorreihe von f in xzy = 0 erhalten wir damit 7'(f,0)(z) = 0 fir alle z € R.
Nach Definition ist aber f(z) # 0 fiir alle = > 0.
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Satz 5.23 Sei f : I — R in xg € I unendlich oft differenzierbar. Dann gilt:
Die Taylorreihe T(f,x0)(x) konvergiert fir x € I genau dann gegen f(x), wenn fir die
Restglieder in der Taylorformel gilt:

nh_g)lo Ry (f,xo)(z) = 0.

Beweis. Nach Definition ist das Taylorpolynom T,,(f,zo)(z) die n-te Partialsumme der
Taylorreihe T'(f, zo)(x), d.h. T(f,zo)(x) konvergiert genau dann, wenn der Grenzwert

T(f,20)(x) = lim To(f,0)(a)
existiert. Da T, (f, zo)(z) = f(z) — Rn(f, z0)(z) folgt
Fle) = T(fa0)(x) < lim Ro(f.z0)(@) =0.
Beispiel 3: Die Taylorentwicklung von f(x) =In(1+x) in xo = 0.

Die Funktion f(x) = In(z+1) ist in zy = 0 reell-analytisch und fiir ihre Taylorentwicklung
gilt:

[e.e]
In(l4+2z)= > %xk fur alle z € (—1,1].
k=1

Insbesondere gilt fiir die alternierende harmonische Reihe (z = 1)

(-1

() =y S 1 +....
k=1

_|_

Do
Wl
=

Beweis. Die Funktion f(z) := In(x + 1) ist auf (—1, c0) beliebig oft differenzierbar und es
gilt f(0) = 0 sowie

(k—1)!(=1)k+1
(1+ )"

8 (z) = fiir alle k € N.

Fiir die Taylorreihe von f(x) = In(x + 1) in 2g = 0 folgt

0 N\k+1
T(f,O)(:n):Z(l]er-xk.

Wir zeigen, dass diese Reihe fiir alle x € (—1,1) gegen f(z) konvergiert. Dazu betrachten
wir die Cauchy-Form des Restgliedes: Es existiert ein 6 € (0,1) mit

f(nJrl)(Qx)

o (1 _ Q)Rx”""l — i(l _ 9)”:1,‘”—"_1.

Ru(f,0)(z) = TR i

Ist |z] < 1,s0gilt 1—0<1—0|z|] und 1+6z>1—0|x|] >1— |z| > 0. Daraus folgt fiir
ze(—-1,1)

_ a1 (0" wir (L= 02D 2™ 1 — Blaf\"

]x‘""'l
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und somit li_}rn R, (f,0)(z) = 0. Also konvergiert die Taylorreihe T'(f,0)(x) fiir |z| < 1
n—,oo

gegen f(x):
o0 k+1
14+2)= Z fir alle |z| < 1.

k=1
Es bleibt die Konvergenz in z = 1 zu untersuchen. Nach dem Leibnizkriterium (Satz 3.23)
konvergiert die alternierende harmonische Reihe T'(f,0)(1) = 1—1 + % +... . Wir wenden
nun den Abelschen Grenzwertsatz (Satz 5.16) an und erhalten wegen der Stetigkeit von In

In(2) = lim In(1+2)= lim 7(f,0)(x) =T(f,0)(1).

r—1— z—1-

Somit gilt In(1 + z) = T'(f,0)(x) auch in = = 1. O

Beispiel 4: Die Taylorentwicklung von f(z):=1In (1‘””) .

11—z

Die Reihe In(2) = > # konvergiert sehr langsam, eignet sich also nicht zur Be-

rechnung von In(2). Fiir die numerische Berechnung von Werten der Logarithmusfunktion
eignet sich die Taylorentwicklung von In (1+x) .

Die Funktion In (1+§ ) ist in g = 0 reell-analytisch und fiir ihre Taylorentwicklung gilt

oo
In (L2) = ;;o 2kt fiir alle z € (—1,1) |

Fiir den Beweis konnen wir die Taylorentwickung aus Beispiel 3 benutzen. Fiir alle x € R
mit |z| < 1 gilt

f(z) =In <1ji> =In(l+2)—In(1 —x)
B —y (_1)k+1 0 ( 1>k+1
- ; k xk B k=1 k (_:E)
_ i (_1)k+1 (1 _ (_1)k)xk
k=1
o~ 2
_ Zz:; T 20+1

Wir bestimmen damit jetzt In(2) mit einer Genauigkeit von 4 Stellen nach dem Komma:
Es gilt In(2) = f(3) = T(f,0)(3). Wir benutzen das Lagrange-Restglied, um den Fehler
)

bei der Approximation von In(2) durch das n-te Taylorpolynom abzuschétzen:

f(n+1) (f) (l)n—i-l
3 )

In(2) = To(£,0)(5) + Fa(£.0)(3) = Tu(£.0)(3) + 70

wobei 0 < &€ < 3 Fiir die Ableitung berechnet man

n -1)" 1
FtD (g _n!((l(+§;"+1 + (1_§>n+1).

Fir0 <€ < % kann man das Restglied somit abschatzen durch
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n+1
0 < Bal,0)(3) < n—li— 1 ((1 +1§)n+1 T _z)nﬂ) (%) < nJlr 1 (3n1+1 * 2n1+1)'
Fiir n = 10 erhalt man:
0 < Rip(f,0)(3) <5-107°.
Fiir die Ndherung von In(2) durch das 10. Taylorpolynom To( f, 0)(%) gilt:

1 1 1 1 1
n(2) ~ To(£ () =2(5+ 555 T 555 T 757 + 559

Somit approximiert das 10. Taylorpolynom die Zahl In(2) auf vier Stellen genau.

) — 0,693146047 . . . .

Beispiel 5: Die Taylorentwicklung von f(x) := (1+x)* in z¢=0.
Sei a € R. Die Funktion f(z) := (1 + z)® ist in zy = 0 reell-analytisch und fiir ihre
Taylorentwicklung gilt:

(I4z)* =Y (9)a* fir alle z € (—1,1).
k=0

Fiir o« = m € N ist diese Reihe endlich und beschreibt gerade die binomische Formel

m

(12" =3 ()"

k=0
Die Taylorentwicklung von (1+x)® verallgemeinert also die binomische Formel. Die Reihe

Bu(z) := Y (%)a* heiBt Binomialreihe. (Vergleiche auch Ubungsaufgabe 26).

Beweis. Wir bestimmen zunéchst wieder die Taylorreihe von f in 9 = 0. f(z) = (1 +x)*

ist auf (—1, 00) beliebig oft differenzierbar und es gilt f(0) = 1 sowie
@) =aa—1) ... (a—k+ 11 +z)*"

und daher

k! k!
Die Taylorreihe von f(x) = (1+ )% in ¢ = 0 ist damit

T(f,0)(z) = i (Z) 2% = Bo(z).

k=0

f90) _ala—1)-...(a—k+1) (Z)

Wir wissen bereits, dass die Binomialreihe B, (z) fiir |z| < 1 konvergiert (siche Ubungs-
aufgabe 26). Wir zeigen nun, dass ihr Grenzwert f(z) = (1+x)® ist. Wir betrachten dazu
wieder die Cauchy—Form des Restgliedes

(n+1) (g
Ru(£0)(w) = LD (1 gy

_ Oz(Oé - 1) n' - (a — n) (1 + Qx)a—n—l(l _ e)nxn—i-l

—a- <O‘ - 1) (1—0)"2" (1 + oz)> "
n

= . _— n 1 @ .
a ( i ><1+9w> 2" (1 + 6z)
—_——

<1 fiir |z|<1
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Daher gilt fir |z| <1

oz (1 + 0x)* 7.

rro@l< ("))

=M unabh. von n

Da die Binomialreihe B,_;(x) fiir |z| < 1 konvergiert, ist (‘(O‘;l)x”‘)zozo eine Nullfolge
und wir erhalten

lim R,(f,0)(z) =0 fir alle |z| < 1.

n—oo

Damit konvergiert die Binomialreihe B, (x) = T'(f,0)(x) fir x € (—1,1) gegen (1 + x)°.
O
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Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

In diesem Kapitel beginnen wir mit der Integralrechnung. Die Integralrechnung wird durch

zwei verschiedene Problemstellungen motiviert:

1. Bestimmung von Ldangen, Flacheninhalten und Volumen.
Die Integralrechnung stellt Methoden bereit, mit denen man geometrische Groflen wie
Langen, Flacheninhalte und Volumen berechnen kann.

2. Losung von Differentialgleichungen.
Viele Prozesse in der Natur werden durch Differentialgleichungen modelliert. Die Auf-
gabe besteht dann immer darin, aus gegebenen Ableitungen einer Funktion die Funk-
tion selbst zu bestimmen. Dazu mufl man den Prozefl des Differenzierens "umkehren”.

Auch dabei hilft die Integralrechnung.

6.1 Das Riemann-Integral

Die erste Motivation fiir die Entwicklung der Integralrechnung entstand aus dem Ver-
such, Flacheninhalte und Volumen zu berechnen. Wir werden hier zunéchst das Riemann-
Integral fiir reelle Funktionen einer Variablen behandeln, mit dessen Hilfe man Flachen-
inhalte fiir Teilmengen des R? berechnen kann. In Kapitel ?? werden wir dann die Inte-
gralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen behandeln, mit deren Hilfe man
Volumen fiir Teilmengen des R? berechnen kann. Das heute so genannte Riemann-Integral
wurde in rigoroser Form von Bernard Riemann in seiner Habilitationsschrift (1854) de-
finiert. Fiir einen kurzen historischen Uberblick zur Entwicklung der Integralrechnung
verweisen wir auf das 9. Kapitel des Buches Analysis I von W. Walter.

Zunéachst formulieren wir einige Forderungen, die ein verniinfig definierter geometrischer

Flicheninhalt u(A) fiir Teilmengen A C R? erfiillen sollte:

pu(A) > 0.

ACB = pu(A)<uB).

u(la,b] x [e.d)) = (b—a) - (d - o).

Haben zwei Teilmengen A, B C R? hochstens Randpunkte gemeinsam, so gilt
n(AU B) = p(A) + pu(B).

W



140 6 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

5. u(A) ist invariant gegen Euklidische Bewegungen (z.B. Drehungen, Verschiebungen,
Spiegelungen).

Legt man diese Eigenschaften zugrunde, so kann man den Flédcheninhalt einer Teilmenge

A C R? bestimmen, in dem man sie in Mengen ”einfacher” Form zerlegt. Z.B. kann man

by

f(x)

Mengen der Form

in Teile der Form

1
B I

zerlegen, wobei die obere Begrenzungskurve durch einen Funktionsgraphen gegeben wird.

Es geniigt deshalb, den Flacheninhalt von Mengen der Form
A=A{(z,y) eR? |z €a,b], 0 <y < fla)},

zu kennen, wobei f eine nicht-negative Funktion auf dem Intervall [a, b] ist. Dies motiviert

die jetzt folgende Definition des so-genannten Riemann-Integrals.

Definition 6.1. Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall mit a < b.

Eine Menge von Punkten P = {xg,z1,...,2,} mit a =z9 < ... < x, = b heifit Zerlegung
von I. Iy := [xp_1,xr] bezeichnet das k—te Teilintervall von P und L(I}) := xp — Tp_1
seine Lange. |P|| := max{L(Iy) | k =1,...,n} heifit die Feinheit der Zerlegung P.

FBine Zerlequng P heifst Verfeinerung der Zerlequng P (symbolisch: P> P), falls P="P

oder P aus P durch Hinzunahme weiterer T etlungspunkte entsteht.

Definition 6.2. Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion, P = {xo,...,z,} eine
Zerlegung von [a,b] und & = (&1,...,&,) € R™ ein Tupel von Zahlen mit & € Iy fir

k=1,...,n. Des Weiteren bezeichne

=inf{f(z) |z € Ix} wund My :=sup{f(x)|x € I}}.

Dann heifit

P) = ka - L(I) Untersumme von f bzgl. P,
)= Z My, - L(11) Obersumme von f bzgl. P,

S(f,P,¢) : Z f(&) - L(Ix) Riemannsche Summe fir f bzgl der Zerlegung P
und der Stiitzstellen & = (£1,...,&n).
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Satz 6.1 Mit den obigen Bezeichungen gilt:

1. Sind & beliebige Stiitzstellen von P, so gilt S(f,P) < S(f,P,¢) < S(f,P).
2. Fir P >7P gilt

inf f(z)-(b—a) < S(f,P) < S(f,P) < S(f,P) < S(f,P) < sup f(z)-(b—a).

z€(a,b] z€la,b|
3. Fiir beliebige Zerlegungen P und P* gilt S(f,P) < S(f,P*).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen folgen unmittelbar aus der Definition. Fiir die 3.
Aussage betrachten wir die gemeinsame Unterteilung P:=PU P*, die eine Verfeinerung

von P sowie von P* ist, und wenden 2. darauf an. a

Definition 6.3. Wir nennen

b
/f(a:) dx == sup {S(f,P) | P Zerlegung von |a,b]} unteres Riemann Integral
3 von f dber [a,b],

b
/f(a:) dz .= inf {S(f,P) | P Zerlegung von [a,b]} oberes Riemann-Integral
a von f dber [a,b].

Aus Satz 6.1 folgt, dass das obere und das untere Riemann-Integral existieren und dass

/b fla)da < /b /() d.

a

gilt:

Definition 6.4. Eine Funktion f : [a,b] — R heif$t dber [a,b] Riemann-integrierbar, wenn
sie beschrdinkt ist und das obere und das untere Riemann-Integral von f dber [a,b] tber-

einstimmen. In diesem Fall nennt man

b b b
/f(x)d:z: :—/f(:):)d:):—/f(x)dx

das Riemann-Integral von f dber |a,b].
R([a,b],R) bezeichnet die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen von [a,b] in R.

Wir setzen aufSerdem:
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/f(ac) dx =0 und

b

/f(x) dr := —/f(x) dx falls f € R([a,b],R).
b

a

Satz 6.2 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)
Sei f :[a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann gilt:
f ist genau dann tber [a,b] Riemann-integrierbar, wenn zu jedem € > 0 eine Zerlequng

P(e) von [a,b] ewistiert, so dass
S(f,P(e)) — 8(f,P(e)) <e.

Beweis. (<=): Sei n € N und P, eine Zerlegung von [a,b] mit S(f,P,) — S(f,Pn) <
Dann gilt

S|

SRS

Og/bf(x)da:—

Sl—__ _.

Der Grenziibergang n — oo liefert die Behauptung (Sandwich-Lemma).

(=>): Sei e > 0 gegeben. Nach Definition des Supermums und des Infimums gibt es

Zerlegungen P und P von [a, b], so dass

f(x)dz —5(f,P) <

pO| O

sl—__ _

b
und ﬂﬂ@—/ﬂ@ﬁ<; (6.1)

Fiir die Zerlegung P* :="P U P gilt dann wegen der Riemann-Integrierbarkeit von f

b b
< (5.7)- [s@ds) + ([ f@)do - 5(7.P)

| ™

Satz 6.3 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung fiir monoton wachsende Funktionen. Den Beweis
fiir monoton fallende Funktionen fiihrt man analog.

Da f monoton wachsend ist, gilt f(a) < f(z) < f(b) fir alle z € [a, b], d.h. f ist beschrankt.
Wir priifen nun das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium. Sei n € N. Wir wéhlen die

aquidistante Zerlegung P, := {xo,...,zy} von [a,b] mit xp := a + k - b_T“. Dann gilt
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L(Iy) = xp — x)_1 = b_Ta = ||Pn] fir alle k = 1,...,n. Da f monoton wachsend ist,

erhalten wir

S(f,Pn) = S(f,Pn) =D flax) L(Ik) = > flwx—1) L(Ix)
k=1 k

=1

= (if(ﬂﬁk) - f(xk:—l))b;a
k=1

b—a
—

= (f(b) = f(a)) -

Fiir ¢ > 0 existiert ein n € N so dass (f(b) — f(a))bfTa < e. Somit folgt die Behauptung

aus dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium. ad

Satz 6.4 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Da f stetig und [a, b] kompakt ist, ist f beschrankt. Fiir n € N sei P,, wieder die
aquidistante Zerlegung von [a,b] in n Teilintervalle. Da f stetig ist, nimmt f auf jedem
Intervall Iy, = [zx_1, 2k ein Maximum und ein Minimum an (Satz 4.13). Seien ¢, dy € I
mit f(cg) = min{f(z) | x € I} und f(dx) = max{f(x) | x € I}}. Dann gilt

b—a

S(fPa) = S Pa) = 30 (Fldi) = Fler) LT) = (D F(dx) = flen) (6.2)
= k=1

k=1
Sei nun € > 0. Die stetige Abbildung f ist auf dem kompakten Intervall [a, b] gleichmé&Big
stetig (Satz 4.14). Folglich existiert ein § > 0, so dass fiir alle v, w € [a,b] mit |[v —w| <
gilt: .
7) — flw)] <
Wir wéhlen jetzt n € N so gro8, dass bfTa < 4. Dann gilt |dy —cx| < d fur k=1,...,n
und aus (6.2) folgt

_ " ¢ \b—a
S(UPa) =S P) < (X 5= ) o =<
k=1
Das Riemannsche Integrierbarkeitskriterium liefert dann wieder die Behauptung. a

Der néachste Satz zeigt, dass man das Riemann-Integral fiir eine Riemann-intergrierbare
Funktion als Grenzwert einer beliebigen Folge von Riemannschen Summen ausrechnen

kann.

Satz 6.5 Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann gilt fir jede Folge
(Pm) von Zerlegungen von [a,b] mit lim |Pp|| =0 und fiir beliebige Stiitzstellen &y, von
m—0o0

P
b

[ @)=t S(F, o)

a
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Beweis. Sei € > 0 gegeben und P* eine Zerlegung von |[a, b] mit

g(fv P*) - i(fvp*) <

)

| ™

die nach dem Riemannschen Integrierbarkeitskriterium (Satz 6.2) existiert.
Aus Satz 6.1 erhélt man dann fiir alle Verfeinerungen P > P* und alle Stiitzstellen £ von

P

S(f,P) S(£,P.&)  S(f,P)

S/, P) i)z S(.P)

. (6.3)

| ™

b
/ f(x)de — S(f,P.€)| <

Da f beschrankt ist, existiert eine Konstante C' > 0 so dass |f(z)| < C fiir alle z € [a, b].
Die Zerlegung P* habe r Teilintervalle. Da [Py, || — 0, existiert ein mg € N, so dass

207 Pr | < g Vm > mo.

Wir betrachten nun P, mit m > mg. Seien Ji,Jo,...,Js diejenigen Teilintervalle von
P, die durch Punkte von P* echt zerlegt werden. Dann ist s < r. Wir fiigen nun zu
den Stitzstellen &, von P,, neue Stiitzstellen hinzu, so dass Stiitzstellen &, von P* U Py,

entstehen. Damit erhalten wir mit Hilfe der Dreiecksungleichung

1S(f. Ponm) — S(f, Pm UP*,Em)| < 2C Y L(Jy)
=1

< 205||Pul < 207(|Pul < % (6.4)

Da P, UP* > P*, folgt aus (6.3) und (6.4)

b

S(f,'])m,fm)—/f(.%')dl" < |S(f77)m7€n)_S(f7,PmU7D*7gm)‘+

a

b
£[S(. P UP En) - /f@;) d|

< -+

= E&.

N ™
| ™

b
Dies gilt fiir alle m > mg. Somit folgt 11_1)11 S(f, Pms&m) = /f(x)d:z:. O

Satz 6.5 ist gut geeignet, um Rechenregeln fiir Riemann-Integrale zu beweisen und

Abschatzungen flir Summen auf Abschétzungen fiir Integrale zu tlibertragen.
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Satz 6.6 1. Sei f : [a,c] - R und a < b < c. Ist flu € R([a,b],R) und flp, €
R([b,c],R), so ist f € R([a,c],R) und es gilt

/Cf(:c)dx:/bf(x)der/cf(x)dx.
i . /

2. Ist f € R([a,b],R) und [a, B] C [a,b], so ist f|ag € R([c, 8], R).

Beweis. Ubungsaufgabe. a

Satz 6.7 (Rechenregeln fiir das Riemann—Integral) FEs seien f, g : [a,b] — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gilt:
1. Fiur alle p, A € R ist die Funktion pf + Ag Riemann-integrierbar und

b

[t @)+ rg(@)do = g /b F(&) do+ A /b g() de.

a a

2. Sei f<g. Dann gilt

b b
[s@as< [ g

3. |f| ist Riemann-integrierbar und

| /b f@)da| < /b 7(@)]dr.

4. Fir jedes p € [1,00) ist |f|P Riemann-integrierbar.

5. Das Produkt f - g ist Riemann-integrierbar.

Bewets. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe. Man kann z.B. das Riemannsche In-
tegrierbarkeitskriterium, Satz 6.5 und die entsprechenden Eigenschaften fiir Summen be-

nutzen. O

Die Definition des Riemann-Integrals rechtfertigt folgende Definition:

Definition 6.5. Sei f : [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion und 27 C R* das
Gebiet zwischen dem Graphen I'y von f und der x-Achse, d.h.

Qp = {(z,y) e R? |0 <y < f(x) falls f(x) >0, f(z)<y<0 falls f(z) <0},

Dann heifit
b

Area(S2y) :/|f(x)\d:c

a

Fldcheninhalt des Gebietes {2.
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Satz 6.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Sei f :[a,b] — R stetig und g : [a,b] = R Riemann-integrierbar mit g > 0. Dann existiert

/b f@)g(e) dz = f0) - [ gla)da.

a

einn € [a,b] so dass

Beweis. Da f stetig und [a,b] kompakt ist, existieren m := min{f(z) | z € [a,b]} und
M :=max{f(z) | z € [a,b]}. Da g > 0 folgt

mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z) V€ [a,b].

und mit den Rechenregeln aus Satz 6.7 somit

o fuon= [ sy < [

b
Sei [ g(z)dxz # 0. Dann ist dieses Integral positiv und wir erhalten
a

b
[ f(@)g(x) dz
¢  Dann gilt 4 € [m, M] und

/bf(fv)g(x) de = p - /bg(x) dx.

b
Im Fall [ g(z)dz = 0 gilt die letzte Gleichung fiir ein beliebiges p € [m, M]. Da f stetig

Wir setzen p:=
J g9(z)dx

a

a
ist, existiert nach dem Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen (Satz 4.10) ein 7 € [a, ]

mit f(n) = u. Dies zeigt die Behauptung des Satzes. O

Folgerung 6.1 Ist f : [a,b] — R stetig, dann existiert ein n € [a,b], so dass gilt
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Beweis. Dies folgt aus Satz 6.8 mit g = 1. ad

Fiir stetige Funktionen f > 0 bedeutet das, dass der Flacheninhalt zwischen der z-Achse
und dem Graphen von f gleich der Fliche des Rechtecks mit den Kantenldangen [a, b] und

f(n) ist.

b
Folgerung 6.2 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f > 0 und [ f(z)dz = 0.
Dann gilt f = 0.

Beweis. Sei ¢ € (a,b). Wir betrachten Folgen (z,,) und (y,) mit a <z, < ¢ <y, <bund
Tn — €, Yo — c. Da f >0, gilt

Yn b
Og/f(m)d:vg/f(x)d:r:().

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein n,, € [z, y,] mit

0= / F(@) i = F(1) (g — ).

Folglich ist f(n,) = 0. Nach Konstruktion konvergiert die Folge (7,,) gegen c. Da f stetig
ist, konvergiert dann auch f(n,) gegen f(c). Folglich ist f(c) = 0 fiir jedes ¢ € (a,b). Fir
die Randpunkte folgt dies dann wegen der Stetigkeit von f. O

Man kann mit Hilfe von Satz 6.5 auch Riemann-Integrale berechnen:
b
Einfaches Beispiel: Berechne das Riemann-Integral / 22 da:

a

Die Funktion f : [a,b] — R, definiert durch f(z) := a2, ist stetig, also Riemann-
integrierbar. Sei P, = {xo,...,z,} die dquidistante Unterteilung von [a,b] mit z; =
a+k- b;—a. Wir wéhlen die Stiitzstellen £ = (z1,...,z,). Dann gilt

S(f.Pn€) = flaw)L(Ik)

k=1
" b—a\2 b—
:Z(a+k CL) . a
n n
k=1
— n _ — )2
:b G-Z(a2+2k¢a‘ a+k2’(b 2@))
n n
k=1
2 _ 3
=a’(b—a) +2a 2) - n;‘) > K
k=1 k=1
_ (b a) +2a( —a)? nn+1) (b—a)? n(n+1)(2n+1)
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Es folgt

b
[ e = tim $(7.Pu)
n—oo

1
=a*(b—a)+ald—a)*+ §(b —a)?
1

= a®b— a® + ab® + a® — 2a%b + §(b3 — 3b%a + 3ba® — a®)

1
= _(b® —a%).

S0 )

Dies ist eine etwas umstéandliche Methode zur Berechung des Riemann-Integrals. Im néchs-

ten Abschnitt lernen wir einfachere Verfahren zur Berechnung des Riemann-Integrals ken-

nen.

6.2 Integration und Differentiation

Wir wollen jetzt nachweisen, dass die Integration fiir gewisse Klassen von Funktionen die
Umkehrung der Differentiation ist.
Im Folgenden bezeichne I C R immer ein beliebiges beschranktes oder unbeschranktes

Intervall, das aus mehr als einem Punkt besteht.

Definition 6.6. Fine differenzierbare Funktion F' : I — R heiffit Stammfunktion einer
Funktion f: I — R, wenn F' = f.

Satz 6.9 Sind F: I - R und G : I — R zwei Stammfunktionen von f: I — R, dann gilt

G = F + ¢, wobei ¢ eine reelle Konstante ist.

Beweis. Wir betrachten die Funktion G — F' : I — R. Nach Voraussetzung gilt (G —F)" =
G' — F' = f — f = 0. Folglich ist G — F eine konstante Funktion (siehe Satz 5.10), also
G = F + c fiir ein c € R. ad

Wenn eine Stammfunktion von f existiert, so ist sie also bis auf eine additive Konstante

eindeutig bestimmt. Wir interessieren uns nun fiir die Ezistenz von Stammfunktionen.

Satz 6.10 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung - Teil 1)
Sei f: I — R eine stetige Funktion und a € I. Wir definieren die Funktion F': I — R

durch das Riemann-Integral
F(x):= /f(t) dt.

Dann ist F' eine Stammfunktion von f.
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Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten von F' in x € I:

z+h T

z+h
F(:c+h})L—F(96) :% /f(t)dt—/f(t)dt :% / £() dt.

Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 6.8) existiert ein n(h) € [z,z + h]
(bzw. n(h) € [x + h, z], falls h < 0) mit

z+h

/f@a:fwm»h

Wegen ;ILH% n(h) = z und der Stetigkeit von f existert der Grenzwert
—

o Flath) - F@) _
F'(z) = lim ; = lim f(n(h)) = /().

Bemerkung: Stetige Funktionen besitzen also immer eine Stammfunktionen, die durch

ihr Riemann-Integral definiert ist. Man beachte aber:

e Nicht jede Riemann-integrierbare Funktion besitzt eine Stammfunktion. Die Funktion
f:]-1,1] - R mit
1 falls z € [-1,0],
fa) = {2 falls o € Eo, 1].]
ist Riemann-integrierbar, besitzt aber keine Stammfunktion. Eine stetige Funktion
F:[-1,1] —» R mit F'(z) = f(z) fir alle  # 0 hétte namlich die Form

Flz) = x+c falls z€[-1,0],
2r+c¢ falls x € (0,1],

fir eine Konstante ¢ € R. Eine solche Funktion F' ist aber in 2 = 0 nicht differenzierbar.
2-

Ly

I'r

e Esgibt auch Funktionen, die Stammfunktionen besitzen, aber nicht Riemann-integrierbar
sind. Wir betrachten dazu die Funktion F :[0,1] C R — R

Flz) = x? sina%2 x € (0,1],
0 xz =0.
F ist auf [0, 1] differenzierbar, aber f := F” ist auf [0, 1] nicht beschréinkt (Ubungsauf-

gabe).
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Satz 6.11 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechung - Teil 2)
Sei f: I — R stetig und F : I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle a,b € I:

b
/ F(@)dz = F(b) — F(a).

Beweis. Wir betrachten die Funktion Fy : I — R mit Fy(t) =

S

f(x)dx. Fy ist eine

b

Stammfunktion von f mit Fy(a) = 0 und Fy(b) = [ f(z)dx. Fir die Stammfunktion F
a

gilt dann F' = Fy + ¢ fiir eine Konstante ¢ € R und folglich

b

F(b) = F(a) = Fo(b) — Fola) = Fo(b) = / f(z) da.

a O

b
:= F(b) — F(a). Die Formel aus Satz 6.11 schreibt sich

a

Bezeichnung: Man setzt: F(x)

b
. Deshalb wird héufig die folgende Symbolik fiir
a

b
dann in der Form: /f(:):) dx = F(x)
die Stammfunktion 1il von f benutzt!:
/f(:v) dx = F(x) auf .
Man nennt

/f(x) dx  unbestimmtes Integral von f,

b
/f(a:) dr  bestimmites Integral von f.

f heiBt Integrand, x Integrationsvariable, [a,b] das Integrationsintervall, a und b die untere

bzw. obere Integrationsgrenze.

In der folgenden Liste stellen wir einige wichtige Grundintegrale zusammen. Der Beweis
erfolgt durch Ableiten der Stammfunktion. Die Beziehungen zwischen den Umkehrfunk-

tionen der Hyperbelfunktionen und der Logarithmusfunktion folgen aus Satz 4.19.

! Diese Bezeichnung ist etwas problematisch, da die Stammfunktion nur bis auf eine Konstante eindeutig

bestimmt ist. Man merke sich deshalb, was mit dieser Symbolik gemeint ist.
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Wichtige Grundintegrale:

1
(1) /xadx:a+1xa+1 fir « € R mit o # —1.

Dies gilt fiir nicht ganzzahlige o € R auf I = (0, 00), fiir & € Ny auf R
und fiir o € Z mit o < —1 auf I = (—00,0) U (0, 00).

(2) /;dm‘ = In|z| auf (0,00) und (—00,0).

(3) /e‘“dmzi@” fiir a € R mit a # 0, auf R.
(4) /cos:vd:n =sinx, /sinxdx = —coszw auf R.
(5) /cosh:cdx = sinh z, /sinhxdm = cosh z auf R.

1
(6) / 1522 dx = arctan x auf R.
T

1 1 14z
7 do = -1
<)/1—x2 o 2“‘1—9;

artanh(z) auf (—1,1)

arcoth(z) auf (—oo, —1) U (1, 00) .

=In(z + Va2 + 1) = arsinh(z) auf R.

s) /\/ﬁdx

= arcsin(x) auf (—1,1).

Ty

1 arcosh(x) auf (1,00)
(10) /dlen]m+\/ﬁ|: .
Va2 =1 —arcosh(—z)  auf (—oo,—1)

151

Wir beweisen jetzt die beiden wichtigsten Rechenregeln fiir Integrale, die partielle Inte-

gration und die Substitutionsregel.

Satz 6.12 (Partielle Integration)
Seien g, f : I — R stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt fir alle a,b € I:

b

g b
[ @) == [ f@g@ s + f@ge)].

bzw. fiur die unbestimmten Integrale

/ f(@)g(x) dz = — / f@)d @) de + fo)gx)  auf .

Beweis. Fir F := f-g gilt nach der Produktregel fir Ableitungen F’ = f'-g+ f-¢'. Die

Linearitat des Integrals und der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

dann fir alle a,b € 1
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b

[ F@gte)da + /b f(2)g' () do =

a

S S

Satz 6.13 (Substitutionsregel)
Sei ¢ : I — R stetig differenzierbar und f : J := ¢(I) — R stetig. Dann gilt fir alle
c,del

d é(d)
[ remewa= [ fw i
c b(c)
Ist ¢ zusdtzlich streng monoton, so existiert die Umkehrfunktion ¢=' : J — I und es gilt
fur alle a,b e J

b ¢1(b)
/ f(z) dz = / (688 (1) d.
a 6~1(a)

(Formale Regel: Man substituiert x = ¢(t), setzt formal de = ¢'(t)dt und dndert die

Integrationsgrenzen entsprechend,).

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass wegen der Stetigkeit von ¢ mit I auch J = ¢(I) C R
ein Intervall ist (Zwischenwertsatz). Sei nun F' : J — R eine Stammfunktion von f. Dann

gilt fiir F o ¢ : I — R nach der Kettenregel fiir Ableitungen

(Fog)(t)=F(o(t) ¢'(t) = f(¢(t) - ¢'(t)  Vtel
Nach Satz 6.11 folgt fiir ¢,d € I:

d #(d)
/f(¢(t))¢’(t) dt = (Fo¢)(d) — (Fo¢)(c) = F(¢(d)) — F(¢(c)) = / f(z)dz.
é(c)

[

Wenn ¢ streng monoton ist, so ist ¢ injektiv und ¢ : I — J somit bijektiv. Folglich
existiert die Umkehrfunktion ¢! : J — I. Fiir gegebene a, b € J kann man also eindeutige
bestimmte ¢, d € I finden mit ¢(c) = a und ¢(d) = b. Die 2. Behauptung folgt dann aus

der ersten. O
Bemerkung: In der unbestimmten Form schreibt sich die Substitutionsregel als

/ FS(E)@ (1) dt = / f() da ot T

r=0(t)

bzw. im Fall, dass die Umkehrfunktion ¢! existiert als
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[ sadn= [ ool - aut

Beispiel 1: Sei f : I — R eine stetig differenzierbare Funktion ohne Nullstellen auf I.

Dann gilt
/(=)

=In|f(x)| auf .

Dies sieht man durch Ableiten der Funktion auf der rechten Seite oder durch die Substi-
tution y = f(x), dy = f'(z) dx

f’fc dy
/ ‘ o = mbll,_yy =InIf@)] auf L

I‘

So ist zum Beispiel

3 /
/tanxdm—/smx dx__/cos L dx == —In(cosz) auf (—3,3).

COS T COS T

Beispiel 2: Berechnung von I,(z) := /sin”(m), n € Np.
Fir n = 0,1 gilt:

Ip(z) =z und I;(x) = —cosx.

Fiir n > 2 leiten wir mittels partieller Integration eine Rekursionsformel her:
I,(z) = /sm () - cos'(x)
partnt. sin" 1 (z) - cos(x / — sin" ) - cos(x) dx
=  —sin"(z)-cos(z) + (n—1) /sin”_Q(x) (1 —sin®*(2)) dz
=  —sin" (z)-cos(x) + (n—DI2(x) — (n—1)(2).
Daraus erhalt man die Rekursionsformel:

1 -1
I(2) = —— - sin” "} (2) - cos(a) + n

I, —o(x) fir n > 2.

Fir J,(z) := / cos"(z) dx berechnet man analog

1 -1
In(x) = - cos" Y(z) - sin(x) + n

In—2(x) firn > 2

mit Jo(z) = z und Ji(z) = sin(x).
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AmT™ + Q1™+ a1z + ap
bpx™ 4+ bp_1zn L 4+ ...+ bz + b

Beispiel 3: Integrale rationaler Funktionen /

Solche Integrale werden mit Hilfe der Partialbruchzerlegung® berechnet. Dabei stellt man

m m—1 . .
die rationale Funktion R(z) := azxxni‘zm*ﬁn,l j"ﬁﬁixo als Summe einfacher Funktio-
n n—

nen, die sogenannten Partialbriche, dar. Im folgenden beschreiben wir dieses Verfahren

zunéchst fiir komplexe rationale Funktionen und spezialisieren es anschliefend auf den

reellen Fall.

1. Komplexe Partialbruchzerlegung

Sei @ € Clz] ein komplexes Polynom vom Grad n > 1, d.h.
Q(2) = bp2" + by 12" L+ bz 4 by

mit bg,b1,...,b, € C und b, # 0. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat Q n
komplexe Nullstellen und 148t sich in komplexe Linearfaktoren zerlegen (siehe Satz 4.15
und Satz 4.16):

Sind &1, ..., & die verschiedenen komplexen Nullstellen von @ und vy, . .., vy ihre jeweilige
Vielfachheit, dann gilt

Q(2) =bn(z = &) - (2 = &) ... (2 — &)™ .

Satz 6.14 (Partialbruchzerlegung komplexer rationaler Funktionen)

Seien P,@Q € C[z] komplexe Polynome mit deg(P) < deg(Q). Q habe die verschiedenen
Nullstellen &1, ..., & mit der jeweiligen Vielfachheit vy, ..., v;. Dann existieren eindeutig
bestimmte Konstanten Aji, Ajo, ..., Ay, € C fiir j € {1,...,k}, so dass

P(z) a Aj Ajo Ajy; B
-2 <(Z—§j) A (Z—éj)”]) VEE L) (65)

j=1

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber deg(Q).
Ind.—Anfang: Sei deg(Q) = 1. Da nach Voraussetzung deg(P) < deg(Q), hat P den Grad
Null. Es gilt also P(z) = ap und Q(z) = b1z + by = b1(z — &) mit § = —Z—‘l). Daraus folgt

P(Z) _ a _ AH
Qlz) h(z-&) z2-&

fiir die eindeutig bestimmte Zahl A1 := Z—f.

Ind.—Schritt: 'Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir alle rationalen Funktionen

R= g mit deg(@) < n —1 gilt und zeigen sie dann fiir rationale Funktionen R = g mit
deg(Q) = n:

Sei &1 eine Nullstelle von @) mit Vielfachheit v;. Dann kann man die Linearfaktoren

(z — &))" abspalten und erhélt Q(z) = (¢ — &))" - S(2), wobei S ein komplexes Polynom

vom Grad n — vy mit S(&;) # 0 ist. Sei a := g((g)) Dann gilt

2 Den Beweis der Sitze 6.14 und 6.15 haben wir in der Vorlesung nicht vorgefiihrt.
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P(z) a _ P(z)—a-S(z) . (%)

Q) (-&)m (z-&)"-5(2)
Nach Definition von a ist gilt P(£1) —aS(&1) = 0, d.h. & ist eine Nullstelle des Polynoms
P —aS.Ist P—aS =0, so folgt aus (*) sofort die Induktionsbehauptung. Ist P —aS # 0,
so kann man den Linearfaktor (z — £;) abspalten, d.h. es gilt P(z) —aS(z) = (z — &)5(2)

fiir ein Polynom S. Es folgt

Pz)(» a S(2)

Qz)  G-&m &) S

Das Nennerpolynom im zweiten Summanden hat den Grad n — 1 und als seine Nullstellen

kommen alle Nullstellen von @ vor, wobei & mit Vielfachheit vy — 1 auftritt. Das Zahler-
polynom S im zweiten Summanden hat den Grad < n — 1. Nach Ind.—Voraussetzung
kann man die rationale Funktion im zweiten Summanden entsprechend der Behauptung
des Satzes zerlegen mit eindeutig bestimmten Koeffizienten Aj,. Ay, := a ist ebenfalls

eindeutig bestimmt. a

2. Reelle Partialbruchzerlegung
Sei @ € R[z] nun ein reelles Polynom vom Grad n > 1, d.h.

Q(z) = bpz™ + by_12" 1+ ...+ bzt + by

mit bg, b1, ...,b, € R und b, # 0. Dann tritt mit jeder echt komplexen Nullstelle £ von @
auch die konjugiert-komplexe Zahl £ als Nullstelle mit der gleichen Vielfachheit auf. Aus

0=Q(&) = bp€™ + bp_12"  + ...+ b1&! + o

folgt namlich durch Konjugieren

0= Q&) = bul™ + by 1 & T+ ...+ b1& + by = by + by 18" + ...+ b€ +bo= Q).
Das quadratische Polynom (z — ¢)(x — €) ist dann reell und reell-irreduzibel, da
(z—&)(x =€) = 2® — (§+ )+ =" — 2Re(§)w + [¢[”
=: 2?4 pr + g,

. . . . . 2
wobei fiir die Koeffizienten p und ¢ gilt & — g = Re(£)? — | = —Im(£)? < 0.
Sind Mg, ..., As die reellen Nullstellen von ) mit der jeweiligen Vielfachheit p1,. .., us und
&,61, ..., &, & die echt komplexen Nullstellen von @ mit der Vielfachheit vy, v1, ..., vy, vy,

so hat die (komplexe) Linearfaktorzerlegung von Q(x) die Form

Qx) =by(z— M) - (= A (2= &) (@ — &) - (2= &) (= &),

Wir fassen die Produkte (x —&;)(z — ;) zu einem reellen Polynom zusammen und erhalten

die reelle Faktorzerlegung von Q(z):

Q) =bp(z — M) - oo (= XM - (2 4+prz+q)t ... (22 +par+q).
——— —

reell—irreduzibel reell—irreduzibel
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Satz 6.15 (Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen)
Seien P,Q € R[x] zwei reelle Polynome mit deg(P) < deg(Q) und sei

Qz) =bp(z =AM - (= A - (24 prz+ @) ... (22 px+q)”
———— —_————
reell—irreduzibel reell—irreduzibel

die reelle Faktorzerlegung von Q(x). Dann existieren eindeutig bestimmte reelle Zah-
len Ajl,AjQ, ce Ajuj f’l'l:’f’ ] = 1, sy S, und Bgl, ng, ce ,ng, Cgl, CZQ, ce 7CZW f’[l:?” (=
1,...,7r, so dass fir alle x € R mit x & {\1,...,As} gilt:

Px) < Ajp Ajo Ajp;
Qo) = (R AR v )

n i < Bnz+Cp Bpx + Cpo " By, x + C@Vz ) (6 6)
(@2 4+ pex+qo) (22 + pex + qo)? (22 + ppx + qo)¥*

Beweis. Wir machen zunéachst die komplexe Partialbruchzerlegung wie in Satz 6.14 und
stellen QE % als Summe komplexer Partialbriiche nach Formel (6.5) dar. Es existieren also
eindeutig bestimmte komplexe Zahlen Ajy,..., A, und ag, ..., ap,,be, .. . bey,, so dass

fir alle z € R mit = &€ {A1,..., As} gilt

P(x) B 5 Ajl Aj2 Ajﬂj
0) = 2= ((x—m Taoap T <x—Aj>w>

7=1
a apn agp T
+ + +o 6.7
2 (% eer ) 60
a bey be2 bo, )
+ — + ...+t — .
; (( &) (x —&)? (z — &)
Da P(z) und Q(z) reelle Polynome sind, gilt ggxg = ngg fir alle z € R mit Q(z) # 0.

Dies liefert
P(x) Px) < k= Ak < (aék_bék bek—azk>
0= Ajk = Ak J + —
Qz) Q(x) ZZ (x — i (= &)  (z— &)k

fir alle z € R mit Q(z) # 0. Wegen der Eindeutigkeit der Konstanten in der komplexen

+

Partialbruchzerlegung (der linken Seite 0 = e )) folgt Ajr = Ajk, also A;; € R, und

ber, = gk,
Wir fassen in (6.7) nun noch die komplexen Partialbriiche vom Typ ﬁ + ﬁ zu
reellen Partialbriichen zusammen:
« a  alz-9F+alz-oF S(z)
@—OF  (@—9F  (@+pr+qF (@ +pr+oF

wobei S(z) ein reelles Polynom von Grad < k ist. Ist £ = 1, so hat dieser Bruch bereits
die gewiinschte Form. Ist k > 1, so teilen wir S(x) durch (22 + pr + ¢) mit Rest:

S(z) = S1(z)(2* + px + q) + (D12 + Ey)
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und wiederholen dies ggf., d.h.,

a n a . Sl(x) Diz+ F,
(@=&F  (z-9F (@ +pr+qFt (22 +pz+ohF
SQ(.@) Dox + Eo Dix + E4

(@24 pr+9)f? (@2 +pr+Ft (a2 +pr+g)F

. Dyx+ E,, n Dox + E5 Dix+ E;
(@®+pr+q) T (P+pr+qFt (22 +pr+ gk
Damit erhalten wir die Behauptung des Satzes. a

Methode zur Berechnung der Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung:
Sei R(x) := % eine reelle rationale Funktion mit der Partialbruchzerlegung (6.6) aus
Satz 6.15. Wir multiplizieren Gleichung (6.6) mit dem Nennerpolynom @Q(z) und erhalten

daraus eine Polynom-Gleichung;:
P(z) = Polynom ...

Das Polynom auf der rechten Seite enthélt die gesuchten reellen Zahlen A, By und Cy in
seinen Koeffizienten. Der Koeffizientenvergleich fiir beide Polynome liefert ein Gleichungs-
system fiir diese Zahlen, das man eindeutig 16sen kann.

_ 323-922+142410

- z4-6x3+10x2

Bs gilt Q(z) := 2* — 623 + 1022 = 22(2® — 62 + 10). Q hat A\; = 0 als doppelte reelle

Nullstelle. Der letzte Faktor ist ein reell-irreduzibles quadratisches Polynom. Der Ansatz

Beispiel: Partialbruchzerlegung von R(x) :

fir die Partialbruchzerlegung von R(x) lautet somit:

A B Cx+D

Ra)=24 24 22T 2
(@) m+x2+x2—6x+10

fiir eindeutig bestimmte reelle Zahlen A, B, C, D. Multiplizieren wir diese Gleichung mit

Q(x), so erhalten wir die Polynom-Gleichung

323 — 92 + 142 + 10 = Az(2® — 6z + 10) + B(x? — 62 + 10) + Cz® 4+ Da?
= (A+C)x® + (—6A+ B+ D)2? + (10A — 6B)x + 10B.

Der Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem
3=A+C, -9=-6A+B+ D, 14=10A—-6B, 10=108B

mit der Losung A =2, B=1, C =1, D = 2. Die Partialbruchzerlegung lautet somit:

2 1 T+ 2

Rz) =+ 5+ o er10
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Anwendung auf die Berechnung der Integrale rationaler Funktionen

Seien P, € R]z] reelle Polynome und I C R ein Intervall, das keine Nullstellen von @
enthalt. Wir wollen das Integral

dr auf I

Q(z)
berechnen. Dazu gehen wir folgendermafien vor:
a) Ist deg(P) > deg @, so dividieren wir P durch @ und erhalten
P(z Ps(x
wobei Pp, Py € R[z]| reelle Polynome sind und deg(P») < deg(Q) gilt.
b) Wir zerlegen 1;2((5)) in Partialbriiche nach Satz 6.15.

c¢) Es bleibt nun, die Integrale der auftretenden Partialbriiche auf I zu berechnen.

Wir geben die relevanten Stammfunktionen an, die man aus den Grundintegralen nach
geeigneter Substitution erhélt. In den folgenden Formeln sei £ € N mit k& > 1, \,p,q €
R und ¢q — % > 0.

/(:1:—1)\) dr =1In|z — ) (Subst. y =z — A).
/(x—l)\)kdx:_kil'(x—l)\)kl (Subst. y =z — \).

/ 5 —|—;m T dx = - —1p2/4 -arctan\/x% (Subst. y = %).
/m dx = 1In|2® 4 px + ¢ (nach Beispiel 1).
/mdx:_kll. (x2+px1+q)k1 (Subst. y = 22 + px + q).

Das noch fehlende Integral

[yt
(22 + pz + q)*

fuhrt man mit Hilfe der Rekursionsformel

1 1 2k -3 1
/dy = : i + / dy
(y> + 1)k (2k—=2) (> +D*' 262 ) (> + 1!

schrittweise auf den arctan zuriick.

Fiir das obige Beispiel erhalten wir mit diesen Formeln:

/3x3—9x2+14x+10d _/ dx +/da:+/ T+ 2 g
x4 — 623 + 1022 x2 —6x+ 10
1 2 — 6 1
=21 - — —_—dzx+5 | ——m—d
nlzl =243 /x 2 _6er10 T /x2—6x+10 v

1
=2In|z|——+ iln]a:Q — 6z + 10| + 5arctan(z — 3).
x
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Wir betrachten nun noch zwei weitere Anwendungen des Hauptsatzes der Differential-
und Integralrechnung, die man zur Approximation von Funktionen bzw. von Integralen
benutzen kann. Zunéchst erhalten wir eine weitere Formel fiir das Restglied in der Taylor-
entwicklung einer (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktion, die wir in Abschnitt 5.4.

bereits angekiindigt hatten.

Satz 6.16 (Integralform des Restgliedes in der Taylorentwicklung)
Sei f: I — R eine (n+ 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, xo € I und

e (") (g
! é!O)(:vxo)2+...+w(w$0)" + Ba(f, 20)(2)

n!
=Tn(f,x0)(x) n-tes Taylorpolynom von f in xo

f(@) = f(zo) + f'(wo)(x — x0) +

die Taylorformel n-ter Ordnung von f in xo auf I. Dann gilt fir das Restglied Ry, (f,xo)(x)

xT

1
Ro(f.0)(w) = o [ =077 (1) at.
n!
o
Bewetis. Wir zeigen die Behauptung durch vollstandige Induktion {iber n € N.

Induktionsanfang: Fir n = 0 ist die zu beweisende Formel
Rolf.0)(w) = £(a) = f(ao) = [ (0t
zo

gerade der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.
Induktionsschritt: Wir setzen voraus, dass die Behauptung fiir ein beliebiges aber festes

n € Ny gilt und beweisen sie fiir (n + 1):
Rn1(f, wo)(x) = f(2) = Tna (f, o) (2)
£+ )
= f(x) = T(f, zo)(z) — rl)?

FOHD ()
(n+1)!

Fiir das n-te Restglied R, (f,zo)(z) erhalten wir aus der Induktionsvoraussetzung

= R, (f,x0)(x) — (z — xo)" T, (6.8)

Rilfaon)e) = o [

Zo
x
T 1

g \n+1 p(n+2)
x0+(n+1)!/(x )L 42 () g

Zo

part.Int. _ (.’E — t>(n+1)

D) FrtD ()

=y [ dr

o)
) Ty e

(n+1)!
o

Mit (6.8) folgt dann die Induktionsbehauptung. O
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In den meisten Fallen lasst sich das Integral einer Funktion nicht durch elementare Funk-
tionen ausdriicken. Das tritt bereits auf, wenn man z.B. die Lénge einer Ellipse berechnen
will. In diesen Fallen hilft Satz 6.5, das Integral zu approximieren. Der folgende Satz
erlaubt es, den Fehler bei Approximation des Riemann-Integrals durch Tapezsummen ab-

zuschétzen.

Satz 6.17 (Trapez-Regel)
Sei f : [a,b] = R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion, K := max{f"(£) | £ € [a,b]}
das Mazimum von " auf [a,b], Pn, = {x0,x1,...,2,} die dquidistante Zerlegung von [a, b]

in n Teilintervalle und

b—a <~ (f(zp) + flop Ly
n 2
k=1

die Trapezsumme von f zur Schrittweite IFTG.
Dann gilt ()

b

— T L
/ f(x) dr = 13520 %(f) a = xg 1 Lo T3 b=y
mit der Fehlerabschdtzung
/ (b—a)3 K 1
p— a .

Beweis. 1. Die Darstellung des Riemann-Integrals als Grenzwert der Trapez-Summen
7.(f) wurde in Ubungsaufgabe 6 (Analysis 2) bewiesen.
2. Fiir die Fehlerabschatzung betrachten wir zunéchst einen Spezialfall und zeigen:

Ist g : [0,1] — R eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion, so existiert ein £ € [0, 1] mit

/lg(w) dr =
0

Sei dazu ¢ : [0,1] — R die Funktion t(z) := (2 — 2%). Dann gilt 1 > 0, ¥(0) = ¢(1) = 0,

¢'(z) = 3 — z und ¢ (z) = —1. Mit partieller Integration folgt

(9(0) + (1) — 156"(€) = Tilg) ~ 156"(€). (69)

| =

1

1 1
[ @ "2 - [ @@ s + v @)
0 0

= —/g(x) dr + 5 (g(1) + 9(0)). (6.10)
0
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Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (anwendbar wegen ¢ > 0) folgt andererseits
die Existenz eines £ € [0, 1] mit

1 1
/ Y(x)g" (x) dz = g" () / Y(z)de =
0 0

Aus (6.10) und (6.11) folgt die Behauptung (6.9).

L\’)M—t

1
/a:—x )z — %g”(f). (6.11)
0

3. Wir beweisen nun die Fehlerabschatzung des Satzes. Fiir die Teilungspunkte der aqui-
distanten Zerlegung P, = {zo,z1,...,2n} gilt 1y =a+ k- . Sei h = b ¢ Dann folgt
mit der Substitution ¢y, : [0,1] = [zr_1, Tk,

Pi(t) == a1+t h,

unter Benutzung von Schritt 2.:

/f(x)dx = zn: 7f(a:)da: St ano/lf ~hdt = h- 3 j(w)(t)dt

p k=1, k=1 k=1 =
1
h Z( 1’k +f flfk 1) _ 12(fo¢k)//(£k:)>
h - //
= — 15 2 (fodn)" (&)
k=1
fiir gewisse & € [0, 1]. Aus der Kettenregel fiir die Ableitungen folgt
(f o) (t) = f'(du(t) - 9(t) = f'((t)) - h
(foon)"(t) = f"(on(t)) - h*.
Folglich gilt:
b
o o
[@de = 7| = 35| s e | < 35 1 ene)|
2 k=1 k=1
h3 _(b—a)P-K 1
ST e

Eine andere Moglichkeit, Integrale ndherungsweise zu berechnen, besteht darin, den Inte-

granden zu approximieren.

Definition 6.7. Sei (f,) eine Folge von Funktionen f, : I — R und f : I — R eine
weitere Funktion. Man sagt:

i) (fn) konvergiert punktweise gegen f (Bez: f, — f), wenn ILm fu(x) = f(x) fir alle
zel,
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it) (fn) konvergiert gleichmafSig gegen f (Bez: fn, = f), wenn fir alle e > 0 ein ng € N
existiert, so dass
|f(z) — fu(z)| <€ Vn>ng und Vzel.

Die gleichméfiige Konvergenz von (f,) ist stérker als die punktweise Konvergenz. Sie be-
deutet, dass die Zahlenfolge (f,(z)) fiir jedes z € I mit der "gleichen Geschwindigkeit”
gegen f(x) konvergiert. Dies hat wichtige Eigenschaften der Grenzfunktion f zur Folge.

Satz 6.18 Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : I — R, die gleichmdfSig gegen
f I — R konvergent. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls stetig.

Beweis. Sei xg € I beliebig fixiert. Wir zeigen, dass f in z¢ stetig ist. Sei € > 0. Da (f,,)

gleichméfig gegen f konvergiert, existiert ein ng € N mit
fu(z) — f(2)| <§ Vn>ng, Vel
Die Abbildung f,, ist in xg stetig, folglich gibt es ein 6 > 0, so dass
| fg (20) — g ()] < % Y € I mit |zo — 2| < 6.
Fiir alle x € I mit |xg — 2| < § erhalten wir damit

[f (@) = f(zo)l < [f(@) = fro ()] + | fro (2) = frg (z0)] + [ fno (z0) — f(0)]

< tHtt=c
3 3 3 7

Somit ist f in zg € [ stetig. a

Beispiel 1: Fine nicht gleichmajfig konvergente Funktionenfolge.

Seien f,, : [0,1] — R die stetigen Funktionen f,(x) := z". R
(fn) konvergiert punktweise gegen die Funktion
. 0 falls 0<zx<1 1t
f(@) = Tim fo(z) = fo
n—00 1 falls x=1 1 fa
— Ja
f ist in 1 nicht stetig (insbesondere ist (f,) nicht
gleichméBig gegen f konvergent). ' i
Beispiel 2: Gleichmafige Konvergenz von Potenzreihen.
oo
Sei f(x):= > an(x—x0)" eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R > 0
n=1
N
und py(x) :== > an(x — )" ihre N-te Partialsumme. Dann konvergiert die Folge (px)
n=0

auf jedem abgeschlossenen Intervall [zg — r, xo + 7] mit 0 < r < R gleichmé&Big gegen f.
(Man sagt dann, dass die Potenzreihe f(x) auf [xg — r,xo9 + 7] gleichmdfig konvergiert.
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o0
Beweis. Sei 1 eine reelle Zahl mit 0 < r < r; < R. Dann ist f(xo +71) = > apr}
n=0

konvergent, die Folge (a,,r}") somit eine Nullfolge und insbesondere beschrankt. Sei 6’ € R*
mit |a,r}| < C fiir alle n € No. Dann gilt fiir alle x € [xg — r,z0 + 7]:

\%@—ﬂwpq%ﬁym;%’gc<r)zcm mit 6 := — € (0,1).

T 1 71

Daraus folgt fiir alle = € [zg — 7, z¢ + r]:

f(@)—pn@)] = | D anlw—z0)"| < D lan(z —x0)"|
n=N+1 n=N+1
< C- n:zN:H o = C-oNTL. 1?19 (GW geometr. Reihe) .

Da (#V*1) eine Nullfolge ist, existiert fiir jedes € > 0 ein Ny € Ny, so dass
|f(z) —pn(z)|<e VN >Ny und z € [xg —r,xo + 7],

(pn) konvergiert somit auf [xg — r, xg + 7] gleichméBig gegen f. O

Satz 6.19 (Vertauschbarkeit von Limes und Integral)
Sei (fn) eine Folge stetiger® Funktionen f, : [a,b] — R, die gleichmifig gegen eine Funk-
tion f : [a,b] — R konvergiert. Dann ist f Riemann-integrierbar und fir das Riemann-

Integral gilt:
b

jﬂmmszﬁhWM:$gjh@m.

a

Beweis. Da (f,) gleichméflig gegen f konvergiert, ist f stetig und somit Riemann-

integrierbar. Nach Definition existiert zu beliebig gegebenem € > 0 ein ng € N, so dass

|f(x) = fu(x)] < ﬁ Vn >ng und Vz € [a,b]. (6.12)
Wir approximieren die Riemann-Integrale durch Riemannsche Summen.
Sei Py, = {zo, 21, ..., Ty} die dquidistante Zerlegung von [a, b] in m Teilintervalle und &,
das Stiitzstellentupel &, = (x1,x2,...,Zy). Dann gilt fiir die Riemannschen Summen
“ b—a
|S(f, Pons &m) = S(fns Prnsm)l = | D (F(@r) = fulan)) -
k=1
“ b—a
< Y 1f(@r) = falaw)] -
k=1
(6.12) £ £
—(b—a)= < 6.13

3 Dieser Satz gilt auch allgemeiner fiir eine Folge gleichmiiflig konvergenter Riemann-integrierbarer Funk-

tionen. Die Grenzfunktion ist dann auch Riemann-integrierbar.
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fir alle n > ng und m € N. Da die Riemannschen Summen von f bzw. f, gegen die
jeweiligen Riemann-Integrale konvergieren (Satz 6.5), existiert ein mg € N und ein m;(n) €

N, so dass

b

| [ @y do = S(1. P )| <

a

V'm > myg (6.14)

und

Vm > mq(n). (6.15)

b
’/fn(x) da — S(fnapmvfm)’ < g

Fiir alle n > ng folgt aus (6.13), (6.14) und (6.15) mit einem beliebig gewahlten m >

max(mg, my(n)):

b b b
| [ 1@y~ [ fu@rds] < | [ £(a)dn = SU P )] +[SU P ) = S P )| +
f “ " b
48U Pnsn) = [ o)
< cHz+c=e a
Dies zeigt die Behauptung des Satzes. a

Als Spezialfall erhalten wir

[e.°]
Satz 6.20 Ist f(z) = > an(z — x0)™ eine reelle Potenzreihe mit positivem Konvergenz-

radius B > 0 und ¢ : [E, d] — R eine stetige Funktion mit Bild im Konvergenzintervall
(xo — R,xo + R) von f. Dann gilt:

d d o - d
/ () dt = / S an(@(t) — wo)"dt = S / ((t) — o)™ dt.
c ~ n=0 n=0 p

Beweis. Da 1) stetig ist, ist ¥ ([c,d]) ein abgeschlossenes Intervall in Konvergenzintervall
von f, d.h. es existiert ein 0 < r < R so dass 9([c,d]) C [xo—1,x0+7]. Bezeichne (py) die
Partialsummenfolge von f. Da (py) auf [xg — 7,29 + r| gleichm&Big gegen f konvergiert,
konvergiert auch p, o ¢ auf [c, d] gleichméBig gegen f o). Dann folgt die Behauptung aus
Satz 6.19. O

2m
Beispiel: Berechne das Integral [ = / V1—Fk%cos?(t)dt fir 0 <k <1
0

Dieses Integral kénnen wir nicht durch elementare Funktionen ausdriicken (es gehort zu
den sogenannten elliptischen Integralen). Wir werden es bei der Berechnung der Linge

einer Ellipse wiedertreffen.
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Wir geben I durch Reihenentwicklung des Integranden an. Wir betrachten die Funktion
f(x) = /1 + z. Dann ist der Integrand von I gegeben durch f o mit () = —k? cos?(t).
In Kapitel 5 haben wir die Taylorentwickung von f um zy = 0 bestimmt (Beispiel 5,
Abschnitt 5.5) und dabei die Binomialreihe B 1 (x) erhalten: Es gilt

(z) Voe(—1,1).

1
2

f(x):\/ng@xn:jg

Nach Definition ist ((51]) =1 und (%) = % Fir n > 2 berechnet man
1 :%-(%—1)-(%—2)-...-(%—(n—l)):i.1‘(1—2)-(1—4)-...-(1—2(n—1))
n n! 2n 1-2-...-n
1.3.5.. .. .(9n —
:(_1)71_1‘ 35 (2n —3)
2:4-6-...-(2n)

Aus Satz 6.20 folgt damit:

21 2m
o /1
— 1— k2 2 — 2 ng.2n 2n
/ cos?(t) dt /Z <n>( 1) k=" cos™"(t) dt
0 o n=0
0o 1 2
= Z <2>(—1)"-/cos2”(t) dt - k™
n=0 " 0
Aufg.9 > |/1-3-5 (2n—1)\*> 1 )
199 on (1 : |20
W( ;[( 2.4-6 (2n) on — 1
1 3 5)
= or(1—-k?— k' — kb —
”( 4" T 64" T 256 >

6.3 Uneigentliche Riemann-Integrale

Bisher haben wir das Riemann-Integral fiir Funktionen iiber abgeschlossenen Intervallen
definiert. Wir wollen die Integraldefinition jetzt auf offene, halb-offene bzw. unendliche

Intervalle ausweiten.

Definition 6.8. Eine Funktion f : [a,b) C R — R mit a < b < +oo heiffit uneigent-
lich Riemann-integrierbar, wenn f\[a’s] fiir alle abgeschlosssenen Intervalle [a,s] C [a,b)

Riemann-integrierbar ist und der Grenzwert

s—b~

/bf(m)d:r = lim /Sf(a:)da:

existiert.
Eine Funktion f : (a,b] C R — R mit —oo < a < b heifit uneigentlich Riemann-
integrierbar, wenn flisy fir alle abgeschlossenen Intervalle [s,b] C (a,b] Riemann-

integrierbar ist und der Grenzwert



166 6 Integralrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen

s—at

b b
/f(x)d:r — lim /f(x)dx

existiert.
Eine Funktion f : (a,b) C R — R mit —00o < a < b < 400 heifit uneigent-

lich Riemann-integrierbar, wenn flis, fir jedes abgeschlossene Intervall [s,t] C (a,b)

b o
Riemann-integrierbar ist und die uneigentlichen Riemann-Integrale / f(x)dx und / f(z)dx
a

0
fiir ein xy € (a,b) existieren. Wir definieren dann

/bf(x) do = 70f(x) d:c+/bf(x) dz.

zo

(Dies ist unabhdngig von der Wahl von xg.)

Die Rechenregeln fiir Riemann-Integrale (Linearitét, Monotonie, Aufspaltungseigenschaft,. . .)

iibertragen sich mit Hilfe der Grenzwertséitze fiir Folgen auf die uneigentlichen Integrale.

Beispiel 1: Die Gamma—Funktion

Die Gamma-Funktion I' : Rt — R ist definiert durch
oo
I(z):= /t“_le_t dt.

0

Wir zeigen, dass das uneigentliche Integral I'(z) fiir jedes z € R existiert:
(1) Fiir t > 0 gilt 0 < t* te™t < t*~1. Fiir 0 < a < 1 erhalten wir damit

1 1
0< /t””‘le—tdt< /t””—ldt: e
xr oz
o

x [
«

Da die Funktion g(a) = f; t*"le~tdt fiir @ — 0% monoton wachsend und durch %

beschrinkt ist, existiert der Grenzwert

1 1
lim [ t* e tdt= /tm_le_t dt.
0

a—0t
[e7
(2) Esgilt t*7let = tre# . t% Da tlirn tﬂ:,fl = 0, existiert ein M > 0, so dass
—00
1
et < 5 vtz M

Daraus folgt fiir alle 8 > M
B

B
1 18 1 1 1
=1 _tdt</dt:—‘ = — =< —.
/ © M= =M B M
M M
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B
Da h(B) = [ t*~le~tdt fiir B — oo monoton wachsend und durch ﬁ beschrinkt ist,
M

existiert der Grenzwert
oo

lim [ t“ e tdt = / t" et at.
B—o0
M M
Folglich existiert
00 1 M B
/tmlet dt = lim [ t*“le7tadt + /tmlet dt+ lim [ t*“te7tdt = I'(x).
a—0t B—ro00
0 o 1 M

Die Gamma-Funktion spielt eine wichtige Rolle in der Zahlentheorie und der komplexen
Analysis®. Es gilt z.B. I'(n) = (n — 1)! fiir alle natiirlichen Zahlen (Ubungsaufgabe), d.h.
die Gamma-Funktion setzt die Fakultiaten auf R* fort. Man findet auch 7 in der Gamma-
Funktion wieder. Es gilt: I'(3) = /7. Wir benutzen dies, um das in der Stochastik wichtige

Integral tiber die Gauische Glockenfunktion f(z) := e~ zu berechnen.

oo
Beispiel 2: Das GauB-Integral / e dr =/

— 00

T T T T
-2 -1 0 1 2

Mit Hilfe der Gamma-Funktion berechnen wir mit der Substitution t = 22, dt = 2zdax:

o0 oo o0
ot Joga- Jricea= ) -
0 0 0
Da die Gauflsche Glockenfunktion eine gerade Funktion ist, folgt fiir das Gauf3-Integral
0o 0o
/e_$2dx:2-/e_$2dm:\/7>r.
—00 0

Als Anwendung des uneigentlichen Riemann-Integrals beweisen noch wir ein Kriterium

fiir die Konvergenz von Reihen:

Satz 6.21 (Integral-Vergleichskriterium fiir Reihen)

Sei f : [ng,00) = R eine monoton-fallende, positive Funktion, wobei ng € No. Dann gilt:

Z f(n) konvergiert — /f(a:) dx existiert.

n=ng no

Im Fall der Konvergenz gilt

n=ng

02 Y s~ [ 1@z < fno)

4 Wichtige Eigenschaften der Gamma-Funktion werden z.B. im Buch von O. Forster: Analysis 1, 11.

Auflage, § 20, bewiesen.
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Beweis. Sei n € N beliebig mit n > ng. Da f monoton fallend ist, gilt f(n) > f(z) >
f(n+1) fir alle x € [n,n + 1]. Aus der Monotonie des Integrals folgt

nt1 nt1 nt1
:/f(n)da: > /f(x)dx > /f(n—i—l)dx:f(n—l—l).

Daraus folgt fiir die N-te Partialsumme der Reihe

N+1 N+1

/f dx>2fn+1 > fn)

n= n=ng n=nop+1

Die erste Ungleichung zeigt Behauptung =, die 2. Ungleichung zeigt Behauptung <.

AuBlerdem gilt im Fall der Konvergenz

S fn) — o) < [1@ds < 3 s
n=ng "o n=ng
und damit die Abschétzung. ad

6.4 Geometrische Anwendungen des Riemann-Integrals

Wir werden die Integralrechnung jetzt benutzen, um die Lange von Kurven sowie Flachen-
inhalte ”"komplizierterer” ebener Gebiete zu bestimmen.
Zunéachst erinnern wir an einige Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra und ana-

lyitsche Geometrie I. R™ bezeichnet wie liblich die Menge der n-Tupel reeller Zahlen
R™ :={(x1,22,...,2p) | zx e Rfur k=1,...,n}.

Auf dem Vektorraum R” ist das Euklidische Skalarprodukt (-, -) und die Euklidische Norm
|| - || definiert. Fiir Vektoren = = (x1,z2,...,2n),y = (Y1,Y2,- -, Yn) € R™ ist

(z,y) == z1y1 + T2y2 + . .. + Tn¥n,
loll = v/@,a) = /o + a3 +... + 2.

Es gilt die Dreiecksungleichung (A)

lz+yll <=l +llyl  Vz,yeR”,
sowie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung (CSU)
()| <=l -yl Vaz,yeR™

Der Winkel £(z,y) zwischen zwei Vektoren z,y € R™ \ {0} ist die eindeutig bestimmte
Zahl o € [0, 7] mit
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(z,y)
] - flyll”

Legt man in der Ebene, dem 3-dimensionalen (oder hoher-dimensionalen Raum) ein kar-

cCosa =

tesisches Koordinatensystem fest, so kann man sie ebenfalls durch R?, R? (bzw. R™) be-
schreiben, indem man jedem Punkt seine kartesischen Koordinaten zuordnet.

In gesamten Abschnitt 6.4 bezeichnet I wieder ein Intervall, das aus mehr als einem Punkt
besteht.

6.4.1 Parametrisierte Kurven und ihre Lange

Wir verwenden einen Kurvenbegriff, der in der Kinematik wurzelt. Er ist die mathema-
tische Abstraktion der Bewegung eines Punktes in der Ebene R? oder im Raum R3, die

durch die Angabe des Ortes ~y(t) zum Zeitpunkt ¢ beschrieben wird.

Definition 6.9. Fine parametrisierte Kurve im R"™ ist eine Abbildung v : I — R™ mit

telr—ry(t) = (n(t),72(b), .., m(t) € R,

deren Komponentenfunktionen vy, : I — R, k=1,...,n, stetig sind.

v : I — R™ heifit differenzierbar (stetig differenzierbar, ... ), wenn jede der Komponenten-
funktionen ~y;, die entsprechende Eigenschaft hat.

Die Elemente von I heiffen die Parameter von ~y. Die Bildmenge I' := ~(I) C R™ nennt
man auch die Spur von . v heifit dann eine Parametrisierung der Menge I" C R™ .

Statt parametrisierter Kurve sagen wir auch kurz nur Kurve.

Bei unserem Kurvenbegriff interessieren wir uns also nicht nur fiir die Spur der Kurve im

R™, sondern auch dafiir, wie die Kurve durchlaufen wird (z.B. mit welchem Zeitplan).

Beispiel 1 Geraden im R"
Sei L C R™ eine Gerade, p,q € L zwei verschiedene Punkte

und v := ¢ — p der Verbindungvektor von p nach ¢. Eine v
Parametrisierung von L ist gegeben durch v : R — R" mit !
P
v(t) =p+t-v.
Beispiel 2 Der Kreis vom Radius r

Sei K, := {(z,y) € R? | 22 + y? = r?} der Kreis vom Radius . Man kann ihn auf ver-

schiedene Weise parametrisieren:

v(t) := (rcost,rsint), t € [0,2mx], ~(t)

i
§(t) :== (rcost,—rsint), t € [0,2n], /
n(t) := (rcos2t,rsin2t), t €[0,2n], \

I
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sind drei verschiedene Parametrisierungen des Kreises, die verschiedene Durchlaufeigen-

schaften beschreiben.

Beispiel 3 Die Ellipse mit den Halbachsen a und b

A

v(t)
/I
1 -

Sei E == {(z,y) € R2 | & + ¥ = 1} die Ellipse mit

1

b

den Halbachsen a, b > 0. Die Kurve /‘
!

~(t) := (acost,bsint), t e [0,2n],

ist eine Parametrisierung von F.

Beispiel 4 Die Hyperbel
Sei H := {(x,y) € R? | 22 —y? = 1,2 > 0} die Hyperbel. (e "_ _ _%
Die Kurve |
! -
N

~(t) := (cosht,sinht), teR, 0 1\ cosh(¢

ist eine Parametrisierung von H.

Beispiel 5: Die Schraubenlinie
Wir betrachten die Schraubenlinie v : R — R3, gegeben durch

v(t) := (rcost,rsint, 5-t), teR,

wobei r € R* und ¢ € R Konstanten sind. Die Spur von « schraubt

sich mit konstanter Ganghohe ¢ um den Zylinder vom Radius r.

Beispiel 6: Fin Funktionsgraph 4‘

Sei f: I — R eine stetige Funktion und

kann man offensichtlich durch die Kurve

I'y :={(z, f(z) € R* | x € I} ihr Funktionsgraph. I’y N(w)) Ty
1
b x

. 0 o -
V(@)= (z, f(z)), wel, J

parametrisieren.

Das Bild einer Kurve v : [0,1] — R? kann ein ganzes Quadrat ausfiillen (Peano-Kurven).
Beispiele dafir findet man in K. Konigsberger: Analysis I, Kapitel 12, Aufgabe 14, oder
in H. Sagan: Space-Filling Curves. Solche (pathologischen) Félle wollen wir ausschliefien.
Wir setzen deshalb im Folgenden voraus, dass unsere Kurven « : I — R"™ nicht nur stetig,
sondern differenzierbar sind. In diesem Fall kénnen wir auch Tangenten an Kurven und

Winkel zwischen Kurven analytisch beschreiben.
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Definition 6.10. Sei v : I — R" eine differenzierbare Kurve. Dann heift

V() = (1), %(t), - m(?))

Tangentialvektor von v im Parametert € 1. Die Kurve v heifit im Parametert € I requldr,

wenn ' (t) # 0. v heifit requldr, wenn sie in jedem Parameter requldr ist.

Wir definieren fiir Folgen im R™ den folgenden Konvergenzbegrift:

Definition 6.11. Eine Folge (xm = (Tm1, Tm2, - - - ,xmn))fnozl konvergiert gegen

z = (z1,22,...,2n), wenn die Folge der Komponenten (x,;,;)>>_, gegen zj konvergiert, d.h.
lim z, =2 = lm z, =2 Vke{l,...,n}.
m—r0o0 m—0o0

Dann gilt fiir den Tangentialvektor:

Ist v/(t) # 0, so beschreibt die Gerade

Tanyy == ~(t) + R -~'(t)

die Tangente von v im Parameter t.

Sie entsteht als Grenzgerade der Sekanten Seki(h) durch ~(t) und (¢t + h) bei h — 0:

Seki(h) = ~(t) + R - W

Sind v und J zwei regulére differenzierbare Kurven, die sich im Punkt p € R™ schneiden,
d.h. p=(to) = d(s0), dann versteht man unter dem Schnittwinkel von v und 6 im Punkt
p den Winkel zwischen den Tangentialvektoren ~/(tp) und ¢’(sp):

(7' (t0), 0'(s0))
1 (o)l - 116" (o)l

Ap(7,68) := £L(+(to), 0 (s0)) = arccos

Um die Lange einer Kurve v : I — R"™ zu definieren, benutzen wir die geometrische In-
tuition. Bereits im Altertum haben Mathematiker den Kreisumfang berechnet, in dem sie
ihn durch einbeschriebene reguldre n-Ecke approximiert haben. Fiir allgemeine Kurven
kniipft man an dieses Verfahren an.

Sei P = {to,t1,...,tm} eine endliche Menge von Teilungspunkten des Intervalls I mit
to <ty <...<tpy.Ist I =]a,b], so setzt man typ = a und t,, = b.
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Dann beschreibt

L(y,P) ==Y llv(tk) = (x|
k=1

die Lange des durch die Zerlegung P defi- ~(a)

nierten Sehnenpolygons durch die Punkte

’y(tO)a ’Y(tl)v s 77(tm)

Ist P > P, so folgt aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm || - ||, dass L(~, ﬁ) > L(v,P).
Definition 6.12. Fine Kurve v : I — R"™ heif§t rektifizierbar, wenn die Menge der Ldangen

aller einbeschriebenen Sehnenpolygone beschrinkt ist. In diesem Fall nennt man
L() :=sup{L(v,P) | P endliche Zerlegung von I}
die Lange von 7.

Ist v rektifizierbar und I = I; U I eine Zerlegung von I in zwei Teilintervalle, so sind 7|,

und 7|7, ebenfalls rektifizierbar und es gilt

L(v) = L(vIn) + L(Y|1,)-

Nicht jede differenzierbare Kurve 7 : [a, b] — R" ist rektifizierbar (ein Beispiel werden wir
in den Ubungen sehen), aber stetig differenzierbare Kurven sind dies immer und ihre Lénge
kann man mit Hilfe des Riemann—Integrals berechnen. Um dies zu beweisen, machen wir
zunachst eine Vorbetrachtung.

Sei f : [a,b] — R" eine stetige® Abbildung mit den Komponenten f = (f1,..., fa)-
Dann ist ||f|| : [a,0] — R ebenfalls stetig. Wir definieren das Riemann-Integral von f
komponentenweise durch

b

/bf(“‘)dz = (/bf1(x)dm,...,/fn(x)dx)_

a

Satz 6.22 Sei f : [a,b] — R" stetig. Dann gilt

b b
H/f(a:)dxH S/Hf(%’)Hdm.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung.
Sei v := f;f(:c) dzr =: (v1,...,v,) € R". Dann gilt:

b b, b
Wl = (vv) = 3 vk [ ful@)de = ve - fr(@)dz = [ (v, f(2)) da

k=1 a
CcSU ’ ’
< /Hvll'Hf(w)Hdw = Hvll'/Hf(x)Hdw-

5 d.h. alle Komponentenfunktionen seien stetig
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Ist v = 0, so ist die Behauptung des Satzes offensichtlich erfiillt. Ist v # 0, so teilen wir
durch ||v|| # 0 und erhalten die Behauptung. O

Satz 6.23 Sei vy : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Kurve. Dann ist y rektifizierbar

b
=/Wﬂmwt

Beweis. (1) Wir zeigen zuerst, dass f |7/ (t)|| dt eine obere Schranke fiir die Langen aller

und es gilt

einbeschriebenen Sehnenpolygone ist. Insbesondere ist v dann rektifizierbar.

Sei P = {tg,t1,...,tm} eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Dann gilt

St~ 2t = 3 | / |
k=1 k=1

ty

<y / (@) de = /nv ).
k=1,
Insbesondere gilt
L(v) :=sup{L(vy,P) | P Zerlegung von [a,b]} < /H’y'(t)H dt. (6.16)

(2) Wir zeigen nun, dass in (6.16) Gleichheit gilt. Wir betrachten dazu die Hilfsfunktion
€ fa, b] = [0, L(v)];

0(t) :== L (Vo) = sup{L (7]ja,4: P) | P Zerlegung von [a, t]}.
Sei t € [a,b), h >0 und t + h € [a,b]. Wir wenden (6.16) auf 7|, ;1) an und erhalten

t+h ’y(t + h)

e+ B) =@ < (o /Hv )l ds. "

Wegen
L (Vitrn)) = L (Viasrn)) = L (Vasg) = €t + h) — £(2)
folgt dann

t+h

[ Il =

t

’ y(t+ h) —y(t) H < Lt +h) —é(t)

. . (F(t+h) = F(1),

:'Ma
S

wobei F' die Stammfunktion von ||4/|| bezeichnet. Durch Limesbildung hlim+ ergibt sich
—0
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Lt +h)—L(t) , ,
< 1Ii —— = < F(t) = t)ll-
@l < tim SR < ) =y ()
Also gilt
MR — ),
1 _ = t)||-
Jim Y I @
Auf analoge Weise zeigt man
. l(t+h)—L(1) ,
lim ——= = ).
Tim S @)

Also ist ¢ differenzierbar und es gilt ¢/(t) = ||7/(¢)||. Damit erhalten wir

b b
Lmzaw:www@:/?@ﬁzfm%mﬁ

Bemerkung:

1.

Sei I C R ein offenes, halboffenes oder unbeschranktes Intervall mit den Grenzen a

und b, —oo < a < b < +o00, und v : I — R” eine stetig differenzierbare Kurve. Dann
b

ist v genau dann rektifizierbar, wenn das uneigentliche Riemann-Integral [ ||+/(¢)]] dt
a

existiert. In diesem Fall gilt wie fiir abgeschlossene Intervalle L(~y f I/ (¢)|| dt. Ist der

Grenzwert des uneigentlichen Riemann-Integrals 400, so sagen W1r ~ hat unendliche

Lange.

. Man nennt ~ : I — R” stiickweise stetig differenzierbar, wenn ~ stetig ist und es

endlich viele Teilungspunkte a =ty < t1 < to < ... < t,;, = b des Definitionsbereiches

I gibt, so dass v ) stetig differenzierbar ist. Dann gilt

(te—1,tk)

m
=S L) = S /w )| dt.
k=1

kltkl

Beispiel 1: Kreisumfang, Ldange eines Kreisbogens

Wir betrachten den Kreis vom Radius r, parametrisiert durch v : [0, 27] — R? mit v(t) :=

(rcost,rsint). Dann ist

v (t) = (—rsint,rcost) und IV @) =

Folglich erhalten wir fiir die Lange

27

L(y) = /rdt =27r sowie L(7|[07@]) = -7
0
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Beispiel 2: Linge der Schraubenlinie
Wir betrachten die Schraubenlinie v : [0, 27] — R3, gegeben durch v(t) = (r cost, 7 sint, ct).

Dann ist

7' (t) = (—rsint,rcost, c) und IV (Ol = V72 + 2.

Folglich erhalten wir fiir die Lange der Schraubenlinie bei einer Umdrehung

L(v) =27/ 12 + 2.

Beispiel 3: Umfang der Ellipse
Wir betrachten die Ellipse E := {(x,y) € R3 | g—i + Z—; = 1}, wobei a,b € Rt. Es

gelte a > b. Sei k? := 1 — sz < 1. Wir parametrisieren die Ellipse E durch die Kurve

7y :[0,27) — R2 mit y(¢) = (acost,bsint). Dann gilt

v (t) = (—asint,bcost) und ||y (¥)]| = Va2sin?t + b2 cos? t

und wir erhalten

21 72 2m
L(v) = a/\/sin2t+ —5 cos? tdt = a/\/l — k2 cos? t dt.
a
0 0
Das Integral hatten wir in Abschnitt 6.2. mittels Reihenentwicklung berechnet. Es folgt

X 1 /1-3.5-...-(2n—1)\> 1 n
L(’Y):QWCL'<1_Z!< 2.4.6....(.(2n) )> o —1 k2]>

n=1

Beispiel 4: Ldinge eines Graphen
Sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion und I'y := {(z, f(x)) | = € [a,b]}
ihr Graph. Wir parametrisieren I'y durch v : [a,b] — R? mit v(z) := (z, f(z)). Dann gilt

V@) =1, () ud Y (@) =1+ f ()

Folglich ist die Lange
b

L(v) = / V14 fl(x)? de.

a

Wir haben die geometrischen Eigenschaften Tangente, Schnittwinkel, Lange einer Kur-
ve mit Hilfe ihrer Parametrisierung erklart. Man kann eine Spurkurve I' natiirlich auf
verschiedene Weisen (z.B. mit unterschiedlicher Geschwindigkeit) durchlaufen. Sinnvoller-
weise sollten sich ihre geometrischen Eigenschaften bei Umparametrisierung nicht &ndern.

Wir werden uns in einer Ubungsaufgabe davon iiberzeugen, das dies tatséchlich so ist.
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6.4.2 Flacheninhalt ebener Gebiete

In diesem Abschnitt wollen wir Methoden herleiten, mit den wir den Flacheninhalt ”kom-

plizierterer” ebener Gebiete berechnen kénnen.

Definition 6.13. Eine Kurve v : [a,b] — R? heifst

e geschlossen, falls v(a) = v(b).
e cinfach, falls v : (a,b) — R? injektiv ist.

Eine einfache, geschlossene Kurve vy : [a,b] — R? heif$t positiv-orientiert, falls sie entgegen

dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Sei nun 7 : [a, b] — R? eine einfache, geschlossene und positiv-orientierte Kurve:

n = I'=Im~y
y(a) = v(b)
2 bezeichne das von I' := Im(vy) umschlossene Gebiet. Wir geben nun eine Formel an,

mit der man den Flacheninhalt von (2 mit Hilfe der Randkurve berechnen kann.

Satz 6.24 Sei v : [a,b] — R? eine einfache, geschlossene, positiv-orientierte, (stiick-
weise) stetig differenzierbare Kurve und sei 2 C R? das von I' := Im(vy) umschlos-
sene Gebiet. Weiterhin seien x,y : [a,b] — R die Koordinatenfunktionen von =, d.h.,
~v(t) =: (z(t),y(t)). Dann gilt fir den Fldcheninhalt von §2:

b b
Area() = — / Y02 (£) di. 7L / V(O3 (t) dt
b

Beweis. 1) Wir betrachten zunéchst Kurven ~y, deren Spur aus zwei zur y-Achse parallelen
Strecken und zwei Bogen, die Graphen von Funktionen f; und fs mit 0 < f; < f sind,
besteht.

I fi(z) fi.f2>0
) =T TN =0
¥ (£2) /\/\/ v (t3)

fa(x) ‘
1 €2
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Nach Definition des Riemann—Integrals ist

Area(2) = 7f1(3:) dz — 7f2(a:) dx. (%)

Fiir die obige Kurve (t) = (z(t),y(t)) gilt

(z(t), fr(z(t)), te€lat]
(z1,9(1)) t € [t1,12]
(z(t), f2(z(1))), t € [ta, 3]
(z2,y(1)) t € [ts, b].

\

Die Substitution z = z(t), de = 2/ (t)dt mit x1 = z(t1) und z9 = x(a) liefert fiir das erste
Integral in (x)

t1

72f1(w) dx = /afl(w(t)) 2/ (t)dt = —/y(t)x’(t) dt.

a

Analog ergibt sich mit x = z(t), de = 2/(t)dt sowie x1 = x(t2) und zo = z(t3) fiir das

zweite Integral in ()

Zo t3
[ ftardn = [ ytora'te)an
1 to
Damit ergibt sich insgesamt
t1 t3 b
Area(2) = — /y(t)x'(t) dt—i—/y(t)x’(t) dt | = —/y(t)m'(t) dt,
a to a

da x(t) = const fir t € [t1,t2] und t € [t3, b].

2) Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Zunéchst sei die Kurve ~ stetig differenzierbar.

EA

7 (t5)

KS geeignet legen

Beh.: Man kann 2 in eine endliche Zahl von Gebieten zerlegen, die die Form aus 1) haben.

Um das einzusehen, legen wir das Koordinatensystem so, dass I im positiven Quadranten
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liegt. Sei E die y-Achse. Der Abstand des Punktes (¢) zur y-Achse F ist dann gegeben
durch
x(t) = dist(E,y(t)).

Da das Intervall [a, b] kompakt ist, hat x : [a,b] — R* nur endlich viele kritische Werte.
Wir zeichnen in diesen Punkten, wie im Bild dargestellt, die zu E parallelen Geraden. Dann
zerlegt sich {2 in Gebiete der Form 1). Ist ndmlich 2/(¢) # 0, so ist ' > 0 oder 2’ < 0. Daher
ist x(t) zwischen den kritischen Punkten von z : [a,b] — R™ streng monoton wachsend
oder streng monoton fallend. Deshalb existiert dort eine Umkehrfunktion ¢ = #(x) und
das entsprechende Teilstiick von v kann man als Graph der Funktion f(z) := y(t(x))

darstellen:
V() = (z(t),y(1) = (2(t), f(x(t))).

Nun koénnen wir die Flache von (2 leicht berechnen:

Area($2) = Z Area (£2;)
i=1

t b t "
= —(/y(t)m/(t) dt+/:u(t>x’(t) dt+/y(t)x’<t) dt—i—/y(t)x’(t) dt+...)

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass alle Parameterabschnitte [t;, ;1] genau
einmal auftreten. Ist v nur stiickweise stetig differenzierbar, so zeichnen wir durch die

"Ecken” von v zuséatzliche parallele Geraden zu E und schliefen dann analog. a

Folgerung 6.3 Ist die Randkurve v in Polarkoordinaten gegeben, d.h., gilt

(1) = r(t)e'V = (r(t) cos p(t), r(t) sin (1)),

so ist

Folgerung 6.4 (Leibnizsche Sektorformel)
Das Gebiet §2 sei begrenzt durch die Strahlen L, und Lg mit den Winkeln o bzw. 3 zur
x-Achse, 0 < o < 8 < 27, und eine durch Polarkoordinaten beschriebene Kurve r = r(p),

wobei der Winkel ¢ € [, 5] beim Durchlauf durch die Kurve streng monoton wéchst.

Dann gilt

Area(f2) =

N | =
Q\m
<
V)
©
N~—

QU
©
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Beweis. Wir parametrisieren die Randkurve von £2 durch ~(t) = 7(t)e¥®), ¢ € [a, D],

a, t € [a,t]
o(t) = 4 @(t), telt,to]
67 le [t27 b]
Aus Folgerung 6.3 erhalten wir
to
1 2 /
Area(§2) = S (1) () dt.
t1

Wir substituieren ¢ = ¢(t), dp = ¢'(t)dt. Da (t) auf [t1,t2] streng monoton wachsend
ist, existiert eine Umkehrfunktion ¢ = t(¢). Somit konnen wir r in Abhéngigkeit von ¢

darstellen, = r(¢), und erhalten insgesamt

B
1
Area($2) = B /rQ(cp) dep.
« O
A
Beispiel 1: Fldacheninhalt einer Ellipse z? 4 %j

Wir parametrisieren die Ellipse durch die Kurve
~(t) = (acost,bsint) =: (z(t),y(t)) mit ¢t € [0, 27].
Dann ist nach Satz 6.24

Yy

b o
Sei {2 die von einer Ellipse mit den Halbachsen a
und b eingeschlossene Flache. K N

ab - (6082 t + sin? t) dt = mab.

D
3
o
=)
—~
)
S~—
Il
|
—
8
—
~
N—
@\
—
~
S~—
|
<
~~
~
S~—
&\
~—~
~
N—
N—
S
~
Il
DN | =
(e
\;\‘3

Beispiel 2: Fldicheninhalt der Sternkurve (Astroide)

% rolle auf der Innenseite eines Kreises vom Radius R entlang.

P

Ein Kreis vom Radius r =
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Der Weg, den der feste Punkt P wihrend des Rollens zuriicklegt, wird Astroide genannt
und ist bestimmt durch die Gleichung 5 + y§ = R5. Wir konnen die Astroide parametri-
sieren durch v : [0,27] — R mit v(¢) := R (cos® ¢, sin®¢). Dann folgt fiir den Flécheninhalt
des Gebietes (2, das durch die Astroide begrenzt wird

27
1
Area((2) = §R2 / (Cos3t -3sint - cost + 3cos?t - sint - sin® t) dt
0
3 27
= §R2 / sin®t cos? ¢ (Cos2 t + sin? t) dt
0
5 21 5 21 1 9
= 21122/(s.intcost)2 dt = 2R2/ (2 sin2t> dt
0 0
5 21
= 8R2/sin2 2t dt, x =2t dx = 2dt
0
5 f 3 ; 3
= 16R2/sin2mda: = ERQ . 8/sin2mda: = §7TR2.
0 0

—_——

INE]

Beispiel 8: Die Archimedische Spirale
Die archimedische Spirale ist die in Polarkoordinaten durch r(p) = cp, mit einer Kon-

stanten ¢ € R, beschriebene Kurve. In Euklidischen Koordianten ist sie also durch

Y(p) = r(p)e'? = (cypcos g, cpsin ), ¢ € [0,27],

gegeben.

volx

/a

2TTC

Nach der Leibnizschen Sektorformel ist der Flacheninhalt des Gebietes 2

Area(2) = 3

—_
o
\§
<
[
—~
5
QL
AS)
|
| =
o
()
o\l:\‘)
AN
(N
QU
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|
| —
o
()
| —
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(SN
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o
o
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6.5 Analytische Anwendung: Differentialgleichungen mit getrennten
Variablen

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung, die eine Beziehung zwischen einer Funktion
und ihren Ableitungen beschreibt. Auf solche Gleichungen trifft man immer, wenn man

dynamische Prozesse in der Natur mathematisch modellieren mo6chte.

Definition 6.14. Sei F': U C R x R™ — R eine Funktion. Dann heifst die Gleichung
y " =F(z,y,y,....y" V) (6.17)

(gewdhnliche) Differentialgleichung n-ter Ordnung.
Eine Losung von (6.17) ist eine n-mal differenzierbare Funktion f: I C R — R mit

fM (@) = F(x, f(2), f'(z),..., " V(@) Veel

Ist zusdtzlich (xo,Y0,Y1, .- Yn—1) € U, dann heifft die Gleichung (6.17) zusammen mit

den Bedingungen

y(z0) = v0, ¥'(20) = Y1, -+ »¥" 1 (20) = Yn—1 (6.18)

Anfangswertproblem (AWP) n-ter Ordnung.
FEine Losung des Angangswertproblems ist eine n-mal differenzierbare Funktion f: 1 — R
mit xy € I, die die Differentialgleichung (6.17) erfillt und zusdtzlich den Anfangsbedin-
gungen

f(@o) = yo, f'(z0) =y, -, "D (20) = g

gentigt.

Man mochte nun folgende Fragen beantworten:

e Unter welchen Bedingungen an F' gibt es Losungen der Differentialgleichung (6.17)
bzw. des Anfangswertproblems (6.17) und (6.18)7?

e Unter welchen Bedingungen an F' ist die Losung eindeutig bestimmt?

e Wie lange "lebt” die Losung (d.h. wie grof ist der Definitionsbereich I)?

e Wie kann man Losungen bestimmen?

Zur Antwort auf diese Fragen gibt es eine weit entwickelte Theorie der gewdohnlichen Dif-
ferentialgleichungen, die man wahrend der Masterphase des Lehramtsstudiums in einer

Wahlpflicht-Vorlesung kennenlernen kann.

Beispiel 1: Die Differentialgleichung y™ = 0:
In diesem Fall ist F' = 0. Wir kennen die Losungen bereits aus Kapitel 5. Jede Losung
f:R — R ist ein Polynom héchstens (n — 1)-ten Grades, d.h.

f(x) = 12" Fap_02™ 4+ ..+ a1 + ap, x e R.
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Aus den Anfangsbedingungen f(zo) = yo, f'(z0) = y1,. .., f® D (z0) = yn—1 kann man

die Koeflizienten ag, a1, ...,a,_1 eindeutig bestimmen.

Beispiel 2: Die Differentialgleichung y' = ¢ -y, mit ¢ € R konstant:
In diesem Fall ist F'(x,y) = ¢ - y. Die Funktionen der Gestalt

flz) =k e™, z € R,

mit einer Konstante k € R, 16sen offensichtlich die Differentialgleichung. Es gibt keine
anderen Losungen: Ist ndmlich ¢ : R — R eine weitere Losung, dann gilt fiir die Funktion
h:R — R mit h(x) = g(z) e "

B (z) =g (x)e™ — cg(x)e™ = cg(x)e”* — cg(z)e”* =0 VzeR.

Folglich ist die Funktion h konstant, d.h. es existiert eine Konstante k € R mit g(z) = ke
fiir alle x € R. Aus der Anfangsbedingung f(zo) = yo kann man die Konstante k eindeutig

bestimmen.

Wir wollen uns hier mit einem einfachen Typ einer Differentialgleichung 1. Ordnung be-

fassen, der Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Definition 6.15. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung y' = F(x,y) heifst Differential-

gleichung mit getrennten Variablen, wenn die Funktion F die Gestalt

F(z,y) =p(=) - q(y) (6.19)

fir stetige Funktionen p : J1 — R und q : Jo — R hat, wobei J; und Jo offene Intervalle
sind und q keine Nullstelle auf Jo besitzt.

Satz 6.25 (Differentialgleichung mit getrennten Variablen)

Wir betrachten ein Anfangswertproblem mit getrennten Variablen

v =p)-qly),  ylzo) = o, (6.20)

mit Bedingungen wie in (6.19). Sei G eine Stammfunktion von % auf Jo. Dann ist G
auf Jo injektiv und das Anfangswertproblem (6.20) besitzt auf einem hinreichend kleinen

Intervall I C Jy um xg eine eindeutig bestimmte Losung. Diese ist gegeben durch

t

7(6) = 67 (Gluo) + / pl) dz). (6.21)

zo

Beweis. 1) Wir nehmen zuerst an, dass die Differentialgleichung (6.20) eine Losung f
besitzt und bestimmen ihre Form. Sei also f : I — R eine differenzierbare Funktion mit
f(x) =p(z)-q(f(x)) fur alle z € I und f(x¢) = yo. Dann ist insbesondere f(I) C Jo. Wir

integrieren die Gleichung % = p(z) von xg bis t € I:
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oo

Im ersten Integral fithren wir die Substitution y = f(z) und dy = f’(z)dzx durch und

erhalten mit der Stammfunktion G von %

f(t) t
G(f(t) — Glyo) = / q(ly)dy: / p(z) dz.

Dies liefert die folgende implizite Beschreibung von f:

G(f(t)) = G(yo) + /p(ac) dv  Vtel. (6.22)

o

Insbesondere liegt die Zahl auf der rechten Seite von (6.22) fiir alle ¢t € I im Bild von G. Da
é stetig ist und auf Jo keine Nullstellen besitzt, gilt G’ = % > 0 auf Jo oder G = % < 0 auf
Jo. D.h. G ist streng monoton und somit injektiv. Folglich existiert die Umkehrfunktion
G~!: Im(G) — Jo. Somit kann man die Gleichung (6.22) nach f(t) auflésen und erhilt

eine explizite Formel fir f:

t

75y = 6 (Glun) + / pa)dr) Vel (6.23)

Zo

Wenn es also eine Losung f : I — R des AWP (6.20) gibt, so ist sie durch die Gleichung
(6.23) eindeutig bestimmt.

2) Wir zeigen nun die Existenz einer Losung. Dazu definieren wir uns eine Funktion durch

die Gleichung (6.23): Wir betrachten ein Intervall I C J; um xg, das so klein gewahlt ist,
t

dass G(yo) + [ p(z)dz fir alle t € I im Bild von G liegt und definieren f : I — R durch

o

t

ft) =Gt (G(yo) + /p(x) da:) Vtel.

o
f 16st tatséchlich das Anfangswertproblem (6.20), denn nach Kettenregel gilt fiir alle ¢ € I:

£0 = (@ (Gl + [ ple)de) -p0) = Gz -2(0) = alr(©) 500

Zo

=G(f®)

und f(z9) = G~ (G (y0)) = yo- O
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Satz 6.25 rechtfertigt das folgende formale Vorgehen zur Losung einer Differentialglei-

chung mit getrennten Variablen y' = p(z) - ¢(y):

Wir setzen 3’ = % und bringen alle Ausdriicke, die y enthalten auf die linke Seite und
alle Ausdriicke, die x enthalten auf die rechte Seite (" Trennung der Variablen”). Danach
integrieren wir links iiber y und rechts iiber x:

oy dy

y_dx de

1
p(x)-qly) = P o) dy = p(z) dz. (6.24)

a) Bei gegebener Anfangsbedingung y(z¢) = yo integriert man links iiber [yo,y(t)] und
rechts iiber [z, t]:

y(t) . t
(6.24) / /
== ——dy = | p(z)dz.
aw) ®)
Yo o

Ist G eine Stammfunktion von %, so erhilt man daraus die impliziten Form fiir die Losung

y() .

Gly(t) = Glyo) + / p(z) dz,

Zo

und durch Anwenden der Umkehrfunktion G~! (falls man sie berechnen kann) die explizite

Form der Lésung
t

y(0) =G (Gl + [ (o) o).
Zo
b) Ist keine Anfangsbedingung vorgegeben, so benutzt man bei der Integration die Stamm-

funktionen (unbestimmte Integration):

= / q(ly)dy )y:ym :/ ple)de

= G(y()) = /p(x) dx + C,

wobei GG eine Stammfunktion von % und C eine reelle Konstante ist. Auch diese Gleichung
kann man ggf. nach y(z) auflésen. Die Konstante C' ist durch Festlegung eines Anfangs-

wertes y(zp) = yo zu bestimmen.

Beispiel: Die Kettenlinie (Seilkurve)

Wir wollen dieses Verfahren jetzt benutzen, um die Gleichung fiir die Kettenlinie herzu-
leiten. Wir héngen ein Seil (oder eine Kette) zwischen zwei Pfosten so hoch auf, dass es
nicht auf der Erde schleift. Wie konnen wir die entstehende Form des Seils mathema-
tisch beschreiben? Wir leiten eine Gleichung unter idealisierten Annahmen her (Seil ist

vollkommen biegsam, das Gewicht des Seils pro Langeneinheit ist iiberall gleich).
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y — Achse

N

Zur mathematischen Beschreibung legen wir ein Koordiantensystem so fest, dass das Seil
in der zy-Ebene héangt, die z-Achse auf dem Erdboden liegt und die y-Achse durch den
tiefsten Punkt S des Seils lauft. ¢ sei die Hohe von S iiber dem Boden und a und b die
z-Koordinate der Aufhangungspunkte A bzw. B. Wir wollen das Seil als Graph einer
Funktion f : [a,b] — R beschreiben.

Wir betrachten die rechte Halfte des Seils. Das Seil habe zwischen S und B die Lange
L. Jedem Punkt P auf der rechten Seilhéalfte ordnen wir als Parameter die Lange s des
Seils zwischen S und P zu, d.h. die rechte Seilhélfte ist beschrieben als Spur der Kurve
7 : [0, L] — R2, wobei das Seil vom Seilpunkt S bis zum Seilpunkt ~(s) die Lénge s hat.
Auf den Seilpunkt ~(s) wirkt eine Spannungskraft 7'(s) tangential an die Kurve v (durch
die Aufhéngung an den Pfosten). Gleichzeitig wirkt auf jeden Seilabschnitt die Gewichts-
kraft durch das Gewicht des Seils senkrecht nach unten. Wir nehmen (idealisiert) an, dass
keine weiteren Kréfte auf das Seil wirken.

Wir leiten zunachst eine Formel fiir die Spannungskraft her. Dazu benutzen wir das fol-
gende physikalische Gesetz: Das hingende Seil befindet sich im Gleichgewichtszustand,
wenn sich in jedem beliebig kleinen Seilabschnitt die wirkenden
Kréafte aufheben. D.h. fiir zwei beliebig nahe Seilpunkte 7(s) und
~v(s 4+ h) mit h > 0 gilt

T(s+h)—T(s)+ Gs(h) =0,

wobei T'(s + h) die Spannungskraft im Punkt (s + h), —1(s) die
Gegenspannung im Punkt v(s) und Gs(h) die Gewichtskraft ist,

die durch das Gewicht des Seils zwischen ~y(s) und (s + h) ent-
steht. Sei g > 0 das konstante Gewicht des Seils pro Langeneinheit.
Da h die Lange des Seils zwischen 7(s) und v(s+ h) ist, folgt fiir den Vektor der Gewichts-
kraft:

Gs(h) = (0, =h - g).

Wir erhalten somit fiir den Spannungsvektor

T(s+ h})L —T(s) — (0.9)
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und beim Grenziibergang h — 0 fiir seine Ableitung
T'(s) = (0,9)
Bezeichnet T'(s) =: (T1(s), T2(s)), so folgt fiir die Komponenten des Spannungsvektors:
Ti(s) =1 und To(s) = gs+ ¢

wobei ¢; und ¢y reelle Konstanten sind. ¢; ist positiv (da wir auf der rechten Seilhélfte
sind) und ¢ = 0, da im Punkt S = (0) der Spannungsvektor parallel zur z-Achse ist,
d.h. T5(0) = 0 gilt. Wir erhalten fiir die Spannungskraft im Seilpunkt ~y(s) somit

T(s) = (c1,89) mit ¢; € RT.

Dies geniigt nun, um die gesuchte Funktionsgleichung fiir das Seil herzuleiten. Wir suchen
eine Funktion f : [0,b] — R, so dass das Seil zwischen S und B der Graph von f ist. Mit

unserer Parametrisierung v gilt fiir einen Seilpunkt (z, f(x)):
v(s) = (z, f(x)), wobei s die Lénge des Seil von S bis (z, f(z)) ist.

Der Tangentialvektor an den Graphen der Funktion f im Punkt (z, f(z)) ist gegeben
durch (1, f’(x)), d.h. die Vektoren T'(s) und (1, f'(z)) sind parallel und zeigen in die
gleiche Richtung. Folglich gilt fiir ihren Anstieg

f /(.’L') 1 (3 ) g

1 :T1<3) :\01’1.3_
=k

Die Léange s des Seils zwischen S = (0, f(0)) und (z, f(x)) berechnet sich in der Parame-

trisierung als Graph durch
5= / I+ F02dt.
0

Daraus erhalten wir

fl(z) =k -/\/1 + f'(t)2 dt.
0

und durch Ableiten nach x
(@) =k -1+ f'(z)2

Betrachtet man analog die linke Seilhalfte, so erhilt man die gleiche Differentialgleichung
fir f auf dem Intervall [a,0].

Unsere physikalischen Annahmen fiihren also auf die folgende Differentialgleichung 2. Ord-
nung fiir die gesuchte Funktion f : [a,b] — R

f(x) =k -\/1+ f'(z)? Differentialgleichung der Kettenlinie (Seilkurve)
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mit den Anfangsbedingungen f(0) = ¢ und f/(0) = 0, wobei k > 0 eine Materialkonstante

des Seils und ¢ die Hohe des tiefsten Punktes des Seils iiber dem Boden ist.

Lésung der Differentialgleichung der Kettenlinie
Wir setzen z(z) := f’(z). Dann hat die Differentialgleichung der Kettenline, betrachtet als

Differentialgleichung fiir 2z, die Form einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen:

=k V14 22 mit der Anfangsbedingung z(0) = 0.

Wir setzen 2/ = % und trennen die Variablen:

1
——dz =k - dx.
V1422

Nach Integration folgt
z(t) t

1
————dz= | kdx
0/\/1+z2 0/

1

und daraus mit der Stammfunktion arsinh von g

arsinh(z(t)) — arsinh(0) = kt.
Durch Anwenden von sinh folgt
f'(t) = 2(t) = sinh(kt)  VteR.
f erhalten wir dann durch nochmaliges Integrieren:

t=x

f(z) = f(0) —I—/f'(t) dt =c+ % -cosh(kt)|
0

t=0

d.h.

1 1
f(a:):c—%—i-%cosh(kx) VzeR

Legt man das Koordinatensystem jetzt noch so, dass ¢ = % gilt, so erhélt man in diesem

Koordinatensystem
1
f(z) = Z cosh(kx) VzeR.

Die Reihenentwicklung von cosh zeigt, inwieweit diese Funktion von einer Parabel, die ein

Schiiler vielleicht als Losung vermuten wiirde, abweicht:
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Metrische Raume und stetige Abbildungen

In der bisherigen Vorlesung haben wir reelle Funktionen f : I C R — R und ihre Ei-
genschaften (Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Integrierbarkeit) behandelt. Diese drei Eigen-
schaften haben wir mit Hilfe des Grenzwertbegriffes fiir reelle Zahlenfolgen definiert. Das
zentrale Hilfsmittel zur Definition des Grenzwertes war der des Abstand |z — y| zwischen
zwei reellen Zahlen x und y. Die bisher betrachtete Funktionenklasse reicht fiir die Be-
schreibung vieler Prozesse in der Natur nicht aus. Bereits wenn wir z.B. den Luftdruck oder
die Temperatur in den Punkten der Erdoberfliche E beschreiben wollen, benétigen wir
Funktionen vom Typ f : E — R, die von mehr als einer reellen Variablen abhangen. Wir
werden deshalb in diesem Kapitel eine allgemeinere Klasse von Abbildungen f: X — Y
betrachten und zunéchst nur voraussetzen, dass im Definitionsbereich X und im Wertebe-
reich Y Abstandsfunktionen gegeben sind, die die Definition von Grenzwerten erméglichen.
Dies geniigt, um den Begriff der Stetigkeit fiir solche Abbildungen zu definieren. Wir wer-
den sehen, dass sich zentrale Sdtze iiber stetige reelle Funktionen f: I C R — R, die wir

in Kapitel 4 behandelt haben, auf diesen allgemeineren Fall iibertragen lassen.

7.1 Definition und Beispiele metrischer Raume

Definition 7.1. Sei X eine beliebige nichtleere Menge. Fine Abstandsfunktion (oder Me-
trik) auf X ist eine Abbildung d: X x X — R mit folgenden FEigenschaften

d(p,q) >0 Vp,geX und d(p,q) =0<=p=gq (Positivitét),
2. d(p,q) =d(q,p) YpgeX (Symmetrie),
8. d(p,q) <d(p,r) +d(r,q) Vp,q,r€X (Dreiecksungleichung).

Das Paar (X,d) heifit metrischer Raum. Die Elemente von X heiffen Punkte des metri-

schen Raumes, die Zahl d(p,q) nennt man den Abstand zwischen p und q.

Beispiel 1: Die Standardmetriken auf R und C.
Sei |z| der Betrag einer reellen Zahl . Dann ist d : R x R — R mit

d(z,y) = |z —y| fir z,y € R,
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eine Abstandsfunktion auf R.

Analog erhélt man aus dem Betrag von komplexen Zahlen eine Abstandsfunktion auf C:
d(z,w) = |z —w| fir z,w € C.

Diese durch den Betrag definierte Abstandsfunktion d nennen wir die Standardmetrik auf R
bzw. C. Ist nichts anderes vereinbart, so seien R und C immer mit dieser Abstandsfunktion

versehen.

Beispiel 2: Auf einer Menge X kinnen verschiedene Abstandsfunktionen existieren.
Die folgenden drei Abbildungen d;,ds, ds sind z.B. Abstandsfunktionen auf R?:

e Der ”Luftlinienabstand” (Standardmetrik oder Euklidischer Abstand):

di(z,y) = |z —y| == V(21 —91)? + (22 —y2)%, wobei z = (21,22),y = (y1,72)-

e Die " Taxifahrer-Metrik” (oder ”Mannheimer-Metrik” — in Mannheim mufl man recht-

winklige Straflen langlaufen, um von einem Punkt zum anderen zu kommen) :

do(z,y) := |x1 — y1| + w2 — yol.

e Die ”"Metrik der franzésischen Eisenbahn” (um von einer Stadt zur anderen zu kommen,

muf man tiber Paris fahren): Sei p ein fixierter Punkt.

d d fall
dg(l‘,y) — l(x’p>+ 1(1’79) alls x%y)
0 faﬂs r=y.
P
./; ._ET y
X dy X d, g ds

Beispiel 3: Auf jeder nichtleeren Menge X existiert eine Abstandsfunktion.
Wir definieren d: X x X — R durch

d(z,y) 0 falls z =y,
T,y) =
Y 1 falls z #y.

Dann ist (X, d) ein metrischer Raum. (X, d) heifit diskreter metrischer Raum und d die
diskrete Metrik.
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Beispiel 4: Das kartesische Produkt metrischer Rdaume.
Seien (Xi,d1),...,(Xp,d,) metrische Raume. Wir betrachten die Produktmenge
X:=X1 xXox...x Xp:={(p1,...,pn) | i € Xs, i €{1,...,n}}

und definieren die Produktmetrik auf X durch

A1y Pn)y (@151 qn)) == VA1 (p1,q1)2 + .+ d(Pny an)? =

Dann ist (X,d) ein metrischer Raum. Er heifit das kartesische Produkt der metrischen
Réume (X1,d1),..., (X, dyn).

Beweis. Die Positivitat und Symmetrie sind aus der Definition sofort ersichtlich. Wir
zeigen die Dreiecksungleichung. Seien dazu p = (p1,...,pPn), ¢ = (q1,-..,qn) und
r = (r1,...,ry) drei beliebige Punkte in X. Unter Benutzung der Dreiecksungleichung
fir die Metriken d; und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (CSU) fiir das Euklidische
Skalarprodukt (siche Kapitel 6.4 oder Vorlesung Lineare Algebra I) erhalten wir

dp,q)® = Y _di(pj, ;)
j=1

n

é > (dj(pjﬂ‘j) + dj(rjan'))z

j=1
= > dj(ps,r;)? + 2d;(pj, ) - dj(ry,q) + dj(rs, q5)°
j=1
= d(pa T)Q + d(T, q)2 +2 Zd](pjv rj) ’ d](rjv q])
j=1
CSU

< d(p,r)? + d(r, q)? Ejdzmm D di(rg,q5)?

= d(p,r)* +d(r,q)* + Qd(Pﬂ") ~d(r,q)
= (d(p,7) +d(r,q))*

Da der Abstand nicht-negativ ist, kénnen wir in der Ungleichung auf beiden Seiten die

Waurzel ziehen und erhalten die Dreiecksungleichung fiir d. a

Beispiel 5: Zwei Abstandsfunktionen auf der Menge der stetigen Funktionen C°([a, b], R).

Sei C°([a, b], R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von [a, b] in R. Dann definieren

() = max{ 1) =g | € [0 f,9 € C([a, b, R),
m@yw—/u 2)| da,

Abstandsfunktionen auf C°([a, ], R) (Ubungsaufgabe).
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Beispiel 6: Metriken auf normierten Vektorrdumen.

Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung || - || : V' — R mit

L. |v]| >0 firalleveV und |v||=0<= v=0 (Positivitdt).
2. Ao = A |lv]]  firallev eV und A € R (Homogenitit).
3. lv+wl < ||| + [|w||  fur alle v,w e V (Dreiecksungleichung).

Das Paar (V.| - ||) heifit normierter Vektorraum. Dann ist d : V x V — R, definiert durch
d(v,w) = ||jv — w]| v,w eV,

eine Abstandsfunktion auf V. Sie heifit die durch || - || induzierte Metrik. Ein normierter

Vektorraum (V|| - ||) ist immer mit dieser Metrik versehen (falls nicht ausdriicklich anders
gesagt).

Beweis. Die Positivitdt und Symmetrie von d folgt aus der 1. und 2. Eigenschaft fiir die
Norm. Die Dreiecksungleichung fiir d erhédlt man aus der Dreiecksungleichung fiir die Norm.

Fiir v, w,u € V gilt namlich
d(v,u) = flv—ul = (v —w) + (w —w)|| < |lv—w| + |Jw—ul| = d(v,w) + d(w,u).

Dies verallgemeinert die Situation in Beispiel 1. Dort ist V =R und || - || = - |.

In der analytischen Geometrie wird die Fuklidische Norm auf dem R" benutzt

vl == \/v%—i-v%—l—...—{—v% fir v = (v1,v2,...,0,) € R",

und der davon induzierte Euklidische Abstand zwischen zwei Punkten p = (p1,...,p,) und

q=(q1,---.qn):

d(p,q) = lp—all = Vo1 — 1) + ...+ (P — an)

(siehe Vorlesung Lineare Algebra I und Kapitel 6.4. dieser Vorlesung). Ist der R™ mit
diesem Abstand versehen, so nennt man ihn den Fuklidischen Raum. Er ist das n-fache
kartesische Produkt von R mit der Standardmetrik. In der Vorlesung FElementargeometrie
des Lehramtsstudiums werden Sie andere Geometrien kennenlernen (hyperbolische Geo-
metrie oder sphérische Geometrie), in denen die Abstédnde zweier Punkte mit anderen

Abstandsfunktionen gemessen werden.

Definition 7.2. Zwei metrische Riume (X,dx) und (Y,dy) heiflen isometrisch, wenn
eine bijektive Abbildung ¢ : X — Y existiert, so dass

dx(p,q) = dy(é(p),¢(q))  fir alle p,q € X.

Die Abbildung ¢ heifst dann Isometrie zwischen (X,dx) und (Y,dy).
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In isometrischen metrischen Rdumen stimmen alle Eigenschaften, die mittels der Abstands-

funktion charakterisiert werden, iiberein.

Fir spatere Zwecke definieren wir das Analogon von offenen Intervallen im R, offenen
Kreisscheiben im R? (bzw. in C) und offenen Kugeln im Euklidischen Raum R3 fiir belie-

bige metrische Raume:
Definition 7.3. Sei (X, d) ein metrischer Raum, p € X und ¢ € RT. Die Menge
K(p,e) :={z € X |d(p,x) < &}

heifst e-Kugel in (X, d) um p.

Beispiel 1: Sei R” der Euklidische Raum. Dann ist
Kpe)={zeR"|||lz—p|<e}={z eR"| (z1 —p1)’>+ ...+ (z, — pn)* < &%}

die tibliche n-dimensionale Kugel vom Radius € um den Punkt p = (p1,...,p,) € R™ ohne
ihren Rand. Fiir n = 1 sind die e-Kugeln offene Intervalle, fiir n = 2 Kreisscheiben ohne
ihren Rand.

R Ka((p1,p2),¢)
b ={(@1,22) eR?*| (w1 — p1)* + (32 — p2)® < 7}

[
e
i)
(V]
Il
T

Ka(p,e)=(p—¢,p+e¢)

Beispiel 2: Sei R? mit folgender Metrik versehen:

doo((z1,72), (y1,¥2)) = max(|z1 — y1], |22 — y2l)-

(R?, do) ist tatséichlich ein metrischer Raum (Ubungsaufgabe). Die e-Kugel um den Null-

punkt ist fiir diese Metrik ein Quadrat mit der Seitenlinge 2¢ ohne seinen Rand:

K(0,e) = {(x1,22) € R? | |z1| < e, |zo| < €}.

y

R
€
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Beispiel 3: Sei (X, d) ein diskreter metrischer Raum. Dann gilt fiir die e-Kugeln

K(r.o) {z} falls <1
z,€) =
X falls ¢>1.

7.2 Konvergente Folgen und Cauchy-Folgen in metrischen Raumen

Definition 7.4. Sei (X,d) ein metrischer Raum und (x,) eine Folge in X .
Wir sagen, dass (xy,) gegen p € X konvergiert, falls zu jedem & > 0 ein ng € N existiert,
so dass d(p,zy) < € fir alle n > ng, d.h. falls x,, € K(p,¢e) fir alle n > ny.
Der Punkt p heifit Grenzwert (GW) der Folge (x,,). Besitzt eine Folge (xy,) einen Grenz-
wert, so heifft sie konvergent. Besitzt die Folge (x,,) keinen Grenzwert, so heifst sie diver-

gent.

Fiir eine gegen p konvergente Folge (z,,) schreiben wir:

lim x, =p oder Ty — D oder kurz Ty — P.
n—o0 n—oo

Aus der Definition folgt unmittelbar:
Satz 7.1 FEine Folge (xy,) in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert genau dann gegen
p € X, wenn die Folge der Abstinde (d(p,xy)) in R gegen Null konvergiert:

Ty, —p in (X,d) <= dp,zn) —0 in R.

Satz 7.2 Der Grenzwert einer konvergenten Folge eines metrischen Raumes ist eindeutig

bestimmdt.

Beweis. Der Beweis wird analog zum Beweis des entsprechenden Satzes fiir konvergente

Folgen in R gefiihrt (Satz 3.1). Wir {iberlassen das Ubertragen als Ubungsaufgabe. a

Definition 7.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifst beschrankt,
falls es eine Kugel K(p, M) des metrischen Raumes gibt, die A enthdlt. Fine Folge (xy,)
in (X,d) heifst beschrinkt, wenn die Menge der Folgenglieder {x1,x2,xs,...} beschrinkt

15t.

Satz 7.3 Jede konvergente Folge (x,) eines metrischen Raumes (X,d) ist beschrankt.

Beweis. Sei (x,,) eine konvergente Folge in (X, d) und p € X ihr Grenzwert. Wir betrachten
die Kugel K(p,1) um p vom Radius 1. Dann existiert ein ng € N, so dass x, € K(p,1)

fur alle n > ng. Wir setzen nun
M = max(d(p,z1),d(p,x2),...,d(p, Tny—1) )-

Dann gilt z,, € K(p, M + 1) fiir alle n € N. Folglich ist (z,) beschrénkt. O
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Als néchstes charakterisieren wir die Konvergenz von Folgen im kartesischen Produkt

metrischer Raume.

Satz 7.4 Seien (X1,d1),...,(Xk,di) metrische Rdume und (X, d) das kartesische Pro-
dukt dieser Rdume. Eine Folge (xy,) in X mit x, = (Tn1,Tn2,...,Tnk) konvergiert genau
dann gegen p = (p1,p2,-..,pk) € X, wenn fir jedes j € {1,...,k} die Komponentenfolge

(xnj)oy in (Xj,d;) gegen p; konvergiert.

Beweis. Nach Definition der Produktmetrik ist

k
d((pl,...,pk),(SUnl,...,l'nk)) = Zdi(phxni)Q > dj(pJ"l‘nj) (*)
=1

Ve
p Tn

fiir jedes j € {1,...,k}. Sei nun (z,,) gegen p in (X, d) konvergent. Dann existiert fiir jedes
e > 0 ein ng € N mit d(p,z,) < ¢ fiir alle n > ng. Nach Abschatzung (*) folgt daraus
d;(pj, xn;) < € fir alle n > ng und jedes j € {1,...,k}. Somit konvergiert (z,;) gegen p;
in (Xj,d;) fiir jedes j € {1,...,k}.

Sei umgekehrt lim x,; = p; fiir jedes j € {1,...,k} und € > 0. Dann existieren ng; € N
so dass d;(p;, :CZ]—SOO< ﬁ fiir alle n > ng;. Es folgt

k k 9
g
j=1 j=1

fir alle n > mg = max(noz, ..., nok). Also konvergiert z,, gegen p im Produktraum (X, d).
O

Wir betrachten als Beispiel den Euklidischen Raum R*. Er ist das k-fache kartesische
Produkt von R mit der Standardmetrik. Die komponentenweise Konvergenz aus Satz 7.4
entspricht der Konvergenz von Folgen im Euklidischen Raum, die wir in Abschnitt 6.4
bereits benutzt hatten. Als Konsequenz erhélt man aus den Grenzwertsétzen fiir Zahlen-
folgen, dass auch die algebraischen Strukturen auf dem Euklidischen Vektorraum R* mit

der Grenzwertbildung vertréglich sind:

Satz 7.5 Seien (x,) und (y,) zwei Folgen im Euklidischen Raum RF, die gegen p bzuw.
q konvergieren, (-,-) das Euklidische Skalarprodukt und || - || die Euklidische Norm. Dann
gilt:

1. lim (A xp+p-yp) =X lim zp+p- lim y, =X-p+p-q firalle \,p € R.
TL‘—>OO X TL—)OO n—oo

2. lim (zp,yn) = (lim z,, lim y,) = (p,q).
n—o0 n—o0 n—o00

3. lm |lz,| = | lim z,| = [p|.
n—00 n—r00

Wie bei Zahlenfolgen mdchte man auch fiir Folgen in metrischen Réumen die Konver-
genz untersuchen, ohne den Grenzwert bereits zu kennen. Dies geht in den wvollstdndigen

metrischen Raumen, die wir jetzt definieren werden.
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Definition 7.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,) in (X,d) heifst Cauchy—

Folge, wenn zu jedem e > 0 einng € N existiert, so dass d(zy,xy) < € fir allen,m > nyg.

Satz 7.6 Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchy—Folge.

Beweis. Sei () eine gegen p konvergente Folge und ¢ > 0. Dann existiert ein nyg € N mit

d(p,z,) < § fiir alle n > ng. Fiir n,m > ng folgt aus der Dreiecksungleichung

Somit ist (z,,) eine Cauchy-Folge. O

Wir wissen bereits aus Kapitel 3.1.3, dass die Umkehrung von Satz 7.6 nicht gilt. Es gibt

metrische Raume mit Cauchy-Folgen, die nicht konvergieren.

Definition 7.7. Fin metrischer Raum (X,d) heifit vollstandig, wenn jede Cauchy—Folge
in (X,d) konvergiert.

In einem wollstandigen metrischen Raum kann man also die Konvergenz einer Folge un-

tersuchen, ohne ihren Grenzwert zu kennen. Man priift dafir die Cauchy—Bedingung

‘V£>O Ing € N mit d(xp,xm) <ée Vn,mZno.‘

Beispiel 1: Die reellen Zahlen R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y|, sowie die
komplexen Zahlen C mit der Standardmetrik d(z, w) := |z —w| sind vollstédndige metrische
Réume (siehe Satz 3.14).

Beispiel 2: Der metrische Raum der rationalen Zahlen Q mit der Standardmetrik
d(x,y) = |xr — y| ist nicht vollstédndig (siehe Kapitel 3.1.3).

Beispiel 3: Wir betrachten X = (=7, %) C R mit den Metriken d und d:

~

d(z,y) = |z —yl,
d(z,y)

= |tan(z) — tan(y)|.
Dann ist (X, d) nicht vollstandig, aber (X, E) vollstandig (Ubungsaufgabe).

Beispiel 4: Sei X = C%([a,b],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen von [a,b] in R
mit den Metriken d, und di:

doo(f,9) = max{|f(z) — g(x)| | z € [a,b]},
b
a(f.9) = [ 1) - g(o)] da-

Dann ist (X, ds) vollsténdig, aber (X, d;) nicht vollstandig (Ubungsaufgabe).

Die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes (X, d) ist also von der auf X gewéhlten
Metrik abhangig.
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Satz 7.7 Sind (X1,d1), ..., (Xk, dx) vollstandige metrische Rdiume, so ist auch das kar-

tesische Produkt (X,d) dieser metrischen Rdume vollstindig.

Beweis. Sei (zy) mit z, = (Tn1,...,Tnk)), eine Cauchy-Folge im kartesischen Produkt

X =X x...x X, und € > 0. Dann existiert ein ng € N, so dass

k
d(xp, ) = Zdi(a:m, Tmi)? < € YV n,m > ng.
=1
Daraus erhalten wir d;(2y,;, zm;) < € fiir alle n,m > ng und jedes j € {1,...,k}. Folglich

sind die Folgen (x,;)52; Cauchy-Folgen in (X}, d;) fir jedes j € {1,...,k}. Da (X}, d;)
vollsténdige metrische Rdume sind, konvergieren die Folgen (x,;)72, gegen ein p; € X;.

Somit gilt nach Satz 7.4 lim z, = (p1,...,pk) € X1 X ... X Xj. O
n—o0

Folgerung 7.1 Der Euklidische Raum RF ist vollstindig.

Bemerkung: Am Ende von Kapitel 7.4 werden wir zeigen, dass jede Norm auf dem
Vektorraum R¥ eine vollstandige Metrik auf R* induziert. Insbesondere sind die normierten
Vektorriume (R¥, || - ||,)) fiir p € [1,00) und (R¥, || - ||oo) mit

1
k I3
lllp = D l=” |
j=1
”xHOO = max{|ac1\, ceey |xk|}a

vollsténdig (siche auch Ubungsaufgabe 18). || - ||2 ist die Euklidische Norm.

7.3 Spezielle Teilmengen in metrischen Raumen

In diesem Abschnitt werden wir spezielle Sorten von Teilmengen metrischer Raume de-
finieren, die die von uns bisher im ”naiven” Sinne benutzen Bezeichnungen offene und
abgeschlossene Intervalle, Randpunkte von Intervallen bzw. Rand von Gebieten in der

Ebene verallgemeinern.

A
Definition 7.8. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) K(z,¢)
heifst offen, wenn zu jedem p € A eine e-Kugel K(p,¢€) existiert mit
K(p,e) C A.

Beispiel 1: Die e-Kugeln K(p,¢) eines metrischen Raumes (X, d) sind offen.

Um dies zu zeigen, betrachten wir einen belicbigen Punkt z € K(p,e) und zeigen, dass
K(x,e —d(p,z)) C K(p,e): Sei z € K(x,e —d(p,x)). Dann gilt d(x, z) < € — d(p, z) und
folglich d(z,x) + d(z,p) < e. Aus der Dreiecksungleichung folgt dann d(p,z) < d(p,z) +
d(z,z) < e. Folglich liegt z in K(p,¢).

Insbesondere sind die Intervalle (a,b) im metrischen Raum R (mit der Standardmetrik) in

diesem Sinne offen. Die Intervalle der Form (—oo,a) und (a,00) sind ebenfalls offen.
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Definition 7.9. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlos-

sen, wenn thr Komplement X \ A offen ist.

Beispiel 2: Es gilt [a,0] =R\ ((—00,a) U (b,0)), [a,00) =R\ (—00,a) und (—00,a] =
R\ (a,0). Folglich sind die Intervalle [a, b], [a, ), (—o0, a] abgeschlossen.

Beispiel 3: Sei (X, d) der diskrete metrische Raum.
Dann ist jede Teilmenge A C X offen, denn fiir jedes p € A gilt K(p,%) = {p} C A

Folglich ist auch jede Teilmenge von X abgeschlossen.

Die Eigenschaft einer Menge, abgeschlossen zu sein, kann man auch durch konvergente
Folgen charakterisieren. In Kapitel 4.3. hatten wir abgeschlossene Teilmengen in R und C

auf diese Weise definiert.

Satz 7.8 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann gilt:
FEine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn der Grenzwert jeder konver-

genten Folge von Punkten aus A selbst in A liegt.

Beweis. (=) Sei A C X abgeschlossen und (a,) eine Folge in A, die gegen x € X
konvergiert. Angenommen = ¢ A. Dann ist x € X \ A. Da X \ A offen ist, existiert eine
e-Kugel K(z,¢) C X \ A. Da (a,) gegen x konvergiert, existiert ein ng € N, so dass
an € K(z,¢) fir alle n > ng. Dann konnen diese a,, nicht in A liegen (Widerspruch).

(<=) Angenommen A ist nicht abgeschlossen, d.h. X \ A nicht offen. Dann existiert ein

x € X\ A, so dass K(z,e) N A # 0 fiir alle ¢ > 0. Wir wiihlen nun a, € K(z,2) N A.

Dann ist (ay) eine Folge in A mit d(z,a,) < 2 — 0. Folglich konvergiert (a,) gegen .

Nach Voraussetzung liegt dass aber x in A (Widerspruch). ad

Man kann jede Teilmenge A C X in eine offene und eine abgeschlossene Menge einschlie-
Ben. Dazu definieren wir das Innere Int(A) und den Abschlufl c/(A) von A, so dass

Int(A) C A C c(A).
Definition 7.10. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X eine Teilmenge von X.
1. Das Innere von A ist die Menge
Int(A) :={z € A|Je>0 mit K(z,e) C A}.

FEin Punkt x € Int(A) heifft innerer Punkt von A.
2. Der Abschluss von A ist die Menge

c(A):={x e X |Ve>0gilt K(x,e) N A # 0}
3. Der Rand von A ist die Menge
0A = cl(A) \ Int(A)..

Ein Punkt © € OA heifst Randpunkt von A.
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Satz 7.9 Fiir jede Teilmenge A eines metrischen Raumes gilt:

1. Int(A) ist offen.

2. cl(A) = X \ Int(X \ A). Insbesondere ist cl(A) abgeschlossen.

3. 0A =X\ (Int(A) U Int(X \ A)) Insbesondere ist OA abgeschlossen.

4. Bin Punkt x € X ist genau dann ein Randpunkt von A, wenn fir alle € > 0 gilt

K(z,e)NA#(Q und K(z,e)N(X\ A) #0.

Beweis. Zu 1: Sei x € Int(A). Dann existiert eine e-Kugel K (x,e) C A. Fiir jeden Punkt
z € K(x,¢) gilt K(z,e —d(x,z)) C K(x,e) C A. Folglich ist jeder Punkt von K(z,¢) ein
innerer Punkt von A, d.h. K(x,e) C Int(A). Somit ist Int(A) offen.

Zu 2: Es gilt:

reX\Int(X\A) re€ Xundz ¢ Int(X \ A)
Ve>0 gilt K(z,e) Z X\ A
Ve>0 gilt K(z,e)NA#(D

x € cl(A).

reee

Zu 3: Aus cl(A) = X \ Int(X \ A) folgt

BA = cl(A)\ Int(A) = (X \ Int(X \ A)\ Int(A) = X \ (Int(X \ A) U Int(A)).
of fen

Zu 4: Daraus erhalten wir

x € 0A <= v ¢ Int(A) und x ¢ Int(X \ A)
<~ Ve>0 gilt K(z,e)N(X\A)#0 und K(x,e)NA#0D.

Beispiel 4: Wir betrachten R mit der Standardmetrik d(z,y) = |z — y].
Fiir A = [a,b) erhalten wir Int(A) = (a,b), cl(A) = [a,b] und 0A = {a,b}.

Beispiel 5: Sei R? der Euklidische Raum mit der Euklidischen Norm || - ||.
Fir A= K(z,¢) gilt:

- Int(A) = K(z,¢) ,
- 0A={yeR?||lz -yl =¢},
- d(A) ={y eR?||lz —y|| <e}.

Als néchstes definieren wir die kompakten Teilmengen eines metrischen Raumes, die wir
fiir die metrischen Rdume R und C bereits aus Kapitel 4.3 kennen.

Ist (xy,) eine Folge in (X,d). Eine Folge der Form (z,,) mit n; < ny < n3 < ... heifit
Teilfolge von (xy,).
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Definition 7.11. Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) heifit kompakt, falls

jede Folge in A eine konvergente Teilfolge besitzt, deren Grenzwert in A liegt'.

Beispiel 6: Eine Teilmenge A C R bzw. B C C ist genau dann kompakt, wenn sie
beschrénkt und abgeschlossen ist (siehe Satz 4.11).

Satz 7.10 Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen und be-

schrankt.

Beweis. Sei A eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes (X, d).
1. Wir zeigen mit dem Folgenkriterium aus Satz 7.8, dass A abgeschlossen ist:
Sei (ay) eine Folge in A, die gegen x € X konvergiert. Wir miissen zeigen, dass = in A
liegt. Da A kompakt ist, besitzt (a,) eine Teilfolge (ay, ), die gegen einen Punkt a € A
konvergiert. Es gilt aber a = hm 0, = hm an, = x. Folglich ist x = a € A.
2. Wir zeigen, dass A beschrankt ist:
Sei p € X. Angenommen, A wiére nicht beschriankt. Dann gilt A ¢ K(p,n) fir jedes
n € N. Wir wihlen jeweils einen Punkt a,, € A\ K(p,n). Dann ist (a,) eine Folge in A
mit d(an,p) > n. Da A kompakt ist, besitzt (ay) eine Teilfolge (ay, ), die gegen ein a € A
konvergiert. Dann existiert ein kg € N, so dass d(a, ay,) < 1 fir alle k > ko. Daraus folgt
fur k > kop:

d(p,an,) < d(p,a)+d(a,an,) < d(p,a)+1.

Dies ist ein Widerspruch, da d(p, an, ) > ni — oo. ad

Satz 7.11 Sei (X, d) ein metrischer Raum und B C X kompakt. Dann ist jede abgeschlos-
sene Teilmenge A C B ebenfalls kompakt.

Beweis. Sei (ay) eine beliebige Folge in A. Dann ist (a,) auch Folge in B und besitzt, da
B kompakt ist, eine in B konvergente Teilfolge (an;). Sei b = lim a,,. Da A abgeschlossen
j—o00

ist, liegt der Grenzwert b in A. Also enthélt (a,) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
in A. Damit ist A kompakt. O

Satz 7.12 Sei (X, d) das kartesische Produkt der metrischen Riume (X1,dy1), ..., (X, dk)
und seien A; C X; kompakte Mengen in (X;,d;), j = 1,...,k. Dann ist die Menge
A:= Ay x A X ... x Ay ebenfalls kompakt in (X, d).

Beweis. Den Beweis wird analog zum Beweis von Satz 7.7 gefithrt. Wir tiberlassen ihn
deshalb als Ubungsaufgabe. a

Beispiel 7: Die Quader W := [ay,b1] X [a2,b2] X ... X [ag,bx] C RF sind kompakte
Teilmengen des Euklidischen Raumes R¥.

Wir erhalten daraus folgende Verallgemeinerung von Satz 4.11:

! Man kann kompakte Mengen Aquivalent auch durch Eigenschaften offener Uberdeckungen definieren.

Wir wollen dies hier aus Zeitgriinden nicht tun, sondern verweisen dazu auf O. Deiser. Analysis 2.
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Satz 7.13 FEine Teilmenge des Euklidischen Raumes R ist genau dann kompakt, wenn

sie beschrdankt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach Satz 7.10 ist jede kompakte Menge abgeschlossen und beschrankt. Wir
miissen die Umkehrung zeigen. Sei A C R beschriankt und abgeschlossen. Da A be-
schrankt ist, gibt es eine Kugel, die A enthélt. Jede Kugel des Euklidischen Raumes ist
in einem Quader W enthalten. Folglich gilt A C W. Da W kompakt und A abgeschlossen
ist, ist A nach Satz 7.11 kompakt. O

Beispiel 8: Die Sphire S := {z € R" | ||| = r} C R" und die abgeschlossene Kugel
Dy :={z e R" | ||z|| <r} CR™ sind kompakt.

Beispiel 9: Es gibt metrische Raume mit abgeschlossenen und beschrankten Teilmengen,
die nicht kompakt sind.
Sei z.B. X eine unendliche Menge mit der diskreten Metrik

S N

In diesem metrischen Raum ist jede Teilmenge abgeschlossen und beschrénkt. Eine abzihl-
bare Teilmenge A := {a1,a2,...,} C X ist aber nicht kompakt: Eine Folge in (X, d) ist
genau dann konvergent, wenn sie ab einem bestimmten Index konstant ist. Folglich besitzt

die Folge (a,) keine konvergente Teilfolge.

Abschlieflend verallgemeineren wir eine weitere Eigenschaft, die Intervalle in R haben: Sie

zerfallen nicht in zwei disjunkte offene Mengen.

Definition 7.12. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heif$t zusam-
menhdngend, wenn es keine offenen und zueinander disjunkten Teilmengen U,V C X ¢ibt,

so dass ACUUV, ANU #0 und ANV # 0.

Beispiel 10: Sei X = R?, U,V C X offene Teilmengen von X und A C X wie im Bild.
Dann ist A nicht zusammenhéngend.

U
14

Wir beschreiben nun die zusammenhéngenden Mengen im metrischen Raum R mit der

Standardmetrik d(z,y) = | — y|.

Satz 7.14 FEine Teilmenge A C R ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie ein Inter-

vall ist.

Beweis. (=) Sei A C R zusammenhéngend. Angenommen A wére kein Intervall. Dann
existieren a,b € A mit [a,b] ¢ A, d.h. es gibt ein = € (a,b) mit z ¢ A. Wir betrachten die
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Mengen U := (—o0,x) und V := (z,00). U und V sind disjunkte offene Teilmengen in R
mit ACUUV =R\ {z}. AuBlerdem ist ANU #0,daa e ANU und ANV # (), da
b € ANV. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, dass A zusammenhéngend ist.
(<) Sei A ein Intervall in R. Angenommen, A wére nicht zusammenhéngend. Dann
existieren offene, disjunkte Mengen U,V C R, so dass A C UUV und a € ANU,
be ANV. Da A ein Interval ist, gilt [a,b] C A C U U V. Wir betrachten die Funktion
f:UUV — R, definiert durch

fz) =

1 falls ¢ € U,
-1 fallszeV.

f ist stetig: Sei € U. Da U offen ist, gibt es eine Kugel K(xz,e) C U. Folglich gilt fiir
jede Folge (x,) in U UV, die gegen x konvergiert, dass x,, € K(z,¢) C U fiir alle n > ny.
Somit ist f(x,) = 1 fiir alle n > ng, d.-h. f(x,) konvergiert gegen f(x) = 1. Nach dem
Folgenkriterium fiir stetige reelle Funktionen (Satz 4.1) ist f in x stetig. Analog zeigt
man, dass f in jedem Punkt z € V stetig ist. Folglich ist f|, stetig. Es gilt f(a) =1
und f(b) = —1, f nimmt aber nur die beiden Werte —1 und 1 an. Dies widerspricht dem

Zwischenwertsatz fiir stetige reelle Funktionen (Satz 4.10). O

7.4 Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften

Wir definieren die Stetigkeit von Abbildungen zwischen beliebigen metrischen Réumen
vOllig analog zum Fall reeller Funktionen. Wir werden sehen, dass sich wichtige Eigen-
schaften, die wir fiir stetige reelle Funktionen aus Kapitel 4 kennen, auf den allgemeinen
Fall iibertragen.

In diesem Abschnitt bezeichnen (X, dx) und (Y, dy) stets metrische Réume.

Definition 7.13. Sei f: A C X — Y eine Abbildung.
1. f heifst im Punkt p € A stetig, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt:

Vee Amit dx(p,x) <d = dy(f(p),f(x)) <e,
bzw., so dass fir die Kugeln gilt:
f(KX(pv 5) N A) C Ky(f(p),é).

2. Die Abbildung f heif§it stetig, wenn sie in jedem Punkt p € A stetig ist.

Satz 7.15 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
Eine Abbildung f : A C X =Y ist genau dann in p € A stetig, wenn fir jede Folge (xy,)
in A, die gegen p konvergiert, die Bildfolge (f(xn)) gegen f(p) konvergiert.

Beweis. Der Beweis ist vollig anolog zum Beweis von Satz 4.1. Wir iiberlassen das Uber-

tragen deshalb als Ubungsaufgabe. O
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Wie wir bereits fiir reelle Funktionen gesehen hatten, ist dieses Kriterium ein auflerst
niitzliches Hilfsmittel, um weitere Eigenschaften stetiger Abbildungen mit Hilfe von Grenz-
wertsétzen fiir konvergente Folgen zu beweisen. Zunéachst betrachten wir einige Beispiele,

die sofort aus dem Folgenkriterium folgen.

Beispiel 1:
a) Die identische Abbildung Idx : X — X, Idx(x) := x, ist stetig.
b) Die konstante Abbildung ¢, : X — X, ¢,(x) := p, ist stetig.

Beispiel 2: Die Projektionen auf die Faktoren eines Produktraumes sind stetig:
Seien (X1,d1),...,(Xk,d;) metrische Rdume und (X, d) ihr kartesisches Produkt. Dann
ist jede Projektion
T X=Xy x...x X —Xj
(1,...,2k) — x5

stetig.

Beispiel 3: Alle algebraischen Operationen auf dem Euklidischen Vektorraum R* sind
stetig, d.h.

die Summe +: RF x RF — R¥,
die skalare Multiplikation . R xRF 5 RF,
das Euklidische Skalarprodukt (,-): RF xRF 5 R,
die Euklidische Norm |-]: RF > R

sind stetige Abbildungen. Dies folgt mit dem Folgenkriterium aus den Grenzwertsétzen
(Satz 7.5) fiir Folgen im RF.

Beispiel 4: Jede lineare Abbildung L : R¥ — R™ zwischen den Euklidischen Vektorriu-
men R* und R™ ist stetig.

Beweis: Sei (vy,) eine Folge von Vektoren im R¥ mit v, = (vn1,...,vns), die gegen einen

Vektor w = (w1, ..., w;) € R¥ konvergiert. Dann konvergiert nach Satz 7.4 fiir jedes

j=1,...,k die Komponentenfolge (v,;) gegen w;. Sei e; := (0,...,0, \1/ ,0,...,0) der
j.Stelle

j-te kanonische Basisvektor des R*. Dann folgt aus der Linearitéit von L und der Stetigkeit

der linearen Operationen auf R™:

k k
L(vn):L(Zvnjej) Z L(ej) — Zw] (ej) (Zw]ej>: (w).

Jj=1 Jj=1

Nach dem Folgenkriterium ist L somit stetig.

Satz 7.16 Seien f : A C X - Y und g : B C Y — Z zwei Abbildungen zwischen
metrischen Rdumen, f(A) C B und go f : A C X — Z die Verkniipfung von f und g.
Dann gilt: Ist f inp € A und g in f(p) € B stetig, so ist go f in p € A stetig.
Insbesondere ist die Verkniipfung stetiger Abbildungen ebenfalls stetig.
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Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.3. a

Satz 7.17 Sei f : A C X — Y] X ... X Yy eine Abbildung in das kartesische Produkt

metrischer Raume und f = (f1,..., fr) die Komponentendarstellung von f:

f(z) =: (fi(z),..., fr(z)) VrelX.

Dann gilt: Die Abbildung f ist genau dann inp € A stetig, wenn jede Komponentenfunktion
[i:ACX =Y;, j=1,...,k, inp stetig ist.

Beweis. (=) Da f; = mjo f, folgt dies aus Beispiel 2 und Satz 7.16.

(<) Sei (xy) eine Folge in A, die gegen p € A konvergiert. Da alle f; in p stetig
sind, konvergiert (fj(z,)) gegen fj(p) € Y; fiir jedes j = 1,...,k. Somit konvergiert
(Fn) = (A1), - fewn)) gegen (fr(p)s- - fup) = F(p), dh. f ist in p stetig, O

Dies entspricht dem von uns in Kapitel 6.4. fiir parametrisierte Kurven v : I € R — RF
benutzten Stetigkeitsbegriff.
Neben dem Folgenkriterium ist auch das folgende topologische Kriterium fiir die Stetigkeit

von Abbildungen niitzlich:

Satz 7.18 (Topologisches Kriterium fiir Stetigkeit)
FEine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen ist genau dann stetig, wenn das
Urbild f~1(U) C X jeder offenen Menge U C'Y offen ist.

Beweis. (=) Sei f: X — Y stetig und U C Y offen. Wir zeigen, dass das Urbild
fFUU) ={z e X | flz) eU}C X

dann ebenfalls offen ist.

Ist f~5(U) = 0, so ist die Behauptung erfiillt, da @ offen ist. Sei also f~1(U) # () und
p € f~1(U) ein beliebig gewihlter Punkt. Dann gilt f(p) € U, und da U C Y offen ist,
existiert ein € > 0 mit Ky (f(p),e) C U. Da f in p stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass

f(Kx(p,0)) C Ky(f(p),e) C U.

Aus der Definition des Urbildes folgt dann:

KX(p7 5) C f_l(U)

Somit ist f~1(U) offen in X.

(<=) Sei f~1(U) C X offen fiir jede offene Menge U C Y. Wir zeigen, dass f stetig ist.
Wir wahlen einen beliebigen Punkt p € X und ein beliebiges ¢ > 0. Da die Kugel
Ky (f(p),e) in Y offen ist, ist nach Voraussetzung auch das Urbild f~1(Ky(f(p),¢))
in X offen. Es enthélt den Punkt p. Folglich existiert ein § > 0, so dass Kx(p,0) C
fY(Ky(f(p),e)). Nach Definition des Urbildes folgt daraus f(Kx(p,d)) C Ky (f(p),e).
Das bedeutet aber, dass f in p stetig ist. Da p € X beliebig gewéhlt war, ist f stetig. 0O



7.4 Stetige Abbildungen und ihre Eigenschaften 205

Genauso wie fiir reelle Funktionen hat man fiir Abbildungen zwischen metrischen Raumen
zwei stiarkere Stetigkeitsbegriffe.
Definition 7.14. Sei f: A C X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdaumen.

1. f heifst gleichmdfig stetig, wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass gilt:

Vp,ge A mit dx(p,q) <o = dy(f(p),f(q) <e.

(Im Unterschied zur Definition der Stetigkeit hdngt hier die Gréoffe von § nur von €,
aber nicht von p oder q ab.)

2. f heifit lipschitzstetig, wenn es eine positive Konstante L € Rt gibt, so dass gilt:

dy(f(p), f(q)) < L-dx(p,q)  Vp,q€A.

L heifit Lipschitz—Konstante von f.

Satz 7.19 Sei f : AC X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann gilt:

1. f ist lipschitzstetig = f ist gleichmafig stetig.
2. f ist gleichmdf$ig stetig = [ ist stetig.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.5. ad

Beispiel 5: Jede lineare Abbildung L : R¥ — R™ zwischen den Euklidischen Vektorrium-
en R¥ und R™ ist sogar lipschitzstetig (Ubungsaufgabe 23 (Analysis 2)).

Wir betrachten nun das Verhalten von stetigen Abbildungen auf zusammenhé&ngenden

Mengen und verallgemeinern den Zwischenwertsatz fiir reelle Funktionen (Satz 4.10).

Satz 7.20 Sei f : X = Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen. Dann ist

das Bild jeder zusammenhdngenden Menge ebenfalls zusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X eine zusammenhéngende Menge. Wir wollen zeigen, dass dann auch
das Bild f(A) C Y zusammenhéngend ist. Angenommen f(A) C Y wire nicht zusam-

menhangend. Dann existieren offene Mengen U, V C Y mit

— UNV =0,
~ f(A)cUuV,
~ f(A)NU#0 und ANV #0.

Da f stetig ist, sind nach Satz 7.18 die Urbilder f='(U) und f~!(V) ebenfalls offen.

Desweiteren gilt fiir diese Urbilder

AN V) =1 UnV) = f710) = 0.

- AcfTHfA) cfULY) = RO U FTHY).

— Nach Voraussetzung existiert ein a € A mit f(a) € U und ein b € A mit f(b) € V.
Dann gilt: a € ANf~YU)#0 und be AN f~YV)#0.
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Folglich ist A nicht zusammenhangend, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. O

Wir definieren noch einen weiteren Zusammenhangsbegriff fiir Teilmengen metrischer
Réume (X, d).

Definition 7.15. Eine Teilmenge A C X heifit wegzusammenhdngend, falls zu je zwei
Punkten a,b € A eine stetige Abbildung w : [0,1] C R — X emistiert mit w([0,1]) C A,
w(0) =a und w(l) =b.

Die Abbildung w heifit Weg in A von a nach b.

Beispiel 6: Beziehung zwischen den beiden Zusammenhangsbegriffen

a) Fiir Teilmengen A C R sind die Zusammenhangsbegriffe dquivalent:

A zusammenhéngend UL A Intervall = A wegzusammenhangend.

b) In metrischen Radumen ist jede wegzusammenhéngende Menge auch zusammenhéngend,
aber die Umkehrung gilt i.a. nicht (fiir ein Beispiel siche O. Deiser: Analysis 2, Seite
198).

c¢) Konvexe Mengen im Euklidischen Raum RF:

Eine Teilmenge A C R* heifit konver, wenn mit je zwei Punkten z,y € A auch die
Verbindungsstrecke 77y := {x + t(y — z) | t € [0, 1]} vollstdndig in A liegt.
Jede konvexe Menge ist wegzusammenhingend, da die Abbildung w : [0,1] — A C R,

W(t) =2+ ty — ),

stetig ist und die Punkte  und y verbindet.
Zum Beispiel ist jede Kugel K (zo,r) und ihr Abschlufl konvex.

Der néchste Satz ist eine weitere Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes fiir reelle

Funktionen.

Satz 7.21 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung. Dann ist das Bild jeder wegzusam-

menhdngenden Teilmenge ebenfalls wegzusammenhdngend.

Beweis. Sei A C X wegzusammenhéngend. Wir wollen zeigen, dass das Bild f(A) ebenfalls
wegzusammenhéngend ist. Seien z,y € f(A) zwei Punkte in f(A). Dann existieren a,b € A
mit z = f(a), y = f(b). Da A wegzusammenhéngend ist, gibt es einen (stetigen) Weg

w:[0,1] = A C X von a nach b. Wir betrachten die Abbildung fow:[0,1] — f(A) C Y.
Da f und w stetig sind, ist f o w ebenfalls stetig. Weiterhin gilt (f o w)(0) = f(w(0)) =
fla) =z und (fow)(l) = f(w(1)) = f(b) =y, d.h. fow ist ein Weg in f(A) von x nach
. O

Als néchstes beschéftigen wir uns mit dem Verhalten von stetigen Abbildungen auf kom-
pakten Mengen. Die fiir stetige reelle Funktionen bekannten Aussagen kann man durch
Ersetzen der Metrik direkt auf den Fall von Abbildungen zwischen metrischen Raumen

iibertragen:
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Satz 7.22 Sei f : X = Y eine stetige Abbildung. Dann gilt:

1. Das Bild jeder kompakten Menge ist kompakt.
2. f ist auf jeder kompakten Menge K C X gleichmdfig stetig.
3. Ist f insbesondere reell-wertig, so nimmt f auf jeder kompakten Menge K C X ein

Mazximum und ein Minimum an, d.h. es existieren Punkte £1,& € K mit

f(&) < flz) < f(&) VzeK.

Beweis. Beweis von 1. ist analog zum Beweis von Satz 4.12, Beweis von 2. analog zum

Beweis von Satz 4.14, Beweis von 3. analog zum Beweis von Satz 4.13. a

Definition 7.16. Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei metrischen Rdumen heifit
Homéomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~' stetig sind.

Zwei metrische Riume X und Y heiflen homdomorph, falls es einen Homdéomorphismus
f: X =Y gibt.

Bei hombomorphen metrischen Rdumen bleibt zwar die Abstandsmessung nicht erhalten,
aber alle topologischen Eigenschaften von Teilmengen (offen, abgeschlossen, kompakt, zu-
sammenhéngend, wegzusammenhéngend, ...,) iibertragen sich auf die Bildmenge. Die

Konvergenz einer Folge iibertragt sich ebenfalls auf die Konvergenz der Bildfolge.

Beispiel 7: Die inverse Abbildung einer bijektiven, stetigen Abbildung ist im Allgemeinen
nicht stetig, wie das folgende Beispiel zeigt:

Seien X = (0,1) U{2} € R und Y = (0,1] C R, versehen mit der Standardmetrik
d(z,y) = |z — y|. Wir betrachten die Abbildung f : X — Y gegeben durch

t falls t € (0,1
f(t) = (©.1)
1 falls t =2.

f ist stetig und bijektiv. Aber f=1:(0,1] — (0,1) U {2} ist nach Zwischenwertsatz nicht
stetig.

Fiir kompakte metrische Raume gilt aber folgender niitzliche Satz:

Satz 7.23 (Satz iiber die Stetigkeit der inversen Abbildung)
Sei f: X = Y eine bijektive stetige Abbildung zwischen metrischen Rdumen und sei X
kompakt. Dann ist die inverse Abbildung f~':Y — X stetig.

Beweis. Wir benutzen das topologische Kriterium fiir Stetigkeit (Satz 7.18). Sei U C X
offen. Wir zeigen, dass das Urbild (f~1)~1(U) = f(U) C Y offen ist.

DaU C X offenist, ist X\U C X abgeschlossen. Da X kompakt ist, ist X\U C X ebenfalls
kompakt (Satz 7.11). Dann ist nach Satz 7.22 auch das Bild f(X \ U) in Y kompakt und
insbesondere abgeschlossen (Satz 7.10). Da f bijektiv ist, gilt f(X\U) =Y\ f(U). Also ist
die Teilmenge f(U) C Y offen. O



208 7 Metrische Rdume und stetige Abbildungen

Definition 7.17. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : X — X heifit

kontrahierend (oder Kontraktion), wenn sie lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten

0 < L <1 st, das heifit wenn eine Konstante 0 < L < 1 existiert, so dass

d(f(z), fly)) < L-d(z,y) fiir alle v,y € X.

Fiir kontrahierende Abbildungen in vollstdndigen metrischen Raumen gilt der folgende sehr
niitzliche Fixpunktsatz, den wir fiir reelle Funktionen bereits kennen (Ubungsaufgabe 35,
Analysis 1).

Satz 7.24 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und f : X — X eine kontrahierende Abbil-

dung. Dann hat f genau einen Fixpunkt. Diesen Fixpunkt erhdlt man konstruktiv:

Sei xg € X ein beliebiger Punkt und x,, := fo...o f(xg) =: f"(xo). Dann konvergiert die
. S——

Folge (zy,) gegen den Fizpunkt von f. n—mal

Beweis. (1) Eindeutigkeit des Fixpunktes: Angenommen es existieren zwei Fixpunkte £
und 7 von f, dh. es gelte f(§) = £ und f(n) = n . Aus der Kontraktivitat von f erhélt

man

Da aber 0 < L < 1 gilt, folgt d(&,n) = 0, also £ = n.
(2) Existenz des Fixpunktes: Sei zp € X ein beliebig gewdhlter Punkt. Wir definieren

eine Folge von Punkten in X durch

Dann gilt

d(xn—I—l; xn) = d(f(xn)a f(xn—l))
<L d(l‘n,ﬂfn_l) =L- d(f(xn—l)v f(In—Q))
< L2 : d(xnfla 1‘7172) = L2 : d(f(évn*?)? f(l‘nf?)))
S L". d(l‘l, 1‘0).

Fiir n > m folgt mit der Dreiecksungleichung und der Formel fiir die geometrische Summe
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d(l‘n, xm) < d(l‘n, xnfl) + d(xnfla xnf2) +...+ d($m+17 xm)
< (Ln_l +...+ L") d(l’o,xl)
=L™ (LY + L'+ 4+ L™ - d(xo, 21)
1— L™

<L™m. ﬁ . d(l‘o,xl).
Da 0 < L < 1, ist (L") eine Nullfolge. Somit ist (x,) eine Cauchyfolge in X. Da der
metrische Raum X vollstandig ist, konvergiert diese Cauchyfolge gegen einen Punkt ¢
aus X. Wir zeigen nun, dass dieser Grenzwert ¢ der gesuchte Fixpunkt von f ist. Dazu

betrachten wir

d(f(£),¢)

IN

d(f(), zn) + d(zn,§)

d(f(&), f(zn-1)) + d(zn, )

< Ld(ﬁ,xn,l) +d(l'n7£) .
—_——— N —

—0 —0

Daraus folgt d(f(£),&) =0, also f(&§) =&. O

Abschlieflend beweisen wir einen Satz, der zeigt, dass alle Eigenschaften, die wir in diesem
Kapitel fiir den Euklidischen Raum R* bewiesen haben, auch gelten, wenn wir den R¥ mit

einer beliebigen Norm versehen.

Satz 7.25 Sei R* der Euklidische Vektorraum mit der Euklidischen Norm || - || und sei
N :RF = R eine weitere Norm auf RE. Dann gilt:

1. N :RF — R ist lipschitzstetig.

2. Fs existieren Konstanten a,b € R", so dass
a-|lz|| < N(x) < bz Ve RF.

Beweis. 1) Wir zeigen mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Normei-

genschaften die Existenz von b € RT:
k
Sei z € RF und z = > z;e; die Basisdarstellung von x beziiglich der kanonischen Basis
j=1
(e1,...,e) im R¥. Dann gilt:
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2) Fiir eine Norm N gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung
IN@) - N@)| < N@w—y) Va,yeRE, (7.1)

Dies folgt aus zweifacher Anwendung der Dreiecksungleichung fiir N:

>

N(z)=N(y+(z—y))

N(y) =N(z+(y —x))

< N(y) + N(z —y),
< N(2)+ Ny —2) = Nz) + N(z — y).

Durch Umstellen erhalten wir
+£(N(z) = N(y)) < N(z —y).

Also gilt (7.1).
3) N ist lipschitzstetig mit der Lipschitz-Konstanten b € RT, da

2) 1)
IN(z) = N()| < Nz—y) < b-lz—y| Vaz,yeR"

4) Wir zeigen die Existenz von a € R™:
Fiir x = 0 gilt die im Satz behauptete Ungleichung immer. Sei also x # 0. Dann gilt

V) =N () = el () 72

Da || ”m”‘ = =l — 1 liegt me7 1o der Euklidischen Sphiire Skl .= {y e R* | ||y|| = 1}.

Tl ™

Die Abbildung N : R¥ — R ist stetig und die Menge S*~! ¢ R* ist kompakt. Folglich
existiert das Minimum
a:=min{N(y) |y € ¥}

(Satz 7.22). Dann ist @ = N(p) fiir ein p € S¥~1, also a > 0. Aus (7.2) folgt dann

N(z) > ||z| -a Yz e R O

Als Konsequenz erhalten wir

Satz 7.26 Sei || - || die Euklidische Norm und N eine weitere Norm auf dem Vektorraum
R*. Dann stimmen alle topologischen Eigenschaften von (R¥,| -||) und (R*, N) iiberein.
D.h. fiir Folgen (z,) im R* und fiir Teilmengen A C R* gilt:

1. (xn) konvergiert gegen p in (R¥ || -|) <= (x,) konvergiert gegen p in (R¥,N).

2. (zy) ist Cauchy-Folge in (R*,||-|) <= () ist Cauchy-Folge in (R¥, N).

3. A ist offen (abgeschlossen, beschrinkt, kompakt, zusammenhdingend bzw. wegzusam-
menhdangend) bzgl. ||-|| genau dann, wenn A offen (abgeschlossen, beschrankt, kompakt,

zusammenhdangend bzw. wegzusammenhdngend) bzgl. N ist.

Insbesondere ist der normierte Vektorraum (RF, N) fiir jede Norm N wollstindig.
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Beweis. Aus der Abschitzung in Satz 7.25 folgt fiir die Kugeln K., (x,¢) bzgl. der Norm
|| - || und Kn(x,e) bzgl. der Norm N:

Key(xz,e) C Kn(z,b-¢)  und  Kn(z,e) C Keylx, 2) Ve>0.

Da Konvergenz von Folgen, Cauchy-Folgen, offene und beschriankte Mengen mittels
Abstéinden bzw. e-Kugeln definiert sind, folgt die Aquivalenz dieser Eigenschaften fiir
| - || und N. Abgeschlossene und kompakte Mengen sind durch Konvergenzeigenschaften
von Folgen charakterisiert. Folglich stimmen diese Eigenschaften fiir beide Normen tber-
ein. Der Zusammenhang ist durch offene Mengen, der Wegzusammenhang durch stetige
Abbildungen, also ebenfalls durch Konvergenzeigenschaften charakterisiert, folglich stim-

men auch diese Figenschaften fiir beide Normen iiberein. O






8

Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller

Variablen

Nachdem wir in Kapitel 5 die Differentialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen
behandelt haben, wollen wir uns jetzt mit Funktionen bzw. Abbildungen befassen, die von
mehreren reellen Variablen abhéingen, d.h. mit Abbildungen der Form f : U C R*¥ — R™,
Auch fiir solche Abbildungen werden wir einen Differenzierbarkeitsbegriff einfithren, der
der Abbildung f in jedem Punkt p € U eine Ableitung zuordnet. Aus den Eigenschaften
der Ableitung mdchte man wieder Schliisse fiir die Eigenschaften von f selbst ziehen.
Fiir eine Abbildung f : U ¢ R¥ — R™ ist die Ableitung im Punkt p € U eine lineare
Abbildung vom R in den R™. Lineare Abbildungen sind im Gegensatz zu beliebigen
Abbildungen sehr ”einfach”. Durch die lineare Struktur kann man mit ihnen sehr gut
umgehen (siehe die Vorlesungen iiber lineare Algebra). Wir kénnen also Methoden der
linearen Algebra benutzen, um mit Hilfe der Ableitungen analytische Eigenschaften von
beliebigen Abbildungen f : U € RF — R™ zu untersuchen. Uns interessieren dabei z.B.
folgende Fragen:

e Wie kann man lokale Extrema von Funktionen f: U ¢ R¥ — R finden?

e Wie kann man Tangentialebenen an Flichen im R3 berechnen.

e Wann gibt es Losungen der Gleichung f(z1,...,x;) = 0. Wie sieht Losungsmenge aus?
e Wie kann man einer Abbildung f : U C R*¥ — R* ansehen, ob sie (wenigstens lokal)

umkehrbar ist? Wann ist sie eine Koordinatentransformation?

Fiir die Differentialrechnung spielt neben der linearen Struktur der benutzen Rdume wieder
die Konvergenz von Folgen eine entscheidende Rolle. Wir versehen deshalb die Raume
R* bzw. R™ mit der Euklidischen Norm || - || und betrachten den dadurch induzierten
Konvergenzbegriff. Wie wir aus Kapitel 7.4 wissen, ist es fiir Konvergenzfragen allerdings

egal, welche Norm auf dem R¥ bzw. R™ wir benutzen.

In den Vektorrdumen R* benutzen wir oft die kanonische Basis (e1,...,ex), wobei
k
e;:=(0,...,0, 1 ,0,...,0) € R".
i.Stelle

Im folgenden seien die Definitionsbereiche U C R* der Abbildungen immer offene Teil-
mengen, d.h. jeder Punkt p € U ist ein innerer Punkt.
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8.1 Differenzierbare Abbildungen, das Differential, die
Richtungsableitungen und die partiellen Ableitungen

Bevor wir uns mit der Differenzierbarkeit von Abbildungen mehrerer reeller Variablen
befassen, erinnern wir uns nochmal daran, wie wir die Differenzierbarkeit fiir Funktionen
einer Variablen in Kapitel 5 definiert hatten:

Eine Funktion f: U C R — R heifit in p € U differenzierbar, wenn der Grenzwert

i S+ R) = f(p)

h—0 h

— f(p) €R (8.1)

existiert. Den Begriff des Grenzwertes kann man fiir Abbildungen mehrerer reeller Varia-

blen genauso definieren wie fiir reelle Funktionen einer Variablen.

Definition 8.1. Sei ¢ : U C R¥ — R™ eine Abbildunyg.
Man sagt: ¢ besitzt in g € U den Grenzwert y € R™, wenn fir jede Folge (x,) in U\ {q},
die gegen q konvergiert, die Bildfolge (¢p(x,,)) gegen y konvergiert.

Bezeichnung: lim ¢(x) = y.
T—q

Die Bedingung (8.1) ldsst sich auch schreiben als
J— _ / .
i PR f}(Lp) f'p) - _

=0
h—0

oder in der Form
fo+h)=fp)+ fp)h+rph),

wobei 7,(h) € R ein Fehlerterm ist, fiir den

tim 2% _
h—0 h

gilt. Die Zuordnung L :h € R — f/(p) - h € R ist dabei eine lineare Abbildung.
Das motiviert die folgende Definition fiir Abbildungen, die von mehrerer reellen Variablen

abhéngen:

Definition 8.2. Eine Abbildung f : U C RF — R™ heifit in p € U differenzierbar, wenn
eine lineare Abbildung L : RF — R™ existiert, so dass gilt

i @) — f(p) = L(R)
h—0 Rl

= 0. (8.2)

Die lineare Abbildung L : RF — R™ heifst Ableitung von f in p oder auch Differential von
finp. Wir bezeichnen die Ableitung bzw. das Differential mit L =: df,.
f:U CRF = R™ heifst differenzierbar, wenn f in jedem p € U differenzierbar ist."

! In den Ingenieurwissenschaften sagt man auch f ist in p total differenzierbar und nennt df, das totale

Differential von f in p.
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Die Bedingung (8.2) ist aquivalent zu
— flp) - L
)~ F) ~ L)

=0. 8.3
h—0 IRl (83)
Wir kénnen (8.2) auch in der folgenden Form schreiben:
. _1p(h)
f(p+h) = f(p)+ L(h) +ry(h) mit  lim =0. (8.4)
h—0 ||kl

Satz 8.1 Sei f: U C RF = R™ in p € U differenzierbar. Dann gilt:

1. Das Differential dfy, : RE — R™ st eindeutig bestimmd.
2. f ist in p stetig.
3. Sei f=:(f1,..., fm): U CRF = R™ die Komponentendarstellung von f.
Die Abbildung f ist genau dann in p € U differenzierbar, wenn jede Komponente

fi,--+, fm in p € U differenzierbar ist. In diesem Full gilt

dfy = ((df1)p, - - - (dfim)p)-

Beweis. Zu 1) Seien L, L : R¥ — R™ zwei lineare Abbildungen mit

flo+h) = f(p) = L(h) +rp(h) = L(h) +7p(h)

3 rp(h) _ 1 Tp(h) _
und %li% i 7%_% i = 0. Dann folgt

= 0. (8.5)

)
o IR

Da beide Abbildungen linear sind, gilt L(0) = L(0) = 0. Sei nun z € R¥, 2 # 0 und

t € RT. Wir setzen in (8.5) h := ta mit t — 0" ein. Wegen der Linearitéit von L und L

erhalten wir
0= iy L2 —L{te) . L(z) ~ L(z) _ L(z) ~ L(z)
0+ |tz || 0+ ]| T

Also ist L(z) = L(z) fiir alle z € R,
Zu?2) Sei f:U C R¥ — R™ in p € U differenzierbar. Wir benutzen das Folgenkriterium,

um die Stetigkeit von f in p € U zu zeigen. Sei (x,) eine gegen p konvergente Folge in U

und z, # p. Dann gilt nach Dreiecksungleichung

1£@a) = O < £ (@n) = £0) = Llww — )l + [ La — )]
1)~ S) — Laa — )]

o = ol + | Lo~ )]
5 - —0 —0
¢

Die ersten beiden Konvergenzen folgen aus der Definition der Differenzierbarkeit und der

Stetigkeit der Norm. Fiir die dritte Konvergenz benutzen wir aulerdem die Stetigkeit der
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linearen Abbildung L. Folglich konvergiert die Folge (f(z,)) gegen f(p), d.h. fistinp € U
stetig.
Zu 3) Die Bedingung

iy d P+ — f(p) = L(h)

70 7] =0

fiir eine Abbildung L : RF — R™ ist dquivalent zur Bedingung an die Komponenten

i 1P+ 1) = £i(p) = Lj(h)
h—0 12l

=0 Vi=1,....m,

wobei L =: (Li,..., Ly) die Komponenten von L bezeichnen. L : R¥ — R™ ist genau
dann linear, wenn alle Komponenten L; : R* — R linear sind. Somit ist f genau dann

in p differenzierbar, wenn alle fi,..., f;, in p differenzierbar sind und es gilt df, = L =
(L1, ..., L) = ((df1)p, - -, (dfm)p)- O

Beispiel 1: Fiir Abbildungen f : U C R — R™, die nur von einer reellen Variablen
abhéngen, stimmen die bisherigen Ableitungsbegriffe iiberein, wenn man den Vektorraum
R™ mit den linearen Abbildungen L(R,R™) identifiziert. Es gilt:

()= f(p)-1=df,(1) e R™

Beispiel 2: Das Differential einer linearen Abbildung.

Eine lineare Abbildung L : R¥ — R™ ist in jedem Punkt p € R* differenzierbar und es gilt
dL, = L fiir alle p € R¥:

Beweis: Wegen der Linearitat von L gilt

po L) — L) = L(h) _ | L(p) + L(h) — L(p) — L(h)
h—0 Al h—0 Al

)

= lim — =0.
h=0 ||h
~—~

L erfiillt also die Bedingungen fiir das Differential, folglich ist L = dL,,. =0

Definition 8.3. Sei f : U C R¥ — R™ eine Abbildung und a € R¥ ein fizierter Vektor.
Man sagt: f besitzt in p € U eine Ableitung in Richtung a, falls der Grenzwert

Vaf(p) = lim flp+ ta;) — /()

e R™ (hier istt € R)

existiert. Dieser Grenzwert heifit die Richtungsableitung von f in Richtung a an der Stelle

p.

Bei der Richtungsableitung wird die Abbildung f also nur entlang des Geradenstiickes
{p+ta|te(—¢e,e)} CU betrachtet. Bezeichnet ¢, : (—g,¢) — R™ die Abbildung

pa(t) :== f(p+ta),

so gilt

Vaf(p) = lim 2020y )
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Satz 8.2 Ist f : U C R¥ = R™ inp € U differenzierbar, so besitzt f in p in jeder Richtung
a € R die Richtungsableitung und es gilt

dfp(a) = Vaf(p).

Beweis. Sei f in p differenzierbar, df, : R*¥ — R™ das Differential und a € R¥. Fiir a =0
folgt die Behauptung aus der Linearitat von df,,. Fiir a # 0 betrachten wir h = ta. Dann

gilt nach Definition der Differenzierbarkeit und der Linearitat von df):

0= i @ Hta) — fp) —dfp(ta)ll _ 1 . |Ifle+ta) — f(p) it ().
t—0 ||tal] |lal]| t—0 t
Damit existiert
Vaf(p) = lim TR IO g ]

Beispiel 3: Eine Abbildung kann in einem Punkt p alle Richtungsableitungen besitzen,
ohne in diesem Punkt differenzierbar zu sein.
Wir betrachten dazu die Funktion f : R? — R, definiert durch

2o falls (x,y) # (0,0),
Tyy) =4 &F
f=v) L)y falls (z,y) = (0,0).

Die Funktion f ist im Punkt p := (0,0) nicht stetig, also auch nicht differenzierbar. Um

dies einzusehen, betrachten wir die Folge (a,) mit a, := (n%, 1). Dann gilt
1
an:(#’%) —>(O)O)7 f((ln) = = % — %;éf((0,0))

T
Folglich ist f in p = (0,0) nicht stetig.
Es existieren aber alle Richtungsableitungen V, f(p). Ist a = (0,0), so folgt aus der Defi-
nition sofort Vaf(zo) = 0. Fiir einen beliebigen Vektor a = (a1, az) € R? mit a # (0,0)
gilt:

flp+ta)— f(p)  flta) ta103 mad i { a1 # 0,

p—y = = H
¢ ¢ t(t%a? +t*a3) a3+ t%aj 0 a;=0.

Somit existiert Vaf(p) fiir alle a = (a1, az) € R2.

Wichtige Richtungsableitungen sind die Richtungsableitungen in Richtung der Koordina-

tenachsen, d.h. in Richtung der kanonischen Basisvektoren eq,...,ej; des R¥.

Definition 8.4. Sei f : U C R¥ — R™ eine Abbildung und p € U.
Man sagt: f besitzt in p € U die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate, wenn die
Richtungsableitung V., f(p) von f in p in Richtung e; existiert.

Bezeichnung:
of , . . flp+te) = fp) m
%i(p) = Ve, f(p) = lim " € R™

f heifst partiell differenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen

Dar Dz0 0 oy - U CRY = R™ existieren.
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Seip= (p1,...,px) und ; : (p; —,p; +¢) C R — R™ die Funktion

QD’L(J;) = f(p17 s s Pi—1, T, Pig1,y - - 7pk)

Dann gilt nach Definition

L) = ¢l(r)

Dies motiviert den Namen partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate. Man halt alle
Koordinaten aufler der ¢-ten fest und leitet im iiblichen Sinne nach der i-ten Koordinate
ab.

Beispiel 4: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R, definiert durch f(z,y) = sin(zy?).

Die partiellen Ableitungen sind dann

ai 2 2 ﬁ _ 2
5 (&Y) =y~ cos(zy”) und 3y (z,y) = 2zy cos(zy”).

Satz 8.3 Ist f : U ¢ RF — R™ in p € U differenzierbar, so existieren die partiellen

Ableitungen g—fl(p), cel, %(p) und es gilt
Lo of | k
dfp(h) = h;- oo (P, wobei h=(hy,....hy) € RE. (8.6)
i=1 !

Beweis. Nach Satz 8.2 wissen wir, dass die Richtungsableitungen V., f(p), und somit die

partiellen Ableitungen von f in p € U existieren. Aulerdem folgt aus der Definition der

k
partiellen Ableitungen fir h = (hy,..., hx) = > hie;i:
i=1

k

k k
dfy(h) = dfy (- hiei) =D hi- dfpler) = > b gj (p).
i=1 i=1 ¢

i=1 O

Mit der Formel (8.6) kann man die Differentiale einer differenzierbaren Abbildung mit Hilfe
der partiellen Ableitungen ausrechnen. Es gilt aber noch mehr! Die partiellen Ableitungen
sind ein wichtiges Hilfsmittel, um festzustellen, ob eine Abbildung f : U ¢ RF — R™
tberhaupt differenzierbar ist. Wir wissen aus Beispiel 3, dass die partiellen Ableitungen
existieren konnen, ohne dass die Abbildung differenzierbar ist. Es gilt aber folgender star-
ker Satz.

Satz 8.4 (Hauptkriterium fiir Differenzierbarkeit)
Sei f: U C R¥ — R™ eine Abbildung und p € U.
Wenn die partiellen Ableitungen aanl’ el % :U C R = R™ (auf der gesamten Menge

U!) existieren und im Punkt p € U stetig sind, dann ist f in p € U differenzierbar.
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Beweis. Auf Grund von Satz 8.1, Punkt 3) geniigt es, die Behauptung fiir reellwertige
Abbildungen zu beweisen. Sei also nun f : U C R* — R reellwertig, p = (p1,...,px) und
h = (hi,...,h;) € R¥ so klein, dass h € K(p,e) C U. Dann gilt

flp+h)—fp)=f 1+ hi,p2....08) — f(P1,-- - Dk)
+ f(p1 + h1,p2 + ho,p3,....pk) — f(p1r + i, P2, - PR)
+ f(p1 + hi,p2 + ho,p3 + h3,pa, ..., pr) — f(p1 + h1,p2 + ho,p3, ..., k)

+ fp1+he, ..ok +he) = f(pr+h1, . 1+ hi—1,Pk) -

Wir betrachten die Funktion ¢1(z) := f(x,p2,...,pr). Nach Voraussetzung existiert die
Ableitung ¢ (z) = g—afl(m,pg, ...,pr) fir alle z zwischen p; und p; + h1. Wir wenden den
Mittelwertsatz der Differentialrechnung auf ¢1 an, und erhalten eine Zahl &; zwischen p;

und py + h1, so dass gilt
of
f(pl +h’17p27' )pk) - f(plu 7pk) = hl . 87"1:1 (51)]725” 7pk) .
Analog existiert fiir alle j € {2,...,k} ein & zwischen p; und p; + hj, so dass gilt
fpr+hy,.oopj+hjpjra,-o o pe) — f(p1+ P, pj1 + o1, P P41, - -, PE)

0
=hj- 9f (pr+h1,.. o pjm1 + hjo1,&, D1, - Dk )
83:]-

=:¢j=c;(h)
Folglich gilt N ) .
of of of
flp+h) - Zhj Zha'%@) + Z%'(%(Cﬂ—%@))-
j=1 j=1 J j=1 J J
=:L(h), L linear =:1p(h)
Es bleibt zu zeigen, dass h im h}ﬁ) = 0. Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhal-
ten wir: N
of CSU
< .
Iro(B)| = | 2o ( DR 0| I LR !
=:bj =b;(h)

wobei b := (by, ..., by). Folglich gilt
Irp(W)]
0< < ||b(h)]|-
17|
Fiir h — 0 gilt ¢j(h) — p und somit wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen in p
auch b;(h) — 0, also ||b(h)|| — 0. Daraus folgt

L (B

h—0 || ]|

Folglich ist f in p € U differenzierbar und es gilt

dfp(h Z hy (%U
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

1. Zur Erinnerung: Fiur eine reelle differenzierbare Funktion, die von einer Variablen
abhdngt, beschreibt man mit Hilfe der Ableitung die Tangente an den Graphen von f.
Sei f:U C R — R eine differenzierbare Funktion. Dann ist ihr Graph eine Kurve im R?:

K :={(z, f(x)) |z €U} C R?

Sei p € U. Die Tangente an K im Punkt P := (p, f(p)) ist der Graph der Funktion
Ti(f,p) : R — R mit

Ti(f,p)(x) == f(p)+ f'(p)(z —p) (1. Taylorpolynom = Tangentenfunktion),

d.h.

P+R-(1,f(p) R

Tangente Tanp K

......................................................

Kurve K

s
/

ry
2 g

/ 0 p p+h

2. Fiir eine reelle differenzierbare Funktion, die von zwei Variablen abhdngt, beschreibt
man mit Hilfe der Ableitung die Tangentialebene an den Graphen von f.
Sei f: U C R? = R eine differenzierbare Funktion. Der Graph von f ist in diesem Fall

eine Fliche im R3:
F={(z,y, f(z,y)) | (x,y) €U} CR®.

Sei p € U und df), : R? — R das Differential von f in p. Fiir jeden Vektor a € R? mit
a # 0 betrachten wir die Funktion

¢a:t € (—¢c,e) = f(p+ta),

die das Verhalten von f entlang des Geradenstiickes {p+ta |t € (—¢,e)} C U beschreibt.
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Der Graph K, von ¢, ist eine Kurve auf der Flache F', die durch den Punkt P = (p, f(p)) =
(p, va(0)) lauft. Wir wenden 1) auf die Funktion ¢, an und erhalten fiir die Tangente an
K, im Punkt P = (p, f(p))

TanpKa = {(p + ta, 0a(0) + ¢, (0) - t | t € R}
={(p+ta, f(p) + Vaf(p)-t|t €R}
={(p. f(p)) +1t- (a,dfp(a)) |t € R}
=P+R-(a,dfy(a)).

Die Ebene, die von allen diesen Tangenten Tanp K, fiir a € R?, gebildet wird, nennt man
die Tangentialebene an die Fliche F' im Punkt P und bezeichnet sie mit TanpF'. Fiir die
Tangentialebene gilt also:

TanpF' = P+ {(a dfy(a)) | a € R*}
Basisene: p_ . (1,0, %(P)) +R-(0,1, %(p)), (8.7)

Vielen Dank an Christoph Stadtmiiller fiir die beiden Flachenbilder.
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Die Tangentialebene an die Flache F' im Punkt P kann man ebenfalls als Graph des
1. Taylorpolynoms Ty(f,p) : R> — R beschreiben:
Das 1. Taylorpolynom ist in diesem Fall ein Polynom vom Grad 1 in den zwei Variablen

x und y:

Ty(f,p)(w,y) == f(0) + @)@ —p1) + 5L W)y —p2) (1. Taylorpolynom
= Tangentialebenenfunktion).

Aus (8.7) folgt fiir die Tangentialebene durch Einsetzen der Parameter z — p; und y — po

TanpF = {(,y, f(p) + L) (= — p1) + L)W — p2) | (z,) € R?}.

Wir werden auf die Taylorentwicklung fiir Abbildungen, die von mehreren Variablen

abhéngen, in Abschnitt 8.4 zuriickkommen.
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8.2 Kettenregeln und Mittelwertsatze

Fiir die Differentiale gelten die gleichen Rechenregeln wie fiir die Ableitungen von Funk-

tionen einer reellen Variablen.

Satz 8.5 (Rechenregeln fiir Differentiale)
Seien f,g:UCRF 5 R™, ¢,¢:UCRF >R undpeU.

1. Sind f und g in p differenzierbar, so ist f + g in p differenzierbar und es gilt

d(f + 9)p = dfp + dgp.

2. Sind f und ¢ in p differenzierbar, so ist ¢ - f in p differenzierbar und es gilt

d(e - f)p = dep - f(p) + #(p) - dfp-
3. Sind f und ¢ in p differenzierbar und ¥ (p) # 0, so ist % in einer Umgebung von p

definiert, in p differenzierbar und es gilt

N _dfpvp) — f(p) - diy
d(¢>p B Y(p)? .

Beweis. Die Aussagen 1) und 2) beweist man durch Nachpriifen der Bedingung (8.4). Die

Aussage 3) folgt aus der Produktregel 2) und der bereits bekannten Quotientenregel fiir

Funktionen einer Variablen:

(1) = (LY 0y =0t

Wir lassen die Ausfithrung als Ubungsaufgabe. a

Satz 8.6 (Kettenregel fiir Funktionen mehrerer Variablen)
Sei f:U CRF = R™ inp differenzierbar, g : V C R™ — R" in q:= f(p) differenzierbar
und f(U) C V. Dann ist die Verkniipfung go f : U C RF = R™ in p differenzierbar und
es gilt

d(g © f)p = dgf(p) © dfp-

Fiir k =1 gilt insbesondere: (g o f)(p) = dgs) (f'(p))-
Beweis. Wir setzen L := df, und L= dgq und betrachten die Abbildungen
o(x) = f(z) = f(p) — L(z = p),

U(y) = g(y) — 9(a) — L(y — q),
o(x) = (go f)(z) = (go f)(p) — (Lo L)(z — p).

Nach Voraussetzung gilt

lim () =0 und lim {40) =
z=p |z —pl| v=a [ly — gl

0. (8.8)
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Es ist zu zeigen, dass lim Iz ol )H 0 gilt. Da

T—p

o(x) = g(f(x)) — g(f(p)) — L(L(z — p))
= g(f(2)) — g(q) = L(f(x) = f(p)) — p(2))
= g(f(2)) — g(q) = L(f(x) — q) + L(p())
= ¥(f(x)) + Lp(x)),
geniigt es dazu 31:13}; Hfﬂ(ff(ﬁ)” =0 und :1«153; Hlﬁi (p‘)R” = 0 zu zeigen. Wir benutzen dazu

die Abschiitzung von ||L(z)|| und || L(¢(z))|| durch die Operatornormen. Da L : RF — R™
und L : R™ — R” linear sind, gilt fir alle x € U

L) <L) - llzl] - und
IZ(p@@)l < IZI] - llp ()],

wobei ||L| und || L] die Operatornormen von L bzw. L sind (siche Ubungsaufgabe 23,
Analysis 2).
1) lim L (e())ll

=0, denn
T—p ”1pr ’

L
0 < lim M < ”LH lim ()| _
z—p ||z —pl| a—p ||z — p|
=0 nach (8.8)

2) lim LU — 0,

T—p | _p‘

Nach (8.8) gilt l1m ||||w(y)‘|‘| = 0. Folglich existiert fiir jedes € > 0 ein 6 > 0, so dass

[W(f@)l <e-lf(z) —qll firallex € Umit |[f(z) - q]| <.
Da f in p stetig ist, existiert ein §; > 0, so dass
|f(x) —q| <6 firalle x € U mit ||z — p|| < d1.

Fiir z € U mit ||z — p[| < 0y gilt also

[P(f @Dl <e-[If(2) =gl = e - llp(2) + Lz = p)|
<e-lle@)ll+e- L] - [l=—pl

und damit

el o le@)ll

<
e =2l [z = pl|
————

—0 firz —p

e L V]z—p|<ér

Wir erhalten daraus

0 < limsup ————+— lv(f ( i < e-||L] Ve>0

wop 1z = pll
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und somit

(@)l

=0.
5 lz—pll
Damit ist die Kettenregel bewiesen.
Ist k=1,s0ist go f: U C R — R"™ eine Funktion, die nur von einer reellen Variablen
abhéngt. Dann erhalten wir die folgende spezielle Form der Kettenregel fiir die Ableitung

in p:

(go f)(p) = (go f)(p)-1=d(go f)p(1) = dgsw) (dfp(1)) = dgir) (f'(0))-

Satz 8.7 (Kettenregel fiir partielle Ableitungen)

Seien gi1,...,gn : U CRF 5 R reellwertige Funktionen, die in p € U differenzierbar sind.
Sei V. C R"™ eine offene Menge mit (g1,...,9,)(U) CV und f:V C R* — R™ eine in
(91(p), -, gn(p)) differenzierbare Abbildung. Dann ist die Abbildung F : U C R¥ — R™,

F(x):= f(gl(aj), ces ,gn(:n)),

i p € U differenzierbar und fir ihre partiellen Ableitungen gilt
- af dg, :
:E — ce ey On : , =1,....k
8IE1 ay] gl y g (p)) 8$z (p) t

J=1

Ist k =1, so gilt insbesondere:

=> U (). 0n)) - g;(p).

J=1 Yi

<.

Beweis. Wir betrachten g : U C R¥ — R" definiert durch g(z) := (g91(2),...,gn(x)).
Dann gilt F' = f o g und nach Kettenregel fiir die Differentiale dF}, = df(,) o dgp. Fiir die
partiellen Ableitungen folgt daraus

OF -
o (p) = dFyp(es) = dfyp) (dgp(e:)) = dfy) (Z; dg;)p )
iz

"L dg; 0g;
=dfg(p)( 2 871(19)-6]-) = Haai(p)-dfg(p)(ej)

Z 25 (0)- 21 (4l

8yj

Mit Hilfe der Kettenregeln kann man den Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen (Satz 5.8)

verallgemeinern.
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Satz 8.8 (Mittelwertsitze fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen)

1. Sei f : U C R™ — R eine differenzierbare reellwertige Funktion und x,y € U zwei
Punkte in U, fir die die gesamte Strecke Ty zwischen x und y ebenfalls in U liegt.
Dann existiert ein £ € Ty mit £ # x, £ # y, so dass

fy) = f(o) = dfe(y — ).

2. Sei f : [a,b] = R"™ stetig und auf (a,b) differenzierbar, dann existiert ein n € (a,b), so
dass

1) = fl) < [IF' ) - (b= a).

Beweis. Zu 1) Wir betrachten die reelle Funktion ¢ : [0, 1] — R definiert durch

p(t) = flz+1(y — 2)).
Nach Voraussetzung ist ¢ auf [0, 1] differenzierbar. Daher exis-

tiert nach dem Mittelwertsatz von Lagrange ein 6 € (0,1) mit

p(1) = (0) = ¢'(0) - (1 - 0) = ¢'(0). U cR”

Nach Definition von A und aufgrund der Kettenregel ist dies dquivalent zu

Fw) = F() = h(1) = h(O0) = W(6) = dfy, 4 gy — ) (v —2) = AT (E)y — )
T

Zu 2) Wir betrachten die reelle Funktion ¢ : [a,b] — R, definiert durch das Skalarprodukt

¢ ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz von Lagrange

existiert ein n € (a,b) mit

¢(b) = ¢la) = (b—a) - ¢'(n) = (b —a) - {f(b) = f(a), f'(n)).

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann

|6(0) = ¢(a)l < (b —a) - [(f() = fa), /(M) < (b—a)- [ £(b) = F@)ll - ILF ().

Andererseits ist

¢(b) — p(a) = (f(b) — f(a), f(b) — f(a)) = | f(b) = fla)]*.

Daraus folgt die Behauptung

1F(0) = (@)l < (0= a) [l ().

Wir betrachten zwei Anwendungen der Mittelwertsatze.
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Satz 8.9 Sei f : U C RF — R™ differenzierbar und U offen und wegzusammenhingend.
Dann ist die Abbildung f genau dann konstant, wenn df, =0 fir allep € U.

Beweis. Wegen Satz 8.1 3) geniigt es, die Behauptung fiir jede Komponente von f, d.h.
fiir reellwertige Funktionen zu beweisen. Sei also oBdA f: U C RF — R.

(=) Wenn die Abbildung f konstant ist, so gilt fiir die Richtungsableitung in jedem
Punkt p € U und in jeder Richtung a € R¥

dfy(a) = Vaf (p) = lim flo+ t? —flp) - ?

Somit ist df, = 0 fiir alle p € U.

(<=) Sei df, = 0 fiir alle p € U und sei g € U ein fixierter Punkt. Da U offen ist,
existiert ein (zg) > 0, so dass K (xg,e(zp)) C U. Die Kugel ist konvex, folglich liegt fiir
jedes z € K(xg,e(x0)) mit z # xg die Strecke Tz ebenfalls in K (zg,e(zp)). Nach Satz 8.8

existiert ein £ € Tz mit

F(2) = flzo) = dfe(z — o) "2 0.

Folglich ist f auf der Kugel K (zg,e(xp)) konstant mit dem Wert f(xg).

Seien nun p, q € U beliebige, aber fixierte Punkte. Da U wegzusammenhéngend ist, exis-
tiert eine stetige Abbildung o : [0,1] — U C R¥ mit 0(0) = p und o(1) = g. Die Menge
der Kugeln {K (o (t),e(0(t)) }1efo,1) iiberdeckt o([0,1]). Da [0, 1] kompakt und o stetig ist,

ist auch ([0, 1]) kompakt.
Folglich findet man endlich viele dieser

Kugeln K(o(t1),e1),...,K(o(t,),er),
die die Menge o([0,1]) bereits iiberde-
cken (ﬁbungsaufgabe). Auf jeder dieser
Kugeln gilt aber

f|K<o(tj),5].) = konst. = f(U(tj)),

Daraus folgt

f(p) = flo(tr)) = f(p1) = fo(t2)) = f(p2) = ... = flo(tr)) = f(q),
mit p; € K(o(t;),e:) N K (0 (tit1),€i41). Folglich ist f auf U konstant. O
Man kann zeigen, dass offene und zusammenhingende Teilmengen U C R¥ auch wegzu-

sammenhangend sind. Satz 8.9 gilt deshalb auch fiir offene, zusammenhéngende Mengen
U C Rk

Satz 8.10 Sei f : U € RF — R™ eine differenzierbare Abbildung und U eine offene und

konveze Menge. Es existiere eine Konstante C € RT, so dass

ldfpl <C  Vpel,
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wobei ||dfy| die Operatornorm von df, bezeichnet. Dann gilt

If@) —f@I<C-ly—=zl Vaz,yel
Insbesondere ist f auf U lipschitzstetig.

Beweis. Seien x,y € U fixiert. Wir parametrisieren die Strecke von x nach y durch
v :10,1] = U mit y(¢) := = + t(y — =) und betrachten die Abbildung g : [0,1] — R™ mit
g(t) :== f(v(t)). Dann gilt nach Kettenregel

gl(t) = dfx-‘rt(y—x) (y — )

und daher
19" O < Nl dforey—a)ll - ly =l <C-lly =2l VYt e0,1].

Aus dem Mittelwertsatz (Satz 8.8, 2) folgt die Existenz einer Zahl n € (0,1) mit

1) = fF@)l = llg(1) = gO)] < llg' (Il < C - |ly — ]|

8.3 Die Jacobi-Matrix, der Gradient und die Hesse-Matrix

Sei f:U C R¥ — R™ eine in p € U differenzierbare Abbildung und dfp : R*F — R™ ihr
Differential in p. Aus der Vorlesung Lineare Algebra ist bekannt, dass man lineare Abbil-
dungen durch Matrizen beschreiben kann, wenn man im Urbild- und im Bildvektorraum
jeweils eine Basis fixiert. Wir konnen das Differential df,, also auch durch eine Matrix
angeben.

Wir fixieren dazu in den Vektorriumen RF¥ und R™ jeweils die kanonischen Basen
(e1,...,ex) bzw. (é1,...,éy). Dann entspricht jeder linearen Abbildung A : RF — R™
die (m x k) — Matrix [A] := (A;;), definiert durch

Alej) ::ZAijéz' j=1,...,k.
i1

In der j-ten Spalte der Matrix [A] stehen die Komponenten des Vektors A(e;) € R™ bzgl.

der kanonischen Basis (é1,...,éy,) im R™. Der Anwendung der linearen Abbildung A auf
k
den Vektor x = Y xje; = (21,...,7x) € R¥ entspricht dabei die Anwendung der Matrix
j=1

[A] = (A;;) auf den Spaltenvektor (z1,...,zg)"

RE _A. gm
transponieren = tl lt =transponieren
[A]

RF —% R™ .



8.3 Die Jacobi-Matrix, der Gradient und die Hesse-Matrix 229

Sei f = (f1,..., fm) die Komponentendarstellung von f. Dann gilt fiir das Differential
dfy : RF — R™:

9 -~ Of; . .
dfp(e;) = axf;(l)) Zzaij(p)'ei j=1,...,k

Die zu df,, gehérende Matrix [df,] hat also die Form

g (0) G . k)
_| W FEw . R | _ (ot ) o of'
[dfp] = d: 8: d: _(i3a:1p 87332() M(P))
Er (N S GO ()

Definition 8.5. Sei f : U C R¥F — R™ eine Abbildung, die in p € U partiell differeren-

zierbar ist und seien f = (f1,..., fm) thre Komponenten. Dann nennt man die Matriz

ity= (520,

)
J

1,...,m Zeilen
1,...,k Spalten

Jacobi-Matrixz von f im Punkt p.

Ist f:U C R¥ — R™ in p € U differenzierbar, so gilt also [df,] = Jf).

Eine besondere Bedeutung haben die Vektoren, die in den Zeilen der Jacobi-Matrix auf-

treten.

Definition 8.6. Sei f : U ¢ RF — R eine reellwertige Funktion, die im Punkt p € U
partiell differenzierbar ist. Dann heifit der Vektor

0 0 0
gradf(p) = (ajl@, 2 oo 8;;@)) e R*

Gradient von f im Punkt p € U.

Fiir reellwertige partiell differenzierbare Funktionen f : U C R¥ — R stimmt die Jacobi-
Matrix also mit dem Gradienten iiberein:

of

Jfp = gradf(p) = (87:101

,...,(;Z(p)).

Die Jacobi-Matrix einer partiell differenzierbaren Abbildung f : U € R¥ — R™ mit den
Komponenten f = (fi,..., fm) schreibt sich durch die Gradienten der Komponentenfunk-

(p)

tionen in der Form:

grad f1(p)

7, = grad;fQ ()

grad f,,(p)
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Der folgende Satz erklért die geometrische Bedeutung des Gradienten einer Funktion. Ist
f:U c RF = R in p differenzierbar, so gilt fiir alle a = (ay,...,a;) € R* mit dem
Euklidischen Skalarprodukt (-, -)

k
of
dfp(a) => g(p) -aj = (gradf(p),a). (8.9)
j=1 """
Wir erhalten daraus folgende geometrische Interpretation von gradf(p):

Satz 8.11 Sei f: U C RF = R inp € U differenzierbar.

1. gradf(p) = 0 genau dann, wenn df, = 0.

2. Ist gradf(p) # 0, so gibt gradf(p) € R* diejenige Richtung an, in der die Funktion
f im Punkt p am schnellsten wdchst, d.h. diejenige Richtung mit dem gréfiten Funk-
tionsanstieg.

3. Sei ¢ € R im Bild von f und bezeichne M. := {x € U | f(z) = ¢} die Niveaufldche
von f zum Niveau c. Ist p € M, ein Punkt auf dieser Niveaufliche undy: 1 C R — M,
eine differenzierbar Kurve mit y(tg) = p und Spur in M., dann gilt:

v'(to) L gradf(p),

d.h. der Vektor gradf(p) steht senkrecht auf allen Tangenten an die Niveaufliche M,
mm Punkt p.

Beispiel: Hohenlinien
Wir betrachten zur Illustration von Satz 8.11 die Abbildung, die die H6he eines Ortes iiber
dem Meeresspiegel angibt:

f:UCR? —R
(z,y) — Hohe des Ortes tiber dem Meeresspiegel.

Dann sieht man die Niveauflichen von f als Hohenlinien auf der Landkarte.

ZL

Beweis von Satz 8.11 Zu 1) Das folgt unmittelbar aus (8.9), da das Euklidische Skalar-
produkt nicht ausgeartet ist.

Zu 2) Sei a € R" mit ||a|| = 1. Dann folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
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CcSU
Vaf(p) = (gradf(p),a) < |lgradf(p)[ - [lall = llgradf(p)]l (%)

Der maximal mogliche Wert von V, f(p), wenn man die Vektoren a mit ||al| = 1 durchlauft,
kann also hochstens gleich ||gradf(p)|| sein. In der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (*)
wird aber die Gleichheit angenommen, und zwar genau dann, wenn die auftretenden Vek-
toren linear abhéngig sind und in die gleiche Richtung zeigen, d.h. genau dann, wenn

a= %. Die Richtung mit dem groéffiten Funktionsanstieg ist also diejenige, in die

der Vektor gradf(p) zeigt.

Zu 3) Sei~ :I — M, eine differenzierbare Kurve mit v(¢p) = p und Spur in M,. Dann
gilt f(y(t)) = ¢ fur alle t € I. Nach der Kettenregel ist dann

0= (fo7)(to) = dfp(7'(to)) = (gradf(p),7'(to))-

Also steht der Gradient gradf(p) senkrecht auf dem Tangentialvektor +/(to). O

Wir definieren als nachstes die partiellen Ableitungen hoherer Ordnung.
Sei f: U C RF¥ — R™ eine Funktion, fiir die die partielle Ableitung %i :U C RF - R™
existiert. Wenn die partielle Ableitung der Funktion % : U € RF — R™ nach der j-ten

Koordinate existiert, so bezeichnet man sie mit

*f_ 0 (o]
8.%']'8%'1' T 8xj (3.’BZ '

Auf diese Weise entstehen partielle Ableitungen hoherer Ordnung. Die Funktion
871]0 o ( an—lf

al’in .. '837i1 8a:in 83:2‘”_1 s 81:,‘1

):UCR'“—MR{’"

heiBit (falls sie existiert) n—te partielle Ableitung von f nach den Variablen z;,, ..., z;

n*

Leitet man n-mal nach der gleichen Variablen ab, so schreibt man zur Abkiirzung

of _of
Ox;---O0x;  Oxl

2

Definition 8.7. Eine Funktion f : U C R¥ — R™ heifst n-mal stetig differenzierbar
(C™-Funktion oder von der Klasse C™) mit n € N, wenn alle partiellen Ableitungen von f

der Ordnung < n existieren und stetig sind.

Bezeichnung: C"(U,R™):={f:U — R™| f C™-Funktion}.
Offensichtlich gilt fiir n € N
C™(U,R™) c C" YU, R™) c C"2(U,R™) C ... C C°(U,R™).

Beispiel: Sei f: R? — R die Funktion f(z,y) := 23y

Dann erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung
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0 0

afi(w,y) = 327y, a‘;;(w,y) = 22%y

8? 92 f 82 f af
@(may) :6l‘y2, 87y2($7y) :2l‘3, ayax(xay) :6$2y: M(:E?y)

f ist also 2-fach stetig differenzierbar. In diesem Beispiel sind die gemischten 2. partiellen

Ableitungen unabhénig von der Reihenfolge der Differentiation.

Im Allgemeinen héngen die partiellen Ableitungen von der Reihenfolge der Variablen ab,
nach denen abgeleitet wird (siehe Ubungsaufgabe 29). Der folgende Satz gibt eine hinrei-
chende Bedingung dafiir an, dass man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertau-

schen kann.

Satz 8.12 (Lemma von Schwarz)
Sei f: U C RF — R™ eine n-mal stetig differenzierbare Abbildung. Dann sind alle parti-
ellen Ableitungen der Ordnung < n unabhdngig von der Reihenfolge des Differenzierens .
Insbesondere gilt fiir f € C2(U,R™)

0’ f 0% f

8xi8x]~ N 81‘]8$Z '

Beweis. Es genligt wieder, die Behauptung fiir reellwertige Funktionen zu zeigen. Aufler-
dem geniigt es, die Behauptung fiir die 2. partiellen Ableitungen zu zeigen. Die Behauptung
fiir die partiellen Ableitungen héherer Ordnung beweist man dann durch Induktion. Bei
den 2. partiellen Ableitungen 148t man bis auf zwei Variablen alle anderen fest. Es gentiigt
also fiir jede C2-Funktion f: U Cc R? - R

82 f &2 f

a$1al‘2 N 81‘281’1

zu zeigen. Das werden wir jetzt tun. Sei p = (p1,p2) € U und seien h = (hy, hs) € R? so
gewdhlt, dass hy,he # 0 und h € K(p,e) C U.
Wir betrachten die Funktion ¢(z) := f(z, pa+ h2) — f(z,p2). Dann ist ¢ auf dem Intervall
[p1 — |h1], p1 + |h1]|] differenzierbar. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein &; zwischen p;
und p1 + h1, so dass gilt

e(p1+h1) —o(p1) = b - @' (&)

Sei nun
F'(h1,h2) = f(p1 + h1,p2 + ha) — f(p1 + h1,p2) — f(p1,p2 + h2) + f(p1,p2).
Dann gilt
F(h1,ha) = (p1+ M) — ¢(p1) = h1 - ¢'(&1)

0 0
=hy <83£(§1’p2 + h) — ai(fbm)) .

Da die Funktion 887{61 auf U nach der 2. Variable differenzierbar ist, konnen wir den Mit-
telwertsatz auch auf die Funktion %(fl, -) anwenden. Es existiert also ein & zwischen py

und po + ho, so dass
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f
Dr90x1
Verfahrt man analog mit der Funktion ¢ () := f(p1 + h1,2) — f(p1, ), so existieren nach

F (hl, h2) =hy-ho- (51»62) (*)

dem Mittelwertsatz ein §~1 zwischen p; und p; + A1 und ein §~2 zwischen ps und ps + hsa, SO

dass
F (ko) = by e - =20 (6,6, ()
Lhe) = hehe g (G G2
Da hi, he # 0, folgt aus (x) und (*x)
0% f 62f
31:1(9x (517§2) 171 (51552)-

Bei h = (h1,h2) — (0,0) konvergieren sowohl (fl,fg) als auch (£1,&) gegen p = (p1,p2)-

Da die partiellen Ableitungen 8228];2 und 83228’;1 in (p1, p2) nach Voraussetzung stetig sind,

fOlgt mit h = (hl, hg) — (0,0)

0% f B 0% f )
axlal'g p)= 83328561 p)-

Definition 8.8. Sei f : U C R¥ — R eine 2-mal stetig differenzierbare reellwertige Funk-
tion. Die symmetrische (k x k)-Matriz

Hessf(p) := <a;225fm]( ))'j Lok

W

heifit Hesse-Matrixz von f im Punkt p € U.

8.4 Die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Funktionen einer reellen Variablen f : I C R — R, die auf einem Intervall I definiert sind,
haben wir durch ihre Taylorpolynome approximiert. Ist f (n+ 1)-mal stetig differenzierbar

und p € I, so gilt auf I die Taylorformel

fl@) = f(p)+ f'(p)(x—p) + fﬂz(')

=:Tn(f,p)(xz) n-tes Taylorpolynom

)
fnﬁhx—m"+§ﬂiﬁﬁi

n-tes Restglied

(x—p)2+...+

wobei das n-te Restglied R, (f,p)(z) z.B. in der Lagrange-Form

F00
(n+1)!

fiir ein geeignetes £ zwischen p und x zu beschreiben ist.

)n+1

R.(f,p)(z) = (x—p

Man kann auch Funktionen mehrerer reeller Variablen durch Taylorpolynome approximie-
ren. Wie im Fall einer reellen Variablen wird sich dies als wichtiges Hilfsmittel bei der
Untersuchung von Extremwerten erweisen. Um die Taylorformel fiir Funktionen mehrerer

Variabeln beschreiben zu koénnen, fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.
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Definition 8.9. Fin Multiindex der Linge k ist ein k—Tupel von natiirlichen Zahlen

o = (al,...,ak), a; € Np.
Die Zahl |a] :== a1 + ... + ax heifst die Ordnung des Multiindex o und die Zahl
al = (a1!) ... (o)) die Fakultit von o. Fiiry = (y1,...,yr) € R sei

y =yt oyt
Fiir eine reellwertige Funktion f : U C R¥ — R bezeichne (sofern erxistent)

olel f . olel f
9z (Dx1)® -+ - (Dzy)k

Definition 8.10. Sei f : U C R* — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Das
Taylorpolynom n-ter Ordnung von f im Entwickungspunkt p € U ist das Polynom n-ten

Grades in den Unbestimmten x1,...,x gegeben durch

|
T.(f,p)(x) = Z 19 f(p) (x —p)* (v sind hier Multiindizes der Linge k)

al dz@
la|<n
7 1 0f 1 0%f N
_f(p)+z|:la!8xa( : +|§|:2a,aa (x—p)*+...+
8”f o
+; at oz P10

Es gilt:
laj]=1 «<— a=(0,...,0,1,0,...,0) furi=1,...,k
la|] =2 <= a=(0,...,0,3,0,...,0) fiirl<i<Fk oder

a=(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) firl<i<j<k

k
(F.0)@) = F0)+ Y 2 (0) (2~ o)
i=1 "
= f(p) + (gradf(p),z — p). (8.10)
T(f,p)(x) = T1(f,p) Z 6931890] —pi) - (x5 — pj)

7]_

= f(p) + (gradf(p),z —p) + é(:v —p)-Hessf(p) - (x —p)’. (8.11)

Der Graph des ersten Taylorpolynoms beschreibt die Tangentialebene an die Hyperflache
F = {(z,f(z) | x € U} ¢ R¥1 im Punkt P = (p, f(p)) (siche Abschnitt 8.1). Der
Graph des zweiten Taylorpolynoms ist die sogenannte Schmiegquadrik an F im Punkt
P. Die Normalformen solcher Quadriken und ihre geometrische Gestalt lernen Sie in der

Vorlesung Lineare Algebra 2 kennen.
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Satz 8.13 (Taylorformel n-ter Ordnung)
Sei f : U C R¥ = R eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare reellwertige Funktion und
p,x € U zwei Punkte, fir die die Strecke px in U liegt. Dann existiert ein £ € px mit

§#p, §#x, so dass

n+1
@ =T+ Y L2 e @
|a|l=n+1

=:Rn(f,p)(xz) n-tes Restglied

Beweis. Wir parametrisieren die Strecke pz durch o : [0,1] — U mit o(t) := p + t(x — p)
und betrachten die Funktion ¢ : [0,1] — R mit g(¢) := f(o(t)) = f(p+ t(x — p)). Dann
ist g € C™"1([0,1],R). Auf g wenden wir die Taylorformel fiir Funktionen einer reellen

Variablen an und erhalten: Es existiert ein 6 € (0,1), so dass

(n+1)!
Lagrange-Restglied

1 1 .
9(1) =35 00) + g (6).
j=0""

Mit der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt:

i=1 lal=1
k
0% f
970 = 3 G, 100 (5= ) =) ()
2! 9°
- Z 9L ot)- (e —p) ()
|a|:2
Der Faktor i—', in (%) ist notwendig, da in (%) %g;j = 83?]_2821_ zweimal auftritt, wahrend

d—xé in (%) nur einmal vorhanden ist.

Analog beweist man mit der Kettenregel und etwas Kombinatorik mittels Induktion fiir

die j-te Ableitung

i1 9lal
Wy~ N 49
g(t) ol Oz

laf=j
Daraus folgt mit £ := p + 0(z — p) = o(0) die Taylorformel
1 a\a| 1 ontl!
f@=Y 22w @t Y L) v

ol Oz al Oz
la|<n |o|=n+1

o(t)) - (x —p)*.
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8.5 Lokale Extrema fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Fiir 2-mal stetig differenzierbare Funktionen f : I C R — R kennen wir Kriterien fiir das
Vorliegen lokaler Extremwerte (siehe Satz 5.20 und Satz 5.21). Wir wollen dies jetzt auf
den Fall von Funktionen mehrerer Variablen verallgemeinern.

Dazu erinnern wir zunéchst an einige Kenntnisse aus der Vorlesung Lineare Algebra.

Definition 8.11. Sei A = (A;;) eine symmetrische reelle (n x n)-Matriz. A heifst
positiv definit (symbolisch A >0), falls Azt >0 V= (x1,...,7,) €R?, z#0,
negativ definit (symbolisch A < 0), falls Azt <0 V= (x1,...,2,) € R?, z #0,
positiv semidefinit (symbolisch A >0), falls vAx! >0 Vo = (z1,...,7,) € R,
negativ semidefinit (symbolisch A <0), falls vAz' <0 V= (x1,...,7,) € R?,

ndefinit, falls A weder positiv semidefinit noch negativ semidefinit ist.

Algebraische Fakten:
1. Jede symmetrische reelle (n x n)-Matrix ist diagonalisierbar, d.h. sie hat n reelle Ei-
genwerte.

2. Figenwert-Kriterium: Fiir eine symmetrische reelle (n x n)-Matrix A gilt:

A>0 <= alle Eigenwerte von A sind positiv.
A< 0 <= alle Eigenwerte von A sind negativ.
A>0 <= alle Eigenwerte von A sind > 0.

A<0 <= alle Eigenwerte von A sind < 0.

3. Determinanten-Kriterium: Fiir eine symmetrische reelle (n xn)- Matrix (A;;) bezeich-

ne
Agp oo Agg
Alk] = S
Agt - Aggk
ihren k-ten Hauptminor. Dann gilt:
A>0 = det A[k] >0 V k=1,...,n.

A<0 < (~1)F-detAk] >0 V k=1,...,n.

Definition 8.12. Sei B C R" eine beliebige Teilmenge und f : B C R® — R eine reell-

wertige Funktion. Man sagt:

1. f nimmt in p € B ein lokales Minimum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(x) > f(p) fir alle x € B mit ||x —pl|| < e.

2. f nimmt in p € B ein isoliertes (oder striktes) lokales Minimum an, falls ein € > 0
existiert, so dass f(x) > f(p) fir alle x € B mit 0 < ||z — p|| < e.

3. f mimmt in p € B ein lokales Mazximum an, falls ein € > 0 existiert, so dass
f(z) < f(p) fir alle z € B mit ||x —pl|| < e.
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4. f nimmt in p € B ein isoliertes (oder striktes) lokales Mazimum an, falls ein € > 0
existiert, so dass f(x) < f(p) fir alle x € B mit 0 < ||z — p|| < e.

Definition 8.13. Sei U C R" offen und f : U C R® — R differenzierbar. p € U heifst
kritischer Punkt von f, wenn df, = 0 (bzw. dazu dquivalent, wenn gradf(p) = 0). Ande-
renfalls heifst p € U regularer Punkt von f.

Satz 8.14 Sei U C R" eine offene Menge und f : U — R 2-mal stetig differenzierbar.

1. Hat f inp € U ein lokales Mazimum (lokales Minimum), so ist p ein kritischer Punkt
von f und die Hesse-Matriz Hessf(p) ist negativ semidefinit (positiv semidefinit).

2. Ist p € U ein kritischer Punkt von f und die Hesse-Matriz Hessf(p) negativ definit
(positiv definit), so nimmt f in p ein isoliertes lokales Maximum (isoliertes lokales

Minimum) an.

Beweis. Wir zeigen die Behauptungen nur fiir den Fall eines lokalen Maximums. Die Aus-
sagen fiir das lokale Minimum folgt dann durch Ubergang von f zu —f.

(1) f habe in p € U ein lokales Maximum. Sei a = (ay,...a,) € R™ Da U offen ist,
existiert ein £ > 0, so dass K(p,e) C U. Folglich ist die Funktion g, : ( — ﬁ, ﬁ) — R
mit ga(t) := f(p + ta) korrekt definiert. g, ist 2-mal stetig differenzierbar hat in ¢ = 0
ein lokales Maximum. Somit gilt ¢,(0) = 0 und g4(0) < 0 (siehe Satz 5.20). Aus der

Kettenregel fiir Differentiale folgt:

0= ga(0) = dfy(a).

Dies gilt fiir alle a € R". Folglich ist df, = 0, also p € U ein kritischer Punkt von f.
Aus der Kettenregel fiir partielle Ableitungen folgt mit v(¢) := p + ta:

"~ 0

(0= 260 o
i=1 "

(0= 3 5000 - oue
ig=1 """

Folglich ist
0>ga(0)="> -(p) - aja; = a - Hessf(p) - a".

Dies gilt fiir alle a € R™, somit ist die Hesse-Matrix von f in p negativ semidefinit.

(2) Seip € U ein kritischer Punkt von f und Hessf(p) < 0. Wir zeigen zunéchst, dass
es eine Kugel K(p,r) C U um p gibt, so dass Hessf(£) < 0 fiir alle £ € K(p,r). Dazu
benutzen wir das Determinanten-Kriterium fiir negative Definitheit. Fir £ = 1,...,n
bezeichne H (§)[k] den k-ten Hauptminor der Hesse-Matrix Hessf(€) und ¢y : U — R die

Funktion

Oe(&) == (=1)" - det H(&)[K].
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Da f 2-mal stetig differenzierbar und die Determinanten-Funktion stetig ist, sind die
Funktionen ¢y stetig. Da nach Voraussetzung Hessf(p) < 0, gilt ¢ (p) > 0 fiir alle k =
1,...,n. Wegen der Stetigkeit der Funktionen ¢y existiert dann eine Kugel K (p,r) C U,
so dass ¢r(&) > 0 fir alle £ € K(p,r) und alle k = 1,...,n. Folglich ist Hessf(§) < 0 fiir
alle £ € K(p,r).

Wir approximieren die Funktion f nun bei p durch das Taylorpolynom 1. Grades und
erhalten fiir alle x € K(p,r) ein § € pz C K(p,r), so dass

1
f(x) = f(p) + {gradf(p),» — p) + 5 (v = p) - Hessf (&) - (w — p)’
(siehe Satz 8.13). Da p ein kritischer Punkt von f ist, gilt gradf(p) = 0. AuBlerdem wissen
wir aus dem oben Bewiesenen, dass die Hesse-Matrix Hessf(€) negativ definit ist. Daraus
folgt
f(@) < f(p)
fir alle x € K(p,r) mit  # p. Dies zeigt, dass f in p ein isoliertes lokales Maximum

annimmt. a
Beispiel: Wir betrachten die Funktion f : R — R mit

f(x,y,2) =35 — 6z + 22 + 2 — 2xy + 2¢y° + 2yz + 322

Wir wollen untersuchen, in welchen Punkten f lokale Extremwerte annimmt. Dazu gehen
wir folgendermaflen vor:
1. Bestimme die kritischen Punkte von f:

Sei p = (x,y, 2). Es gilt
gradf(p) = (—6 + 2x — 2y, —2x + 4y + 22,2 + 2y + 62).

Folglich ist p = (x, y, z) genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn das Gleichungssystem

2-2 0 T
-2 4 2 y | =
0 2 6 z -2

erfiillt ist. Dieses hat genau eine Losung, namlich py = (8,5, —2).

2. Bestimme die Hesse-Matriz von f in den kritischen Punkten, also hier im Punkt pg:

2f  9f  9f

Oxdx Oxdy Oxdz 2 92 0
82 32 32

Hessf(po) = | ok 2L 2L | o)=|-2 4 2| =H
8%2f  9%f 92f 0 2 6

0z0x 0z0y 020z

3. Untersuche Hessf(po) auf Definitheit:
Dazu kann man die Eigenwerte von H bestimmen oder die Determinanten der Hauptmi-

noren von H ausrechnen. Wir betrachten letzteres:
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2 =2
det H[1] = Hy1 = 2, det H|[2] = det < ) 4) =4, det H[3] = det H = 16.

Alle diese Determinanten sind positiv, folglich ist Hessf(pg) positiv definit. f hat in pg

somit ein striktes lokales Minimum. Weitere lokale Extrema existieren nicht.

Achtung: Die Kriterien von Satz 8.14 gelten nur auf offenen Teilmengen. Sucht man
lokale bzw. globale Extremwerte einer Funktion f auf Mengen B C R", die nicht offen
sind, so wendet man die Kriterien zundchst auf die Punkte im Inneren von B an (die
Menge Int(B) ist offen). Anschliefend mufl man das Verhalten von f in den restlichen

Punkten von B mit anderen Methoden untersuchen.

8.6 Koordinatentransformationen und der Satz iiber den lokalen
Diffeomorphismus

Definition 8.14. FEs seien U,V C R" offene Teilmengen des R™.
Eine Abbildung f : U — V heifit Diffeomorphismus (oder Koordinatentransformation),

wenn f bijektiv ist und sowohl f als auch f~1 stetig differenzierbar sind.

Offensichtlich ist jeder Diffeomorphismus auch ein Homéomorphismus. Die Verkniipfung

zweier Diffeomorphismen ist wieder ein Diffeomorphimus.

Mit Hilfe eines Diffeomorphismus f : U — V ordnet man jedem Punkt p aus V neue Koor-
dinaten zu, namlich diejenigen (z1,...,x,) € U mit f(z1,...,x,) = p. Wir werden sehen,
wie niitzlich solche Koordinatentransformationen sind. Wie im eindimensionalen Fall ver-
einfachen sie z.B. oft die Berechnung von Integralen. In der linearen Algebra werden sie
benutzt, um die geometrische Gestalt von Quadriken zu bestimmen (Hauptachsentrans-
formation). Deshalb werden wir uns in diesem Abschnitt damit beschéftigen, wie man
feststellen kann, ob eine Abbildung f : U — V ein Diffeomorphismus (bzw. eine Koordi-

natentransformation) ist. Zunéchst sehen wir uns einige Beispiele an.

Beispiel 1: Umsortierung der Koordinaten des R™

Sei p eine Permutation der Zahlen {1,...,n}. Die Abbildung f, : R" — R", die die

Reihenfolge der Koordinaten des R™ entsprechend der Permutation p vertauscht, d.h.
fo(m1, @, @) 1= (Tp(1), Tp(2)s -+ Tp(n))
ist eine Koordinatentransformation.

Beispiel 2: Affine Koordinatentransformation

Sei A € L(R™,R"™) ein (linearer) Isomorphismus und b € R™ ein Vektor. Dann heifit die
Abbildung f : R" — R” mit
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affine Koordinatentransformation. f ist bijektiv, die Umkehrabbildung ist gegeben durch
fHy) = A7 (y) — A~1(b). f ist stetig differenzierbar, da

of
8:62'

(x) = dfz(e;) = dA,(e;) = Ae;) = konstant.

Analog zeigt man, dass f~! stetig differenzierbar ist.

Die Koordinaten (x1,...,z,) des Punktes

P = f(xi1,...,zy,) sind die Koordinaten von P im
Koordinatensystem (O’; ay, . .., a,) mit dem Ursprung
O’ := O + b und den Basisvektoren a; := Ae;, denn

P=f(x1,...,2,) :b—I—A(iwiei) = O'—I—ixiai.
i=1 i=1

Beispiel 3: Polarkoordinaten in der Ebene

Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x (0,2m) — R?\ ([0, 00) x {0})

f(r, ) := (r cos(p),rsin(p)).

(r, ) heiflen Polarkoordinaten des Punktes
(z,y) = f(r,9).

Beispiel 4: Zylinderkoordinaten im R3
Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00) x (0,27) xR — (R?\ ([0, 00) x {0})) xR C T p

Polarkoordinaten

z

fr, e, 2) := (rcos(yp), rsin(p), 2). @ 'y
(r,p,2) heien Zylinderkoordinaten des Punktes e C)
P=f(re,z). z

z A

Beispiel 5: Kugelkoordinaten im R3
Wir betrachten die Abbildung
f:(0,00)x (=%, %) x(0,2m) — R3\ ([0, 00) x {0} xR)
f(r,u,v) := (rcos(u) cos(v),r cos(u) sin(v), rsin(u)).
(r,u,v) heien Kugelkoordinaten des Punktes Y

P = f(r,u,v).
(rcos(u),v) sind dabei die Polarkoordinaten der Pro-
jektion (Py, P;) von P auf die xy—Ebene.
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Die Bijektivitat der Abbildungen in den letzten drei Beispielen folgt aus ihrer geome-
trischen Konstruktion. Die Abbildungen sind offensichtlich stetig differenzierbar. Um zu
iiberpriifen, ob die inverse Abbildung ebenfalls stetig differenzierbar ist, miifite man sie
ausrechnen. Wir werden im folgenden eine Moglichkeit angeben, mit denen man sich die
explizite Berechnung der inversen Abbildung ersparen kann.

Zunachst hat man die folgende notwendige Bedingung dafiir, dass f : U — V ein Diffeo-

morphismus ist.

Satz 8.15 Sei f : U — V ein Diffeomorphismus zwischen offenen Mengen des R™. Dann
ist das Differential df, : R" — R"™ fiir alle p € U ein Isomorphismus und seine inverse

Abbildung ist gegeben durch
(dfp)™" = (df ) i)

Beweis. Da f stetig differenzierbar ist, ist f auch differenzierbar.
Wir wenden die Kettenregel fiir Differentiale auf die Abbildungen fo f~! = Idy und
f~lof=1Idy an. Fiir alle ¢ € V und p € U gilt dann

d(f o f_l)q = dff—l(q) 9] (df_l)q = (dIan)q = Ian und
d(f~ o f)p = (df V) p(p) 0 dfy = (d1dgn)p = Idgo.

Betrachten wir ¢ = f(p), so folgt (df 1)) = (dfy) " O

Bemerkung 1: Die Jacobi-Matrix Jf, ist die Darstellungsmatrix des Differentials df),.
Folglich gilt:

dfy : R™ — R" ist ein Isomorphismus <= Jf) ist invertierbar <= det Jf, # 0.

Bemerkung 2: Im 1-dimensionalen gilt auch die Umkehrung von Satz 8.15.

Sei U C R ein offenes Intervall und f : U C R — R eine stetig differenzierbare Funktion
mit f'(z) # 0 fir alle x € U. Dann ist f streng monoton. Insbesondere folgt dann bereits,
dass f : U — f(U) bijektiv ist. AuBerdem ist die Umkehrfunktion stetig differenzierbar
(siehe Satz 4.4 und Satz 5.4). f : U — f(U) ist also ein Diffeomorphismus.

Im R™ mit n > 1 gilt diese Aussage nicht mehr. Eine stetig differenzierbare Abbildung
f:U CR" - R" deren Jacobi-Matrix in jedem Punkt invertierbar ist, mufl nicht mal
injektiv sein. Als Beispiel betrachten wir die Abbildung f : R? — R2, definiert durch

flz,y) := (e* cosy, e’ siny).
Diese Abbildung ist stetig differenzierbar und fiir die Determinante der Jacobi-Matrix von
f gilt:

efcosy —e*sin
det Jf(; ) = det ( / y) =™ > 0.

e’siny e®cosy

f ist aber offensichtlich nicht injektiv. Es gibt also keine globale Umkehrabbildung von
f:U—= f(U).
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Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen eine stetig differenzierbare Ab-
bildung f : U C R™ — R"™ wenigstens lokal eine (stetig differenzierbare) Umkehrfunktion
besitzt.

Definition 8.15. Fine Abbildung f : U C R™ — R™ heifit lokaler Diffeomorphsimus um
p € U, wenn es offene Umgebungen? U C U von p und V C R™ von f(p) gibt, so dass
flg U—V ein Diffeomorphismus ist.

Satz 8.16 (Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus)
Sei f:U CR"™ = R" stetig differenzierbar, p € U und df, ein Isomorphismus. Dann ist

f ein lokaler Diffeomorphismus um p.

Beweis. 1. Schritt: Reduktion auf eine einfache Situation:

a) Wir kénnen annehmen, dass df, = Idrn gilt.

Anderenfalls betrachten wir die Abbildung }‘V := (df,)"' o f. Da (df,)~! linear ist, folgt
aus der Kettenregel fiir Differentiale dﬁ, = (df,) "' o df, = Idgn. Ist ﬂﬁ : U — V ein
Diffeomorphismus, so ist f|z : U — dfp(?) ein Diffeomorphismus.

b) Wir kénnen aulerdem annehmen, dass p = 0 und f(p) = 0 gilt.

Anderenfalls betrachten wir die Abbildung f, definiert durch f(z) = f(z + p) — f(p).
Dann gilt f(O) = 0 und dﬁ) = dfy. Ist ﬂUO : Up — Vp ein Diffeomorphismus um 0 und
U:=Uy+p, V:=Vy+ f(p), dann ist flg - U — V ein Diffeomorphismus um p.

Es geniigt also zu zeigen: Ist f: U C R™ — R" stetig differenzierbar, 0 € U, f(0) = 0 und
dfo = Idgn, so ist f ein lokaler Diffeomorphismus um 0.

2. Schritt: Wir konstruieren offene Mengen Uy und Vj um 0, so dass f|y, : Uy — Vo bijektiv
ist: Da f stetig differenzierbar ist, ist die Abbildung

x €U vr— Jfy € M(n,n,R)

stetig (bzgl. der Euklidischen Norm auf den Matrizen). Da die gewéhlte Norm fiir Kon-
vergenzfragen keine Rolle spielt (siehe Satz 7.26) ist auch die Abbildung

x € U df, € L(R",R")

stetig bzgl. der Operatornorm auf L(R™,R™). Folglich existiert ein r > 0, so dass die
abgeschlossene Kugel K := {z € R" | ||z|| < 2r} in U liegt und fiir alle z € K gilt

1
|dfz = dfol| = ||dfz — Ldrn]| < 5 (8.12)

Sei y € K(0,r) fixiert. Wir zeigen nun mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass es
genau ein ¢ € K(0,2r) = Int(K) gibt mit f(§) = y.

2 Mit Umgebung eines Punktes p meinen wir eine Menge, die den Punkt p enthlt.
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U R™
! e
——- ) ’
K /
K(0,7)

Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : U — R” mit

¢(x) =y +x— f(z)

Dann gilt ¢(§) = £ genau dann, wenn f(§) = y. Die Urbilder von y bei f sind also die
Fixpunkte von ¢. Auflerdem gilt ¢(0) = y und d¢, = Idg~ — df, fir alle x € U. Aus
(8.12) folgt dann

1
ldos|| = ||IIdgn — df:|| < 3 Ve e K.
Somit ist ¢ auf K lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstanten % (siehe Satz 8.10), d.h. es
gilt
1
le®) = dla)l < Slb—al  Vabe K. (8.13)

Insbesondere ist

lo@) < llg(x) — (0)[| + [[(O)|
(8.13) 1
< 5HxH+HyH<r+r:2r Vz e K,
d.h., ¢ bildet die abgeschlossene Kugel K in die offene Kugel K (0,2r) C K ab. Da K C R"

abgeschlossen und R" ein vollstandiger metrischer Raum ist, ist K ebenfalls vollstandig.
¢ : K — K ist also eine kontrahierende Abbildung auf einem vollstdndigen metrischen
Raum. Der Banachsche Fixpunktsatz (Satz 7.24) liefert dann die Existenz eines Fixpunktes
& von ¢ auf K und seine Eindeutigkeit. Da ¢ in K(0,2r) abbildet, gilt £ € K(0,2r). Es
gibt also genau ein £ € K(0,2r) mit f(§) = y. Die Kugel V) := K(0,r) ist eine offene
Umgebung von f(0) = 0, die Menge Uy := K(0,2r) N f~1(V}) ist eine offene Umgebung
von 0 (topologisches Stetigkeitskriterium) und nach Konstruktion ist die Abbildung f|y, :
Uy — Vi bijektiv.

~ @
———

Vo := K(0,7)

U := K(0,2r) N f~1(Vp)



244 8 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

3. Schritt: Wir zeigen nun, dass die Umkehrabbildung g := (f|y,) ™! : Vo — Up stetig ist.
Dazu betrachten wir die Abbildung ¢ : U — R” mit ¢(x) =z — f(x) fir alle z € U. ¢
stimmt mit der Abbildung ¢ (fiir y = 0) aus dem 2. Schritt iiberein. Fiir a,b € Uy folgt

damit
b—a=¢(b)+ f(b) — (p(a) + f(a))
und somit
(8.13) 1
Ib—all < [lp() = (@)l + £ () = f(@)] < b —all+ () = fla).

Also gilt

[b—al <2-[f() = fla)]  Vb,a€ . (8.14)
Fiir u,w € V setzen wir a := g(u), b := g(w). Dann folgt aus (8.14)

lg(w) =gl <2 flw—ul  Vw,ueW.

g ist also lipschitzstetig und somit stetig.

4. Schritt: Das Differential df, : R™ — R™ ist fiir jedes p € Up ein Isomorphismus.
Angenommen, es gibe ein v € R"” mit v # 0 und df,(v) = 0. Dann ergibt

(8.12) 1
loll = llv = dfp(0)l| = |(drn — dfp) (V)] < |[Idrn = dfpl - [[ol] < 5 lvll

einen Widerspruch.

5. Schritt: Die Umkehrabbildung g := (f|v,) ! : Vo — Up ist differenzierbar.

Sei q € Vj ein beliebiger Punkt und p = g(q) € Uy. Wir zeigen, dass ¢ in ¢ differenzierbar
ist. Da f in p differenzierbar ist, gilt fir p + h € Uy

p(h) -0
h—0 ||h| '

flp+h) = f(p) = dfp(h) +rp(h)  mit (8.15)

Sei y := f(p+ h). Dann gilt g(y) =p+ h = g(q) + h. Aus der Gleichung (8.15) erhalten
wir h durch Anwendung von (df,)!:

h=g(y)—g(qg) = (dfp)il(y -q) — (dfp)il(rp(h)) .

linear Restglied

Wir miissen nun fiir das Restglied zeigen, dass

) M) 516)
y—4q ly — qll
Es gilt
1)~ (o ()] L e ®I o ® Al
a1 = = W) P e — s

Aus (8.14) folgt
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1ol =1Ip+h) —pll < 2-[f(p+h) = FD)I-

Wir erhalten also die Abschatzung
(dfp) ™" (rp(h))l

ly — 4
Da g stetig ist, folgt aus y — ¢, dass h = g(y) — g(q) — 0. Dies liefert mit (8.15) die

QI

Restgliedeigenschaft (8.16). Somit ist g in ¢ € Vp differenzierbar und es gilt dg, = (df,) L.
6. Schritt: Als letztes zeigen wir, dass g := (f|y,) ™' : Vo — Uy stetig differenzierbar ist.
Die Jacobi-Matrix von ¢ in g € Vj ist die inverse Matrix der Jacobi-Matrix von f in p =
9(q). Die Vorschrift zur Berechnung inverser Matrizen zeigt, dass die partiellen Ableitungen
von ¢ in g rationale Funktionen der partiellen Ableitungen von f in p sind, d.h. es existieren
rationale Funktionen Rj; in n? Variablen, so dass

0 ofi .
k(@) = (G 0(a). 1= 1.0 m).

Da f stetig differenzierbar ist, sind die partiellen Ableitungen von f stetig. g ist stetig
(Schritt 3). Rationale Funktionen sind auch stetig. Somit sind die partiellen Ableitungen

von g als Verkniipfung stetiger Funktionen ebenfalls stetig. a

Abschlielend beweisen wir ein Kriterium fiir das Vorliegen eines globalen Diffeomorhismus

(bzw. einer Koordinatentransformation).

Satz 8.17 (Globaler Umkehrsatz)
Sei f:U CR" = R" stetig differenzierbar und sei das Differential df, : R™ — R™ fiir

alle p € U ein Isomorphismus. Dann gilt:

1. V= f(U) C R" ist offen.
2. Ist f zusdtzlich injektiv, so ist f : U — V' ein Diffeomorphismus.

Beweis. (1) Nach Satz 8.16 existiert fiir alle p € U eine offene Umgebung U, C U von p

und V,, von f(p), so dass f|y, : Up — V}, ein Diffeomorphismus ist. Dann gilt U = |J U,
peU
und

F) = U o, @) = J Vo = V-
peU pelU
Die Menge V ist insbesondere offen (Siehe Ubungsaufgabe 20).
(2) Ist f injektiv, so ist f : U — V = f(U) bijektiv. Da f|y, : U, — V) fiir alle
p € U ein Diffeomorphismus ist und Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, ist
f:U =V = f(U) ein (globaler) Diffeomorphismus. O

Mit diesem Satz kann man nun leicht zeigen, dass Abbildungen aus den Beispielen 3, 4 und
5, die die Polarkoordinaten, die Zylinderkoordinaten und die Kugelkoordinaten definieren,
tatsachlich Koordinatentransformationen sind. Man berechnet dazu die Jacobi-Matrizen

und zeigt, dass ihre Determinate in jedem Punkt ungleich Null ist. (Ubungsaufgabe).
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8.7 Auflosen von Gleichungen. Der Satz iiber implizite Funktionen

Eine Gerade in der Euklidischen Ebene R? kann man auf verschiedene Weise beschreiben:

a) Implizite Beschreibung als Losungsmenge der Gleichung

f(z,y) = ax+ By +~v =0, (*)

wobei a, 3,y reelle Konstanten mit («, 8) # (0,0) sind.
b) Explizite Beschreibung als Graph einer Funktion ¢ : R — R {iber der z-Achse oder
einer Funktion ¢ : R — R iiber der y-Achse mit

o(z) :=mx+d bzw. U(y) = iy + d.
Ist B # 0, so erhélt man ¢ durch Auflosen der Gleichung (%) nach der y-Variablen:

y=p(x):= —%l’ — %

Ist @ # 0 so kann man (*) nach z auflésen und erhélt

v =) =2y - 2.

« (6

In der expliziten Form erkennt man die Gestalt der Geraden sofort.
In der Lineare Algebra wird dieses Verfahren auf Systeme von m linearen Gleichungen mit
N > m Unbestimmten verallgemeinert. Auch hier 16st man die Gleichungen nach einzelnen

Unbestimmten auf (GauB-Algorithmus).

Wir wollen jetzt die analoge Frage fiir nicht-lineare Gleichungen stellen. Wir betrachten m
Funktionen fi,..., f;m, die von N > m Variablen (z1,...,2y) abhingen und das System

der Gleichungen

fl(l‘l,...,x]\[) = 0,
fQ(xlu-‘-va) :07

fm(@1,... an) =0,

oder in Kurzfassung: f(x) =0 fiir f = (f1,..., fm) und z = (z1,...,2zx). Dann stellen
sich folgende Fragen:

e Hat dieses Gleichungssystem eine Losung?
e Von wievielen Parametern hiangt die Losungsmenge ab?
(D.h. wie ”grof” ist die Losungsmenge?)

e Wann kann man die Losungsmenge explizit als Graph einer Funktion ¢ beschreiben?

Um diese Fragen zu beantworten, versucht man wieder, die Gleichungen nach einer oder

mehreren Variablen aufzuldsen.
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Wir sehen uns zunéchst zwei Beispiele in der Ebene an, die die typische Effekte zeigen, die

auftreten, wenn man eine nicht-lineare Gleichung nach einer Variabeln aufzulésen versucht.

Beispiel 1: Der Kreis S*
Wir betrachten in der Ebene den Kreis S' um (0,0) vom Radius 1. S! ist die Lésungs-

menge der Gleichung

flz,y) =2 +y* —1=0. 5!
Man kann die Gleichung

/*Sﬂ(w))
z? + 3% — 1 = 0 nach y aufésen und erhilt 1\/71 -
(

y==+V1-—22=:pi(x). x,p_(z))

Es gibt hier also zwei Auflosungen ¢y der Gleichung. Beide sind nur auf dem Intervall
[—1, 1] definiert und beschreiben jeweils nur einen Teil der Lésungsmenge S*. Eine globale

Beschreibung von S' als Graph einer Funktion gibt es nicht.

Beispiel 2: Die Lemniskate von Gerono

Sei I' € R? die Losungsmenge der Gleichung
Flz,y) =2(2® = 1) +y* = 0.

Betrachtet man einen beliebigen Punkt P € I

mit P # (0,0), so gibt es eine kleine Umge-
bung U von P, fiir die man I'NU als Graph ei-

[NIE

ner Funktion iiber der x-Achse oder der y-Achse
schreiben kann. Im Punkt (0,0) geht das aller- -
dings nicht, da I" mit zwei Zweigen durch (0, 0)

Lol

lauft. In keiner noch so kleinen Umgebung von

(0,0) kann man I’ nach x oder y auflésen. Lemniskate von Gerono

Im néachsten Satz geben wir Bedingungen dafiir an, wann man die Losungsmenge einer
Gleichung f(z) = 0 wenigstens lokal nach einer bestimmten Zahl von Variablen auflésen
kann, d.h. wann man sie lokal als Graph einer Funktion ¢ beschreiben kann. Dabei kann
man in der Regel zwar ¢ nicht konkret angeben, man erhalt aber niitzliche konkrete

Formeln fiir ihre partiellen Ableitungen.

Satz 8.18 (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C ( R™ ) X ( R™ ) offen und f : U — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung.
LlyeeesTm Y1s--yYm
Wir betrachten einen Punkt (a,b) € U mit

1. f(a,b) =0, d.h. (a,b) lést die Gleichung f(z,y) = 0.
2. Die letzten m Spalten der Jacobi-Matriz Jf(,p) sind linear unabhingig, d.h.,
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Sh(a,b) Gh(an) ... Fl(ab)

det : : : £ 0.
O fm Ofm Ofm
aLyl(a, b) aLyz(a, b) ... aim (a,b)

Dann existieren offene Umgebungen Uy C U wvon (a,b) und A(a) C R™ von a, sowie eine

eindeutig bestimmte Funktion ¢ : A(a) C R™ — R™ mit

1. p(a) = b, Y (a,b) = (a,¢(a))
2. f(z,o(x)) =0 fir alle x € A(a). s!
3. f~1(0) N Uy = graph(y), Tsa .
d.h., in einer Umgebung des Punktes (a,b) ist die ——+
Lésungsmenge der Gleichung f(z,y) = 0 durch “
den Graphen der Funktion ¢ beschrieben.

4. ¢ Ala) CR™ — R™ ist stetig differenzierbar und die partiellen Ableitungen sind

gegeben durch

(200 - (gﬁ;@,m)))l (Zwpn)  vocaw.

eM(m,n,R) eM(m,m,R) eM(m,n,R)

Beweis. 1) Konstruktion von ¢ (d.h. Auflésung von f(x,y) =0 nachy = (Y1,...,Ym)):
Wir wenden dazu den Satz tiber den lokalen Diffeomorphismus an. Wir betrachten die
Abbildung F': U C R® x R™ — R"™ x R™, definiert durch

F(:r,y) = (iL',f(iL’,y))
F ist stetig differenzierbar und nach Voraussetzung gilt:

E, 0

oh a,b) ... Oh a,b
det JF(a,b) = det 83/1.( ) 8ym§ ) # 0.

Ofm Ofm
& (a,0) .. Gl (a,b)

Nach dem Satz tiber den lokalen Diffeomorphismus (Satz 8.16) existieren offene Umge-
bungen U C U um (a,b) und V C R” x R™ um F(a,b) = (a,0), so dass Flg: U — V ein
Diffeomorphismus ist. Da V' offen ist, kénnen wir eine offene Umgebung A(a) C R™ von a
und einen offenen Wiirfel (—¢,£)™ C R™ wihlen, so dass Vp := A(a) x (—e,e)™ C V. Sei
nun Uy := F~1(Vp) C U. Dann ist Fly, : Up — Vp ein Diffeomorphismus. Wir betrachten
die inverse Abbildung (F|y,)~! : Vo — Uy mit den Komponenten

(Fluy) ™" =: (F , Fy).
T T

R™ RM
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\

Dann erhalten wir

(@,y) = F(Fluy) e, y) = F(Fy (2,9), Fy (2,9)) = (F] (.9), f(F (2,9), Fy (2,3))).
Folglich gilt
Ff(l‘, y) =,
fla, Fy (zy) =y  V(z,y) € V.

Dies zeigt insbesondere, dass
FH0)N Uy = {(z, F5 (2,0)) | = € A(a)}.

Wir definieren nun ¢ : A(a) C R” — R™ durch

Dann gilt:

1. ¢(a) = Fy (a,0) =b.

2. f(z,o(x)) = f(z, Fy (2,0)) =0 fir alle z € A(a).

3. [7H0) N Uy = {(z,(x) | v € A(a)} = graph(y).

Die Eindeutigkeit der Abbildung ¢ mit den Eigenschaften 1) - 3) folgt aus der Konstruk-
tion.

2) Differenzierbarkeit von ¢:

Fly, : Up — Vp ist ein Diffeomorpismus, folglich ist die inverse Abbildung (F|y,) ! stetig
differenzierbar. Das gleiche gilt dann auch fiir ihre Komponente F, . Da ¢(x) = F, (z,0),
ist auch ¢ stetig differenzierbar.

3) Die Formel fiir die partiellen Ableitungen von ¢:
Wir wenden die Kettenregel fiir partielle Ableitungen auf die Funktion
g:Ala) CR" - R™,

g(z) = f(z,o(x)) = f(x1,.. ., xn, 01(X1, ooy Tp)y e ooy om (T, ooy xn)) =0,

an und erhalten fiir z € A(a):
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_ 99
0= oz, (x)
N Oz; <~ Of O
7j=1 =
=5,
_of — Of ¢y
Fiir die Komponenten (fi, ..., fi) der Funktion f bedeutet dies in Matrixschreibweise

(@) - (Lwean) - (). o

Da die Abbildung F|r, : Uy — Vo ein Diffeomorhismus ist, ist die Matrix (%’;(x cp(@))
fiir jedes © € A(a) invertierbar. Nach Multiplikation der Gleichung (%) mit der Inversen
der Matrix (%(w, @(x))) erhalten wir fiir die Ableitungen von ¢

(o) (o) Qo)

8.8 Gleichungsdefinierte Flachen, ihre Tangentialebenen und Normalen

Am Ende von Abschnitt 8.1 hatten wir eine Formel fiir die Tangentialebenen an Fléachen
angegeben, die als Graph einer reellen Funktion in 2 Variablen gegeben sind:
Sei ¢ : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion und F der Graph von ¢, d.h.

Fi={(z,0(x)) |z €U}
Dann gilt fiir die Tangentialebene an F' im Punkt p = (z,y, o(z,y)) € F

Tan,F =p+R- (1,0, g—ﬁ(x,y)) + R- (0,1,%(56,3/)).

Wir wollen nun mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen eine Formel fiir die Tan-

gentialebenen an gleichungsdefinierte Fléchen in Termen der definierenden Gleichung her-

leiten.
Definition 8.16. Sei f : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion und
M :={(z,y,2) €U | f(x,y,2) =0} = f7'(0) CR®

die Losungsmenge der Gleichung f(z,y,z) = 0.

M heifit requldre Flache, wenn jeder Punkt p € M ein regularer Punkt von f ist, d.h. wenn
gradf(p) # 0 fir allep € M.

Der Tangentialraum an M im Punkt p € M st die Menge der Vektoren

T,M := {v € R*| 3 diffb. Kurve v : (—¢,&) — M mit v(0) = p und v'(0) = v}.
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Beispiel: Der Graph F' = graph(y) ist eine regulire Flache.
Wir betrachten die Funktion f: U x R — R mit

f(:L‘ay? Z) =2 tp(x,y)

Dann gilt F = f~1(0) = {(z,y,2) € U xR | 2 = p(z,y)}. Fiir den Gradienten von f

erhalten wir
grad f(x,y,2) = (— §2(x,y), —52(z,9), 1) #0.

Folglich ist F' eine regulare Fléche.

Satz 8.19 Sei f : U C R? stetig differenzierbar, M = f~1(0) C R? eine regulire Fliche
und p € M. Dann ist der Tangentialraum T,M ein 2-dimensionaler Vektorraum und es
gilt

T,M ={ve R |v L gradf(p)} = {veR*| (v,gradf(p)) = 0}.

Beweis. Seip = (p1,p2,p3) € M. Da p ein reguldrer Punkt von f ist, gilt grad f(p) # 0, d.h.
mindestens eine der partiellen Ableitungen %(p), %(p), %(p) ist von Null verschieden.
Wir nehmen oBdA. den 3. Fall an (sonst sortieren wir die Koordinaten um). Nach dem
Satz iiber implizite Funktionen kann man die Gleichung f(z,y,z) = 0 in der Umgebung
von p nach z auflésen, d.h. existiert eine offene Umgebung A C R? von (p1,p2) und eine
stetig differenzierbare Funktion ¢ : A — R, so dass ¢(p1,p2) = ps und f(x,y, ¢(x,y)) =0

fiir alle (z,y) € A.3 Es folgt mit der Kettenregel durch partielles Ableiten nach x und y:

0= gi( )+ g‘i( ) 8*90(1917192)7 (8.17)
0= L)+ ZLw)- S o) (5.18)

Wir zeigen nun die Formel fiir den Tangentialraum.

1) T,M c {veR3|v Lgradf(p)}:

Sei v € T,M. Dann existiert eine differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mit v(0) = p
und 7/(0) = v. Da f(y(t)) = 0 fiir alle ¢t € (—¢,¢), gilt nach Kettenregel fiir Differentiale

0 = dfyy (7' (t)) = (gradf(v(t)),~'(t)) = 0,

und somit fiir ¢ = 0:
0 = (gradf(p),v) = 0.
Also ist v senkrecht zum Vektor gradf(p).

2) {veR?|v L gradf(p)} C T,M :
Sei v = (v1,v2,v3) € R? ein Vektor, der senkrecht zu gradf(p) steht. Dann gilt

L)+ S ) v+ G ) s

0 = (gradf(p),v) = Jy

3 Man kénnte jetzt die Formeln fiir die Tangentialebenen eines Graphen aus Abschnitt 8.1 benutzen. Wir

werden die Behauptung aber nochmal direkt beweisen.



252 8 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Setzen wir in diese Gleichung (8.17) und (8.18) ein, so erhalten wir

0 0 0 0
L S - 20 ) v+ Hw)

und nach Division durch %(p) # 0:

0 0
vg = afi(plvm) ~vp + 'Fj(phm) V9. (8.19)

Wir betrachten nun das parametrisierte Geradenstiick o : (—¢,e) — Amit o(t) = (p1, p2)+
t(v1,v2) und die differenzierbare Kurve v : (—¢,¢) — M mit v(¢) = (o(t), p(c(t)). Dann
gilt v(0) = (p1, p2, ©(p1,p2)) = p und nach Kettenregel

Oy dy
v(0) = <vl7v27d60(p1,p2)(vl,vz)) = (01,1}2, %(pl,Pz) v+ @(pl,Pz) 'vz)
8.19
( = ) (UlaUQaU?)) =
Somit gilt v € T, M. ad

Definition 8.17. Sei f : U C R? — R eine stetig differenzierbare Funktion,
M = f71(0) c R? eine regulire Fliche und p € M. Dann heifit die Ebene

Tan,M :=p+T,M C R3
Tangentialebene an M im Punkt p und die Gerade
Nor,M :=p+R-gradf(p) C R

die Normale an M im Punkt p.

Beispiel 1: Das einschalige Hyperboloid
Wir betrachten das einschalige Hyperboloid*

M= {(z,y,2) e R® | 2 + ¢y = 2° + 1}
M ist die Nullstellenmenge der Funktion f : R3 — R
mit
f(x,y,2) =2® + 2 — 22 — 1.
Da gradf(z,y,z) = (2z,2y, —22) # 0 fir alle Punk-

te p = (x,y,2) € M, ist M eine regulire Fliche \.‘:“,...‘-‘\‘-;“‘“

|

im R3. Fiir den Tangentialraum in einem Punkt

p = (p1,p2,p3) € M erhalten wir:

TyM = {v € R® | (gradf(p),v) = 0} = {(v1,v2,v3) € R® | pvy + pova = psvs}.

4 Vielen Dank an Christoph Stadtmiiller und Thomas Neukirchner fiir die Bilder
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Beispiel 2: Das Paraboloid

Wir betrachten das Paraboloid
M :={(z,y,2) €ER®| z = 2> + 4> + 1}.
M ist der Graph der Funktion ¢ : R? — R, gegeben durch
oz, y) =" +y° + 1.
Wir konnen M als Nullstellenmenge der Funktion f : R? — R mit
flz,y,2) =2 +y* —z+1

beschreiben. Fiir den Gradienten von f gilt

gradf(:c, Y, Z) = (2:1:’ 2y7 _1) 7é 0.
M ist also eine regulire Fliche im R? und fiir den Tangentialraum im Punkt
p=(z,y,2% + y> + 1) € M erhalten wir:
T,M = {(v1,v2,v3) € R? | 2zv1 + 2yvg — v3 = 0}
= {(v1,v2,2zv1 4 2yv2) | v1,v2 € R}
=R-(1,0,22) + R - (0,1,2y).






9

Integralrechnung fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen
(Ein Ausblick)

Wir wollen nun auch die Integralrechnung auf Funktionen mehrerer reeller Variablen ver-
allgemeinern. Die Motivation zur Einfiihrung des Integrals ist auch hier Frage, wie man
Volumen von Teilmengen im R? (oder im R™) verniinftig definieren kann und wie man

dieses Volumen auch moglichst effektiv berechnen kann.

9.1 Das Problem der Volumendefinition fiir Teilmengen des R™

In Kapitel 6 hatten wir das Riemann-Integral von Funktionen einer Variablen benutzt,
um den Flicheninhalt gewisser Teilmengen des R? zu definieren und zu berechnen. Wir
wollen uns nun zunachst mit der Frage beschéftigen, ob man fiir jede Teilmenge A des R™
ein Volumen p,(A) definieren kann, so dass eine Reihe geometrisch verniinftiger Eigen-
schaften erfiillt sind? Fiir n = 2 soll s alle Flacheninhaltsformeln aus Kapitel 6 erfiillen.
Insbesondere soll das Volumen pus(A) fiir eine klassische ebene Figur A C R? (Dreieck,
Trapez, Rechteck, ...) der aus der Schule bekannte elementargeometrische Flacheninhalt
sein. Das Volumen p3(K) eines Korpers K C R? (Kegel, Zylinder, Kugel, . ..) soll mit dem
aus der Schule bekannten elementargeometrischen Volumen iibereinstimmen. Wir stellen
an eine Volumenfunktion pu, aulerdem die folgenden verniinftigen Forderungen:

ln sei eine Funktion
n: ACR" — pup(A) =: "Volumen von A” € [0,00) U {oo} =: [0, 0]

mit den folgenden Eigenschaften:

1) Ist A C B, so gilt un(A) < un(B) (Monotonie).
2)  py ist translationsinvariant, das heifit fir p € R™ gilt (A + p) = pn(4).

(bl ai).

3

3) Ist W =lay,b1] X ... X [an,by] ein Quader im R™, so gilt u, (W

a::

[

) =
4) Sind Ay, Ag,... paarweise disjunkte Teilmengen, so gilt pin( U Ay, = Z n(An)
(o-Additivitdt). - -

Satz 9.1 Es existiert keine Funktion py, : P(R™) — [0,00] mit den Eigenschaften 1)-4).
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Beweis. Angenommen p,, : P(R™) — [0, 00] ist eine Funktion mit den Eigenschaften 1) - 4).
Wir konstruieren uns eine (etwas merkwiirdige) Menge B C R", die dies zum Widerspruch

fiihrt. Dazu betrachten wir auf dem Wiirfel [0, 1]* C R™ folgende Aquivalenzrelation:
r~y = r—yeqQn.

Sei A C [0,1]" eine Teilmenge des Wiirfels, die aus jeder dieser Aquivalenzklassen genau
ein Element enthalt. Wir definieren die Menge B nun durch
B .= U A+
re[-1,1]"NnQ~
Dann gilt:

a) B ist die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen, da Q™ abzéhlbar ist.

b) B ist eine disjunkte Vereinigung:
Seien r,s € [—-1,1]" N Q™ mit r # s. Angenommen es gibe ein b € (A+7)N (A + s).
Dann ist b = a +r = a’ + s fiir a,a’ € A. Daraus folgt a —a’ = s —r € Q", folglich
sind a und o’ dquivalent und somit gleich (denn A enthélt aus jeder Aquivalenzklasse
genau ein Element). Dann wére aber r = s (Widerspruch). Fiir verschiedene r, s gilt
also (A+r)N(A+s)=10.

c¢) Nach Konstruktion gilt [0,1]” C B C [-1,2]".

Wegen der Monotonie von u, und der Festlegung des Wiirfelvolumens gilt dann

1= 1(10,1]") < pn(B) < pinl(~1,2]") = 3.
Wegen der o—Additivitat und der Translationsinvarianz erhélt man

mB) = Y w4 = Y u(A)
reQnA[—1,1jn reQnn[—1,1jn
Es folgt also
1< Y m(4) < 3m
reQrn[—1,1)"

tn(A) wird dabei unendlich oft summiert. Dies geht aber nicht fiir eine Menge A mit
0 < pp(A) < oo. Dies liefert den Widerspruch. O

Ausweg: Man definiert ein n—dimensionales Volumen nicht fiir alle Teilmengen, sondern

nur fiir eine bestimmte Auswahl von Teilmengen.

1) Das Jordan-Volumen: p,(A) wird fiir bestimmte beschrdnkte Mengen A C R™ defi-
niert. Dies ist die historisch erste Variante zur Prézisierung des Volumenbegriffes und
geometrisch leicht zugédnglich. Alle uns in dieser Vorlesung interessierenden geometrisch
'vernlinfigen’ beschrankten Mengen gehoren dazu.

2) Das Lebesgue—MaB: p,(A) wird fiir eine viel grofiere Klasse von Mengen definiert,

z.B. auch fiir unbeschrankte Mengen. Das ist die modernere Variante. Die Definition
ist technisch viel aufwindiger. Die zugehorige Integrationstheorie (Lebesgue-Integral)

hat aber wesentlich bessere Eigenschaften als das Riemann-Integral).



9.2 Das Jordan—Volumen 257

9.2 Das Jordan—Volumen

Ahnlich wie beim Riemann-Integral in Kapitel 6, wollen wir die *GréBe’ einer beschriinkten
Menge A C R™ dadurch messen, dass wir sie von Innen und von Auflen durch kleine
Quader approximieren und die ’Grofle’” von A durch das geometrische Volumen dieser

approximierenden Quader angeben.

Das Volumen des Quaders W = [a, b1] X ... X [an, b,] C R™ ist die Zahl

n

vol(W) := H(bl —a;).

=1

Definition 9.1. Fine Zerlegung des Quaders W ist ein n—Tupel P = (Py,...,Pn) von
Zerlegungen Py, der Kanten [a,by]. Die Zerlequng P’ = (Pq,...,PL,) von W heifst Verfei-
nerung der Zerlegung P = (P1,...,Pn), wenn Py, fir jedes k =1,...,n eine Verfeinerung
von Py, ist (Bezeichnung: P' > P).

Sei P = (P1,...,Pn) eine Zerlegung von W mit Py, = {xko, k1, . ., Tkr, } Wobei

ak:xk0<xk1<...<xk,«k:bk.

Durch
Wai.om = [$1a1—17$10¢1] X... X [xnocn—laxnan]
b2
fir 1 < a; < r; werden kleinere Quader definiert, die
W zerlegen. Somit ergibt sich fiir den Quader W 99
1 Tn
W = U U Wai...an> T21
ar1=1 an=1
a2
vol(W) = Z vol(Way...om )- a T11 by
..o

Definition 9.2. Sei A C R" eine beschrinkte Teilmenge, Int(A) ihr Inneres und cl(A)
thr Abschluf. Wir wahlen einen Quader W C R™ mit A C W . Sei P eine Zerlegung von
W. Dann heifst

S(A,W,P) := Z vol(Way o) Obersumme von A bzgl. P,
Wal.”an r\|Cl(14) #@

S(A, W, P) := Z vol(Was,...an) Untersumme von A bzgl. P.
Way...an C Int(A)
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Fiir zwei beliebige Zerlegungen P und P* von W gilt

S(A,W,P) < S(A,W,P).

Definition 9.3. Die Zahl I i
vol(A) :=sup{S(A,W,P) | P Zerlegung von W'} L- r’%| 3 - LN

heifit inneres Volumen von A, die Zahl -

vol(A) := inf {S(A, W, P) | P Zerlegung von W}

heif$t dufseres Volumen von A.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl des Wiirfels W O A und es gilt

0 < wol(A) < wol(A) < +o0.

Definition 9.4. Fine Teilmenge A C R™ heifit Jordan—mefbar, wenn sie beschrankt ist
und vol(A) = vol(A) gilt. In diesem Fall heifst

vol(A) := vol(A) = vol(A)
das n—dimensionale Jordan—Volumen (oder der n—dimensionale Jordan—Inhalt) von A.
FEine Teilmenge A C R™ heifst Jordansche Nullmenge, wenn sie beschrdankt ist und wenn
vol(A) =0 gilt.
J(R™) bezeichnet die Menge der Jordan—mefibaren Teilmengen des R™.
Im Fall n = 2 nennt man das Jordan-Volumen auch Flicheninhalt von A und bezeichnet

es mit Area(A). Im Fall n = 3 nennt man das Jordan-Volumen kurz Volumen von A.

Jordansche Nullmengen sind Jordan—mefibar und haben das Jordan-Volumen 0. Jede Teil-
menge einer Jordanschen Nullmenge ist selbst eine Jordansche Nullmenge.
Der folgende Satz bietet ein gut handhabbares Kriterium, um Jordan-Mef3barkeit nachzu-

weisen:

Satz 9.2 (Kriterium fiir Jordan—Mef3barkeit)
Sei A C R™ eine beschrankte Menge und OA ihr Rand. Dann gilt

vol(A) — vol(A) = vol(DA).

Insbesondere ist eine beschrinkte Menge A C R™ genau dann Jordan—meflbar, wenn ihr

Rand 0A eine Jordansche Nullmenge ist.
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Beispiele fiir Jordan-mef3bare Mengen

a) Jeder Quader W = [a1,b1] X ... X [an, by] C R™ ist Jordan-meBbar mit den Jordan-
Volumen vol(W) = (b1 —ai1) - ... (bn — an).

b) Die Menge [0, 1] N Q? C R? ist nicht Jordan-mefbar.

c) Sei p: K C R — R eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge K C R"~!,
Dann ist der Graph I, := {(z, ¢(z)) | € K} C R" eine Jordansche Nullmenge.

d) Jedes beschrinkte Gebiet A C R?, dessen Rand 0A aus Stiicken besteht, die man als
Graphen stetiger Funktionen ¢ : [a, b] — R darstellen kann, ist Jordan-mefibar. Z.B. ist
jedes Gebiet £2; unter dem Graph einer stetigen nicht-negativen Funktion f : [a,b] = R
Jordan-meBbar (solche Gebiete haben wir in Kapitel 6.1 betrachtet).

e) Jedes beschriinkte Gebiet 2 C R? dessen Rand I' = 9 man durch eine einfache
stiickweise stetig differenzierbare Kurve parametrisieren kann, ist Jordan-mefibar (sol-
che Gebiete haben wir in Kapitel 6.4.2 betrachtet).

f) Jede beschrinkte Teilmenge B C R?, deren Rand 0B aus Graphen von stetigen Funk-
tionen ¢ : K C R? — R auf kompakten Mengen K besteht, ist Jordan-mefbar. Solche
Rénder liegen z.B. oft als gleichungsdefinierte Flachen vor (siehe Kapitel 8.7.).

Mit dem Kriterium aus Satz 9.2 kann man auch die folgenden Eigenschaften Jordan-

mefibarer Mengen beweisen:

Satz 9.3 1. Ist A C R™ Jordan-mef$bar, so sind auch das Innere Int(A), der Abschiufl
cl(A) und der Rand 0A Jordan-mefbar und es gilt

vol(Int(A)) = vol(A) = vol(cl(A)) und vol(0A) = 0.

2. Sind A und B Jordan-mefibar, so sind auch AU B, AN B und A\B Jordan-mefbar.

8. Das Jordan—Volumen definiert eine Volumenfunktion
U A€ TR — wvol(A) € [0,00)
mit den Figenschaften 1)-4) aus Abschnitt 9.1.

Im néchsten Abschnitt werden wir das Riemann-Integral fiir Funktionen mehrerer reeller

Variablen definieren. Es wird uns Methoden liefern, um das Jordan-Volumen zu berechnen.

9.3 Das Riemann-Integral fiir Funktionen mehrerer reeller Variablen

Die Definition des Riemann-Integrals im Mehrdimensionalen verlauft vollig analog zum
1-dimensionalen Fall (siehe Kapitel 6).

Sei W C R" ein Quader und f : W — R eine beschriankte Funktion. Wir betrachten eine
Zerlegung P von W mit den Teilquadern Wy, 4, -
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Als Obersumme von f beziiglich P bezeichnet man die Zahl

S(f,P) := Z sup(f‘walman)-vol(Wal_“an).

Way...an

Als Untersumme von f beziglich P bezeichnet man

S(f,P)= ). inf(fiy,, .. ) 0ol (Way..a)-

Way...on

Fiir zwei beliebige Zerlegungen P und P* von W gilt wieder
S(f,P) < S(f,P").
Wir erhalten also
81713p S(f,P) :=sup{S(f,P) | P Zerlegung von W'}

< inf {S(f,P) | P Zerlegung von W}
=:inf S .
inf S(f,P)

Definition 9.5. Eine Funktion f : W — R heifst Riemann—integrierbar, wenn sie be-
schrankt ist und sup S(f,P) = i%f S(f,P) gilt.

P
In diesem Fall heif$t die Zahl

/f(w)dx:_sups(fa; ):lnf S(f?‘ )
P P

das Riemann—Integral von f diber W. (Dabei ist © = (x1,...,2,) € R").
Auch im Mehrdimensionalen gilt:

Satz 9.4 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium)
Sei W ein Quader im R™. FEine Funktion f : W — R ist genau dann Riemann—
integrierbar, wenn sie beschrdnkt ist und fiir jedes € > 0 eine Zerleqgung P von W existiert,
so dafs

S(f.P)=S(f,P) < e.

Wie im 1-dimensionalen Fall beweist man folgende Eigenschaften des Riemann-Integrals:

Satz 9.5 Seien f,g: W CR" — R Riemann—integrierbare Funktionen auf einem Quader
W. Dann gilt

1. Fur reelle Zahlen A und p ist die Funktion Af + pg ebenfalls Riemann—integrierbar

und

Jovs@ +n-gande=x- [ fayds + - [ g(a)da.
w

w w
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2. Das Produkt f-g: W — R ist Riemann—integrierbar.
3. Der Betrag |f|: W — [0,00) ist Riemann—integrierbar und

| [t@as] < [1s@)ds
w w

4. Ist f < g, so gilt /f(a:) de < /g(a:) dx.

w w

Im folgenden Satz sind die drei wichtigsten Beispiele flir Riemann—integrierbare Funktio-

nen zusammengestellt, die wir im Folgenden benutzen werden.

Satz 9.6 Sei W C R" ein Quader.

1. Jede stetige Funktion f: W — R ist Riemann-integrierbar.

2. Sei f: W — R beschrankt und die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Jordan-
sche Nullmenge. Dann ist f Riemann-integrierbar.

3. Sei A C R"™ eine Jordan—mefsbare Menge und W ein Quader im R™, der A enthdlt.
Mit xa : W — R bezeichnen wir die charakteristische Funktion von A, das heifit die

Funktion

1 fallsxz e A,
xA(x) ==

0 fallsze W\ A.

Dann ist x4 Riemann—integrierbar und fir das Jordan-Volumen von A gilt

vol(A) = /XA(J,‘) dzx.

w

Beweis. Wir beweisen 3). Sei P eine Zerlegung von W. Dann gilt

S(xa,P) = Z sup(xalw=) - vol(W*) = Z vol (W)

W*eP W*NAZD
< ) wol(W*) =S(A,W,P),
W*Ncl(A)#£D

S(xa,P) = Z inf (xa|w+) - vol(W*) = Z vol (W)

W*eP W*CA
> > vol(W*) = S(A, W, P).
W*CInt(A)

Somit gilt
S(A,W,P) < S(xa,P) < S(xa,P) < S(A,W,P)

und folglich

vol(A) =sup S(A, W, P) <sup S(xa,P) < i%f S(xa,P) < i%fg(A,W,P) =wol(A). (9.1)
P P
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Da A Jordan-meBbar ist, gilt vol(A) = vol(A) = vol(A). Folglich mufl in (9.1) iiberall
Gleichheit stehen. D.h. x4 ist Riemann—integrierbar und es gilt

vol(A) :/XA(x) dx.

w O

Wir wollen jetzt Funktionen tiber Jordan-mefibaren Mengen A C R™ integrieren.

Ist W ein Quader, der A enthélt, und f : W — R Riemann-integrierbar, so ist auch das
Produkt f x4 : W — R Riemann-integrierbar (Satz 9.5 und Satz 9.6). Wir schneiden
f hierbei aulerhalb von A ab und ersetzen die Funktionswerte dort durch Null. Auf A
stimmen f und f - x4 tiberein.

Haben wir eine nur auf A definierte Funktion f : A — R gegeben, so setzen wir f zunéchst
auf W durch Null fort, d.h. wir definieren zusétzlich f(z) := 0 fir alle x € W \ A. Ist
f z.B. auf A stetig, so liegen die Unstetigkeitsstellen der Fortsetzung auf dem Rand 0A.
Da A Jordan-mefibar ist, ist der Rand 0A eine Jordansche Nullmenge und deshalb ’klein’

genug, um die Riemann—Integrierbarkeit der Fortsetzung zu sichern (siehe Satz 9.6).

Definition 9.6. Sei A C W Jordan-meflbar und f : W — R Riemann—integrierbar. Unter

dem Riemann—Integral von f uber A verstehen wir die Zahl
[t@de = [ xa)@)da
A w

Insbesondere gilt fiir das Jordan-Volumen einer Jordan-mefibaren Menge A C R™

vol(A) = / 1 da.

A

Die Rechenregeln von Satz 9.5 gelten auch fiir das Integral iiber eine Jordan—mef3bare

Menge A. Auflerdem erhélt man durch Einsetzen der Definition:

Satz 9.7 Sei f: W — R Riemann—integrierbar, A, B C W Jordan—mefbar und disjunkt
und N C W eine Jordansche Nullmenge. Dann gilt

/f(a:)da: = /f(:c)da:+/f(x)dx,
A B

AUB
[1@ds = [ fw)as,
A AN
/f(ac) dx = 0.
N

Vollig analog man zum 1-dimensionalen Fall kann man den Mittelwertsatz beweisen.
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Satz 9.8 (Mittelwertsatz)
Sei f: W — R stetig, g : W — R Riemann—integrierbar und g > 0. Dann existiert ein

EeW mit
/ f(@)g(x)dz = F(€)- / o) d.
w w

Insbesondere existiert ein &g € W mit

/ fa F(&) - vol(W).

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir Methoden kennenlernen, mit denen man
die Berechnung des mehrdimensionalen Riemann—Integrals auf die Berechnung des Inte-
grals im 1-dimensionalen Fall zuriickfithren kann. Die Methoden fiir Letzteres haben wir
in Kapitel 6 behandelt.

9.4 Der Satz von Fubini und das Prinzip von Cavalieri

Der zentrale Satz der mehr-dimensionalen Integralrechnung ist der Satz von Fubini. Mit
diesem Satz fiihrt man die Integration iiber einem Quader Wy x Wy C R x R™ = R"* ™™ auf
die Integration iiber die Faktoren W; und W5 zuriick. Dies erlaubt es dann, die Integration

auf die 1-dimensionalen Riemann—Integrale zuriickzufiihren, die wir aus Kapitel 6 kennen.

Satz 9.9 (Satz von Fubini)
Seien Wi C R™ und Wo C R™ zwei Quader, W := W1 x Wy ihr Produkt im R"*™™ und
f: W1 x Wy = R eine Riemann—integrierbare Funktion.

1. Sei x € Wy fiziert und g, : Wo — R definiert durch g,(y) := f(x,y). Wir setzen
voraus, dass die Funktion g, fir alle x € Wi Riemann-integrierbar ist. Dann ist die
Funktion G : W1 — R, definiert durch die partielle Integration tiber Wo

G(z) := /gx dy—/fwydy,
Wa
Riemann-integrierbar und es gilt
| tewiey = [c@d= [ ([ f@ydy)d
W1><W2 Wl Wl W2

2. Seiy € Wy fiziert und hy : Wi — R definiert durch hy(z) := f(x,y). Wir setzen
voraus, dass die Funktion hy fir alle y € Wo Riemann-integrierbar ist. Dann ist die
Funktion H : Wy — R, definiert durch die partielle Integration tiber Wy

H(y) == /hx(y)d:c = /f(x,y)dw
Wy Wh
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Riemann-integrierbar und es gilt

| tewdey = [ o= [ ([ o)
Wo Wy

W1 X W2 W2

Bemerkung: Ist f: W; x Wy — R Riemann-integrierbar, so miissen die Funktionen
ge : Wo — R und hy : Wi — R nicht unbedingt Riemann-integrierbar sein. Dies muf}
man deshalb zuséatzlich voraussetzen.

Ist f: W7 x Wy — R stetig, so sind g, : Wo — R und h, : W7 — R ebenfalls stetig und
folglich auch Riemann—integrierbar. In diesem Fall konnen wir den Satz von Fubini ohne
zusatzliche Voraussetzungen iiber g, und h, anwenden und erhalten die Formel fiir die

iterierte Integration

| tewiey = [([tepd)i = [( [ o)y

W1 xWa Wi Wy Wy Wy

Beweis des Satzes von Fubini. Sei P = (P1,...,P,) eine Zerlegung von W; mit den

Teilwiirfeln W*, P = (751, ..., Pm) eine Zerlegung von Wy mit den Teilwiirfeln W**. Dann
ist Q:= (P, P) eine Zerlegung von Wy x Wy mit den Teilwiirfeln W* x W** und es gilt

S(fWix Wy, @)= > inf(fi,. ) - 00l (WF) - vol (W),
WHeP, W**eP

Ist x € W*, so gilt inf(f],. ) < inf(ge|ws). Fir festes W* und z € W* erhalten wir

also
7 (e yyen) 0l W) <37 ink(gelwe) - vl(W™) = S(gr, Wa, P)
WP WP
< /gx(y)dy = G(x).
Wa

Daraus folgt

> inf(fiypee) - vl (W) < inf{G(z) | 2 € W*}+ = inf (Glw+).
WP

Somit ist

S(f,Wh x Wo, @) < > inf (Glw=) - vol(W*) = S(G, W1, P). (%)
W+eP

Analog zeigt man,
g(fa Wi x Wa, Q) > g(G, Wl,P). (**)

Daraus erhalten wir
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(%) —_ (k%)
ﬁ(fvwl XWQ,Q) < §(G>W1>P) < S(G’Whp) < S(fawl XWQaQ)'

Da f auf W7 x W integrierbar ist, folgt

/ flz,y)d(z,y) = Sup S(f,W1 x W2,Q) = iréf S(f, W1 x Wa, Q).
W1><W2

Folglich gilt

sup S(G, W1, P) = inf S(G,W,P) = / f(z,y)d(z,y).
W1><W2

G : W1 — R ist also Riemann—integrierbar und es gilt

/(/f(w,y)dy) dr = / f@,y)d(z,y).

Wl W2 W1 X W2

Offensichtlich gilt der gleiche Beweis, wenn man die Rollen von W; und Wy vertauscht.

Dies beweist dann den 2. Teil von Satz 9.9. O

Folgerung 9.1 (Iterierte Integration stetiger Funktionen auf Quadern)

Sei f: W = lai,b1] X ... X [an,by] — R eine stetige Funktion. Dann kann man das
Riemann—Integral von f diber W durch schrittweise Integration nach jeweils einer Varia-
blen berechnen und das Ergebnis hdngt nicht von der gewdhliten Reihenfolge der Integration

ab. D.h. fir jede Permutation o von {1,2,...,n} gilt:

b1 b2 bn,1 b.

/f(m)d:c - /(/ / (ff(xl,...,xn)dxn)dxn1...)dx1
w az n—1 Gn

ay a

bo(1)y  bo(2) bo(n—1) bo(n)
= / ( / oo / < / f(l’l, ey (lin) dma(n)) d(l)a(nfl) ces > d.ilig(l).
Ao (1) A5 (2) A5 (n—1) A5 (n)

Diese Rechenregel kann man auf die Integration tiber meBbaren Mengen A C R"™ iiber-
tragen. Dazu schneidet man A mit Hyperebenen, die parallel zu den Koordinatenebenen
sind.

Definition 9.7. Sei A C R™ und ¢ € R eine fizierte Zahl. Die Menge
Ac={(z1,. .., xn-1) | (21, Tpo1,¢) € A} = projge-1 (AN {z, =c}) CR",

heifit c-Schnitt von A entlang der n—ten Koordinate. Analog definiert man den c-Schnitt

entlang der anderen Koordinaten.
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Folgerung 9.2 (Iterierte Integration stetiger Funktionen auf Jordan-Mengen)
Sei A C R"™ eine Jordan—mefbare Menge, ¢ € R und sei der c-Schnitt

Ac:={(x1,...,xn1 | (21,..., 20 1,¢) € A} C R

Jordan—mefibar fir alle ¢ € R. Wir wdahlen ein
Intervall [c1, c] mit Ac =0 fir alle ¢ & [c1, ca].
Sei f: A— R eine stetige Funktion. Dann gilt

/f(x)dx:7(/f(xl,...,xn_l,c)d(xl,...,xn_l)) de.
A Ac

Cc1

Die analoge Formel gilt fur die Schnitte entlang

der anderen Koordinaten.

Beweis. Da A beschréankt ist, gibt es einen Quader W := W7 X [c1, ¢2], der A enthélt. Nach

Definition des Riemann—Integrals von f tiber A gilt
[ H@ydo= [ xa@iie) da.
A w

Mit Satz dem Satz von Fubini folgt dann

Cc2

[r@a= [ xa@is@de= [ ([t 5.0 dy) de
A

Wi x [01,62} C1 Wi

wobei y = (x1,...,2p-1). Es gilt y € A, genau dann, wenn (y,c) € A. Folglich ist
xa(y,c) = xa,(y) und wir erhalten

/f(w)dw—/CQ(/XAc(y%f(y,C) dy) d0_7</f(y,c)dy> de
A ca Wi e Ac

O

Setzt man der letzten Folgerung f = 1 ein, so erhélt man eine Methode zur Berech-
nung des n-dimensionalen Jordan-Volumens vol,(A) von A € J(R™) durch die (n — 1)—

dimensionalen Jordan-Volumen vol,,_1(A.) der Schnittmengen A, C R"~!,

Folgerung 9.3 (Das Prinzip von Cavalieri zur Volumenberechnung)
Sei A C R™ eine Jordan—mefbare Menge und seien alle c-Schnitte A, C R"™! nach einer

fizierten Variablen ebenfalls Jordan—mefbar. Dann gilt

Cc2

volp(A) = /volnl(Ac) de,

Cc1

wobei [c1, ca] so gewdhlt ist, dass A. = 0 fiir alle ¢ & [cq, ca).
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Beispiel 1: Sei f: W = [a1,b1] X [a2,b2] — R eine stetige Funktion der Form

f(z,y) = hi() - ha(y).

/f(m’y) d(z,y) =7h1(fﬂ) dz - 7h2(3/) dy
w ai as

Wir benutzen zum Beweis die Iterationsformel und erhalten

Dann gilt

/f(%y)d(%y) _71(7h1($)‘h2(y)dy>dw —7h1(96)' (7hz(y)dy) dx
w a1 a2 al a2
_ 7h1(:5) dz - /b2h2(y) dy.

Eine analoge Formel gilt fiir drei oder mehr Variablen.

Beispiel 2: Wir betrachten die Funktion f:[0,1] x [0,1] = R,

flz,y) =2* + 4,

und berechnen das Integral von f iiber [0,1] x [0, 1]:

1
1
/ flz,y)d(z,y) = ﬂs—i—y / x+y$‘0)dy
0

O'\H O'\H
O\H
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Beispiel 3: Wir betrachten die Kreisscheibe D = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} und

berechnen das Integral der Funktion f:R? — R, mit f(x,y) : =z +y, iiber D.

Der Rand von D, d.h. die Menge 0D = {(z,y) | f(z,y) = 22 + y? = 1} = S, ist eine

Jordansche Nullmenge (man kann sie als Graphen von Funktionen darstellen). Also ist die

Kreisscheibe D Jordan—mefibar und wir konnen rechnen

1

/fa:y (x,y) //fa:cdx

-1 D.

De={zeR|a?+32<1}=[-V1-2,V1-¢]

folgt
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1 Vi=c2 11 e
F(y) d(z,y) = (z+c)da)de = [ (5a2+ - d
D/ z,y)d(z,y /1<_ 1/_c2a: c :c> c /1<2l’ cx)_mc

= /20\/ 1—c%de=0. (ungerade Funktion)

Beispiel 4: Das Volumen von Mengen unter Funktionsgraphen.
Sei A C R" Jordan—mefbar, f: A — [0,00) stetig und

Qp={(z,y) e AxR| [0<y< f(z)}

die Menge unter dem Funktionsgraphen von f. Die Menge {2 ist Jordan-mefbar, da der
Rand von 2y aus Graphen stetiger Funktionen besteht. Fiir das Jordan-Volumen von {2

gilt:
vol(Qf):/f(x)d:U.
A

Ist A = [a,b] C R, so entspricht dies dem Flicheninhalt von {2¢, den wir in Kapitel 6
definiert haben.
Zur Berechnung des Integrals wahlen wir einen Quader W7 C R”, der A enthéalt. Nach

Definition ist dann

sup f
vol(§2¢) = / XQf(w,y)d(w,y)Z/( / me(ﬂzy)dy) dx.
W1 x[0,sup f] Wy 0

Es gilt
xa(z) fallsy €0, f(x)],
0 sonst.

X025 (xv y) = {

Daraus folgt

vol(£2;) = / ( 7)&@ dy) d:x:/XA(x)-f(m)dm:/f(x)dx.

wWh 0  konst. Wy A
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Beispiel 5: Das Volumen von Rotationskérpern im R3.

Sei 1 : [a,b] — R eine nicht-negative stetige Funkti-
on. Wir betrachten in der zz—Ebene den Graphen der
Funktion x = 1(z) und rotieren diese Kurve um die z—
Achse. Die Menge Vy,, die von der dabei entstehenden
Flache eingeschlossen wird, heif3t der von 1) erzeugte

Rotationskorper. Sie ist beschrieben durch
Vi = {(z,y,2) e R’ | 2 + 9% <9(2)*).

Der Rotationskérper Vi, ist Jordan-mefbar, da sein

Rand eine regulédre Flache, d.h. eine Jordansche Null-

menge ist. Dann gilt fiir das Volumen von V,,

b
vol(Vy) = - /w2(z) dz.

Zum Beweis betrachten wir die Schnitte von V,, nach der 3. Koordinate. Der z—Schnitt
von V, ist die Kreisscheibe Di(z) vom Radius 1(z). Eine Kreisscheibe D? vom Radius r
hat das Jordan-Volumen (d.h. in diesem Fall den Flicheninhalt) Area(D?) = 7r?. Aus

dem Prinzip von Cavalieri folgt damit

b

b
vol(Vy) = /Area(D?p(z)) dz=m- /w2(z) dz.

a

Beispiel 6: Das Volumen der Kugel im R® vom Radius R.

Wir bezeichnen die abgeschlossene Kugel im R? vom Radius R mit D%, d.h.
D3 = {(x,y,2) € R3 | 2% + 4> + 2% < R?}.

Fiir das Volumen von D% gilt

4
vol(D%) = §WR3.

Zum Beweis betrachten wir die Kugel als Rotationskorper. Die rotierende Funktion in der
zx—Ebene ist hierbei ¢ : [~ R, R] — R mit

Folglich gilt nach Beispiel 5:

R
1 4R 2 4
vol(D%) =7 /(R2 — 2 dz = W(RQZ‘ n 523‘ R) = 7r<2R3 - §R3) = §7TR3.

-R
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9.5 Die Transformationsformel fiir Riemann-Integrale

Die zweite wichtige Formel zur Integralberechnung ist die Transformationsformel. Mit
dieser Formel kann man das Riemann-Integral {iber einer Jordan-me3baren Menge B, die
”kompliziert” aussieht, auf ein Riemann-Integral iber einer Menge A zuriickfithren, die
"einfacher” aussieht (die z.B. ein Quader ist). Dazu benutzt man eine Koordinatentrans-

formation, die die Menge B durch Koordinaten aus der einfacheren Menge A beschreibt.

Satz 9.10 Sei ¢ : U C R™ — V C R" ein Diffeomorphismus (d.h. eine Koordinatentrans-
formation) zwischen den offenen Mengen U und V, f : V — R eine stetige Funktion und
A C U Jordan-mefbar. Dann ist ¢(A) ebenfalls Jordan-mefsbar und es gilt

/f(y)dy = /f(¢(:v))-|detJ¢m|dx.
$(A) A

Diese Formel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir Riemann-Integrale von Funktionen
einer Variablen: Sei ¢ : [a,b] — [c,d] ein Diffeomorphismus. In diesem Fall ist die Jacobi-
Matrix J¢, = ¢/(x). Wir fithren die Substitution y = ¢(x), dy = ¢'(z) de durch. Dann
gilt

d )
/ f) dy = / F(3(0)¢ (2) da.
c 10

Es ist entweder ¢/(z) > 0 fiir alle z € [a,b] oder ¢'(x) < 0 fiir alle x € [a,b], denn ¢’ ist
stetig und ¢'(x) # 0, da ¢ ein Diffeomorphismus ist. Ist ¢'(x) > 0 fur alle = € [a, b], so ist
¢ streng monoton wachsend und es gilt ¢~ !(c) = a und ¢~1(d) = b. Ist ¢'(x) < 0 fiir alle
x € [a,b], so ist ¢ streng monoton fallend und es gilt ¢~*(c) = b und ¢~ *(d) = a. Folglich

erhalten wir

d b b
/ f(y) dy = / F(6(@)) - ¢/ () di: = / F(6(x) - | det Joy| da.

In den folgenden Beispielen demonstrieren wir die Anwendung der Transformationsformel.

Beispiel 7: Wir berechnen das Integral / (2 +9?) d(z,y).
(z—a)2+y2<a?

Der Integrationsbereich ist die Kreisscheibe um (a,0) vom
Radius a, d.h. y

B :={(z,y) € R?*| (z — a)* + y* < a®}.

-
BN

Um das Integral zu berechnen, beschreiben wir B (bis auf

eine Nullmenge) durch Polarkoordinaten um (a,0):

Jeden Punkt (z,y) von B schreiben wir als = a 4 rcos ¢

und y = rsine. Die Abbildung
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¢ : (0,00) x (0,21) — R?\ ([0, 00) x {0})
:=NNullmenge

(r,p) — (a + rcosp,rsiny).

ein Diffeomorphismus. Es gilt B\ N = ¢((0,a) x (0,27)). Die Determinante der Jacobi-
Matrix von ¢ ist

det Ty = det (Cf’w _Tm“@) —r>0.
singp rcosp

Wir erinnern uns daran, dass man zum Integrationsbereich Nullmengen beliebig hinzu-
nehmen oder herausnehmen kann, ohne das Integral zu veréndern (siehe Satz 9.7). Aus

der Transformationsformel folgt dann
J@Pden = [ @ +Pde
B B\N

Trafo / (a + rcos g0)2 + 72 sin? ©) - | det Jo o d(r, ©)
(0,a) % (0,27)

= / (a®r 4 2r2a cos ¢ 4 17 cos? ¢ + 2 sin? ) d(r, @)

[0,a] % [0 2]
a
Fubmz
/(/ a’r +2r?acos o + 1 )dgp) dr
0
i gr?ja e
:27r/a7“+7' dr—27r< _,_7)
2 1o 4 1o
0
= —Tra
2
Beispiel 8: Wir berechnen das Integral / lzy| d(z,y, 2).

2 +4+y2+22<1

Der Integrationsbereich ist die Kugel D} vom Radius 1. Wir betrachten die Kugelkoordi-

naten im R3

¢: (0,00) x (—3,Z) x (0,21) — R?\ ([0,00) x {0} x R)

:=L Nullmenge

mit
o(r,u,v) := (rcosucosv,rcosusinv, rsinu).

Die Menge D3\ L wird durch die Kugelkoordinaten aus der Menge

A:=(0,1] x (= %,%) x (0,27)
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beschrieben, d.h. es gilt ¢(A) = D3\ L. ¢ ist ein Diffeomorphismus mit der Jacobi-Matrix

COSU - COSV —7r-sinu - cosv —7r-cosu - Sinv
JP(ruw)y = | cosu-sinv —r-sinu - sinw T - COSU - COSV
sin u T COSU 0

Fir die Determinante der Jacobi-Matrix berechnet man
| det Jp(ruv)| = r? - cos u.

Wir benutzen wieder, dass man zu Integrationsgebieten Nullmenge beliebig hinzufiigen

oder wegnehmen kann, ohne das Integral zu verandern und erhalten aus der Transforma-

tionsformel
[lesldwws) = [ ol dlay.2)
D3 D3\L
Trafo .
= /|7’ cosucosv| - |rcosusinv| - | det Jd( )| d(r, u,v)
A
= / rtcosd u - |sinwvcosv| d(r, u,v)
0,1]x [~ 5,5 ] x[0,27]
1 /2 2m
Bsp.1 4 3 10 .-
= ridr - cos®udu - | 3|sin2v|dv.
0 —7r/2 0
Da
2m 4m T
%/|sin2v|dv = }l/|sinw|dw = /Sinwdw = 2
0 0 0
und
/2 ) / /2
cos” u si /2 4
/ cosbudy Tt SO UERU + % / cosudu = =
3 w/2 3
—7/2 —7/2
folgt

[levldtev2) = .
D3

Beispiel 9: Geometrische Interpretation der Determinante

Sei L : R™ — R" ein linearer Isomorphismus. Dann gilt fiir jede Jordan-mef3bare Teilmenge
ACR"
vol (L(A)) = | det(L)| - vol(A).

Zum Beweis benutzen wir, dass L : R™ — R" ein Diffeomorphismus ist und wenden die

Transformationsformel an:
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vol(L(A)) = /ldx:/detsz]dx:/\detL\dJ:
A

L(A) A

= | det L\/ld:): = |det L| - vol(A).
A

Daraus erhalten wir die aus der Vorlesung Lineare Algebra bekannte geometrische Inter-
pretation der Determinate einer regularen Matrix:
Sei (aj,...,a,) eine (n x n)-Matrix, deren Spaltenvektoren aj, ..., a, linear unabhingig
sind. Wir betrachten den linearen Isomorphismus L : R®" — R” der die kanonischen
Basisvektoren e; auf a; abbildet (i = 1,...,n). Dann ist (aj,...,a,) gerade die Darstel-
lungsmatrix [L] von L bzgl. der kanonischen Basis des R™. Die Vektoren ay, .. ., a, spannen
das Parallelotop

n

Play,... a,) = { S Nai[0< A < 1} cR"

i=1

auf. Dann gilt
P(ai,...,a,) = L([0,1]")

und wir erhalten
vol(P(ai,...,a,)) = vol(L([0,1]")) = | det L| - vol([0,1]") = | det[L]| = |det (a1 ... aq)|.

Dies liefert
|det (a1 ... an)| =vol(P(a1,...,a,)).
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