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1) Seien τ und σ Stoppzeiten. Zeigen Sie

Fτ∧σ = Fτ ∩ Fσ.

2) Sei Z der RCLL (cadlag) Dichteprozess von einem zu P absolutstetigen Wahrschein-
lichkeitsmaß Q (mit Q = P auf F0) auf unserem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum
und

R := inf{t ≥ 0 | Zt = 0}.
Beweisen Sie die noch ausstehenden Beweisteile von Lemma 56 der Vorlesung:

i) Für jeden nicht-negativen adaptierten Prozess U und s < t gilt Q-f.s.

EQ
s [Ut] = 1{Zs 6=0}
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ii) Sei Y ein adaptierter Prozess. Dann ist Y ein lokales Q-Martingal falls (Y Z)R

ein lokales P Martingal ist.

3) Beweisen Sie: Für jedes stetige lokale Martingal M ∈Mc
0,loc und jedes H ∈ L2

loc(M)

ist das stochastische Integral H ·Mt =
∫ t

0
HdM (t ≥ 0) ein stetiges lokales Martingal

aus Mc
0,loc .

4) Sei x : [0, 1] → R eine rechtsstetige Funktion. Es bezeichne πn eine verfeinernde
Folge von Partitionen des Zeitintervalles mit |πn| → 0.

Beweisen Sie: Falls für jede solche Verfeinerungsfolge (πn) die Summen

Sn :=
∑

tk,tk+1∈Πn

h(tk)(x(tk+1)− x(tk))

für jede stetige Funktion h konvergieren, ist x notwendig von endlicher Variation.


