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1) Ein reeller Prozess X = (X;) ist “von der Klasse (D)” falls die Familie aller Zufalls-
variablen {1{T<OO}XT |7 < o0 Stoppzeit} gleichméfig integrierbar ist.

Beweisen Sie:

i)
ii)

iii)

ii)

Ein lokales Martingal M ist ein gleichméflig integrierbares Martingal genau
dann, wenn es von der Klasse (D) ist.

Zeigen Sie direkt, d.h. ohne Verwendung des Novikov oder Kazamaki Krite-
riums: Sei L ein stetiges lokales Martingal mit Ly = 0, Y := £(L) und (L)
durch eine Konstante C' beschrankt. Dann gilt fiir jede Stoppzeit 7 und alle
l<p<oo

1
Bll<l¥s 1) < exp (olp - 1C)

und Y ist ein gleichméfig integrierbares Martingal.

Zeigen Sie, dass das Kazamaki Kriterium das Novikov Kriterium verallgemei-
nert: Ist L ein stetiges lokales Martingale mit Elexp((3L)s)] < 00 so ist
exp(%L) ein gleichméfig integrierbares Submartingal.

Seien F! und F? unabhingige o-Algebren.
Beweisen Sie, dass der lineare Unterraum

C:=span {G'G*|G' € L™(F")},
welcher von den Produkten G'G? beschrinkter Fi-messbarer Zufallsvariablen
G' aufgespannt wird, dicht im Raum L?*(F' Vv F?) liegt (d.h. C ist total).

Seien ! und W? zwei unabhéngige Wienerprozesse auf (Q, F, P) mit erzeug-
ten Filtrierungen (FV' )0 bzw. (FV")i=0. Zeigen Sie: Jede quadratintegrier-
bare FV' v FW*_messbare Zufallsvariable H besitzt eine eindeutige Darstellung

H—E[H]+/ h,}dW,}Jr/ h? AW}
0 0

mit previsiblen k', h%, so dass E [ [[7(|hi]* + |h}|?) dt] < +o0.



3) Berechnen Sie die Ito-Darstellung, d.h. den previsiblen Integranden ¥ € L*(W) fiir
T
0

zu folgenden Funktionalen H einer Brownschen Bewegung (W;)o<i<r:
) Wi,
i) [if W, dt,
iii) fOT exp(oWy + pt)dt  (p,0 € R).

4) Wir betrachten einen Finanzmarkt mit n riskanten Wertpapieren (S}, ..., S/")iejo.1]
und einem Bankkonto (Bi)co,r). Ferner sei P* ein risikoneutrales Mafl, d.h. die
diskontierten Preisprozesse (S}/By,...,S;"/By)wep,r sind Martingale unter P*. Ist
S > 0 P*-fs. fir alle t € [0,7] und ein ¢ € {1,...,n}, so kann man (statt B) das
Wertpapier ¢ als ein neues Numeraire wéhlen.

Zeigen Sie:

i) Es existiert ein Mal P’ ~ P, so dass die mit (S;) diskontierten Preisprozesse
(S}/SE, ... 8¢ /S;, B/ Sy )teppr) Martingale unter P* sind. Geben Sie den Dich-
teprozess von P* beziiglich P* an.

ii) Fir den arbitragefreien Preis m(H) := B,E*[H/Br|F] eines Derivates H > 0,
berechnet unter P*, gilt

H

T

th:|7 0<t<T,

und es gilt die folgende Formel fiir den Numeraire-Wechsel

H
St

. H
’]—}} = S} Ep; {S_%

%Ep[ ﬂ}, 0<t<T,

fir alle 4,5 € {1,...,n}.



