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1) Ein reeller Prozess X = (Xt) ist “von der Klasse (D)” falls die Familie aller Zufalls-
variablen

{
1{τ<∞}Xτ | τ ≤ ∞ Stoppzeit

}
gleichmäßig integrierbar ist.

Beweisen Sie:

i) Ein lokales Martingal M ist ein gleichmäßig integrierbares Martingal genau
dann, wenn es von der Klasse (D) ist.

ii) Zeigen Sie direkt, d.h. ohne Verwendung des Novikov oder Kazamaki Krite-
riums: Sei L ein stetiges lokales Martingal mit L0 = 0, Y := E(L) und 〈L〉
durch eine Konstante C beschränkt. Dann gilt für jede Stoppzeit τ und alle
1 < p <∞

E[1{τ<∞}|Yτ |p] ≤ exp

(
1

2
p(p− 1)C

)
und Y ist ein gleichmäßig integrierbares Martingal.

iii) Zeigen Sie, dass das Kazamaki Kriterium das Novikov Kriterium verallgemei-
nert: Ist L ein stetiges lokales Martingale mit E[exp(〈1

2
L〉∞)] < ∞ so ist

exp(1
2
L) ein gleichmäßig integrierbares Submartingal.

2) i) Seien F1 und F2 unabhängige σ-Algebren.

Beweisen Sie, dass der lineare Unterraum

C := span
{
G1G2

∣∣Gi ∈ L∞(F i)
}
,

welcher von den Produkten G1G2 beschränkter F i-messbarer Zufallsvariablen
Gi aufgespannt wird, dicht im Raum L2(F1 ∨ F2) liegt (d.h. C ist total).

ii) Seien W 1 und W 2 zwei unabhängige Wienerprozesse auf (Ω,F , P ) mit erzeug-
ten Filtrierungen (FW 1

t )t≥0 bzw. (FW 2

t )t≥0. Zeigen Sie: Jede quadratintegrier-
bare FW 1

∞ ∨FW
2

∞ -messbare Zufallsvariable H besitzt eine eindeutige Darstellung

H = E[H] +

∫ ∞
0

h1t dW
1
t +

∫ ∞
0

h2t dW
2
t

mit previsiblen h1, h2, so dass E
[∫∞

0
(|h1t |2 + |h2t |2) dt

]
< +∞.



3) Berechnen Sie die Itô–Darstellung, d.h. den previsiblen Integranden ϑ ∈ L2(W ) für

H = E[H] +

∫ T

0

ϑtdWt

zu folgenden Funktionalen H einer Brownschen Bewegung (Wt)0≤t≤T :

i) W 3
T ,

ii)
∫ T
0
Wt dt,

iii)
∫ T
0

exp(σWt + µt)dt (µ, σ ∈ R).

4) Wir betrachten einen Finanzmarkt mit n riskanten Wertpapieren (S1
t , . . . , S

n
t )t∈[0,T ]

und einem Bankkonto (Bt)t∈[0,T ]. Ferner sei P ∗ ein risikoneutrales Maß, d.h. die
diskontierten Preisprozesse (S1

t /Bt, . . . , S
n
t /Bt)t∈[0,T ] sind Martingale unter P ∗. Ist

Sit > 0 P ∗-f.s. für alle t ∈ [0, T ] und ein i ∈ {1, . . . , n}, so kann man (statt B) das
Wertpapier i als ein neues Numeraire wählen.

Zeigen Sie:

i) Es existiert ein Maß P i ∼ P , so dass die mit (Sit) diskontierten Preisprozesse
(S1

t /S
i
t , . . . , S

n
t /S

i
t , Bt/S

i
t)t∈[0,T ] Martingale unter P i sind. Geben Sie den Dich-

teprozess von P i bezüglich P ∗ an.

ii) Für den arbitragefreien Preis πt(H) := BtE
∗[H/BT |Ft] eines Derivates H ≥ 0,

berechnet unter P ∗, gilt

πt(H) = SitEP i

[
H

SiT

∣∣∣Ft ] , 0 ≤ t ≤ T,

und es gilt die folgende Formel für den Numeraire-Wechsel

SitEP i

[
H

SiT

∣∣∣Ft ] = SjtEP j

[
H

SjT

∣∣∣Ft ] , 0 ≤ t ≤ T,

für alle i, j ∈ {1, . . . , n}.


