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Serie 5 Diskussion am 22.11.2019

Aufgabe 1 (Taylor-Verfahren). Die zeitabhéngige Population 3; von Méausen und y, von
Katzen in Berlin soll durch das Rauber-Beute-Modell nach Lotka und Volterra beschrieben

werden

[yi(t)] _ { ay1(t) (1 —1(1)) } {91(0)} _ ﬂ

ya(t) —cyp(t) (L—wi()] " [92(0) 1]
Es beschreibt den direkten Zusammenhang, dass die Anzahl der Mause fillt, wenn es zu viele
Katzen gibt, und dass die Anzahl der Katzen fillt, wenn es zu wenig Méuse gibt. Das Verhéltnis
werde beschrieben durch die Konstanten a = 2 und ¢ = 1. Geben Sie das Taylor-Verfahren
der Ordnung p = 3 fiir dieses Anfangswertproblem explizit an
Hinweis: Achten Sie auf die korrekte Anwendung der Ketten- und Produktregel im R2.

Aufgabe 2 (Wiederholung: Konsistenzordnung von Runge-Kutta-Verfahrens). Ein
Einschrittverfahren sei gegeben durch folgendes Butcher-Tableau

Vgl. Heun, Neue Methode zur approximativen Integration der Differentialgleichungen einer
unabhdingigen Verdnderlichen, Zeitschr. fiir Math. u. Phys., 1900.

Geben Sie die Inkrementfunktion ®(t,y,h) des Verfahrens an und bestimmen Sie die Konsis-
tenzordnung des Verfahrens fiir hinreichend glatte f.

Aufgabe 3 (Wiederholung: Konsistenzordnung expliziter RK-Verfahren). Bestim-
men Sie die maximale Konsistenzordnung der folgenden Runge-Kutta-Verfahren mit Hilfe der
algebraischen Bedingungen aus den Ubungen der letzten Woche.

(i) (11) RK4 (111) 3/8-Regel
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Die Formeln und ihre Herleitung finden Sie in Theorem 1.6 bzw. Kapitel I11.2 Hairer, Wanner,
Norsett, Solving Ordinary Differential Equations I, Springer Series in Computational Mathe-
matics, 1993. Dieses Buch kann im Universitdtsnetzwerk heruntergeladen werden.
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Aufgabe 4 (Quadratur). Fir f € C(I) mit I C R soll das Anfangswertproblem y/(t) = f(t),
y(to) = yo € R integriert werden.

Zeigen Sie, dass jedes explizite s-stufige Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung p = s mit der
Eigenschaft

1—1
C; = E Q5 fﬁrizl,...,s
j=1

polynomielle f € P,_;(I) exakt integriert.

Aufgabe 5 (Satellitenbahn im Erde-Mond-System; praktische Aufgabe). Losen Sie
das Anfangswertproblem aus Serie 1, Aufgabe 4 wie in Serie 4, Aufgabe 2, numerisch. Diesmal
mit Hilfe des klassischen Runge-Kutta-Verfahrens RK4 aus Aufgabe 3 (ii).

Aufgabe 6 (Wechselstrom; Modellierung). Zur Vereinfachung der Betrachtung von Wech-
selstromen wird ein komplexer Widerstand Z = R + jX eingefiihrt. Dieser wird Impedanz ge-
nannt. In der Elektrotechnik wird die imaginére Einheit mit j bezeichnet, um Verwechslungen
mit der Stromstérke zu vermeiden. B

Fiir kosinusformige Spannung U (t) = Uy cos(wt) und Stromstérke I(t) = Iy cos(wt + ¢) mit
Frequenz w und Phasenwinkel ¢ werden die komplexen Funktionen U(t) = Upexp(jwt) und
I(t) = Iy exp(jwt + jo) betrachtet, sodass I = ReI und U = ReU. Es gilt dann das ohmsche
Gesetz der Wechselstromtechnik

Uut) U

—> = —¢ 1% = const.

It~ I

(a) Leiten Sie aus den bekannten Gleichungen

d d
UR(t) = R[R(t), ]C(t) == OEUC@) und UL(t) = L&IL(t)
an Ohm’schen Wiederstdnden, Kondensatoren und Spulen die folgenden komplexen Zusam-

menhénge her

1
/=R, Zc=—— und 2, =jwL.
jwC
Beschreiben Sie die Multiplikation mit +j = exp(+jn/2) als Phasenverschiebung.
@ ) Beschreiben Sie die Modelle der RC- und RIL-Schaltung mit Wechselspannungsquelle
Uin(t) = Uy cos(wt) wie in Serie 2, Aufgabe 4 und Serie 4, Aufgabe 4.
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