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Aufgabe 1 (Extrapolation). Gegeben sei eine Funktion a ∈ C([0,∞)) mit asymptotischer
Entwicklung

a(h) = a0 +
m∑
i=1

aih
pi + am+1(h)hp(m+1)

für ein p > 0 und am+1 = am+1 + o(1) für h → 0. Sei (hk : k ∈ N0) eine monoton fallende
Folge mit 0 < hk und

0 <
hk+1

hk

≤ % < 1 für alle k ∈ N0.

(a) Zeigen Sie, dass für das Interpolationspolynom pk,m ∈ Pm([0,∞)) durch die Punkte
(hp

k−m, a(hk−m)), . . ., (hp
k, a(hk)) gilt

a(0)− pk,m(0) = O(h
p(m+1)
k−m ) für k →∞.

Hinweis: Untersuchen Sie das Interpolationspolynom in der Lagrangeschen Darstellung und
zeigen Sie mit Hilfe der Interpolationsfehlerdarstellung

m∑
i=0

z`iL
(m)
i (0) =


1, falls ` = 0,

0, falls ` = 1, . . . ,m,

(−1)m
∏m

j=0 zj, falls ` = m + 1.

(b) Zeigen Sie, dass pk,m(0) = ak,m rekursiv ausgewertet werden kann durch die Formel

ai,0 = a(hi), ai,` = ai,`−1 +
ai,`−1 − ai−1,`−1(hi−`

hi

)p − 1
, für ` = i, i + 1, . . . und i ∈ N0.

Hinweis: Die Behauptung folgt direkt aus der Nevilleschen Rekursionsformel zur Auswertung
des Interpolationspolynoms, die Sie verwenden dürfen.
(c) Zusatz: Beschreiben Sie das Quadraturverfahren nach Romberg als weiteres Beispiel für
eine Anwendung des Prinzips der Extrapolation.

Aufgabe 2 (Extrapolationsverfahren). Bei Extrapolation von Runge-Kutta-Verfahren
entstehen wieder Runge-Kutta-Verfahren mit höherer Stufenzahl und höherer Ordnung. Führen
Sie bei dem Verfahren

ci aij
bj

i, j = 1, . . . , s

einen Extrapolationsschritt zu h0 = h und h1 = h/2 durch und berechnen das Butcher-Tableau
des resultierenden Verfahrens. Welche Verfahren ergeben sich für das explizite und implizite
Euler-Verfahren bzw. die Mittelpunktsregel?
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Aufgabe 3 (Implizite RK-Verfahren). Betrachten Sie das implizite 2-stufige Runge-
Kutta-Verfahren mit dem Butcher-Tableau

0 1
2
−1

2

1 1
2

1
2

1
2

1
2

sowie das Verfahren

Y1 = yn +
h

2
(f(tn, Y1)− f(tn+1, Y2)), Y2 = yn +

h

2
(f(tn, Y1) + f(tn+1, Y2)), yn+1 = Y2.

(a) Zeigen Sie, dass die beiden Verfahren für das Anfangswertproblem y′(t) = f(t, y(t)),
y(t0) = y0 dieselben Werte yn liefern.
(b) Lässt sich jedes s-stufige Runge-Kutta-Verfahren mit Ordnung p ≥ 1 in der Form

Yi = yn + h

s∑
j=1

aijf(tn + cjh, Yj), i = 1, . . . , s, yn+1 = Ys

schreiben? Beweisen Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 4 (Quadratur). Für f ∈ C(I) mit I ⊆ R soll das Anfangswertproblem y′(t) = f(t),
y(t0) = y0 ∈ R integriert werden.
Zeigen Sie, dass das implizite Verfahren
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für f ∈ C(I) die Gauß-Quadraturformel liefert.


