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Aufgabe 1 (Stabilititsfunktion von Runge-Kutta-Verfahren). (a) Zeigen Sie, dass
die Stabilititsfunktion R(z) = 1+ 2b" (I,xs — 2A) " le eines s-stufigen expliziten Runge-Kutta-
Verfahrens ein Polynom vom Grad < s ist. (Hinweis: Beweis durch Induktion)

(b) Zeigen Sie, dass die Stabilititsfunktion R(z) = 1+ 2b' (I,xs — 2A) e eines s-stufigen
impliziten Runge-Kutta-Verfahrens eine rationale Funktion ist. (Hinweis: Cramersche Regel)

Aufgabe 2 (Stabilititsfunktionen). Geben Sie fiir folgende Runge-Kutta-Verfahren die
Stabilitdtsfunktion an. Sind die Verfahren A-stabil? Skizzieren Sie die Stabilitdtsgebiete (ggf.
fiir geeignete Parameter 6).
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Aufgabe 3 (Stabilitit des Heun-Verfahrens). Gegeben sei das Heun-Verfahren der Ord-
nung 3 mit Butcher-Tableau

Bestimmen Sie die maximale Schrittweite A > 0, fiir die das obige Verfahen das System

v =sue) wie 57" 4]

noch numerisch stabil integriert.

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst das maximale Interval J C R, das noch im Stabilitdtsgebiet
des Verfahrens liegt. Zeigen Sie dann mittels Diagonalisierung von B, dass ||y,|| = || R(hB)"yo||
beschrénkt bleibt.
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Aufgabe 4 (Grafische Darstellung von Stabilititsgebieten; praktische Aufgabe).
Schreiben Sie ein Programm, das das Stabilitatsgebiet

S={ze€C : |R(z»)| <1}

eines gegebenen Runge-Kutta-Verfahrens mit den Koeffizienten (A,b,c) grafisch darstellt.
Uberpriifen Sie Thr Programm an den Beispielen aus Aufgabe 2.

Hinweis: Fin mogliche Implementierung berechnet mit Hilfe des Python-Moduls numpy . meshgrid
fiir jeden Punkt der komplexen Zahlenebene den Wert 1 oder 0 je nachdem, ob die Bedingung
erfiillt ist oder nicht. Die resultierende boolesche Funktion kann mit matplotlib.pyplot.contour
dargestellt werden.



