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Serie 9 Diskussion am 20.12.2019

Aufgabe 1 (Fixpunktiteration fiir ein Adams-Moulton-Verfahren). Die Gleichung
des k-schrittigen Adams-Moulton-Verfahrens

k
Yn = Yn—1 + hZﬁjf(tn*ja yn*j)
=0

soll mittels Fixpunktiteration fiir gegebene Daten v, g, ..., y,—1 gelost werden.

(a) Formulieren Sie in Anlehnung an Aufgabe 1 aus Serie 3 ein Kriterium fiir die Konvergenz
der Fixpunktiteration.

(b) Betrachten Sie das Anfangswertproblem

y'(t) = —20y/(t) = 19y(t) mit y(0) =1 und y'(0) = —10.

Wie klein muss die konstante Schrittweite h > 0 gewéhlt werden, sodass die Fixpunktiteration
fiir das 2-schrittige Verfahren

Yn = Yn—1 + % h <5f(tn> yn) + Sf(tnfla ynfl) - f(tnf% ynf2>>

konvergiert?
Hinweis: Formen Sie die Differentialgleichung zunéchst in ein System erster Ordnung um und
wenden dann das Verfahren an.

Aufgabe 2 (Ein explizites lineares Mehrschrittverfahren). Fiir konstante Schrittweite
h > 0, betrachten Sie das explizite lineare Mehrschrittverfahren

Yn + 4yn—1 - 5yn—2 = h[4f<tn—17 yn—l) + Qf(tn—Qa yn—Q)] fU.I' n = 27 3a s

(a) Bestimmen Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens.
(b) Zeigen Sie, dass obiges Verfahren fiir das Anfangswertproblem y/(t) = —y(t) mit den
Startwerten yo = 1 und y; = e~ Losungen der Form y, = a\} + SA} liefert mit

2 4
M =—-2-2h+3\/1+4+ -h+ -h?
3 9
2 4
Ao =—2—2h—34/1+ -h+ =h2
2 \/ +3 +9h

Bestimmen Sie o und 8 mit Hilfe der Startwerte yo, y1.
Hinweis: A\; und A sind Nullstellen eines quadratischen Polynoms ¢(A). Formen Sie die Glei-
chung g(A1) = q¢(A2) geeignet um.
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Aufgabe 3 (Maximale Konsistenzordnung). Zeigen Sie, dass fiir jede Zahl £ € N (bis
auf Normierung) genau ein lineares Mehrschrittverfahren mit Konsistenzordnung 2k existiert,
aber keines mit Konsistenzordnung 2k + 1.

Hinweis: Schreiben Sie das zugehorige lineare Konsistenz-Gleichungssystem in Matrix-Schreibweise
in den Unbekannten ay, ..., ax, —f, . .., —Fr und untersuchen den Kern dieser Matrix.

Aufgabe 4 (Implementierung eines Adams-Bashforth-Verfahrens). Fiir einen Para-
meter § > 0 beschreibt das Anfangswertproblem

2'(¢) = p(¢) cos(¢), y'(¢) = p(¢) sin(¢), x(0) =y(0) =0,
aus [Bashforth, 1883] die Form eines Fliissigkeitstropfens, wobei p(¢) definiert ist durch

1 sin(9)
ORI

Losen Sie das Anfangswertproblem numerisch nach der Vorgehensweise von Adams.

=24+ Fy(p) und p(0):=1. (*)

1. Berechne 2 Startwerte (xg,30)" und (z1,y;)" wie folgt. Nehmen Sie an, dass p(¢) = 1 +
by +bs¢" +. .. Das Einsetzen von p(¢) in das Anfangswertproblem liefert nach Integration
eine Taylor-Entwicklung von = und y. Bestimmen Sie die ersten Koeffizienten by, durch
Koeffizientenvergleich in (). Das liefert eine Approximation von (x(¢),y(¢))" fiir kleine

o> 0.
2. Wenden Sie das Mehrschrittverfahren
3 1
Zp = Zp—1t h<§f(¢n—1, Zn—l) - Ef(gbn—Qa zn—2)>

auf die Startwerte aus 1. an und berechnen eine diskrete Losung auf dem Intervall ¢ € [0, 7).

Plotten Sie die Losung fiir unterschiedliche 8 > 0. (Die berechnete Lésung muss noch an der z-
Achse gespiegelt werden und zeigt aus Symmetriegriinden nur die rechte Hélfte der Kontur des
Tropfens. Durch eine an der y-Achse gespiegelte Kopie, erhalten Sie einen richtigen liegenden
Tropfen.)

Hinweis: Sie kénnen auch den 1. Schritt iiberspringen und Startwerte mit einem geeigneten
Einschrittverfahren berechnen.



