Zusammenfassung der Vorlesung
Lineare Algebra und Analytische Geometrie
bei Herrn Kleinert
Beginn WS 2000 - 2001
HU Berlin

Paul Ebermann

12. Februar 2006






Inhaltsverzeichnis

-1 Vorwort 5
0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre 7
0.1 Mengen, Mengenoperationen . . . . . . ... ... ... . ... ... .. 8
Definition . . . . . . . . .. 8

Die Russellsche Antinomie . . . . . . . . .. . ... ... . ... ...... 10
Beseitigung der Russellschen Antinomie . . . .. .. ... ... ...... 10
Mengenoperationen . . . . . . .. ... Lo 10

0.2 Mengenabbildungen . . . . ... ... oL 12
Spezielle Abbildungen . . . . .. .. .. ... ... .. 14

0.3 Mengenfamilien . . . . . . . ... Lo 17
Injektive, surjektive, bijektive Abbildungen . . . . . ... ... ... ... 25
Beispiele fiir Bijektionen . . . . . .. .. 0 oo 31

0.4 Maéchtigkeit von Mengen . . . . . . . . . ... Lo 32
Folgerungen aus diesen Sdtzen zur Abzéhlbarkeit: . . . . . . . . .. .. .. 40

Die Kardinalitdt von R . . . . . . . .. . ... ... .. ... .. 44

0.5 Geordnete Mengen, Faktormengen, das Zornsche Lemma . . . . . . . .. 52
Beweis zum Fixpunkt-Lemma von Bourbaki . . . . . .. .. .. ... ... 56
Beweis des Zornschen Lemmas . . . . . .. . ... ... ... ... ... 61
Aquivalenz von Zornschen Lemma und Auswahlaxiom . . .. ... .. .. 62
Wichtige Anwendungen des Zornschen Lemmas . . . . . . ... ... ... 64

0.6 Aquivalenzrelationen und Faktormengen . . . . . . ... . ... ...... 69
Konstruktion von R als Faktormenge . . . . . . . ... ... ... ..... 75
Weitere Beispiele fiir Faktormengen und Aquivalenzklassen . . . . . . .. 76
Invariante Abbildungen und Homomorphiesatz fiir Mengen . . . . . . .. 79



Inhaltsverzeichnis



-1 Vorwort

Doz. Dr. sc. W. Kleinert, unser Dozent in Lineare Algebra und Analytische Geome-
trie, gehort zu den Menschen, die keine Aufzeichnungen fiir ihre Vorlesungen haben,
insbesondere kein Vorlesungsskript. Begriindung;:

Ich bin ein Perfektionist, wenn ich ein Skript hitte, wiirde ich immer wieder
daran herumbasteln, ohne je fertig zu werden. Dies wiirde mich verriickt
machen.!

Da es von ihm also kein Skript gibt, habe ich mich also an die Arbeit gemacht und
in den Weihnachtsferien begonnen, meine Aufzeichnungen der Vorlesung in KTEX nie-
derzuschreiben. Der eigentliche Text entspricht etwa den Aufzeichnungen, die Fufinoten
sind meist komplett von mir. Die Nummerierung der Sitze und Kapitel habe ich beibe-
halten, die Definitionen und Beispiele waren urspriinglich nicht nummeriert. Sétze bzw.
Bemerkungen, denen Herr Kleinert keine Nummer zuweisen wollte (weil zu trivial), habe
ich mit ,SATZ OHNE NUMMER" gekennzeichnet.

Ich bin fiir Verbesserungsvorschlige bzw. Korrekturen jederzeit dankbar, wer welche
hat, sollte sich an mich wenden.

Das 0. Kapitel ist nun abgeschlossen.

Paul Ebermann, 12. Februar 2006.

!Fast wortlich, aus meiner Erinnerung. Wer es besser weif, soll mir den korrigierten Text schicken.
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

Logische Symbole

! Bevor wir mit der Mengenlehre anfangen, werden wir einige Symbole der Aussagenlogik

kléren.
Symbol Verwendung Bedeutung

3: Jz : (Aussage) Es existiert (mindestens) ein Ob-
jekt, so dass die Aussage gilt.
Meist taucht das Objekt in der
Aussage wieder auf.

dx € M : (Aussage) Es existiert mindestens ein Ele-
ment in der angegebenen Menge
M, so dass die angegebene Aus-
sage wahr ist.

Al dlx € M : (Aussage) Es existiert genau ein Element in
der angegebenen Menge, so dass
die Aussage gilt.

v Vx : (Aussage) Fiir alle Objekte x gilt die Aus-
sage.

Vax € M : (Aussage) Fiir alle Elemente x der Menge M
gilt die Aussage.

& (Aussagel) < (Aussage?2) | (Aussagel) gilt genau dann,
wenn (Aussage2) gilt.
(Oder auch: (Aussagel)
und (Aussage?) sind logisch
dquivalent.)

= (Aussagel) = (Aussage2) | Wenn (Aussagel) gilt, gilt auch
(Aussage2). (Oder: (Aussagel)
impliziert (Aussage2).)

A (Aussagel) A (Aussage2) | (Aussagel) und (Aussage2) gel-
ten beide.
v (Aussagel) V (Aussage2) | Es  gilt  (Aussagel)  oder

(Aussage2). (Es konnen auch
beide gelten!)

!Dies war kein Bestandteil der Vorlesung, sondern wurde teilweise vorausgesetzt, teilweise nebenbei
erldutert. Ich (P.E.) habe diese hier gesammelt. Wenn weitere im Skript benutzt werden, aber nicht
hier auftauchen, sofort reklamieren!
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

0.1 Mengen, Mengenoperationen
Definition

Georg Cantor (1845 - 1928) begriindete die Mengenlehre als mathematische Disziplin.
Von ihm stammt die urspriingliche Definition einer Menge.

Definition 0.1. EFine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Ob-
jekten® unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Diese Objekte werden Elemente der Menge genannt.

Man schreibt

a € A fir ,a ist Element der Menge A¥,

a €& A fir ,a ist nicht Element der Menge A“.

Um auch Mengen wieder zu wohlunterschiedenen Objekten zu machen (also als Ele-
mente von Mengen verwenden zu koénnen), definieren wir uns eine Gleichheitsrelation:

Definition 0.2. Zwei Mengen A und B heiffen gleich (A = B ) genau dann, wenn
jedes Element aus A auch ein Element aus B ist und umgekehrt:

Vao:a€e A=a€B
Sonst sind die Mengen ungleich .
Es ist also A # B genau dann, wenn
(3acA:ag¢B)V(IbeB:b¢g A)

Mengen konnen auf verschiedene Weisen beschrieben werden.
Eine Moglichkeit sind die diversen Standardbezeichnungen fiir hdufig verwendete Men-
gen:

N die Menge der natiirlichen Zahlen
(0 ist keine natiirliche Zahl).

Ny die Menge der natiirlichen Zahlen mit 0.
Z die Menge der ganzen Zahlen.

Q die Menge der rationalen Zahlen.

R die Menge der reellen Zahlen.

C die Menge der komplexen Zahlen.

2Wohlunterschiedene Objekte bedeutet, dass wir bei zwei Objekten a und b sagen kénnen, dass a = b
(also a und b fiir das selbe Objekt stehen), oder sonst gilt a # b (die beiden Objekte also unterschied-
lich sind).

Damit ist z.B. ein Sack Kies oder ein Liter Wasser mathematisch nicht als Menge anzusehen, auch
wenn dies physikalisch Mengenangaben sind. (Es sei denn, man hétte die Kieselsteine durchnumme-
riert (zur Unterscheidung) und spricht von der ,,Menge der Kieselsteine in diesem Sack*“.)



0.1 Mengen, Mengenoperationen

Eine andere Moglichkeit ist die der Auflistung aller Elemente in geschweiften Klammern,
durch Komma getrennt.

Beispiel 0.1.1.

A={2,3,4} (sprich: Menge aus 2, 3 und 4)
={4,2,3}
= {27 37 27 47 2}

Wie wir sehen, ist die Reihenfolge unwichtig, auch Wiederholungen werden ignoriert.
N= {172737}
NO = {07172737'”}

Z={--,-2,-1,0,1,2,---} ={0,£1,£2,+3,---}

Fine wichtige Variante ist das Symbol @ fiir die leere Menge.
Eine weitere Moglichkeit ist die Festlegung der Menge durch eine Aussage:

Beispiel 0.1.2.
{2,4,6,8,---} = {n € N | n ist gerade }

Sprich: Menge aller natiirlichen Zahlen n, fiir die gilt: n ist gerade.
F:={neN|3z,y,z eN? cat oyt =2" =3{1,2}

Wie wir bereits gesehen haben, kann die gleiche Menge auf unterschiedliche Arten
festgelegt werden.

Definition 0.3. Eine Menge A heifst Teilmenge ciner Menge B genau dann, wenn
jedes Element von A auch ein Element von B ist:

(ACB)& Vx:x € A=z € B)
FEine A heifit echte Teilmenge wvon B genau dann, wenn
ACBund A# B

Statt A C B kann man auch schreiben B D A, genauso ist A C B gleichbedeutend mit
BD>A.

3Fermatsche Vermutung, angeblich von ihm bewiesen, der Beweis (auf dem Rand eines Buches) ist aber
verloren gegangen. Inzwischen wurde diese Vermutung von Andew Wiles bewiesen (sehr aufwendig).

ACB



0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

|SATZ OHNE NUMMER. | Fiir jede Menge A gilt:

gCA

und
ACA

Wenn A und B Mengen sind, so gilt:

A=B& ACBABCA

Die Russellsche Antinomie

Wenn man diese naive Definition von Menge verwendet, ist es moglich, Widerspriiche
zu konstruieren. Ein Beispiel ist die Russellsche Antinomie.

Betrachten wir M := ,die Menge aller Mengen“. Nun gibt es Mengen, die sich selbst
als Element enthalten(z.B. die ,Menge aller unbelebten Dinge*), und Mengen, die sich
nicht selbst als Element enthalten (z.B. alle bisher betrachteten Zahlenmengen). Bilden
wir nun die Menge

A={AeM|AgA}.
Nun konnen wir untersuchen, ob A zu den Mengen gehort, die sich selbst enthalten,
oder zu den Mengen, die sich nicht selbst enthalten. Nehmen wir an, ersteres wére der
Fall, also A € A. Dann folgt nach Definition von A sofort, dass A ¢ A, was nun klar ein
Widerspruch ist. Nehmen wir umgekehrt an, dass A € A, so folgt nach Definition von
A, dass A € A. Auch hier erhalten wir einen Widerspruch.

Beseitigung der Russellschen Antinomie

Wir definieren anstelle von Definition 0.1:

Definition 0.4. FEine beliebige Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objekten der
Realitit, unserer Anschauung oder unseres Denkens nennen wir Klasse.

Fine Klasse heifst Menge genau dann, wenn sie als Element einer Klasse auftritt.
Klassen, die keine Mengen sind, heiflen eigentliche Klassen.

Wie der Leser leicht nachvollziehen kann, ergibt sich dann fiir die Russellsche Anti-
nomie, dass M, die Klasse aller Mengen, und A, die Klasse aller Mengen, die sich nicht
selbst enthalten, beide keine Mengen sind (also vor allem A ¢ M). Da A keine Men-
ge ist, kann auch nicht gefragt werden, ob sie sich selbst enthélt, damit entsteht kein
Widerspruch.

Mengenoperationen

Definition 0.5. Seien A und B Mengen.
Die Menge aller Teilmengen von A heifit Potenzmenge 4 von A:

10



0.1 Mengen, Mengenoperationen

PA) ={X| X C 4}

Die Menge
AUB:={x |z € AVzx € B}

(sprich: A vereinigt B) heifit Vereinigung (bzw. Vereinigungsmenge) von A und
B.
Die Menge
ANB:={zx |z € ANz € B}

(sprich: A geschnitten B) heifit Schnittmenge oder auch Durchschnitt von A und
B.
Die Menge

A\B:={z|z€ ANz & B}
(Sprich: A ohne B, A minus B) heifit Differenz von A und B. A\ B
Die Menge
AAB:=(AUB)\ (AN B)
heifit symmetrische Differenz von A und B. ANAB

Beispiel 0.1.3.
No =NuU {0}

‘SATZ OHNE NUMMER. ‘ Es gelten folgende Rechenregeln:
Seien A, B, C Mengen. Dann gelten die Assoziativgesetze

(AUB)UC = AU (BUC)
(ANB)NC =An(BNC)
(AAB)AC = ANBAC)

und die Kommutativgesetze

AUB=BUA
ANB=BnNA
AAB = BAA.

“Der Name Potenzmenge erklirt sich aufgrund einer Beobachtung bei endlichen Mengen: Wenn eine
Menge M n Elemente hat, so besitzt die Potenzmenge B(M) dieser Menge 2" Elemente.

11
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

|SATZ OHNE NUMMER. | Fiir die Verkniipfung mehrerer Opera-
tionen bei drei Mengen A, B, C gelten die Distributivgesetze

(AUB)NC = (ANC)U(BNC)
(ANB)UC = (AUC)N(BUC)

und die de-Morganschen Regeln :

A\ (BUC) = (4\ B)N (4\ C)
A\ (BNC) = (A\ B)U(4\C)

Letztere lassen sich noch verallgemeinern, siche Ubungsaufgabe 4 in Serie 1. oder Satz
0.3.1.

0.2 Mengenabbildungen

Definition 0.6. Seien A und B Mengen.
Fiir a € A und b € B heif§t die Menge

(a,0) := {{a}, {a,b}}

ein geordnetes Paar.

| SATZ OHNE NUMMER. |

1. Esist (a,b) € P(P(A U B)).

2.
a#b<s (a,b) #(b,a),

die Paar-Bildung ist also nicht kommutativ.

((a,b) = (¢,d)) & (a=cAb=d)

In der Praxis wird vor allem die Eigenschaft (3) verwendet, dies wird auch oft als
axiomatische Definition verwendet.

Definition 0.7. Die Menge
Ax B:={(a,b) |ac ANbe B}

heifit kartesisches® Produkt oder auch Kreuzprodukt von A und B.

12



0.2 Mengenabbildungen

Das kartesische Produkt zweier Mengen ist eine Mengenoperation, die im allgemeinen
nicht kommutativ ist.

Definition 0.8. Seien X, Y nichtleere Mengen. Jede nichtleere Teilmenge F des Kreuz-
produktes X x'Y (also eine Menge von Paaren, dessen erste Komponente aus X und
dessen zweite Komponente aus Y kommt) nennen wir eine Korrespondenz oder Kor-
relation aus X inY.

Damit ist

Kor(X,)Y):={F | FC (X xY)ANF # @}
=PAX xY)\ {2}
die Menge der Korrespondenzen oder Korrelationen aus X in'Y .

Fiir eine Menge M bezeichnen wir Kor(M, M) auch als Menge der Relationen auf
X.

Definition 0.9. Sei F' € Kor(X,Y'), dann heifst
D(F)={zeX|JyeY:(z,y) € F}

der Definitionsbereich von F.
W(F)={yeY |z e X:(z,y) € F}

heifst Wertebereich (oder Wertevorrat) von F.
F heifsit eindeutig genau dann, wenn

V(z,y) € F:V(u,v) € F: ((z =u) = (y =v))
Die Menge
Kor,(X,Y) :={F € Kor(X,Y) | D(F) = X A F eindeutig}
heifit Menge der Graphen von Abbildungen von X nach Y.

Definition 0.10. Sei F' € Kor,.(X,Y'). Dann gibt es laut Def. 0.9 zu jedem x € X genau
einf y €Y, so dass (z,y) € F.
Wir schreiben dafiir auch y = f(x) .
Die dadurch definierte eindeutige Zuordnung f mit
reXr—y=f(x)eyYy

heifit auch die zu F gehorige Abbildung von X mnach Y.

5Descartes [de’kart], René , lateinisiert: Renatus Cartesius, ¥1596, T 1650, frz. Philosoph, Mathematiker
und Naturforscher. Mit D. beginnt die neuzeitliche Philosophie in Form eines strengen Rationalismus
(Kartesianismus). Er suchte ein geschlossenes mechanist. Weltsystem zu errichten. D. forderte das
Zuriickgehen auf die einfachsten Einsichten, die durch Intuition gewiss sind. Um die letzte Gewissheit
zu erreichen, fithrte er eine Zweifelsbetrachtung durch: Alles bezweifelnd, bin ich mir doch meines
Denkens, also meiner Existenz gewiss (cogito, ergo sum, >Ich denke, also bin ich.<). Davon aus-
gehend lehrte er einen Dualismus der denkenden u. der ausgedehnten Substanz. Als Mathematiker
begr. D. die analyt. Geometrie. — Werke: »Discours de la méthode< (> Versuch iiber die Methode<),
>Meditationen iiber die erste Philosophie<, >Philosoph. Prinzipien<.
Quelle: Bertelsmann Universallexikon, leider kein Erscheinungs- oder Redaktionsschluss-Datum auf-
findbar (1992 - 1994)

SWegen der Eindeutigkeit hichstens eins, wegen D(F)=X mindestens eins, also genau eins.

13
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

Fir die Menge dieser eindeutigen Zuordnungen von X nach Y schreiben wir auch
Abb(X,Y).

Statt f € Abb(X,Y') schreibt man auch f: X —Y oder X Ty,

Die zu f € Abb(X,Y) gehorige Korrespondenz F € Kor,(X,Y') mit

Fo={(z, f(z)) |z € X}
heifit dann auch Graph von f.

Eine Abbildung ist also eigentlich eine Menge von Paaren aus dem kartesischen Pro-
dukt zweier Mengen mit bestimmten Eigenschaften. Verwendet wird allerdings vor allem
die Zuordnung, die durch diese Menge gegeben sind.

Definition 0.11. Die Menge Dy := D(F') wird Definitionsbereich von f genannt.
Die Menge Wy := W (F') heifit Wertebereich oder Wertevorrat von f.

EiS

| SATZ OHNE NUMMER. | Seien X und Y nichtleere Mengen.
Zwei Abbildungen f,g € Abb(X,Y) sind gleich (f = g) genau

dann, wenn

Vo € Dy : f(z) = g(x).

Spezielle Abbildungen

inclx | Definition 0.12. Sei X CY und X # @, dann ist die fir alle x € X durch inclx (z) :=
x definierte Abbildung incly : X — Y die kanonische Inklusion von X in Y.
idx | Die Abbildung idx : X — X mit idx(x) = x heifst identische Abbildung von Y.

Definition 0.13. Seien X # @ und Y # & Mengen.
px | Dann heifit die Abbildung px : X XY — X mit px(z,y) := z die kanonische
Projektion von X xY auf X.
py | Die Abbildung py : X XY — Y mit py(z,y) := Y heifit ebenso kanonische Projektion
von X XY nachY.

Ebenso gibt es fiir vorgegebene xy € X, yo € Y Abbildungen
iXy i X — X XY mit ixy(z) = (z,y0)

und
izoy 1 Y — X XY mit iy, y(y) := (zo0,9).

consty, | Definition 0.14. Weiterhin ist fiir jedes yo € Y die konstante Abbildung const,, :
X — Y definiert durch

Ve e X : consty(x) = yo.

14
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0.2 Mengenabbildungen

Definition 0.15. Die fiir jede Menge A # & durch
Vae A: Ayla) = (a,a)
definierte Abbildung Na: A — A X A heifst Diagonalabbildung von A.

Definition 0.16. Fir f: X — Y, g: Z — W heifit die durch

V(z,2) € X x Z: (f x g)(x,2) = (f(2),9(2))

definierte Abbildung f X g: X x Z — Y x X das kartesische Produkt von f und g.

Definition 0.17. Fir f: X — Y, g: X — Z heifit die durch

(f,9)(@) = (f(2),9(x))
definierte Abbildung (f,qg) : X =Y x Z direktes Produkt von f und g.

Definition 0.18. Sei f: X - Y und AC X, BCY.
Dann heifit die Menge

f(A) = {f(z) |z € A}

das Bild von A unter f.
Insbesondere heifit im(f) := f(X) das wvolle Bild von f.

f7H(B)={z € X| f(z) € B}

heifit volles Urbild von B beziiglich f.
FiryeY heifit

') = () ={z € X | fx) =y}

die Faser von y unter f.
Die Abbildung f|la: A — A mit

Va € A: (fla)(a) = f(a)

heifit Einschrdnkung von f auf A.

15
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

Fiir jede Mengenabbildung f : X — Y und belie-
bige Mengen A, A’ C X, B, B’ € Y gilt:
1.
fLAUA) = f(A) U f(A)
2.
FIANA) C f(A) N f(A)
3.
fYBUB) = fY(B)Uf (B
4.
fUBNB)=fY(B)NfH(B)
5.
f'Y\B)=X\ f(B)

Der Beweis ist nicht schwer.

Definition 0.19. Fir f: X =Y, g: W — Z, Y CW heifit die Vx € X durch

(g0 f)(x) = g(f(x))
definierte Abbildung go f : X — Z die Komposition oder Verkettung von g und f.

SATZ 0.2.2.| Sei f: X =Y, g:Y = Z h:Z — W. Dann gilt:

Assoziativgesetz
ho(gof)=(hog)of

Neutrale Elemente

foidx =idyof=f

SATZ 0.2.3.] Sei f: X — Y. Dann gilt:

1. X ist die Vereinigungsmenge der Fasern aller Elemente von
Y:

X=U rw=r"mw

yey

2. Je zwei nichtleere Fasern von f sind entweder disjunkt oder
identisch. Es gilt sogar verschirfend:

Yy € im(f), Yy € im(f) :
o=ty en=ype fy)nf () £

16



0.3 Mengenfamilien

0.3 Mengenfamilien

Definition 0.20. Ein Mengensystem ist eine Menge MM, deren Elemente selbst wieder
Mengen sind.

Beispiel 0.3.1. Jede Potenzmenge einer Menge ist ein Mengensystem.

Beispiel 0.3.2. Sei M # & eine beliebige Menge, A C P(M). Dann ist M := {B C M |
BN A# @} ein Mengensystem.

Davon zu unterscheiden ist der Begriff einer Mengenfamilie:

Definition 0.21. Seien [ # &, M # & zwei Mengen. Eine Abbildung f : I — PB(M)
heifit dann auch Mengenfamilie von M oder Familie von Teilmengen von M.

Eine solche Abbildung f : I — PB(M) kann durch
definiert werden.

Definition 0.22. Damit kann folgende Schreibweise eingefithrt werden:
(M;);er bzw. (f(i));er & Viel: f(i) = M;, M; € M.

I heifst Index-Bereich der Familie f € Abb(I,B(M)).
Ein i € I heiffit Index des Familienmitgliedes M;.

Beispiel 0.3.3. 7 Betrachte das Mengensystem 90 := {M,, My}, Dann kann man mit dem
Indexbereich I := {1,2} eine Abbildung f : I — 9t definiert werden durch

f(1) =M,
f(2) == M

Diese Abbildung f konnen wir als Mengenfamilie auffassen:

(Mi)ieq1,2)
Damit ist M; = M, und My = M. Setzen wir M := M, U My, so ist M C P(M), also
auch f: I — PB(M) eine Abbildung.

Genauso kann aus jeder Menge mit 2 Elementen, die wieder Mengen sind, eine Men-
genfamilie mit dem Indexbereich {1, 2} konstruiert werden.

Definition 0.23. Sei (M;);c; eine Mengenfamilie.
Dann heifst

"In der Vorlesung hat Herr Kleinert Notenschliissel und Paragraph (§) verwendet, aber den Noten-
schliissel habe ich bei I¥TEX nicht gefunden. Wer ihn findet, soll sich melden!

17
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre
(\Mi={x|Viel: zeM}
el

der Durchschnitt der Mengenfamilie.
UMi=A{a||3iel:zeM}
i€l

heifit die Vereinigung der Familie.

dhnliche Definitionen gibt es natiirlich auch fiir Mengensysteme:

Definition 0.24. Sei 9 ein Mengensystem.
Dann heifit die Menge

ﬂm::{xHVAGSm::EGA}

der Durchschnitt von 9.
Die Menge
Um::{xHﬂAGM:weA}

heifst die Vereinigung von 9.

Mengenfamilien und Mengensysteme sind per Definition unterschiedliche Konzepte.
Aber:

1. Aus jedem Mengensystem 91 kann man auf kanonische Weise eine Mengenfamilie
(die sogenannte assoziierte Mengenfamilie) konstruieren, ndmlich

()

mit
VAedMm: f(A):=A

Dabei gilt:
VA, BeM: f(A)=f(M)= A=DB

Es sind also alle Mitglieder der Mengenfamilie (A) gcon verschieden.
2. Sei umgekehrt ein (M;);c; eine Mengenfamilie derart, dass
V(i) €I xT: My=M;<i=j

(also alle Mitglieder paarweise verschieden). Dann kénnen wir ein Mengensys-
tem bilden durch 9 := {M; | ¢ € I}. Die dazugehorige assoziierte Familie
f:m—- ‘,B(Uiel Ml) ist im wesentlichen identisch mit der Ausgangsfamilie
g: I - (Uiel M,-), da eine eineindeutige Beziehung M; < i besteht.

18
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SATz 0.3.1.| Seien (M;)ier und (Nj)cs zwei Mengenfamilien
mit Indexbereichen I # @, J # &. Dann gelten folgende Iden-
titaten:

1. Verallgemeinerung der Distributivgesetze:

(UM»wUNj: U osnw)

iel jeJ (4,5)eIxJ

(ﬂMZ)U AN | = [ LUN)

icl jeJ (i,5)eIxJ

3. Verallgemeinerung der de-Morganschen Regeln:

MM = () (M 1)

il el
4.
M\ (M = (1)
iel il
5.
() BOL) =P (ﬂ MZ)
iel iel
6.
L_Jq3(ﬂﬂ) cP (L_JA4%>
icl il
Die Gleichheit gilt im allgemeinen nicht.
Beweis.
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x € <L6J1M> N (]g]Nj)

e <U1M> poe (UJN)

& ((Fgel:xe M)A FjoeJ:xe M)
&digel:3joe J:x € My Nx € My,
<3(ig, jo) € I x J = x € (M;, N Njj)
ere |J (MnN)

(4,5)eIxJ

zu (1):

zu (2): (analog)
zu (3):

T € (M\UM,)

iel

@xGMAxQUMi

iel
sreMAYiel xg M,
sViel:xe MNANz ¢ M,
eViel:xe (M\ M)
sz e ()(M\ M)

iel

zu (4): (analog)

N

o
—~

ot
Nz

Ae ﬂ‘B(Mi)
iel
eViel: AeB(M)
sViel : ACM,;
iel

sAceP (ﬂ MZ-) M;

iel

zu (6): (analog)

20
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SATZ 0.3.2.| Verhalten von Operationen an Mengenfami-

lien bei Abbildungen. Sei f : M — N eine Abbildung. Seien
(Ai)iel mit Vi € I : A; C M und (Bj)jGJ mit Vj € J : Bj C N

zwei Mengenfamilien.
Dann gelten folgende elementare Identitdten:

1.

f <U AZ) = J r(4)

el iel

f (ﬂ Az-) C () f(4),

iel iel

die Gleichheit gilt im allgemeinen nicht.

UBi | =By

JjeJ jeJ

OB =By

JjeJ JjeJ

Beweis.
zu (1):

< ()

@yGN/\EIwEUAi:y:f(w)

i€l
syeNANFiel:xeA;:y= f(z)
ediel:ye f(4)
ey el )

el

zu (2): = analog, fiir Gegenrichtung Gegenbeispiel.
zu (3), (4) habe ich den Beweis leider nicht mitgeschrieben.

Definition 0.25. Sei (M;);c; eine Mengenfamilie. Dann heifst

21
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0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

[T M =X M = {g]g:IHUMi/\ViEI:g(i)GM,}

icl il icl

das kartesische oder auch Kreuzprodukt von (M;);cy.
Das kartesische Produkt einer Mengenfamilie ist also eine Menge von Abbildungen aus
dem Indexbereich in die Vereinigung der Mengen, wobei jede Abbildung jedem Index

ein Element der damit indizierten Menge zuordnet.
Es ist leicht zu erkennen:

|SATZ OHNE NUMMER.| Ist (M;);c; eine Mengenfamilie und
M;, = @ fiir mindestens ein iy € I, so ist

Dies ist leicht zu beweisen, es gibt z.B. keine Abbildung nach M;,.
Es stellt sich natiirlich die Frage nach der Umkehrung:

Frage. Sei (M;);cr eine Mengenfamilie mit

Viel: M; #a.
Ist dann immer
>< M, £27
el

Diese Frage kann aus den bisherigen Axiomen der Mengenlehre und den Regeln der
Logik nicht beantwortet werden. (Fiir bestimmte (z.B. endliche) Mengenfamilien ist der
Beweis moglich, aber nicht allgemein.)

Diese Aussage ist also logisch unabhiingig von allen anderen Axiomen?®.

Deswegen stellte 1904 Zermelo das Auswahlaxiom auf:

‘ AUSWAHLAXIOM. ‘ Sei M ein Mengensystem mit der Eigenschaft

VAEM: A+ .

Dann existiert eine Abbildung

mit

8Dies wurde 1963 von Paul Cohen bewiesen
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Es gibt also fiir jedes Mengensystem 91 mit & ¢ 9t eine Auswahlfunktion
g:IM— U A,
AeM

die jeder Menge A € M ein Element aus A zuordnet.
Aus dem Auswahlaxiom folgt leicht:

SaTz 0.3.3. Sei  (M;)ier eine Mengenfamilie mit
Viel: M, # 3.
Dann gilt:

>< MZ 7£ ®7

el
also

3h: T — | M; mit h(i) € M;.
i€l
Beweis.

Die Mengenfamilie (M;);cs ist eigentlich eine Abbildung
f—P (UM) mit Vi € I : f(i) = M;.
el
Betrachten wir weiterhin das Mengensystem
M:={M; |iecl}
SO ist

im(f) = f(I) =M.

Da laut Voraussetzung alle Mengen in 9 nicht leer sind, existiert nach Auswahlaxiom
eine Abbildung

g M — | JM; mit Vi € I: g(M;) € M;

el
Durch h := g o f ist dann eine Abbildung gegeben, die die Behauptung erfiillt. O
Definition 0.26. Sei f € X M;. Dann ist f eindeutig festgelegt durch ihre Werte f(i),
el
i € I. Die Abbildung
(ai)ier := (f(2))icr := f
heifit dann auch ein  I-Tupel in [ M;. (a;)ier

el

23
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Wir konnen also auch schreiben:

><Mi = {(ai)ier | Vi€ I:a; € M;}
il

Weiterhin kann man folgendes Beispiel betrachten:
Sei I = {1,2} und (M;);cs eine damit erstellte Mengenfamilie aus nichtleeren Mengen
A4i und.A4Q.
Dann gibt es zwischen dem gewdhnlichen kartesischen Produkt M; x My und dem kar-

tesischen Produkt der Mengenfamilie > M; kanonische Abbildungen
1€{1,2}

o My x My — >< M;

ie{1,2}
und
ﬂ: >X< _NL'—%.NQ.X A4é
1€{1,2}
mit
a((z1,72)) == (%i)ieq1,2)
und

B((wi)ieqr,2)) == {z1, 2}

Wie man leicht sieht, sind die Verkettungen dieser Abbildungen jeweils identische Ab-

bildungen. Deswegen werden M7 x Ms und X M; miteinander identifiziert, ebenso
ie{1,2}

(z1,22) und (xi)ie{m}-

Allgemeiner definieren wir:

Definition 0.27. Sein € N, I :={1,--- ;n} C Nund My, -, M,, # &. Dann schreiben
wir

My x .o x My = X M,
i€l
fiir das endliche kartesische Produkt der Mengen.
FEin Element
(ar, -+ ,an) = (ai)ie{1,~~~n}
bezeichnen wir als n-Tupel.

Speziell bezeichnen wir ein 2- Tupel auch als geordnetes Paar, ein 3-Tupel als Tripel,
ein 4-Tupel als Quadrupel etc.

Definition 0.28. Seien I # &, M # @ feste Mengen. Dann gibt es die spezielle Familie
Og: I — P(M) mit Vi € I: Py(i) := M. Dann sei

M" =3 M =3 (D).

iel el
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0.3 Mengenfamilien

Firn €N sei [ :={1,--- ,n}. Dann ist

n mal

——f—
M= pbmt =M ox M.
Zur Vereinfachung definieren wir

M= MLt

Injektive, surjektive, bijektive Abbildungen

Definition 0.29. Seien M # @&, N # @ und f € Abb(N,M). f heifit injektive

Abbildung oder Injektion genau dann, wenn
V(z1,22) € N?: (f(21) = f(a2) = 21 = 22)

Mat
Inj(N, M) := {f € Abb(N, M) | f injektiv }

bezeichnen wir dann die Menge der Injektionen von N in M.

| SATZ OoHNE NUMMER. | Logisch fquivalente Formulierungen fiir
die Injektivitat von f: N — M sind

V(x1,x9) € N2 (331 # xo = f(x1) # f(iUz))

und

Ve e N: fH(f(x) = {z}.

Definition 0.30. Sein € N eine beliebige Zahl. Dann bezeichnen wir mit
Nn = {17 ,TL}

die Menge der ersten n natirlichen Zahlen.

SATZ 0.3.4.| Seien m € N und n € N mit n > m. Dann:

Inj(N,,,N,,,) = 2,

es gibt keine Injektionen von N,, nach N,,.

Beweis.
Vollstédndige Induktion iiber m mit einem beliebigen n > m.
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Induktionsanfang: m =1, n > 2.

Abb(N,,{1}) = {const,}

und const; ist nicht injektiv (es ist z.B. consti(1) = 1 = const1(2), aber 1 # 2).
Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Sei n > m + 1 (also auch n > m) und Inj(N,,N,,) = @.
Betrachten wir N,,, 11 = Ny, U{m + 1}.
Induktionsbehauptung: Inj(N,,N,,+1) = 2.
Nehmen wir an, Inj(N,,N,,+1) # &, also

3f : N, — Nyp1 A f injektiv.

Dann ist f(n) € N,,p1 und f~1(f(n)) = {n}. Betrachten wir nun die induzierte Abbil-
dung

FiNu\ {n} = Nppp1 \ {f(n)}

mit f(k) = f(k) und f ist wieder injektiv, weil f injektiv war.
Betrachten wir die Injektion g : Ny,11 \ {f(n)} — N, mit

(K k< f(n)
glk) = {k—1 k> f(n)

Nun ist die Komposition g o f : N, — N, 411 nach Satz 0.3.5 wieder injektiv, damit
ist Inj(N,,,N,,) # &, was ein Widerspruch zur Induktions-Voraussetzung ist. Damit ist
unsere Annahme Inj(N,,N,,.1) # @ falsch, also gilt

Inj(Np,Npy1) = @.

Damit ist der Induktionsschluss auch bewiesen. O

SATZ 0.3.5.| Seien M # &, N # @ und L # @& drei Mengen
und f € Abb(M,N), g € Abb(N, L).
Dann gilt:

(a) Ist f € Inj(M,N) und g € Inj(N, L), so ist go f € Inj(M, L)

(b) Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, nur f muss injektiv
sein.

Bewets.
Siehe Ubungsaufgabe 1 in Serie 2. O
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SAaTz 0.3.6.| Sei f € M — N. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

1. f € Inj(M, N)
2. 3g € Abb(N, M) : go f =idpy

Beweis.

(1) = (2) Definiere g : N — M durch

(y) = x falls 3z € M :y = f(z)
W)= o im anderen Fall, mit g € M beliebig.

Dann ist g o f = idjs, wie leicht nachgepriift werden kann.
(2) = (1) Trivial, denn idys : M — M ist injektiv, danach Satz 0.3.5, b) anwenden.
U

Definition 0.31. Ist f € Abb(M,N) und g € Abb(N, M) mit go f =idy, so heifit g
eine rechtsinverse Abbildung von f. Genauso heifit f eine linksinverse Abbildung
von g.

Definition 0.32. Eine Mengenabbildung f € Abb(M, N) heifit surjektiv bzw. Surjek-
tion genau dann, wenn gilt

Vye N:Jzx e M :y= f(x)
Dann bezeichnet
Surj(M,N) := {f € Abb(M,N) | f surjektiv }

die Menge der Surjektionen von M nach N.

| SATZ OHNE NUMMER. | Logisch dquivalente Bedingungen fiir die
Surjektivitdt sind

VyeN:fly) £

und
f(M)= N bzw. im(f) = N.

27
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SATZ 0.3.7.

(a) Sei f € Abb(M,N).
Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) f € Surj(M,N)
(2) 39 € Abb(N, M) : fog=1idyn

(b)
f e Surj(M,N)Ah e Surj(N,L) = ho f € Surj(M,L)

()

€ Abb(M, N) A € Abb(N, L) A o € Surj(M, L)
=1 € Surj(N, L),

aber ¢ muss nicht surjektiv sein.

(d)
V(n,m) € Nx Nyn <m: Surj(N,,N,;,) = &
Beweis.
zu (a) siehe Ubungsaufgabe 2a in Serie 2, Umkehrung mit (c).
zu (b) siehe Ubungsaufgabe 1a in Serie 2

)
)
zu (¢) Indirekter Beweis: Wenn 1) nicht surjektiv ist, kann 1) o ¢ nicht surjektiv sein.
zu (d) analog zu Satz 0.3.4

O

Definition 0.33. FEine Abbildung f € Abb(M,N) heifst bijektive Abbildung bzw.
Bijektion genau dann, wenn

fenj(M,N)A f € Surj(M,N)

Die Menge
Bij(M,N) := Inj(M, N) N Surj(M, N)

ist die Menge der Bijektionen von M nach N.
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| SATZ OHNE NUMMER. | Logisch dquivalente Formulierungen fiir
die Bijektivitdt von f sind

Vye N:3lz e M :y= f(x)

und

Vye N : # (f_l(:n)) = 1.

SATZ 0.3.8.| Sei f € Abb(M, N). Dann sind folgende Bedingun-

gen dquivalent:
1. f € Bij(M,N)

2. 3g € Abb(N, M) : go f =idy A
Jh € Abb(N, M) :go f =idy

3. Jp € Abb(N, M) : po f=idy N fop=1idy
4. Flp € Abb(N, M) : po f=idy N fop=1idy

f €Bij(M,N)

= (f injektiv) A (f surjektiv)

= (Jg € Abb(0,1) : go f = idp)A
(3h € Abb(0,1) : foh =idy)

(2):>(3) Seigof:idM,foh:idN.
=g=goidy=go(foh)=(gof)oh=idyoh=h,

also g = h. Damit leistet ¢ := g = h das Gewiinschte.

(3) = (4) Seip € Abb(N, M) mit pof =idys, fop = idy. Sei ebenfalls 1) € Abb(N, M)
mit ¢ o f =1idys, f oy =idy. Dann

Y= (pof)lob=ypo(forh) =,

also 1) = ¢. Damit ist Aussage (4) erfiillt.
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(4) — (1)
po f =idy = f injektiv.
fop=1idy = f surjektiv.

O

Definition 0.34. Sei f € Bij(M, N). Dann bezeichnet man mit f~1 € Abb(N, M) die
nach Satz 0.3.8 eindeutig existierende Abbildung ¢ € Abb(N, M) mit ¢ o f = idyy.
f~1 heift dann die Inverse oder Umkehrabbildung zur Bijektion f.

\SATZ OHNE NUMMER.\ Ist f € Bij(M,N), so gilt fiir die Um-
kehrabbildung:

(a) f~lof=idy, fof ' =idy
(b) f_l € Bij(N7 M)? (f_l)_l = f

|SATZ OHNE NUMMER.| Sei f € Bij(M,N) und g € Bij(N, L).
Dann ist go f € Bij(M,L) und (go f)~t = f~log L

|SATZ OHNE NUMMER. | Seien n,m € N, so dass

3f € Bij(Ny, Non).

Dann ist n = m.

SATZ 0.3.9. Seien M,M’',N,N’ nichtleere Mengen,
f € Bij(M, M) und g € Bij(N, N’). Dann gilt:
Die Abbildung ® : Abb(M, N) — Abb(M’, N') mit

Vo € Abb(M,N) : ®(p) :=gopo f!

ist eine Bijektion und ®~1(¢) =g tovo f

Beweis.
Esist o d~ ! = idApb (v, N7y und O lod = idapb(ar,n)- Damit ist @ bijektiv und o1
die Umkehrabbildung. O

Bei Bijektionen f € Bij(M, N) besteht eine gewisse Zweideutigkeit der Bezeichnungen.
Fiir ein y € N steht f~!(y) einmal fiir das Bild von y mit der Umkehrabbildung f~!, an-
dererseits steht f~!(y) auch fiir die Faser von y unter f. Letztere ist eine (einelementige)
Teilmenge von M, ersteres das einzige Element dieser Menge.
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Betrachten wir aber eine Menge A C N, so ist f~!(A) (als Urbildmenge von A) genau
gleich f~!(A) (als Bildmenge von A der Umkehrabbildung), die gleiche Bezeichnung ist
also wenigstens teilweise gerechtfertigt?.

Beispiele fiir Bijektionen

Beispiel 0.3.4. Betrachten wir das offene Intervall (0,1) :={z € R|0 < x < 1}. Dann
existieren Bijektionen zwischen (0,1) und R, z.B. f: R — (0,1) mit

xT

—_% 10
f(@): et + 1
Die Inverse f~1:(0,1) — R ist gegeben durch
_ Yy
fy):=1In
) =l

Beispiel 0.3.5. Seien a,b € R mit a < b. Dann gibt es Bijektionen zwischen dem offenen
Intervall (a,b) und (0, 1), genauso zwischen [a,b] := {x € R |a < x < b} und [0, 1], z.B.
jeweils mit der Zuordnungsvorschrift

r—a

flx) = P

Beispiel 0.3.6. Sei X # & eine Menge. Dann gilt es zwischen der Potenzmenge B(X)
und der Abbildungsmenge Abb(X, {0, 1}) ebenfalls Bijektionen. Betrachte die Abbildung
A PB(X) — Abb(X, {0,1}) mit

1 reA
0 rd A

Betrachte weiterhin die Abbildung ¥ : Abb(X,{0,1}) — PB(X) mit
Vf e Abb(X,{0,1}): ¥(f):={x e X | f(z)=1}.

VAe P(X): Ve e X: ANA)(x) = {

Es gilt dann :
VA € P(X) :
UAA))={zeX|(AMA)(x)=1}={xecX|zecA}=A
also ¥ o A =idy x). Ebenso gilt auch

Vf € Abb(X,{0,1}) :Vz € X :

AT(f))(z) = {1 z e (V(f))(x) _ {1 fz) =

1
0 =z W())x) (0 flz)=0
also A o U = idpph(x {0,1})- Damit sind ¥ und A bijektiv sowie A=,

9Das ganze Dilemma entsteht nur durch die Bezeichnung der Faser von y mit f~*(y), anstatt f~*({y})
zu verwenden.

10¢ bezeichnet hier die Eulersche Zahl, man kénnt aber auch jede andere Zahl z > 1 verwenden, dann
wiirde sich natiirlich eine andere Umkehrabbildung ergeben.
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Beispiel 0.3.7. Es gibt auch zwischen den Mengen N x N und N Bijektionen. man be-
trachte f : N> — N mit

Y(n,m)eN?: f(n,m):= (n—i—m)-(;z—i—m—l) —m+ 1.

Nachweis der Bijektivitéit siehe Ubungsaufgabe 3 in Serie 3.

0.4 Machtigkeit von Mengen

Definition 0.35. Seien M # @, N # & zwei Mengen. M wund N heiflfen
gleichmdchtig, umfangsgleich, bijektiv dquivalent, mengentheoretisch iso-
morph (M = N ) genau dann, wenn

Bij(M, N) £ &
Auflerdem definiert man @ = @',

Wie vorhin gezeigt wurde, gilt also:

| SATZ OHNE NUMMER. |

1. R~ (0,1)

2. P(X) = Abb(X, {0,1})

3. N2NxN

Es stellt sich folgende Frage:

Frage. Wie kann man bei vorgegebenen Mengen M # & und N # @ feststellen, ob
M = N?

SaTz 0.4.1.

1. Sei X eine Menge. Dann sind X und PB(X) nicht
gleichméchtig, genauer

Surj(X, B(X)) = 2.
2. Allerdings ist fiir X # @

Inj(X, (X)) # 2.

"Das war nicht in der Original-Definition, aber ich halte das so fiir sinnvoll.
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Beweis.

zu (1): Sei f : X — P(X) eine Abbildung. Sei Cf := {x € X | v € f(x)}, so ist
Cy € PB(X). Angenommen f € Surj(X,B(X)), dann miisste Cy € im(f) sein.
Damit 3z : f(x9) = Cy. Nun betrachten wir den Fall, dass g € f(zo) = Cy, so
folgt zo & f(xg), genauso folgt aus zo € f(xp) auch zy € f(xg). Es ergibt sich
immer ein Widerspruch, also ist die Annahme falsch, also ist Surj(X,B(X)) = @.

zu (2): Man betrachte z.B. die Abbildung g : X — PB(X) mit
Ve e X :g(z) = {z}.

Diese Abbildung ist eine Injektion.

Definition 0.36. Fine Menge X heifst endlich genau dann, wenn
X=oVvdneN: X =N,

FEine Menge X heifst unendlich genau dann, wenn X nicht endlich ist.

FEine Menge X heifst abzdhlbar genau dann, wenn X endlich ist oder X = N.

FEine Menge heifit abzdhlbar unendlich genau dann, wenn X abzdhlbar ist und X
unendlich ist.

FEine Menge heifst tiberabzdhlbar genau dann, wenn X nicht abzdihlbar ist.

SATZ 0.4.2.| Theorem v. Cantor, Schréder, Bernstein'?.

Seien M # @ und N # @ Mengen. Dann sind folgende Bedingun-
gen dquivalent:

1. M und N sind gleichmichtig, also 3h € Bij(M, N).

2. Es gibt in beide Richtungen Injektionen, also

3f € Inj(M, N) A3g € Inj(N, M) # @

Beweis.

(1) = (2) Dies ist trivial, da alle Bijektionen und auch ihre Inversen auch Injektionen
sind.

2Dieser Satz wurde unabhiingig voneinander von den 3 Mathematikern Cantor, Schroder und (Felix)
Bernstein bewiesen.
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(2) = (1) Seien die beiden injektiven Abbildungen f : M < N und g : N — M gegeben.

34

Es ist zu zeigen: 3h € Bij(M,N). Wenn f oder g bereits eine Bijektion ist, sind
wir fertig. Sonst ist f & Surj(M,N) und g & Surj(N, M), also N \ f(M) # & und
M\ g(N) # @. Dann sind auch die Abbildungen fog : N < N und gof : M — M
injektiv. Betrachten wir nun die C-S-B-Menge

G = J (g0 /FM\ g(N)).
keNp
G hat folgende Eigenschaften:
[1] M\g(N) <G
2] (90 f)G) =Ukenlgo H"(M\g(N) CG
B8] G=(M\g(N)U((go f)G))

G ist also die kleinste Teilmenge von M, welche M \ g(N) umfasst und unter der
Abbildung g o f ,invariant“ (also (g o f)(G) C G) ist. Dann ist

fle : G— f(G)
eine Bijektion und ebenfalls ist
glnse) : N\ F(G)— g(N\ f(G))

eine Bijektion (weil f und g Injektionen sind und die Zielmengen der Abbildungen
auf die Bildmengen eingeschrénkt wurden).

Weil ¢ injektiv ist, ist
9N\ F(G)) = 9(N) \ (g0 /)(G)
= M\ (M\ g(N)) \ (g2 )(G)
=\ ((M\g(N) U (g2 (@)
und nach 3 dann
=M\ G
Damit sind die Abbildungen

(dInmpe)  M\G — N\ f(G)

und
f:G —— f(G)

Bijektionen mit disjunkten Bild- und Urbildmengen. Kombinieren wir diese Abbil-
dungen, so ist auch h: M — N mit

f(x) reG
(Q\N\f(G))_1 r¢ G

eine Bijektion. h erfiillt also das Gewiinschte.

VmeM:h(x)::{
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O

Mit diesem Satz kann man leicht die Gleichméchtigkeit von Mengen nachweisen und
mit etwas Aufwand sogar eine Bijektion konstruieren.

Beispiel 0.4.1. Betrachte f : N — N x N mit f(n) := (1,n) und ¢ : N x N <— N mit
g(n,m) := 2" - 3™
Als Ubungsaufgabe ist h anzugeben.

Auch wenn es nicht viel Sinn macht, lassen sich sogar Bijektionen auf einer Menge
konstruieren.

Beispiel 0.4.2. Betrachte f : N < N mit f(n):=3-nund ¢ : N — N mit g(n) :=2-n.
Dann ist (g o f)(n) = 6 - n. Die C-S-B-Menge G C M ist dann
G=(N\2-N)uU (6" (N\2-N))
={6F-(2-1-1)| ke NgAl €N}

G besteht also aus Produkten von 6er-Potenzen mit ungeraden Zahlen. Betrachtet man
die Primfaktorenzerlegung von natiirlichen Zahlen m € N

n= [ ™,

p Primaz.

wobei v,(n) der Exponent von p in der Primfaktorenzerlegung von m ist'3. Zu einem
gegebenen m € N ist v,(m) # 0 fir hochstens endlich viele Primzahlen p. In unserem
Fall kommt es besonders auf v5 und v3 an. Es ist

m = ova(m)  gus(m) H pvr(m)
p Primz.

2#p#3

Dabei gilt fiir alle Zahlen n, die nach dem Teilen durch die maximale mdogliche 6-er-
Potenz einen ungeraden Quotienten hinterlassen (also alle Elemente von G), dass v(n) <
v3(n). Es ist also

G={neN|w(n) <wvs(n)}

und
N\G={neN|w(n)>wvn)}

Damit ist die C-S-B-Bijektion A : N—— N gegeben durch

va(n) < wvz(n)

o= O

“n va(n) > v3(n)

VnGN:h(n):{

13Formal: v,(m) ist die hochste Zahl v € Ny, so dass p”|m.
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|SaTZ OHNE NUMMER.| Bemerkung zu Satz 0.4.2

Sei f € Inj(M,N), g € Inj(N,M)  und
G = Ugen, (g © £)F(M \ g(N)) € M die zugehdrige C-S-B-Menge.
Dann ist die ,,Grofle” von G ein Maf fiir die Abweichung von der
Bijektivitit bei g und f. Genauer:

1. G = M = f bijektiv

2. G = g & g bijektiv

Beweis.
zu (1)
M=G=M=(M\g(N)u <U(gof)’“(M\g(N))>
keN
= g(N) C | J(go HF(M\ g(N))
keN
=VyeN:3keN:3a' e (M\g(N)):gly) = (g0 f))
g'VyGN:EIk‘EN:EIx/G (M\g(N)):y:f((gof)k_l(x/))
= N = f(G) = f(M) =im(f)
Jg'fbijektiv
zu (2)
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SATZ 0.4.3.| Erster Charakterisierungssatz fiir endliche

und unendliche Mengen.
Sei M # & eine Menge.

(a) Dann sind folgende Bedingungen #quivalent:
(1) M ist unendlich
(2) Wi(N, M) £ 2
(3) Surj(M,N) # @

(b) Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) M ist endlich
(2) Inj(N,M) =2
(3) Surj(M,N) =g

Bewess.
Wir werden nur (a) beweisen, (b) folgt dann, da genau die Gegenaussagen dastehen.

(1)=(2) Sei M unendlich, also Vn € N: N,, 2 M. Dann

M#@=3z, €M = {1} G M
M\{xl}#@:>3$2€M\{$1} :>{$1,1’2};M
M\{x17”’7wn}7é®:>3xn+1€M\{w17"'7‘%.77,} :>{x17"’7wn7xn+l};M

Es gilt also:
Vn e N: Hay, .,z } G M

Durch die Abbildung f : N — M mit f(n) := z,, wird jeder natiirlichen Zahl ein
Element aus M zugeordnet, und f ist injektiv, da alle x,, paarweise verschieden
sind.

(2)<(3) Dies ist klar, man betrachte z.B. eine Rechts- bzw. Linksinverse zu den injek-
tiven bzw. surjektiven Abbildungen.

(2)=(1) Sei f € Inj(N, M) beliebig gegeben. Zu zeigen ist, dass M unendlich ist, also

VneN:M2ZN,.
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Nehmen wir stattdessen an,

dnpeN: M =N,
=30 € Bij(M,N,,)
=(fo f) € Inj(N,N,,)
= Surj(N,,,N) # @
= Surj(Ny,, Npo+1) # @
= Widerspruch zu Satz 0.3.4

Damit ist unsere Annahme M = N,,, falsch, also ist M unendlich.

SATZ 0.4.4.| Sei M # @& eine Menge und S C M. Dann gilt:

1. M endlich = S endlich.

2. M abzahlbar = S abzihlbar.

Beweis.

zu (1): Sei M endlich. Nehmen wir an,

45 C M : S unendlich
=3f € Inj(N, 5)

Da auflerdem die Inklusionsabbildung incl : S < M eine Injektion ist, gilt nach
Satz 0.3.5, dass

inclo f € Inj(N, M)
=M 1ist unendlich.

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, also ist unsere Annahme falsch, also
ist S endlich.

zu (2): Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit M eine abzéhlbar unendliche Menge
(wenn M endlich ist, siehe (1)), also M = N. Dann gibt es 2 Moglichkeiten:

e S ist endlich, dann ist .S nach Def. auch abzihlbar.
e S ist unendlich, dann 3f € Inj(N, S) und 3¢ € Bij(M,N), also

go fe€Inj(M,S)

und
incl € Inj(S, M),
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also sind nach C-S-B die drei Mengen gleichméchtig:
S2M=N

Damit ist S abzahlbar unendlich.

SATZ 0.4.5.| Surjektive Bilder abzihlbarer Mengen sind

wieder abzihlbar.
Seien M # @, N # @, f € Surj(M, N). Dann gilt:

1. M endlich = N endlich.

2. M abzahlbar unendlich = N ist endlich oder abzihlbar un-
endlich.

Beweis.

1. Sei M endlich, f surjektiv. Damit 3¢ € Inj(N, M). Wére N unendlich, so 3h €
Inj(N, N), also goh : N < M injektiv, damit wéire M unendlich. Dies ist nicht der
Fall, also kann N nicht unendlich sein.

2. Sei N = M, also J¢ € Bij(N, M). Wir unterscheiden 2 Fiélle:

e N endlich = fertig.

e N unendlich. Dann 3g : N < N (Injektion), damit ist go ¢~! € Inj(M, N),
also nach C-S-B N =2 M = N, also ist N abzihlbar unendlich.

O

SATZ 0.4.6. Abzihlbare Vereinigungen abzihlbarer

Mengen sind wieder abzihlbar.
Sei I # & eine abzéhlbare Menge, (M;);cs eine Mengenfamilie und

Vi € I : M; ist abzahlbar.

Dann gilt:
U M, ist wieder abzihlbar.
el
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Beweis.
I ist eine abzihlbare Menge, damit 3f € Inj(I,N). Sei iy € I beliebig gewihlt. Dann
konnen wir die Mengenfamilie (M, )nen definieren durch

{Mi n=f),i€el

M, =
M; sonst

Es ist dann

U M. =M

neN icl
Nach Voraussetzung sind alle M,,, n € N abzahlbar, d.h.

VneN:df,:N— M,

Damit erhélt man die Familie von Abbildungen

(Fidners  fn:N—> M, € ) My
keN

Damit kénnen wir eine Abbildung h : N x N — | J M}, definieren durch
keN

V(n,m) e NxN: h(n,m):= f,(m) € M,
Da die f, : N — M, surjektiv sind, ist nun auch

heSurj<NxN,UMn:UNi)

neN nel

Damit gibt es zu h auch eine rechtsinverse Injektion

g:UMi<—>NXN
el

und es ist auch N x N 2 N also ist |J M; eine abzéihlbare Menge. O
iel

Folgerungen aus diesen Satzen zur Abzahlbarkeit:

1. Z ist abzédhlbar, denn

Gh:NxN—=7Z (zB.h(n,m):=n—m)
2. Q ist abzahlbar, denn es existiert

g:ZxN—-Q (g(n,m)::%)
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. endliche kartesische Produkte abzéhlbarer Mengen sind abzéhlbar:

AN = AxAXx.. xA=A"=N

n mal

. B(N) ist nicht abzéhlbar, da N 2 PB(N) (Satz 0.4.1) Damit ist auch Abb(N, {0,1})
nicht abzdhlbar.

. Die Mengen Abb(N,N), Abb(N,Q), Abb(N,R) sind nicht abzdhlbar, da sonst
Abb(N, {0,1}) abzéhlbar wire.

. Die Menge N x R ist bijektiv dquivalent zu R.

Bewets.
Es ist R = (0,1) (siehe Beispiel 0.3.4 auf Seite 31). Damit gilt auch

NxR=Nx(0,1)
Nun existiert eine Injektion
f:Nx(0,1) =R,
z.B. f(n,0) :==n+ d. AuBlerdem gibt es eine Injektion
h:R—NxR,

z.B. mit h(r) := (1,r), Damit ist nach CSB N x R = R. O

SATZ 0.4.7.| Seien M und N zwei unendliche Mengen derart,

dass N C M und M \ N abzihlbar ist. Dann gilt

M = N.

Beweis.
N ist unendlich, also

f € Inj(N, N).

Dann ist S := f(N) 2 N, (also abzihlbar unendlich), also SU(M \ N) ebenfalls abzihlbar
unendlich:

SU(M\N)=N=§,

also existiert eine Bijektion

9 : SU(M\N)-—= S.
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Wie man auflerdem sieht, ist

M\ (SU(M\N))=(M\(M\N))\S
—N\S

Damit kénnen wir eine Abbildung A : M — N konstruieren durch

Vo€ M : h(;p)::{ﬁ(‘”)es x€SUM\N)

x sonst

h ist injektiv, weil (N'\ S) NS = &, ¥ injektiv und idys injektiv ist. h ist auch surjektiv,
weil N = (N \ S)U S = im(idy|n\g) Uim (). Damit ist h bijektiv, also

M = N.

Damit gilt auch: Sei a,€ R,b € R,a < b und die Intervalle

(a,b) :={reR|a<z<b}
[a,b) :={x €eR|a <z <b}
(a,b] :={r eR|a<x<b}
[a,b] :={x €eR|a <z <b}

gegeben. Dann ist
(a,) = [a,b) = (a,b] = [a,b],

weil die Intervalle unendlich sind und jeweils die Differenzmenge endlich (also abzéhlbar)
sind.

Beispiel 0.4.3. Wir konnen analog zum Beweis des Satzes auch eine Bijektion angeben
zwischen den Intervallen (0, 1) und [0, 1].

Es ist [0,1] = (0,1) U{0,1}, also M = [0,1], N = (0,1), M \ N = {0,1}. Dann bilden
wir zunéchst eine abzihlbar unendliche Menge S C N durch

111
5'2{575717 7}C(071)

1
—{m"“EN}

1
737

] =

Damit gilt:

SU(M\N):{O,L

N =
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Die Bijektion ¢ : S — SU (M \ N) erhalten wir z.B. durch

1 1
= k
19</<;+1> k+3 €N

Unsere endgiiltige Bijektion A : [0,1] — (0,1) ist dann gegeben durch

1

5 .Z'ZO
h(x) = %4_2 r=+ANkeN
x sonst

SATZ 0.4.8.| Zweiter Charakterisierungssatz fiir endliche

und unendliche Mengen
Sei M eine Menge.

1. Dann sind folgende Bedingungen #quivalent:

a) M ist unendlich (also Vn € N: M #N,,).
b) ISC M : M=3.

(Mit anderen Worten: M ist genau dann unendlich, wenn es
eine echte Teilmenge gibt, die zu M gleichméchtig ist.)

2. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) M ist endlich.
b) VSGC M : S M.

(Mit anderen Worten: M ist genau dann endlich, wenn es
keine echte Teilmenge gibt, die zu M gleichméchtig ist.)

Beweis.

zu (1): (a)=(b) Sei M eine unendliche Menge. Dann 3f € Inj(N, M), damit ist
S = f(N) € M und S = N. Es ist natiirlich M = SU (M \ S). Nun
unterscheiden wir 2 Fille:
e M\ S ist endlich, M und S ist unendlich, damit sind nach Satz 0.4.7
die Menge M abzihlbar. AuBerdem ist dann auch die Menge S :=
F(2-N)S 5C M, alsoSS M und

S~2.N2N=x~S~),
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also erfiillt S das Gewiinschte.

e M\ S ist unendlich, dann ist nach Satz 0.4.7 M = S:=M\S, also
erfiillt S das Gewdiinschte.

(b)=-(a) Sei M eine Menge, so dass
ISGM:3p: M— S
Nehmen wir an, M wére endlich, also
neN: 43:N,— M
Damit ist 87'(S) S N, und 3z € M : § C M \ {z}, und wegen

M\ {2} = N\ {57} ()} = Nyy

Existiert also eine Surjektion A : N, — § und mit S = M = N,, folgt,
dass Inj(V,—1,N,,) # @ was ein Widerspruch zu Satz 0.3.4 ist. Damit ist
unsere Annahme falsch, also muss M unendlich sein.

zu (2): Der Beweis folgt im Umkehrschluss zu (1).

Die Kardinalitat von R

Fiir jede Zahl z im Intervall (0, 1) existiert genau eine dyadische (binére) Bruchentwick-
lung

xzzg— VieN:a; €{0,1},
=1

wobei wir Darstellungen mit 1-Periode ausschlielen, also muss «; = 0 fiir unendlich viele
1 € N sein.
Es existiert also die sogenannte dyadische Bijektion

f:(0,1)— Abb(N,{0,1}) \ R,
wobei R als
R:={f € Abb(N,{0,1}) | Im e N:Vn >n: f(n) =1}

definiert ist. Es gilt dann

R=|J{f € Abb(N,{0,1}) |Vn = m: f(n) =1}

meN

R:UPm

meN
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mit
P, :={f € Abb(N,{0,1}) |¥n >m : f(n) =1}

Nun ist fiir jedes m € N die Menge P, (also die Menge der Abbildungen mit einer 1-
Periode ab Index m) endlich, da sie nur durch die Werte vor diesem Index bestimmt wird.
Nach Satz 0.4.6 ist damit R als abzéhlbare Vereinigung abziahlbarer Mengen abzéhlbar.

Abb(N, {0,1}) = Abb(N, {0,1}) \ RU b flb

unendlich unendlich

nach Satz 0.4.7 ist also
Abb(N,{0,1}) =2 Abb(N,{0,1}) \ R
und damit nach dem nummernlosen Satz auf Seite 32 auch

P(N) = Abb(N, {0,1}) = Abb(N, {0,1}) \ R (0,1) ¥ R

Wir konnen also als Satz formulieren:

SATZ 0.4.9.

R ist also iiberabzahlbar.
Folgerungen:

[1] Sei S C R. Wenn es ein offenes Intervall (a,b) C S gibt, gilt S = R. Die Umkehrung
gilt i.a. nicht.

Beweis.
Sei (a,b) C S. Dann gilt

R 2 (0,1) = (a,b) C S C R

und nach CSB ist S = R.

Fiir die Umkehrung betrachte man die Menge der irrationalen Zahlen, die kein In-
tervall komplett umfassen (siche Analysis). O

[2] Seien @ < b < ¢ < d < a < (3 reelle Zahlen. Dann existieren Bijektionen f
(a,b) U (¢,d)— [a, D],

Beispiel siche Ubungsaufgabe 2 in Serie 7.
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[3] Sei M # & eine Menge. M ist genau dann endlich, wenn gilt:
Inj(M, M) = Surj(M, M) = Bij(M, M),

d.h. (nur) fiir Selbstabbildungen endlicher Mengen stimmen die Begriffe , bijektiv®,
»injektive und ,surjektiv® {iberein.

Solche bijektiven Selbstabbildungen nennt man auch Permutationen.
Definition 0.37. Sei M # @. Dann heif§it die Menge
S(M) := Bij(M, M)
die Menge aller Permutationen von M.

Definition 0.38. Speziell bezeichnen wir die Permutationsmengen der Menge der ersten
n natirlichen Zahlen mit
S, = 6(N,).

Definition 0.39. Betrachte die Klasse K aller Mengen. Dann nennen wir fir jede
Menge M € (K)
card(M) :={N e X | N = M},

also die ,Unterklasse aller derjenigen Mengen, welche zu M bijektiv dquivalent sind®,
die Kardinalitdt von M.

Card := {card(M) | M € X}

ist dann die Klasse der Kardinalitdten.

|SaTZ OHNE NUMMER. | Eigenschaften der Kardinalitit

1. M € card(M)
2. card(M) = card(L) & M = L

3. Es gibt eine kanonische Abbildung ¢ : N — Card durch

®(n) := card(Ny,).

® ist offenbar injektiv, da

®(n) = ®(m)
card(N,) = card(N,,)
N, =N,
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Deswegen identifizieren wir die natiirlichen Zahlen mit
®(N) = {card(N,)) | n € N},

also o
n % card(Ny)

Die Kardinalitdten der endlichen Mengen sind also natiirliche Zahlen:
N C Card

Auflerdem gibt es natiirlich die Kardinalitdten der unendlichen Mengen. Dabei werden
fiir wichtige Mengen besondere Bezeichnungen eingefiihrt:

Definition 0.40. Wir bezeichnen die Kardinalitdt abzdhlbar unendlicher Mengen mit
Ng := card(N)

(sprich ,Aleph-Null“) und die Kardinalitit des Kontinuums (das Intervall (0,1))
und der Menge der reellen Zahlen mit

¢ = card(R) = card((0,1))

Bevor wir jetzt Operationen auf den Kardinalzahlen definieren, brauchen wir eine neue
Mengenoperation.

Definition 0.41. Sei (M;);er eine Familie nicht-leerer Mengen. Dann heifit die Menge H M;

[ = (i} x M)

el iel

iel

disjunkte Vereinigung der Mengen M;. Fiir die Vereinigung zweier Mengen schreiben
wir M1 II M2

My 1 My = ]_[ M;
ic{1,2}

= U ({i} x M)

ie{1,2}
:{1}><M1U{2}><M2
= {(1,x) |z € Ml} U {(an) |z € M2}

Nun kénnen wir folgende Rechenoperationen definieren:

Definition 0.42. Die Kardinalzahl
card(M) + card(N) := card(M II N)

heifst Summe der Kardinalzahlen card(M) und card(N).
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Definition 0.43. Die Kardinalzahl

card(M) - card(N) := card(M x N)
heifst Produkt der Kardinalzahlen card(M) und card(N).
Definition 0.44. Die Kardinalzahl

card(M)°@ ™) .= card(Abb(M, N))
heifst Potenz wvon card(M) zum Ezponenten card(N).

Schliefllich ist noch eine Ordnung sinnvoll:

Definition 0.45. Fine Kardinalzahl card(M) heifit kleiner oder gleich einer Kar-
dinalzahl card(N), falls es eine Injektion von M nach N gibt:

card(M) < card(N) :< Inj(M,N) # @

Wie man leicht sieht, sind alle diese Begriffe wohldefiniert (also re-
prasentantenunabhiingig) und entsprechen fiir endliche Mengen den gleichnamigen
Operationen (bzw. der <-Relation) bei den natiirlichen Zahlen.

SATZ 0.4.10.

card(R x R) = card(R)

Bevor wir diesen Satz beweisen, werden wir zunéchst ein Lemma aufstellen und be-
weisen.

Seien M, N, L drei nichtleere Mengen. Dann sind die

abgeleiteten Mengen

A := Abb(M, Abb(N, L)),
B = Abb(N, Abb(M, L)),
C:= Abb(M x N, L)

bijektiv dquivalent: A = B = C.

Beweis.
Betrachte die Abbildung ¢ : A — C mit

Ve e M,Vy e NNVYhe A: (®(h)) (z,y) = (h(x)) (y).
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® ist injektiv, da fiir alle (h, h') € A? gilt:

d(h) = &
& V(@y) e (MxN): (2h)(z,y) = (2(1))(z,y)
ey e (MxN): (b)) = (0@)m)
sVreM: (h(z)="h(2))
sh="n

® ist auch surjektiv, denn: Sei ¢ € C beliebig. Dann betrachte h € A mit
V(o) € MxN: (b)) = plz.y),
also ®(h) = ¢. Analog erhalten wir ¥ : B— C durch
(W) (@,9) == (h(y))(@).

Damit erhalten wir das Diagramm

A2,

o]

B—2.C

mit den Bijektionen ® € Bij(A, C), ¥ € Bij(B,C) und A := &' o Psi € Bij(B,A4). O
Nun koénnen wir Satz 0.4.10 leicht beweisen:

Beweis.

R x R = Abb({1,2},R)
=~ Abb ({1,2}, Abb(N, {0,1}))

Lemma

>~ Abb ({1,2} x N,{0,1})
>~ Abb(N, {0,1})
R

1

|SATZ OHNE NUMMER. | Damit folgt auch:

YneN:R" =R
C~R
Ch'~R
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Es gilt sogar: Ist M eine unendliche Menge, so ist M x M = M und damit
M"= M VneN,

was wir aber erst spéter beweisen werden (siehe Satz 0.5.6).

Beispiel 0.4.4. Sei fyy := Abb(N,N) die Menge aller natiirlichen Folgen. Dann gilt
fv=Abb(N,N) — P(N x N) 2 PB(N) =R
und genauso
fn = Abb(N,N) «— Abb(N, {1,2}) = Abb(N,{0,1}) =R

Damit gilt nach CSB :
INER

also ist die Menge aller natiirlichen Zahlenfolgen gleichméchtig zur Menge der reellen
Zahlen.

Beispiel 0.4.5. Es gilt auch:

Abb(N,R) = Abb(N, P(N))
~ Abb(N, Abb(N, {0,1}))
~ Abb(N x N, {0,1})
~ Abb(N, {0,1})

~ R,

die Menge der reellen Zahlenfolgen ist also auch gleichméchtig zur Menge der reellen
Zahlen.

Beispiel 0.4.6. Allerdings ist Abb(R,R) = PB(R)  R.
Beispiel 0.4.7. Betrachten wir R und die Mengen

Vn € No: PZ .= {f € Abb(R,R) | I(ag, - ,an) €Z" :Vr € R:
fry=ao+ai-r+ay-r*+... +a, 1"}
der ganzzahligen Polynome. Nun kénnen wir definieren:
Definition 0.46. Fine reelle Zahl r € R heifit algebraisch genau dann, wenn
In e Ng,3f € PL: f(r) =0

Die Menge
Algy(R) := {r € R | r algebraisch}

heifit die Menge der algebraischen Zahlen.

50



ransz (R)

0.4 Mdéchtigkeit von Mengen

Definition 0.47. Fin r € R heifit transzendent, falls r nicht algebraisch ist.
Die Menge
Transz(R) := R\ Alg,(R)

ist die Menge der transzendenten Zahlen.

Man sieht leicht:

denn jedes r € Z ist Nullstelle von f(x) := x — r. Ebenso ist

denn jedes r = 2 ist Nullstelle von f = ¢-x — p. Auch ¢/q mit p € N, q € Z ist Nullstelle
von f(x) =aP —q.

Es scheint also sehr schwer zu sein, transzendente Zahlen zu finden. Folgende Betrach-
tung zeigt allerdings, dass es welche geben muss: Es ist

Alg;(R) = U {7‘ € R | r ist Nullstelle eines f € i]’%}
n€eNg

und
PL =~ {(ao,...,an) € " | a, # 0}
o g+l
~N
also ist PZ abzihlbar unendlich. Jedes dieser Polynome hat héchstens n Nullstellen:

NS, = {t € R | r ist Nullstelle eines f € iP%}
= U Ns()

ferz
>~ PpL
~ N
Alg;(R) = | J NS,

n€Ng

=NxN

~N
Die Menge der algebraischen Zahlen ist also hdchstens abzéhlbar. Fiir die transzendenten
Zahlen gilt damit:

Transz(R) = R\ Algy(R)
card(Transz(R) = card(R) — card(N)
= card(R)

Beispiele fiir transzendente Zahlen:
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1. Die Eulersche Zahl e (wurde 1873 von Hermite nachgewiesen)
2. Die Ludolfsche Zahl 7 (Nachweis von Lindemann).

3. Hilbertsche Vermutung: Ist o € Transz(R) und 3 € Alg,(R) \ {0, 1}, so ist 8% €
Transz(R).

4. Viele Funktionen haben transzendente Funktionswerte an den meisten rationalen
Stellen (z.B. sin, cos, exp,In, .. .).
0.5 Geordnete Mengen, Faktormengen, das Zornsche Lemma

Definition 0.48. Sei M # & eine Menge. Eine Korrespondenz/Relation R C M x M
heiffit Ordnung oder Ordnungsrelation auf M, wenn folgende Eigenschaften erfillt
sind:

Reflexivitat
Vee M: (x,z) € R

Antisymmetrie
V(z,y) € M?*: ((z,y) ERA(y,2) ER) =z =1y

Transitivitat
V(z,y,z) € M>: ((z,y) e RA(y,2) ER) = (z,2) €R

Statt (x,y) € R schreibt man auch
xRy oder x <py.
Beispiel 0.5.1. Die Standard-Ordnung R< C R x R mit
Re = {(a,8) e R? |a < B}

Beispiel 0.5.2. Die Teilbarkeitsrelation I' € N x N mit

I:={(n,m)e N? | n|m}
Beispiel 0.5.3. Sei E # @ Menge, dann kann auf der Potenzmenge die Teilmengenrelation

Re = {(A,B) € B(E)’ | AC B)

definiert werden.

Definition 0.49. Ein Paar (M,R) mit M # @& Menge (Trdgermenge) und R C
M x M Ordnungsrelation auf M heifit geordnete Menge.

Achtung: In einer geordneten Menge muss nicht jedes Paar (x,y) € M? vergleichbar
sein. Deswegen folgende Definition:
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Definition 0.50. Sei (M, R) eine Ordnungsrelation. R heifit Totalordnung auf M
genau dann, wenn
V(z,y) e M? iz <yVy<

(M, R) ist dann totalgeordnet.
Beispiel 0.5.4.
e (R, <) ist totalgeordnet.
e (N,]|) ist nicht totalgeordnet.
e (B(E), Q) ist i.a. nicht totalgeordnet.

Beispiel 0.5.5. Sei (M,<pg) geordnet, x € M, y € M, * <p y. Dann ist
({z,y}, <R l{z4)2) totalgeordnet.

Auf jeder Menge M gibt es mindestens eine Ordnung, ndmlich
Rig €M x M mit Rjg = {(z,z) |x € M}
Fiir card(M) > 2 gibt es noch weitere Ordnungen.

Definition 0.51. Sei (M, R) eine geordnete Menge, N C M. Dann heifit
(N,R;) ;== (N,RN (N x N))

und R; ist die induzierte Ordnung auf N. Man schreibt statt (N, R;) auch (N, R).
(M, R) heifit induktiv geordnet, falls fiir jede totalgeordnete Teilmenge (N, R) von
(M, R) ein c € M existiert mit

Vre N: zxz<pgec

Ein Element xo € M heifst kleinstes Element oder Minimum in M (bzgl. R)
genau dann, wenn
Vye M :z0 <gry

Wir schreiben min M := x.
Ein Element xy € M heifit gréfstes Element oder Mazimum in M (bzgl. R) genau
dann, wenn
Vye M :y<grxo

Wir  schreiben max M := x.

Wegen der Antisymmetrie gibt es hochstens ein grofites und hochstens ein kleinstes
Element in jeder geordneten Menge.
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Definition 0.52. Sei wieder (M, R) Ordnungsrelation, N C M nichtleere Teilmenge
von M. Ein Element ¢ € M heifst obere Schranke fiir N, falls

Vre N:xz<ec.
Ein Element ¢ € M heifit untere Schranke fir N, falls
Vre N:c<ux.
Ein Element c, € M heifit kleinste obere Schranke oder Supremum von N, falls
e ¢, ist obere Schranke und
e YVee M mit (:EchxEN) ek < oc.
Analog heifit ein z € M grofite untere Schranke oder Infimum fir N in M, falls
Vre N:z2<X

und
Ve mit (chVa:eN):cgz

Obere und untere Schranken miissen nicht immer existieren, wenn sie existieren, sind
sie nicht eindeutig. Kleinste obere und gréfite untere Schranken sind, falls sie existieren,
immer eindeutig. Minima und Maxima miissen nicht existieren, aber sie sind eindeutig,
falls sie existieren. Jedes Minimum ist natiirlich eine gréfite untere, jedes Maximum eine
kleinste obere Schranke.

Beispiel 0.5.6.
1. Bei (R, <) existiert weder min(R) noch max(R).
2. Bei [0, 1), <) existiert min ([0,1)) = 0, aber max([0, 1)) existiert nicht.
3. Sei M =R und N := (0,1). Dann ist 1 = supg(N) und 0 = infr (V).

4. Betrachten wir (Q,<). Sei dort Ny := (1,2) N Q und Ny := {a €N |a?< 2}.
Hier existiert weder max(/N;) max(/N3), min(/Nq) noch min(N3). Es ist infg(N;) =
infg(N2) = 1, supg(/N1) = 2, aber supg(N2) existiert nicht.

5. Sei M := N\ {1} € N. Wir haben hier die natiirliche Ordnung (M, <). Wir kénnen
eine neue Ordnung < definieren durch

V(n,m) € M*: n <m < min.
ming(N\ {1}) existiert nicht, denn es existiert kein
neN: ndm VmeN\({l1},

das hiefe ndmlich m|n ¥m € N, was unméglich ist (man nehme nur ein m > n).
Ebenso existiert n = max<(N\ {1}) nicht, denn keine Zahl teilt alle anderen (z.B.
wird m = n+1 nicht geteilt).
Allerdings ist max<(N) = 1.
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0.5 Geordnete Mengen, Faktormengen, das Zornsche Lemma

Definition 0.53. Sei (M, <) eine beliebige geordnete Menge. z € M heifst maximales
Element in M, wenn
Ve e M : (z§x2>x:z).

Definition 0.54. Bei einer geordneten Menge (M, <) schreibt man x < y firx < yAx # |x <y
Y.

Fiir maximale Elemente z gilt also:

VeeM: z#z
= x < z oder x und y nicht sind vergleichbar

Achtung: Grofite Elemente sind immer auch maximale Elemente (und, wenn sie existie-
ren, die einzigen maximalen Elemente), aber die Umkehrung gilt nicht immer.

Beispiel 0.5.7. Betrachten wir wieder (N\ {1}, <). Hier gilt: n € N\ {1} ist <-maximal
genau dann, wenn keine andere Zahl n teilt, also n Primzahl ist.

Definition 0.55. Fir die Menge der Primzahlen schreibt man Spec(Z)
Spec(Z) :={p € N\ {1} | p ist Primzahl}
Die Menge (N\ {1}, <) hat unendliche viele maximale Elemente, aber kein Maximum.

Definition 0.56. Sei (M, <) eine geordnete Menge. Dann heifit (M, >) die oppositio- |(M,>)
nell geordnete Menge, wenn gilt

rz2y << Y=o

Dann bezeichnet man ein Element z € M als <-minimales Element von M (oder als
minimales Element von (M, <)), wenn z ein >-mazimales Element von M (mazi-
males Element von (M,>)) ist.

Definition 0.57. Sei (M, <) eine beliebige geordnete Menge. (M, <) heifit induktiv
geordnet, falls gilt: Jede <-totalgeordnete Teilmenge N C M hat mindestens eine obere
Schranke in M.

Beispiel 0.5.8.
e (R, <) ist nicht induktiv geordnet.
e Sei (M, <) mit 3max(M). Dann ist (M, <) induktiv geordnet.

e (N,>) ist induktiv geordnet (1 ist fiir jede Teilmenge eine obere Schranke), die
oppositionell geordnete Menge (N, <) hingegen nicht.

Definition 0.58. Sei (M, <) eine geordnete Menge. (M,<) heifit streng induktiv
geordnete Menge genau dann, wenn fir jede totalgeordnete Teilmenge N C M das
Supremum sup,;(N) existiert.
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Man erkennt, dass jede streng induktiv geordnete Menge auch induktiv geordnet ist,
denn das Supremum ist ja eine obere Schranke.

SATZ 0.5.1.| Das Zornsche Lemma

Sei (M, <) eine induktiv geordnete Menge. Dann besitzt M min-
destens ein <-maximales Element:

deM:VreM: c<z=zr=c

Um diesen michtigen Satz zu beweisen, formulieren wir erst einige andere Sétze:

SATZ 0.5.2.| Fixpunkt-Lemma von Bourbakil4.

Sei (M, <) eine streng induktiv geordnete Menge. Sei f : M — M
eine Selbstabbildung mit

VeeM: x<f(x)

Dann existiert ein Fixpunkt xg von f, also f(zg) = zo.

Beweis zum Fixpunkt-Lemma von Bourbaki

Wir fiihren den Beweis'® schrittweise.

Reduktion auf den Spezialfall, dass min(}M) existiert.

Wir wéhlen ein a € M beliebig. Dann betrachten wir S, := {z € M | a < z}. S, hat
folgende Eigenschaften:

1. Esist a € S,.
2. Damit ist S, # @.

3. S, ist f-invariant, d.h. f(S,) C S,.
Beweis.

ze€Sy=a<zAhNz< f(z)=a< f(x)= f(z) €S,
U

MNicolas Bourbaki war ein General unter Napoleon. Sein Name wurde als Pseudonym von einer Gruppe
frz. und US-amerikanischer Mathematiker verwendet, die ab 1938 das Gesamtgebiet der Mathematik
neu ordnen wollten

15 Abbildungen mit dieser Eigenschaft werden auch aszendent genannt.

18Tn der Vorlesung haben wir diesen Satz erst nach dem Zornschen Lemma bewiesen, ich habe ihn aber
hierher geschoben, da der Beweis zum Zornschen Lemma auf dem Lemma von Bourbaki aufbaut.
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4. a = min(S,)

5. S, ist auch streng induktiv geordnet.

Bewets.
Sei N C S,, N # @&, N, < totalgeordnet. Dann ist sup,,;(N) € M, x < sup(N)Vz €
N, damit a < supy,(N), also supy,(N) € S,, also Isupg, (V). O

Betrachten wir nun S, statt M, f|s, statt f. Jeder Fixpunkt von f|g, in S, ist nun
natiirlich auch ein Fixpunkt von f in M.

Damit kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass M ein kleins-
tes Element a = min(M) besitzt.

Reduktion auf eine Teilmenge (G, <), G C M, mit G streng induktiv geordnet,
f(G) = G, und es existiert max(G) € G

Zunichst definieren wir:

Definition 0.59. In (M,<) mit a = min(M), f : M — M aszendent, heifst eine
Teilmenge D € P(M) \ {@} f-zuldssig genau dann, wenn

1. a € D (also a = min(D)),
2. f(D) C D (also D ist f-invariant) und
3. D ist wieder streng induktiv geordnet.

Die Menge
35 ={D € B(M) | D ist f-zuldssig}

ist die Menge der f-zuldssigen Mengen.

Esist 35 # @, weil M € 3. Betrachten wir nun

G = m D.

De3y
Hier gilt:
l.acG,weilac D VD € 3;.

2. f(G) C G, weil Vo € G gilt x € D VD € 3, damit f(z) € D VD € 3y, also
f(z) € G.

3. VYN € B(G) \ {@} mit (N, <) totalgeordnet gilt: sup(N) € G.
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Beweis.
Sei N # & totalgeordnet. Dann gilt:

Vo € N,VD € 37 : 2 <supp(N)
=sup(N) € G

G ist also auch streng induktiv geordnet.
G ist also f-zuldssig. Betrachten wir nun f|¢ : G — G.

Definition 0.60. Fin c € G heifit ein f-Extremalpunkt von G genau dann, wenn
VeeG: (z<c= f(z)<c)

Die Menge
Ext(G) :={c € G| ¢ f-extrem}

ist die Menge der f-Extremalpunkte von G.

Wir sehen, dass Ext(G) # @, weil a = min(G) € Ext(G). Fiir jeden Extremalpunkt
¢ € Ext(c) konnen wir nun definieren:

Definition 0.61. Die Menge
Ge={zeGlx<cV f(c)<uz}
heif$t die charakteristische Menge von c.
G, # @, weil ¢ € G. Wir konnen sogar zeigen:

Ve e Ext(G): G.=G.

Beweis.
Durch Definition ist G C G.. Es geniigt zu zeigen, dass G, f-zuléssig, denn dann gilt

G.CG= () DCG.
De3y

1. a € G, weil a <x Vz € G, also auch a < c.

2. Sei x € G,. Dann folgt:

=r<cVf(c) <z
=sr<cVr=cVf(c)<z
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(c ist Extremalpunkt)
=flr)<ceVz=cV f(c)<z

(f ist aszendent)

=flr)<ceVz=cV f(c) <z < f(x)
=f(xr)<cVz=cV f(c) < f(z)
=f(z)<cV fc) < f(z)
=f(z) € Ge

also ist G f-invariant.

3. Sei N C G, (N, <) totalgeordnet. Dann gilt
Ve N:z<cVflc)<z
Hier gibt es zwei Félle:

e Vr € N : z < ¢, also ist ¢ obere Schranke fiir N, also supg; (V) < ¢, also
dsupg(N) € G..

e dxg € N : 20 £ ¢, also f(c) < z¢ < supg(N), also f(c) < supg(N), also
supg(N) € G..

G, ist also auch streng induktiv geordnet.
Damit ist G, € 3. O
Es ist also G, = G. Weiterhin gilt auch
Ext(G) = G,
alle Punkte sind also Extremalpunkte.

Beweis.
Wieder gentigt zu zeigen: Ext(G) € 3¢, denn dann folgt ja wieder

Ext(G) 2 (] D =G 2Ext(G).
De3y

1. a € Ext(G), weil < a nicht méglich, also (z < a = f(z) < ¢) immer wahr.
2. Sei ¢ € Ext(G). Sei x < f(c), € G beliebig (falls existent). Dann folgt:

ceExt(G)ANz € G =G,
=z<cVfc) <z
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Im zweiten Fall ist f(c) <z < f(c), was unmdoglich ist.

=z <c
=r=cVxr<c
=r=cVf(z)<c
=f(x) = flc)V f(x) < cc < f(c)
=f(z) < f(

also ist f(c) ebenfalls ein Extremalpunkt, also ist f(Ext(G)) C Ext(G).

c)
c)

I

3. Sei N C Ext(G), (N, <) totalgeordnet. Es geniigt zu zeigen, dass supg(N) €
Ext(G), also
Ve e G: (z<sup(N)= f(z)<sup(N))
G G

Sei z € G, v < supg(N). Dann gilt Ve € N : ¢ € Ext(G), also z € G.V¢ € N,
damit
Vee N:xz<cV f(c)<uz

Unterscheiden wir wieder die beiden Fille:

e Vce N:c< f(c) <z, also supg(N) <z < supg(N), was unmoglich ist.
e deg € N :x < ¢, also

>r=cgVr<cyeN

=z =cyV f(x) < ¢y < supg(N)

= supg(N) <=z vV f(z) <supg(N)
unméglich wegen z<supg(N)

= supg(N) € Ext(G)
Es ist also f(Ext(G)) C f(Ext(Q)).
Damit ist Ext(G) # 3y, also Ext(G) = G. O

Nachweis, dass (G, <) sogar totalgeordnet ist.

Die vorhin konstruierte Menge (G, <) ist sogar totalgeordnet.

Beweis.
V(r,y) €G* 2 € G=G,Nyc G =G,
=@<yVfly) <z)A(y<azVfz)<y)
=@<yvVy<fly)<z)Aly<zVve< f(z)<y)
=r<yvVysw
Damit ist G totalgeordnet. O
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G ist totalgeordnet und streng induktiv geordnet, damit existiert supg(G), also exis-
tiert auch max(G) = sup;(G). Es ist dann
max(G) < f(max(G)) < max(G),

also ist max(G) = f(max(G)), also ist max(G) ein Fixpunkt von f. O

Beweis des Zornschen Lemmas

Nun kénnen wir zunéchst den folgenden Satz formulieren und beweisen:

SATZ 0.5.3.| Zornsches Lemma fiir streng induktiv geord-

nete Mengen
Sei (M, <) eine streng induktiv geordnete Menge. Dann besitzt M
mindestens ein <-maximales Element.

Beweis.
Sei (M, <) streng induktiv geordnet. Dann treffen wir die Gegenannahme zu der zu
beweisenden Aussage: M hat kein maximales Element. Damit gilt:

VeeM: My, :={yeM|xz<y}#2

Die Mengenfamilie (M, ),cps ist damit eine Familie nichtleerer Mengen iiber dem Index-
bereich M. Nach dem Auswahlaxiom existiert eine Auswahlfunktion

Vi M — UngM
rxeM

und durch f :=incloty (also f(z) = 1 (x)) existiert auch
f:M — M.

Wegen f(x) € M, gilt auch f(z) > z, also ist f eine aszendente Selbstabbildung. (M, <)
ist nach Voraussetzung streng induktiv geordnet, nach Bourbaki gilt damit:

Jzg € M : f(x0) = o,

es sollte aber gelten: zg < f(xg), wo wir einen klaren Widerspruch haben. Damit muss
unsere Annahme falsch sein, es gibt also mindestens ein maximales Element. O

Damit kénnen wir nun das Zornsche Lemma beweisen:

Bewess.
Sei (M, <) induktiv geordnet (moglicherweise nicht streng). Betrachte nun

M :={N € PBM) \ {0} | (N, <)totalgeordnet }

Esist M # &, weil {z} € MVx € M. Mit der Inklusionsrelation ist (90, C) eine geordnete
Menge. (9, C) ist streng induktiv geordnet.
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Beweis.
Sei (M, C) C (M, C) eine totalgeordnete Teilmenge. Dann besteht N aus totalgeordneten
Teilmengen von M.

Damit ist |J A auch <-totalgeordnet, weil 91 C-totalgeordnet ist und alle A € N <-
AeNn
totalgeordnet sind.

Daher ist
U A =supc(M) e M
AeMm

Nach dem Zornschen Lemma fiir streng induktiv geordnete Mengen
AN, € 9 : N ist C-maximal in 9N,

N, ist also eine inklusionsmaximale, <-totalgeordnete Teilmenge von M. Damit gilt
fiir alle oberen Schranken ¢ von N,: ¢ € N,, denn sonst wire N, ; N, U {c} auch
totalgeordnet und IV, nicht maximal. IV, enthélt also alle seine oberen Schranken, damit
gilt fiir zwei solche:

c1 < ca(cg ist obere Schranke) A co < ¢1(c; ist obere Schranke) = ¢; = ¢g,

also sind alle oberen Schranken gleich. Es existieren solche, weil (M, <) induktiv geordnet
waren. Damit ist max<(N,) ein maximales Element in M. O

Aquivalenz von Zornschen Lemma und Auswahlaxiom

Wir haben also gezeigt, dass aus dem Auswahlaxiom (verwendet beim Beweis des Zorn-
schen Lemmas fiir streng geordnete Mengen) unter Hinzunahme der anderen Axiome
der Mengenlehre das Zornsche Lemma folgt. Dies kénnen wir noch verschérfen:

SATZ 0.5.4.| Seien alle anderen Axiome der Mengenlehre giiltig.

Dann gilt das Auswahlaxiom genau dann, wenn das Zornsche Lem-
ma gilt.

Der Beweis in Richtung = ist durch die Sdtze 0.5.1 und 0.5.3 gegeben. Der Beweis in
die Gegenrichtung folgt hier:

Beweis
Sei das Zornsche Lemma als richtig vorausgesetzt, (M;);c; eine Mengenfamilie mit Vi €
Zu zeigen ist
3f :T— | mit Vi€ I: f(i) € M;.
el
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Betrachten wir
Mm .= {(I/,gpp) |lo 4T CINpp: T — UMZ Auswahlfunktion}
i€l
Die ¢ werden partielle Auswahlfunktionen genannt. Es ist 91 # &, denn
Viel:3dx; € M;
und @y 1 {i} — M; mit f(i) := x; ist eine Auswahlfunktion auf I’ := {i}. Wir kénnen
auf 91 eine Ordnung < definieren:
(I,7(10[’) S]([”,(p[u) = _[/gI”/\(‘DIH’I/ :(pll

Wie man leicht sieht, ist diese Relation eine Ordnungsrelation auf 9. (9, <) ist sogar
induktiv geordnet.

Beweis.
Sei N = {(Ix, k) | k € K} C IM eine beliebige J-totalgeordnete Teilmenge. Dann ist
U Ix € I. Damit kénnen wir eine Abbildung

keK
e:Un- U M
keK je U Ik
keK

definieren durch
VEe K :Yiel,: o():= o).

¢ ist wohldefiniert, weil ({I; | kK € K}, C) totalgeordnet ist und die Auswahlfunktionen
vk, k € K jeweils Einschrinkungen voneinander sind (also, wenn iiberhaupt, identische

Werte annehmen). Damit ist < U Ix, ¢ ) € MM und eine obere <J-Schranke fiir M. Da
dies fiir alle totalgeordneten Teilfﬁlléngen gilt, ist 91 induktiv geordnet. O
Damit existiert mindestens eine ,,maximale® partielle Auswahlfunktion
Ou Lo — U M;,
i€l
d.h. (L., p,) ist <-maximal in 9. Es ist dann sogar I, = I.

Beweis.
Angenommen, I, ; I. Dann gilt:

Jige I\ L, = Jy € M,

Damit koénnen wir die Menge I, := I, U {ig} bilden und die Abbildung

el
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mit

e = {cp*(z') i€l
) y i = ig

Diese Abbildung ist eine Auswahlfunktion und es ist (I, vx) < (L, @x) und (I, @x) #

(I, 2%), im Widerspruch zu der <-Maximalitét von (I, ¢ ). O
Es ist also I, = I, und
oo T — | JM;
el

ist eine Auswahlfunktion, also ¢, € [[ M;. Damit ist das Auswahlaxiom gefolgert. [
i€l

Wichtige Anwendungen des Zornschen Lemmas

SATZ 0.5.5. Totalordnung der Kardinalitdten

Sei M # @ und N # @. Dann gilt:
Inj(M,N) # @V Inj(N,M) # @.

Anders formuliert: 4f : M <— N oder 3g : N — M bzw.
card(M) < card(N) oder card(N) < card(M).

Beweis.
Betrachte M # @, N # & und

M={(X,f,Y)|9#XCMANST#Y CNAfeBijX,Y)},
die Menge der partiellen Bijektionen. 91 hat folgende Eigenschaften:
1. (X, f£,Y)ePB(M) x B(M x N) x B(N), also
M e P(P(M) x P(M x N) x B(N)).

2. M # <, denn
Jre MAIyeN=3f: {z}—= {y}

3. Auf M Lasst sich die Relation <1 definieren:
(X, LY) (X, YY) & XCXAYCYAf|x=f

Man sagt auch: (X', f/.Y’) ist eine Erweiterung oder Fortsetzung von (X, f,Y).
Diese Relation ist eine Ordnung:
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Beweis.

e (X, f,Y)<(X, f,Y), wel X CX, Y CVY, flx =f.

e Sei (X,f,Y)<(X',f,Y) wund (X,f,Y)<(X,f,Y). Dann Iist
XCX' CX, YCY'CY sowie f'|lx=f und f|x =/ Damit gilt
X=X,V =Y f=f aso (X,f,Y) = (X, f.,Y).

e Sei (X,f,Y)<(X',f,Y") und (X',f,Y') < (X", f",Y") Dann folgt
XCX CX" YCY' CY” sowie f"|xr=f und f'|x = f. Damit gilt
XCX',YCY" flx = f, also ist (X, f,Y) <0 (X", f".Y").

U
4. (9, Q) ist sogar induktiv geordnet.

Beweis.
Sei M := {(X;, fi,Y:) | ¢ € I} C 9M eine <-totalgeordnete Menge. Dann nehmen

wir X := |J X; und Y := {J Yi. Nun definieren wir f : X — Y durch
el iel

Viel:VeeX,: f(x):= fi(z).
Diese Abbildung ist wohldefiniert, da wegen der Totalordnung die f; Ein-

schrankungen voneinander sind. Es ist offensichtlich f wieder eine Bijektion, da
die f; miteinander vertrigliche Bijektionen sind. Damit ist

Viel: (Xzyflayz)q(vavy)7

also ist (X, f,Y) eine <-obere Schranke fiir 0M.
Damit ist (91, <) streng induktiv geordnet. O

Nach dem Zornschen Lemma existiert nun eine <-maximale partielle Bijektion
(Xs, [+, Vi) € M, d.h. (X, f«,Ys) ist in 90 nicht mehr echt fortsetzbar. Es gilt im-
mer X, 2Y,, da f, eine Bijektion zwischen diesen Mengen ist. Wir kénnen nun 4 Falle
unterscheiden:

1. X, =M,Y,=N.
Dann ist
M=X,=2Y,=N,

also M = N, damit Inj(M, N) # @& # Inj(N, M).

2. X, =M,Y, gN.
Dann ist

also Inj(M,N) # @.
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3. X, S M, Y, =N.

Dann ist

also Inj(N, M) # @.

. xogMayogN'

Dann existieren 29 € M\ X, und yg € N\Y,, damit ist f, : X, U {zo}—=— Y; U {yo}

mit
Yy T =g

eine Bijektion. Dadurch ist

(Xo, fi, Ya) < (X U {mo}, JE*’Y* U{yo})

aber beide Tripel sind nicht gleich. Dies ist ein Widerspruch zur <-Maximalitét
von (X, f«, Ys), damit kann dieser Fall nicht eintreten.

Es gibt also immer Injektionen zwischen zwei Mengen, die Kardinalzahlen sind also
totalgeordnet. O

SATZ 0.5.6.| Sei M eine unendliche Menge. Dann ist M x M =

M, also

card(M) - card(M) = card(M x M) = card(M)

Beweis.
Betrachte die Menge

66

M= {(X, f) [ X e B(M) \ {&} A f € Bij(X, X x X)}

1. Es ist M # &, weil

Vee M :3f, : {z} — {z} x {z}
und diese Abbildung ist bijektiv, also

({z}, fa) e M

2. Da M unendlich ist, gibt es auch abzahlbar unendliche Teilmengen N C M. Dort

gilt, wie wir schon wissen:
NZNZNXxN=ZNxN

Damit gilt:
X, f) €M :card(X) >N
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3. Auf 9 kann eine Ordnungsrelation <« definiert werden durch

(X, /)« X', f) & XCX'Afllx=f

Der Nachweis der O-Relation geht analog zum Beweis von Satz 0.5.5.

4. (9, <) ist sogar induktiv geordnet, was wieder analog zu 0.5.5 gezeigt werden
kann.

Damit kénnen wir das Zornsche Lemma auf diese induktiv geordnete Menge anwenden.
Es gibt also ein €-maximales Element (X, fi) € M, also X, C M, f.: X.— X, x X,
und (X, fi) ist nicht echt fortsetzbar. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ist (nach
(2)) X, schon unendlich. Wir kénnen nun 2 Hauptfiille unterscheiden:

1. Esist X, = M, dann sind wir wir fertig.

2. Sonst ist X, ; M, also M \ X, # &. Hier kénnen wir zwei Fille unterscheiden:

(a)

card(M \ X,) < card(X.), also
3h: M\ X, — X..

Damit existiert mit ebenfalls eine surjektive Abbildung h: T > M\ X,. Wir
konnen also eine weitere Surjektion

O {1,2} x X > (M\X,)UX, =M
definieren durch

Vee X, : ®(1,z):=h(z) e (M\X,)

Damit existiert umgekehrt eine Injektion von M nach {1,2} x X, und damit
eine Injektionenkette

M — {1,2} x X, — X, x X,— X,,
auflerdem ist ja X, «— M, also gilt nach C-S-B X, & M, damit
MxM=2X, xX,=2X, =M,

also M x M = M, der Satz ist also auch in diesem Fall giiltig.

Sonst ist nach Satz 0.5.5 card(X,) < card(M \ X,.). Damit existiert eine In-
jektion
p: Xy — M\ X,.

Nennen wir das Bild dieser Abbildung S := p(X,) = X,. Es gilt dann natiirlich,
dass SN X, = @. Betrachte dann

(X, US) x (X,US) = (Xi x X)U(S x X, )U(X, x S)U(S x S).
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Dies ist eine disjunkte Zerlegung. Wegen X, 2 S gelten folgende Aquivalenzen:

X, xS2X, xX,. =2X, =258
Sx X, 22X, x X, 22X, =S
SxS=2X, x X, =2X, =S

Bevor wir fortfahren, stellen wir noch kurz ein Lemma auf:

Sei (Z;)ie; Familie nichtleerer Mengen, I abzihlbar,
card(Z;) < card(S) fiir eine gewisse unendliche Menge S mit S x

S 2 S. Dann gilt

card <U Z> < card(S)

el

Beweis.

Viel: card(Z;) < card(S)
=Viel:dg;:S—>» Z;
=dg: I x85—» U Z;
i€l
mit  g(j,s) := g;(s)

= 3§:<UZi><—>I><S

el

= card (UZ) < card(I x S)

el
< card(S x S)

= card(S)

= card <U ZZ-> < card(S)

iel

Betrachten wir wieder
(XL US) x (X,US) = (Xu x Xu) U (S x X)) U(Xu x S)U(S x S)
~X ~g ~g ~g

nach Lemma: ~G

>~ X, U S
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Damit muss es eine Bijektion

o (XuUS) = (X, US) x (X,US)

geben. Damit wire (X, f) < <X* us, ﬁ), im Widerspruch zur Maximalitit
von (X, fi). Damit tritt dieser Fall nicht ein.

Damit ist immer M = M x M, falls M unendlich ist. O

|SaTz oHNE NUMMER.| Korollar.
Sei M unendliche Menge. Dann gilt:

Abb(M, M) = (M)

Beweis.

Abb(M, M) < (M x M) = 5(M)
PB(M) = Abb(M, {0,1}) — Abb(M, M),

Dann C-S-B anwenden. O

‘SATZ OHNE NUMMER. ‘ Fir unendliche Mengen M gilt auch:

1. (M) = B(M)

2. P(M) :={AeP(M) | A= M} =P(M)

Beweis.
Siehe Ubungsaufgabe 1(b) und 2(a) in Serie 8. O

0.6 Aquivalenzrelationen und Faktormengen

Definition 0.62. Sei M # & eine Menge. Eine Relation R auf M (also R C M x M)

mit den Eigenschaften “Ry

Reflexivitat
Vee M: (z,z)€R

Symmetrie
V(x,y) € M? . (r,y) € R= (y,z) € R
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Transitivitdt
Y(z,y,2) € M®: (z,y) € RA(y,2) € R= (z,2) €R

heifit A quivalenzrelation auf M. Statt (x,y) € R schreibt man auch xRy oder x ~p y
oder x ~ y (letzteres nur, wenn kein Zweifel iber die gewdhlite Relation besteht).

Beispiel 0.6.1. R— := {(z,z) |z € M} C M x M mit
TR YST=Y

ist eine Aquivalenzrelation (die Gleichheitsrelation). R_ ist die feinste
Aquivalenzrelation auf M.

Beispiel 0.6.2. Ry := M x M ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation (die Allrelation).
R,y ist die grobste Aquivalenzrelation auf M.

Beispiel 0.6.3. Sei M # @, N # @, f € Abb(M, N). Ry C M x M sei definiert durch
V(z,y)e M: (z,y) € Ry == f(x) = f(y)
Auch Ry ist eine Aquivalenzrelation, denn
o fla)=f@)=a~yua
o svpy=fla)=fy)=fly)=Ffl@)=y~5a
e x~pyhy~pz= fla)=flyY)ANfly)=f(z)= flz)=f(2) =z ~f2

Definition 0.63. Sei M # & eine Menge und (A;)icr eine Mengenfamilie mit den
Eigenschaften

(I)Viel: @#+A €P(M)
(1) M= A;

el
(II) V(i,j)eI?*: i#£j=ANA =0
Dann nennt man A;)icr eine Partition oder Zerlegung von M.

Allgemeiner kann man auch ein Mengensystem mit sich selbst als Indexmenge ver-
wenden.

|SATZ OHNE NUMMER. | Sei a := (A;)ies eine Zerlegung von M,
so ist die Relation Ry € M x M mit

V(z,y) € M? . (r,y) € Ry Jiel: {x,y} CA;

eine Aquivalenzrelation auf M.
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Beweis.

e Vre M:Fiel:xeA; damit ist {z,z} C A;, also z ~4 .
[ ]
V(z,y) € M?: z~qy
=Jiel:{z,y} €A
=3diel:{y,z} €A

Yy~al

V(@,y,2) € M? 2 ~ay Ay~
=diel :{z,y} CAANTjel {y =z} CTA

=y A; N Aj
=i=7]
:>{.Z',Z} CA = Aj
=T ~g 2
O
Definition 0.64. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heifit cls(x)

() =7 :=[z]:=cls(x) :={ye M |y ~r x}
die Aquivalenzklasse zu © beziiglich ~p.

Es ist cls(z) # @, weil x € cls(x).

SATZ 0.6.1. Sei R C M x M eine Aquivalenzrelation auf ei-

ner Menge M. Seien x, y zwei Elemente aus M, (z), (y) ihre
Aquivalenzklassen beziiglich R. Dann sind folgende Bedingungen
dquivalent:

1. x~y

2. y~zx
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Beweis.

(1) & (2) Gilt durch Symmetrie von R.
(2) = (3) Nach Definition von (z).

(3) & (4) Wieder durch Symmetrie von R.
(4) = (5) Gilt durch Transitivitit von R.
(5) = (6) Offensichtlich, da (z) # .

(6) = (1) Seiz e (z)N(y). Dann ist z € (z) A z € (y) Damit gilt x ~ z und z ~ y, also
wegen der Transitivitdt auch x ~ y.

O

Definition 0.65. Sei M # @ eine Menge und sei R C M x M eine Aquivalenzrelation
auf M. Die Menge der einzelnen Aquivalenzklassen beziiglich R

M/r:={(z) |z € M}
heifst dann auch die Faktormenge von M nach R.
Es ist M/r C PB(M).

SATZ 0.6.2.| Sei M # @, R C M x M eine Aquivalenzrelation.

Dann gilt

1. Das Mengensystem M /g ist eine Partition von M.

2. Allgemeiner gilt sogar:
Es gibt eine kanonische bijektive Abbildung zwischen der
Menge der Aquivalenzrelationen und der Menge der Parti-
tionen von M.

Beweis.

zu (1)
Vee M:x € (x)=MC U 3
EEM/R

Damit ist M/p eine Uberdeckung von M. Nach Satz 0.6.1 sind die einzelnen
Aquivalenzklassen sogar disjunkt, also ist M /g eine Partition.
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zu (2) Betrachte die Abbildungen

Rp: {a| a Partition von M} —
{R CMxM|R Aquivalenzrelation auf M }

mit Ro(a) := Ry und

M/m:{RC M x M | R Aquivalenzrelation auf M} —
{a | a Partition von M }

mit M/0(R) := M/R. Es ist

(M/oo Rp)(a) = M/,

und umgekehrt

Damit sind Rg und M /g zueinander inverse Bijektionen.

Wir haben dann automatisch die kanonische Projektion 7 : M — M /g mit
Vee X: 7(x):=cls(x)

Fiir die Fasern dieser Abbildung gilt:

-1 —1
T =T =
( 3 ) {h) 3
als Element von M/gr als Teilmenge von M

Wie jede Surjektion hat auch = : M — M/ mindestens eine rechtsinverse Injektions-
abbildung s : M/r — M, fiir die also gilt mo s = idyy), und

V(& v) € (M/R)*: €# v s(6) ~s(v)

Jede Rechtsinverse zur Projektion 7 liefert also eine Teilmenge My := S (M/R),
die aus lauter indquivalenten Elementen besteht, die aber andererseits auch alle
Aquivalenzklassen reprisentieren.

Definition 0.66. Ein solches My heifst auch wvollstindiges Reprisentantensystem
von M/R.

73



0 Grundbegriffe der naiven Mengenlehre

Es ist natiirlich My = M/Rg.
Beispiel 0.6.4. Betrachten wir M := N x N. Die Relation R C M x M sei definiert durch
V((n,m),(k,1)) € (NxN)?: (k)~(n,m):en+l=k+m

Dann ist

((n,m)) (k,) e NxN|n+1l=Fk+m}

{
{(k,) e NxN|n—m=k—1}

Wir haben also eine Bijektion
p:(NxN)/p—7Z

mit p(((n,m))) :=n —m.
Auf diese Art und Weise kann man die Menge der ganzen Zahlen konstruieren.

Beispiel 0.6.5. Betrachten wir M := Z x (Z \ {0}). Die Relation Rguot € M x M sei
definiert durch

V((a,b),(c,d)) € M*:  (a,b) ~Rg,,, (c;d) & a-d=b-c

Wie man leicht sieht, ist Rguet eine Aquivalenzrelation auf Z x (Z \ {0}). Als
Aquivalenzklassen ergibt sich
((a,b)) = deM|a-d=c-b}

(c,
{(c,d)eM|%:§eQ}

Hier erhalten wir eine Bijektion

a:(Zx(Z\{0})) / Rgua— Q

mit « (((a,b))) := ¢. Auf diese Art kann die Menge der rationalen Zahlen konstruiert
werden.

Wir haben gesehen, dass man die Menge der ganzen und dann der rationalen Zahlen
durch Faktormengenbildung aus einem Kreuzprodukt der jeweils vorhergehenden Menge
(also natiirliche und ganze Zahlen) konstruieren kann. Es stellt sich die Frage, ob man nun
auch die reellen Zahlen als Faktormenge eines Kreuzproduktes der Menge der rationalen
Zahlen konstruieren kann. Demgegeniiber steht der folgende Satz:

|SaTZ OHNE NUMMER.| Es gibt keine Mengen S,7 mit S =
QT = Q, so dass R = (S x T)/~, mit einer beliebigen
Aquivalenzrelation ~ auf S x T.

74



0.6 Aquivalenzrelationen und Faktormengen

Bewets.
Nehmen wir an, R = (S x T') /., also existiert eine Bijektion

0:(SxT)/~— R.

Verketten wir diese mit der Projektion
T:(SXT)—>» (SxT)/~,

so erhalten wir eine Surjektion

form:SxT —R.
Damit gibt es umgekehrt eine Injektion

R—>SxT=ZQxQ=NxN=N,

damit ist card(R) < card(N), was unmoglich ist, da R iiberabzihlbar ist. O

Konstruktion von R als Faktormenge

Trotz des eben aufgefithrten Satzes kann man R als Faktormenge darstellen, allerdings
nicht aus abzdhlbaren Mengen.

Definition 0.67. Betrachte
fo == Abb(N,Q),
die Menge der rationalen Zahlenfolgen.
Definition 0.68. Eine Folge (an)nen € fo heifit eine Cauchy-Folge genau dann, wenn
Ve>0:3ng e N:Vm,n>ng:la, —an| <e
Die Menge der Cauchy-Folgen bezeichnen wir mit
Co := {(an)nen € fo | (an)nen Cauchy-Folge}
Definition 0.69. Eine Folge (by)nen € fo heifft Nullfolge genau dann, wenn
Ve>0:3ng e N:Vn>ng:|b,| <e
Die Menge der rationalen Nullfolgen bezeichnen wir mit
N = {(bn)nen € fo | (bn)nen Nullfolge}
Wir sehen leicht:
Ng S & C fq
Nun kénnen wir auf der Menge der Cauchy-Folgen eine Relation R,,; C €g x €g
definieren durch
(an)nEN ~ (bn)neN <~ (an - bn)ﬂEN € m@
Man kann zeigen, dass Ry eine Aquivalenzrelation ist'7. Die Aquivalenzklassen ent-
sprechen dann den reellen Zahlen.

"Das habe ich mir leider nicht genau mitgeschrieben. Wenn jemand den Nachweis mitgeschrieben hat,
soll er sich bei mir melden. — Das geht wohl so dhnlich wie bei der Vervollstédndigung metrischer
Réaume, siehe Analysis-Vorlesung Satz 2.31
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Weitere Beispiele fiir Faktormengen und Aquivalenzklassen

18

Beispiel 0.6.6. Sei jetzt M = R x R\ {(0,0)}. Hier definieren wir Rgerqde © M X M
durch

V((:E,y), (u,v)) c M?: (,Y) ~Raorage (U, 0) =
»(z,y) und (u,v) liegen auf der selben Gerade durch (0,0)“

Auch diese Relation ist eine Aquivalenzrelation (jeder Punkt liegt genau auf einer der
Geraden durch (0,0)). Die Aquivalenzklassen sind

((,9)) = {(u,v) | A € R\A{0} : (u,0) = (A~ 2, A-y)}
Definition 0.70. Die Faktormenge dieser Relation ]P’[lR
]P)]%{ = (R2 \ {(07 0)}) /RGe'rade’

also die Menge aller Geraden durch den Nullpunkt (jeweils ohne diesen), heifst die pro-
jektive reelle Gerade.

Ein Reprisentantensystem ist z.B.
S% :={(cos(t),sin(t)) | 0 < t < 7}
(also die obere Hélfte des Einheitskreises) oder auch
G={(1,t) | te R}U{(0,1)} ZRU{o0}

(also eine senkrechte Gerade + ein einzelner Punkt). Fiir ersteres erhalten wir eine
Projektion ¥ : PL— S}r durch

9 (cls((z,y))) = { SVET Ve

—x —y
\/x2+y27 \/x2+y2 y < 0

fiir das zweite Repréasentantensystem ldsst sich viel einfacher eine Projektion 7 : ]P’IIR% G
finden durch

L5 w#0
 (dls((x.9))) = { o oo

Beispiel 0.6.7. Die reelle projektive Ebene Betrachten wir in R? die Menge aller
Geraden durch den Nullpunkt (0,0,0). Jede solche Gerade ist durch einen Punkt in
R3\ {(0,0,0)} eindeutig bestimmt. Die dazugehorige Aquivalenzrelation ist R* C R3 x R3
mit

(,y,2) ~px (u,v,w) = IANERN{0}: u=A-zAv=N-yAw=\ -z
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Die Menge aller Aquivalenzklassen, also die Faktormenge

P2 = (R*\ {(0,0,0)}) /n:

wird reelle projektive Ebene genannt. Sie entspricht der Menge aller Geraden durch
den Ursprung. Die projektive reelle Ebene kann durch eine Halbkugel mit einem halben
Aquator veranschaulicht / reprisentiert werden. Eine andere Variante ist, eine Ebene
(z.B. in z = 1) und zusétzlich eine projektive reelle Gerade (fiir z = 0) zu verwenden.
Es ist also

P2 =~ R?UPL = RZ2URU{oo},

wobei hier = im Sinne einer stetigen (noch nicht definiert) Abbildung zu verstehen ist
(die Mengen haben sowieso alle die Kardinalitit des Kontinuums).

Beispiel 0.6.8. Koordinatenfreie Beschreibung der Kreislinie S'. Betrachten wir
R und die Relation Rz C R x R mit

V(r,s) €R?: regsior—scZ

Ry, ist offensichtlich eine Aquivalenzrelation, und es gilt 1%

Y(r,s) € R?:
r=|[rl4+0 0<o<1
s=1[s]+e 0<e<l1

Und damit

rezser)]+d—[s]—e€Z
Srl—[s]+d—c€Z
S0—c€l

und wegen —1 < § — e < 1 ergibt sich

Sd—e=0
&0 =c¢,

Und dies ist genau dann der Fall, wenn r und s den selben Dezimalanteil hinter dem
Komma haben.
Es gilt also
VreR: cs(r)=cls(r—[r]) = cls(0)

8n diesem Abschnitt ist in meinen Mitschriften die Reihenfolge der Blitter etwas durcheinander gera-
ten. Falls jemand Korrekturen hat, kann er sich melden, ich werde dann die Reihenfolge anpassen.
“Hier bedeutet [x] := sup{k € Z | k < z} das grBte Ganze von z.
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Damit ist das halboffene Intervall [0,1) ein vollstindiges Reprisentantensystem fiir
R/Rz. Wir kénnen nun eine Bijektion von diesem Reprisentantensystem und damit
von der Faktormenge auf die Einheitskreislinie aufstellen:

:10,1)— S!

mit O(x) = (cos(2-7-x),sin(2-7-x)). Wir erhalten dann durch Verkettung mit der
Projektionsabbildung von der Faktormenge auf das Reprisentantensystem die Bijektion

Y :R/z :=R/p,— S
mit
Y(cls(r)) :=(cos(2-m-r),sin(2 -7 - 1))
Wir haben hier sinnbildlich das Intervall [0,1) zu einem Kreis zusammen gebogen, dies

entspricht der Aufwicklung der reellen Achse auf diesen Kreis, wobei alle ganzen Zahlen
auf (1,0) zu liegen kommen.

Beispiel 0.6.9. Betrachten wir nun M := R2. Hier definieren wir die Relation Ry2 C
M x M durch

V((x,y),(u,v)) 6M2 : (:Evy) ~72 (U,U) = (x—y,u—v) GZz
Sr—ucZNy—vel
ST~z UNY ~Z U

Diese Relation ist natiirlich ebenfalls eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen
lassen sich schreiben als

cs((z,y)) = cls (([#] +6,[y] +¢))
= cls(d,¢)

Damit ist [0,1) x [0,1) ein vollstéindiges Repriisentantensystem fiir R? /2. Dieses lisst
sich neben der Darstellung als Quadrat mit 2 offenen Seiten durch Zusammenbiegen
auch als Zylinder?® (mit einer offenen Kante) oder gar als Torus?! auffassen.

Beispiel 0.6.10. Betrachten wir die Menge der ganzen Zahlen Z. Sei weiterhin eine
natiirliche Zahl n € N gegeben. Dann kénnen wir eine Relation ~,C Z x Z einfithren
durch

V(k,1) €Z*: K~y len|(k—1)

Man siehﬁ leicht, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation ist, die Aquivalenzklassen
(hier als k := [k] := cls(k) geschrieben) bestehen jeweils aus den Zahlen, die bei Division
durch n den gleichen Rest lassen. Man schreibt auch

k=1 (mod n) fiir k~p

2Dadurch kann man das Schachspiel auf einem quadratischem Brett zu einem auf einem Zylinder
erweitern, Spalte h ist dann direkt neben Spalte a. Diese Variante ist als Mantelschach bekannt.

2'Hier kann man nicht verniinftig Schach spielen, da Weif mit dem ersten Zug sofort den schwarzen
Konig schlagen kann.
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Die Faktormengen
Ly =2L)nz =17,

nennen wir Restklassenmengen iiber Z. Sie haben jeweils n Elemente, da n verschiedene
Reste moglich sind. Wir kénnen auf diesen Mengen sogar Rechenoperationen einfiithren:

1. Es existiert eine Abbildung B : Z,, X Z, — Z, mit der Eigenschaft, dass das
Diagramm

Zx7 —— 7

7T><7TJ/ lﬂ'

Loy X Loy —— Ly,

2]
kommutativ ist, also
m(a+0b) =7(a) Br(b)
2. Gleiches gilt fiir [J und -.
Dafiir definieren wir uns diese Rechenoperationen ,,brutal*:

Definition 0.71.

(k1) € 72 ;
(K] B[] := [k + ]
K] D[] = [k -]

Bei so einer Definition muss natiirlich erst die Reprisentantenunabhéngigkeit nachge-
wiesen werden:

[k] = [KI A (1] = [I']
=k—K=n-qnl—-U'=n-p (p,qeZ)
= k+)—K+1")=n-(p+q)
= n|(k+1)— (K +1)
= k+1=[K+1]
Damit ist B : Z,, X Z,, — Z,, wohldefiniert. Fiir [] ergibt sich der Beweis analog.

Normalerweise schreibt man statt H einfach + und statt [ einfach -, da die Bedeutung
ja eindeutig ist.

Invariante Abbildungen und Homomorphiesatz fiir Mengen

Definition 0.72. Seien M # @&, N # @ Mengen, R C M x M eine Aquivalenzrelation
auf M. Eine Abbildung f € Abb(M, N) heifit R-invariant genau dann, wenn

V(z,y) € M?: w~ry= f(o)=fy)
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Seien M # @&, N # @ Mengen, RC M x M eine

Aquivalenzrelation auf M und 7: M — M/g die Projektionsab-
bildung (also 7(z) := cls(x)). Dann gilt:

1. Ist f € Abb(M, N) R-invariant, so 3!f € Abb(M/g, N), so
dass f = fom.

2. Es gibt eine kanonische Bijektion

0 : Abb(M/g, N)—— Abb=" (M N) :=
{g € Abb(M, N) | g ist R-invariant} .

Beweis.

ad (1) Die Existenz ist einfach zu zeigen:

80

Wir ,,definieren® einfach f € Abb(M/g, N) durch die Festlegung
V¢ =cls(z) € M/r: (&) = f(a).

Diese Definition ist reprisentantenunabhéngig:
cls(z) = cls(y)
= T ~RY
= f(z) = f(y)
= flals(x)) = f(zls(y))

Dann konnen wir iiberpriifen:

Ve e M : (f o7r> (z) = f(cls(x))
f(z)

= fom=f

Nun zur Eindeutigkeit dieser Abbildung: Nehmen wir an, es giibe 2 Abbildungen
f und f, so dass gilt

f=for=for
Weil 7 surjektiv ist 3h: M/r < M, so dass m o h = idyy,,.
—~ fomoh=fomoh
= foidyy, = foidy,
= f=f
Alle Abbildungen mit der angegebenen Eigenschaft sind also identisch.
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ad (2) Wie eben gezeigt wurde, ist die Abbildung CJ : Abb®~™V(M,n) — Abb(M/g, N)
eine Injektion. Umgekehrt ist nun fiir alle g € Abb(M/gr,N) die Abbildung
g:=gom:M — N R-invariant, denn

z~pr=m(r)=m(y)
= g(r) =

g
= g(x) =9(y),

und nach Konstruktion ist (§) = g, also ist/\ﬁ auch surjektiv, also bijektiv. Die
Umkehrabbildung davon ist dann natiirlich [J, also ist auch diese bijektiv.

O

Betrachten wir nun einen Spezialfall: Sei f : M — N eine beliebige Abbildung. Dann
ist die Relation Ry € M x M mit

z~py e fo) = fy)

eine Aquivalenzrelation auf M. Dadurch ist natiirlich nun f Ry-invariant. Auch hier
konnen wir die Abbildung f finden, und hier ist f sogar injektiv:

fles(x)) = f(cls(y)) = f(z) = f(y)
=T ~pY
= cls(x) = cls(y)

Ebenfalls gilt:

im(f) ={f(z) [z € M}
{fcls |ZL'EM}
{F&) 1€ e M/n}

~in (7

Die Abbildungen haben also das gleiche Bild, wir kénnen also folgendes Diagramm zeich-
nen:

M L imp)

L
M/g —I— im(f)

wobei f und 7 surjektiv, und fsogar bijektiv ist. 22

22Im Original hatten wir natiirlich diverse Diagramme, in denen auch noch Diagonalen auftauchen
(also ein dreieckiges Diagramm) und die Pfeile entsprechend gekennzeichnet sind. Ich habe keine
Moglichkeit gefunden, so etwas in ITEX einzugeben. (Eine Moglichkeit wire wohl die Einbindung als
Bild.)
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Damit haben wir den letzten Satz dieses Kapitels hergeleitet:

Der Homomorphiesatz fiir Mengen
Ist f : M — N eine beliebige Mengenabbildung, fdie (eindeutige)
Faktorisierungsabbildung fiir f beziiglich Ry, so vermittelt f eine
Bijektion B

f : ]\4/Rf;> Zm(f)
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