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EinleitungInhaltIh habe im Hauptstudium meines Diplom-Mathematik-Studiums eine Reihe von Vorle-sungen gehört. Jetzt, da sih mein Studium dem Ende zuneigt, muss ih für die Spezia-lisierungsprüfung einige davon wiederholen1 � dies betri�t die folgenden Vorlesungen:
• Algebra II (oder �Höhere Algebra�)
• Algebraishe Geometrie I
• Algebraishe Geomerie II
• Kohomologietheorien und ihre AnwendungErfreuliherweise habe ih alle diese Vorlesungen bei Dr. Kleinert gehört (welher mihho�entlih auh darüber prüfen wird).Inzwishen (2008-02-28) habe ih alle Vorlesungen abgeshrieben, und werde gleihanfangen, den letzten Stand auszudruken.TehnikFür dieses Skript2 habe ih eine eigene LATEX-Dokumentenklasse alg-sript sowie mehrereLATEX-Pakages geshrieben � diese sind auf meiner Homepage zu �nden, ebenso wieeine Dokumentation dazu. Ih entwikele diese Pakete weiter, während ih dieses Skriptshreibe, je nah meinen Bedürfnissen. Zum Verarbeiten einer neuen Version des Skriptessind daher i.a. die aktuellsten Versionen dieser Pakete notwendig. Eine Liste aller zurVerarbeitung verwendeten Dateien (mit Datum und Versionsnummern) �ndet sih imAnhang ab Seite 659.

1�wiederholen� im Sinne von �den Sto� lernen�.2und ein weiteres, Einführung in die naive Mengenlehre, mit dem Sto� der ersten Hälfte des erstenSemesters �Lineare Algebra�, auh bei Herrn Kleinert 11
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1 Noethershe Ringe und Moduln
1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenVereinbarung 1.1. Alle betrahteten Ringe seien kommutativ und unitär (d.h. mitEinselement 1 6= 0), falls nihts anderes gesagt wurde.De�nition 1.2. Sei A ein Ring. A∗

A∗ := {a ∈ A | ∃b ∈ A : a · b = 1}heiÿt Menge der Einheiten bzw. (multiplikativ) invertierbaren Elemente von A.Satz ohne Nummer.(1) (A∗, ·) ⊆ (A, ·) ist Untergruppe des Monoids (A, ·)(2) 0 /∈ A∗(3) Z∗ = {−1, 1},
(Z/nZ)∗ = {[a] | 1 ≤ a ≤ n− 1, ggT(a, n) = 1}De�nition 1.3.

ϕ(n) := # (Z/nZ)∗

ϕ : N→ N heiÿt Eulershe ϕ-Funktion. ϕ(n)

17



1 Noethershe Ringe und ModulnSatz ohne Nummer. Eigenshaften von ϕ:(1) ϕ(n) ist die Anzahl der zyklish erzeugenden Elemente in
(Z/nZ,+).(2) ϕ(m · n) = ϕ(m) · ϕ(n), falls ggT (n,m) = 1.(3) ϕ(pn) = pn − pn−1 = pn ·

�
1− 1

p

� (für p Primzahl)(4) Ist
n = pν11 · . . . · pνs

s

=
Y
p|n

p prim pνp(n)so folgt
ϕ(n) = n ·

Y
p|n

p prim�1− 1

p

�
(5) n =

P
d|n ϕ(d)(6) Sei K Körper, (G, ·) endlihe Untergruppe von (K, ·). Dann ist Gzyklish.Satz ohne Nummer. (Z/pZ)∗ ist (für p prim) zyklish der Ordnung

p − 1 und hat ϕ(p − 1) zyklishe Erzeugende (p-te primitive Einheits-wurzeln).De�nition 1.4. Sei A ein Ring.NT(A)

NT(A) := {a ∈ A | ∃b ∈ A \ {0} : b · a = 0}heiÿt Menge der Nullteiler von A.Satz ohne Nummer.(1) 0 ∈ NT(A) (sogenannter trivialer Nullteiler), daher NT(A) 6= ∅.(2) Falls a ∈ NT(A) \ {0}, so heiÿt a ehter Nullteiler.(3) NT(A) ∩A∗ = ∅ bzw. NT(A) ⊆ A \A∗.(4) NT(Z) = {0} (keine ehten Nullteiler)(5) NT(Z/nZ) = {[a] ∈ Z/nZ | ggT(a, n) > 1}, NT(Z/nZ) ∪̇Z/nZ
∗ =

ZnZ18



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenDe�nition 1.5. Ein Ring A heiÿt Integritätsbereih oder nullteilerfrei, falls
NT (A) = {0}.Bemerkung 1.(1) Ist K ein Körper, so ist K auh ein Integritätsbereih. Die Umkeh-rung gilt im Allgemeinen niht.(2) Für die endlihen Faktorringe Z�nZ (mit n ∈ N) gilt:

Z�nZ ist Integritätsbereih ⇐⇒ Z�nZ ist Körper ⇐⇒ n ist Prim-zahl.Beispiel 1.1.1. Betrahte den Ring der di�erenzierbaren reellen Funktionen C1(R,R)

C1(R,R) := {f : R→ R | f ist di�erenzierbar} .
(C1(R,R),+, ·) ist ein (kommutativer, unitärer) Ring. Die Einheitengruppe ist

C1(R,R)∗ =
�
f ∈ C1(R,R) | f(a) 6= 0∀a

©
=
�
f ∈ C1(R,R) | f hat keine Nullstellen©Allerdings gibt es hier nihttriviale Nullteiler, also f , g mit f ·g = 0 und f 6= 0, g 6= 0 (dasgeht etwa mit f |[0,∞) = 0 und g|[−∞,0] = 0). Daher ist C1(R,R) kein Integritätsbereih.Es ist genauer sogar

NT(C1(R,R)) =
�
f ∈ C1(R,R) | ∃a < b ∈ R : f |[a,b] = 0

©Beispiel 1.1.2. Betrahte den Ring der holomorphen Funktionen auf C: Hol(C)

Hol(C) := {f : C→ C | f holomorph}
= {f : C→ C | f komplex di�erenzierbar}
= {f : C→ C | f lokale in Potenzreihe entwikelbar}
=

(
f : C→ C

����� ∀z0 ∈ C : ∃ε > 0 : ∃P ∈ CJxK :

P (z) = f(z) ∀ |z − z0| < ε

)Dann gilt:
Hol(C)∗ = {f ∈ Hol(C) | f hat keine Nullstellen}und

NT(Hol(C∗)) = {0} .(*)Fazit. Hol(C) ist ein Integritätsbereih, C1(R,R) niht. 19



1 Noethershe Ringe und ModulnDe�nition 1.6. Sei A ein Ring. Dann nennen wirNNT(A)

NNT(A) := A \ NT(A)die Menge der Nihtnullteiler.Bemerkung. Es ist
NNT(A) = {a ∈ A | ∀b ∈ A \ {0} : b · a 6= 0}

= {a ∈ A | ∀b ∈ A : a · b = 0⇒ b = 0}
= {a ∈ a | ∀b, c ∈ A : (a · b = a · c⇒ b = c)}Eigenshaften.(1) A∗ ⊆ NNT(A). (Die Umkehrung gilt niht immer.)(2) (NNT(A), ·) ist ein Untermonoid von (A, ·), also multiplikativ ab-geshlossen.(3) 1 ∈ NNT(A), 0 6∈ NNT(A).De�nition 1.7. Wir nennenNil(A)

Nil(A) := {a ∈ A | ∃n ∈ N : an = 0}die Menge der nilpotenten Elemente.
0 ∈ Nil(A) ist das triviale nilpotente Element. Ist a ∈ Nil(A) \ {0}, so heiÿt

nilp(a) := min {ν ∈ N : aν = 0}der Nilpotenzgrad von a.Bemerkung. Es ist Nil(A) ⊆ NT(A), denn es ist ja a · anilp(a)−1 = anilp(a) = 0.Fazit. Damit gelten die folgenden Inklusionsketten:
∅ $ {0} ⊆ Nil(A) ⊆ NT(A) ⊆ A \ A∗ ⊆ A \ {1} $ A

∅ $ {1} ⊆ A∗ ⊆ NNT(A) ⊆ A \ Nil(A) ⊆ A \ {0} $ ADe�nition 1.8. Die Menge
Idem(A) :=

�
a ∈ A | a2 = a

©heiÿt die Menge der idempotenten Elemente von ABemerkung.20



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in Ringen(1) Es ist {0, 1} ⊆ Idem(A) (die sogenannten trivialen Idempotenten).(2) Idem(A) \ {0, 1} ⊆ NT(A) (weil für a2 = a 6= 1 dann a · (a− 1) = a2− a = a− a = 0ist, mit a− 1 6= 0).De�nition 1.9. Ein Ring A heiÿt Boolesher Ring, falls a2 = a für alle a ∈ A, d.h.
A = Idem(A).Bemerkung.(1) Ist A ein Boolesher Ring, so ist char(A) = 2 (weil 2 = 1 + 1 = (1 + 1)2 = 4, also

0 = 2).(2) Es gibt Booleshe Ringe, z.B. ist für jede Menge X der Mengenring
(A,+, ·) := (P(X),△,∩)ein Boolesher Ring.(3) Ist A ein Ring und a ∈ Idem(A) \ {0, 1}. Dann ist A zerlegbar in
A ∼= A�A · a×A�A · (a− 1)nah dem hinesishem Restsatz.(4) Ein Ring ist genau dann einfah, (d.h. niht isomorph zu einem Produktring), wenn

Idem(A) = {0, 1} ist. (⇒ nah (3), und bei einem Produktring sind ja (0, 1) und
(1, 0) idempotent.)Spezielle Ideale in RingenDe�nition 1.10. Eine Menge a ∈ P(A) \ {∅} (d.h. ∅ 6= a ⊆ A) heiÿt Ideal, falls gilt:(a) ∀a, b ∈ a : a+ b ∈ a.(b) ∀(r, a) ∈ A× a : r · a ∈ a.Bemerkung.(1) Jedes Ideal in A ist eine Untergruppe von (A,+).(2) {0} =: (0) ist ein Ideal (das Nullideal).(3) A =: (1) ist ein Ideal (das Einsideal).(4) Ein Ideal a $ A heiÿt ehtes Ideal.(5) �n · Z | n ∈ Z≥0

© ist die Menge der Ideale in Z.
21



1 Noethershe Ringe und ModulnDe�nition 1.11. Ist a ⊆ A ein Ideal, so ist (A�a,+) zunähst als Faktorgruppe wohl-de�niert und
· : A�a×A�a −→ A�a

([a], [b]) 7−→ [a] · [b] := [a · b]ist wegen (b) wohlde�niert und wir erhalten (A�a,+, ·) als Ring, den sogenannten Fak-A�a torring von A nah a. Dabei ist auh die kanonishe Projektion
π := πa : A −→ A�a

a 7−→ [a] = a+ aein (unitärer) Ringhomomorphismus.Lemma. Sei A ein Ring und a $ ein ehtes Ideal. Dann gibt es eine1�1-Korrespondenz
{Ideale b mit a ⊆ b ⊆ A} ↔

nIdeale in A�a

o
π−1(B)← [ B

b 7→ b�aBeweis. Klar.Lemma. Sei f : A → B ein Homomorphismus unitärer Ringe (d.h.insbesondere f(1A) = 1B). Dann gilt:(a) Ist b ⊆ B Ideal, so ist auh f−1(b) ⊆ A ein Ideal.(b) Die Umkehrung gilt niht: Ist a ⊆ A Ideal, so ist f(a) ⊆ B i.a. keinIdeal.() Ist aber f : A ։ B auh surjektiv (also Epimorphismus), so giltdoh: a ⊆ A Ideal ⇒ f(a) ⊆ B Ideal.Beweis.(a) Sei (x, y) ∈ f−1(b)2, so ist (f(x), f(y)) ∈ b2, also
f(x+ y) = f(x) + f(y) ∈ b ⇒ x+ y ∈ f−1(b)und analog für ·.(b) Betrahte z.B. die Ringeinbettung i : Z →֒ Q, mit i(Z) = Z ⊆ Q, aber Z ist keinIdeal in Q, da in Q nur {0} und Q Ideale sind.22



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in Ringen() • Sei x = f(a) ∈ f(a), y = f(b) ∈ f(a), dann ist x+y = f(a)+f(b) = f(a+ b) ∈
f(a).

• Sei x = f(a) ∈ f(a), r ∈ B. Dann existiert s ∈ A mit f(s) = r, also
r · x = f(s) · f(a) = f(f · a|{z}

∈a

) ∈ f(a).Bemerkung. Nur hier wird die Surjektivität benötigt � bei Gruppenhomomor-phismen vererbt sih die Untergruppeneigenshaft auh ohne Surjektivität aufBilder.Operationen mit IdealenDe�nition 1.12. Sei A ein Ring. Ist ∅ 6= S ⊆ A, so heiÿt Ideal(S)

IdealS = Ideal(S) :=
\

a⊆A Ideal
S⊆a

adas von S erzeugte Ideal oder auh die Idealhülle von S.Bemerkung. Es gilt
Ideal(S) =

(X
s∈S

as · s
����� (as)s∈S ∈ AS , as = 0 p.p.)De�nition 1.13. Sei f : A→ B Ringhomomorphismus, a ⊆ A Ideal. Dann heiÿt aext

aext := Ideal(f(a)) = f(a) ·Bdas Extensionsideal von a in B bezüglih f .Umgekehrt: Ist b ⊆ B Ideal, so heiÿt bont
bont := f−1(b)das Kontraktionsideal von b in A bezüglih f .Bemerkung 1. Dabei gilt (mit obigen Bezeihnungen):

(aext)ont ⊇ aund
(bont)ext ⊆ b,die Gleihheit gilt i.a. niht.Beweis. Siehe Seite 118 f. 23



1 Noethershe Ringe und ModulnDe�nition 1.14. Sei (ai)i∈I ⊆ A Familie von Idealen in A, indiziert über I. Dann istzwar Si∈I ai i.a. kein Ideal, aberX
i∈I

ai X
i∈I

ai := Ideal

 [
i∈I

ai

!ist eines und heiÿt Idealsumme der Familie (ai)i∈I .De�nition 1.15. Seien a, b zwei Ideale in A. Dann ist {a · b | a ∈ a, b ∈ b} ⊆ A keinIdeal, abera · b
a · b := Ideal ({a · b | a ∈ a, b ∈ b})ist eines und heiÿt Idealprodukt.De�nition 1.16. Ist a ⊆ A Ideal, n ∈ N, so ist an := a · . . . · a ein Ideal und heiÿt diean

n-te Idealpotenz (oder auh nur Potenz) von a.De�nition 1.17. Sind a und b Ideale in A, so ist(a : b)

(a : b) := {a ∈ A | ∀b ∈ b : a · b ∈ a}wieder ein Ideal und heiÿt das Quotientenideal a durh b.Bemerkung.(1) Ti∈I ai ist o�enbar shon selbst ein Ideal.\
i∈I

ai (2) Es ist X
i∈I

ai =

(X
i∈I

αi

�����αi ∈ ai∀i ∈ I, αi = 0 p.p.) .(3) Ist {ai | i ∈ I} bezüglih ⊆ totalgeordnet, so ist Si∈I ai doh selbst ein Ideal und[
i∈I

ai S
i∈I ai =

P
i∈I ai.(4) Es ist

a · b =

(
rX
i=1

aibi

����� r ∈ N, ai ∈ a, bi ∈ b

)(5) Es ist
an =

(
rX
i=1

a
(i)
1 · . . . · a(i)

n

����� r ∈ N, a(i)
k ∈ a∀i ∈ {1, · · · , r} ,∀k ∈ {1, · · · , n}

)
.(6) Es ist a ⊆ (a : b), die Gleihheit gilt i.a. niht.
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1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenBeweis für (3). Sind a1, a2 ∈
S
i∈I ai, so existieren i1, i2 ∈ I mit a1 ∈ ai1 und a2 ∈ ai2 .Dann ist ai1 ⊆ ai2 (oder andersherum, ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei dieseRihtung angenommen), also a1 ∈ ai2 . Damit ist auh a1 + a2 ∈ ai2 ⊆

S
i∈I ai.Für die Abgeshlossenheit bezüglih · brauht man niht einmal die Totalordnung: Ist

a1 ∈
S
i∈I ai, etwa a1 ∈ ai1 , r ∈ A, so ist r · a1 ∈ ai1 ⊆

S
i∈I ai.)Ist nun Si∈I ai selbst ein Ideal, ist es natürlih laut De�nition seine eigene Idealhülle,also gleih Pi∈I ai.Bemerkung. Die Eigenshaft (3) wird in Zukunft (bei Anwendungen des ZornshenLemmas) häu�ger eine Rolle spielen.Ahtung: Si∈I ai ist niht unbedingt (wie im endlihen Fall) eines (das gröÿte) dervereinigten Ideale � im unendlihen Fall muss so etwas niht existieren, dann ist dieVereinigung gröÿer als alle einzelnen Ideale.Radikale von IdealenDe�nition 1.18. Sei a ⊆ A ein Ideal. Dann heiÿt

√
a := {a ∈ A | ∃n ∈ N : an ∈ a}das Radikal von a.Bemerkung 1. Das Radikal eines Ideals ist wieder ein Ideal.Beweis. Seien b, a ∈ √a, also etwa an ∈ a, bm ∈ a. Dann ist

(a+ b)m+n =
m+nX
ν=0

�
m+ n

ν

�| {z }
∈A

· aν|{z}
(∗)
· bm+n−ν| {z }

(∗∗)Dabei ist (∗) ∈ a für ν ≥ n und (∗∗) ∈ a für ν ≤ n, also ist (a + b)m+n ∈ a, also
a+ b ∈ √a.
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1 Noethershe Ringe und ModulnEigenshaften.(1) a ⊆ √a.(2) I.a. gilt in (1) niht die Gleihheit.(3) Für alle Ideale a ⊆ A: È√
a =
√

a(4) Elementare Rehenregeln:(i) a ⊆ b ⇒ √
a ⊆
√
b(ii) √a ∩ b =

√
a ∩
√

b(iii) √a + b =
È√

a +
√

b.(5) È{0} = {a ∈ A | ∃n ∈ N : an = 0} = Nil(A).Das heiÿt, Nil(A) ist ein Ideal, sogar ein Radikal, und wird daherNilradikal genannt.(6) Sei A ein Ring, a ⊆ A Ideal und A�a der Faktorring. Dann ist
Nil(A�a) =

√
a�a.Beweis der nihttrivialen Teile.(2) In Z ist etwa √4Z = 2Z.(3) Sei a ∈ È√a. Dann

∃n ∈ N : an ∈
√

a

⇒ ∃n ∈ N : ∃m ∈ N : (an)m ∈ a

⇒ ∃n ∈ N : ∃m ∈ N : an·m ∈ a

⇒ a ∈
√

a.(6) Ausrehnen:
Nil(A�√a) =

È
{[0]}

=
n
[a] ∈ A�a | a ∈ A,∃n ∈ N : [a]n = [0]

o
=
n
[a] ∈ A�a | a ∈ A,∃n ∈ N : an ∈ a

o
=
n
[a] ∈ A�a | a ∈

√
a
o

=
√

a�a
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1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenDe�nition 1.19. Ein Ring A heiÿt reduziert, falls Nil(A) = {0}, d.h. falls A keineehten nilpotenten Elemente hat.Für jeden Ring A sei Ared
Ared := A�Nil(A)die Reduzierung von A.Bemerkung.(1) O�enbar ist

Nil(Ared) = Nil
�
A�Nil(A)

�
=
É

0A�√
0A

=

È√
0�√0 =

√
0�√0 = (0),also ist Ared wirklih ein reduzierter Ring.(2) Ist A Integritätsbereih, so hat A keine ehten Nullteiler, also erst reht keine ehtenNilpotenten, ist also reduziert.(3) Die Umkehrung von (2) gilt niht, etwa ist Z�6Z zwar reduziert, aber kein Integri-tätsbereih.Prim- und MaximalidealeDe�nition 1.20.(1) Ein Ideal p $ A heiÿt Primideal, falls der Faktorring A�p ein Integritätsbereih ist.(2) Ein Ideal m $ A heiÿt Maximalideal, falls der Faktorring A�m ein Körper ist.(3) Die Menge der Primideale SpecA

SpecA := {p $ A | p Primideal}heiÿt das Primspektrum oder auh nur Spektrum von A.(4) Die Menge der Maximalideale SpecmA

SpecmA := {p $ A | p Maximalideal}heiÿt das MaximalspektrumBemerkung.(1) Es ist Specm(A) ⊆ SpecA, denn A�m Körper impliziert A�m Integritätsbereih.(2) Es ist Specm(Z) ∪̇ {(0)} = Spec Z.
27



1 Noethershe Ringe und ModulnSatz 1.1.1. Sei A Ring, a $ A ein ehtes Ideal. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) a ist ein Maximalideal (d.h. a ∈ SpecmA, A�a Körper).(2) Für alle ehten Ideale b mit a ⊆ b $ A gilt: b = a, d.h. a ist
⊆-maximal in der Menge der ehten Ideale von A.(3) Für alle x ∈ A \A gilt: a +A · x = A.Beweis.(1) ⇒ (3):

x ∈ A \ a

⇒ [x]a 6= [0]a in A�a (Körper)
⇒ [x] ∈

�
A�a

�∗
⇒ ∃y ∈ A : [x] · [y] = [1]

⇒ ∃y ∈ A : x · y − 1 ∈ a

⇒ 1 ∈ a +A · x
⇒ a +A · x = A(2) ⇒ (3): Ist x ∈ A \ a, so ist ja das von a und x erzeugte Ideal a +Ax eht gröÿer als

a (weil x drin liegt), also kann es nah (2) kein ehtes Ideal sein, ist also A.(3) ⇒ (2): Angenommen, wir haben ein b mit a $ b $ A. Dann gibt es ein x ∈ b \ a,und natürlih ist Ax ⊆ b. Also ist auh A · x+ b ⊆ b 6= A, im Widerspruh zu (3).Also ist unsere Annahme falsh, d.h. wir haben (2).(3) ⇒ (1): Sei [x] ∈ A�a \ {[0]}.
⇒ x 6∈ a.

=⇒
(3)

a +A · x = A

⇒ ∃α ∈ a,∃r ∈ A : α+ r · x = 1

⇒ [α]|{z}
[0]

+[r] · [x] = 1

⇒ [r] · [x] = 1

⇒ [x] ∈
�
A�a

�∗Damit ist �A�a

�∗
= A�a \ {[0]}, also A�a ein Körper.

28



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenSatz 1.1.2. (Existenz von Maximalidealen)Sei A ein Ring. Dann gilt:(1) Specm(A) 6= ∅.(2) Für alle ehten Ideale a ⊆ A gilt: ∃m ∈ SpecmA : a ⊆ m.Beweis.(1) folgt aus (2) durh a := (0).(2) Sei a ⊆ A ein Ideal. Wir betrahten die Menge
M := Ma := {b | b $ A Ideal, a ⊆ b}der Oberideale von a (ohne A). O�enbar ist a ∈ M, also M 6= ∅. (M,⊆) ist teil-geordnet, sogar induktiv geordnet (für jede totalgeordnete Teilmenge N von Idealenist Sb∈N b wieder Ideal, umfasst a und ist damit obere Shranke für N in M). Nahdem Zornshen Lemma hat also M ein maximales Element, welhes damit auh einmaximales Ideal ist.Beispiele wihtiger MaximalidealeBeispiel 1.1.3. Sei X eine Menge, und Abb(X,R) := {f : X → R} die Menge der reellenFunktionen auf X. Dann bildet (Abb(X,R),+, ·) (mit der werteweisen De�nition von +und ·) einen Ring. Für x ∈ X ist dann mx

mx := {f ∈ Abb(X,R) | f(x) = 0}ein Maximalideal.Beweis. Betrahten wir die natürlihe Evaluationsabbildung
εx : Abb(X,R) ։ R

f 7→ f(x),so ist εx ein Ring-Epimorphismus, mit
ker(εx) = {f ∈ Abb(X,R) | f(x) = 0} = mx.Der Homomorphiesatz für Ringe liefert

Abb(X,R)�mx
= Abb(X,R)�ker(εx)

∼= im(εx) = R,also ein Körper, und damit ist mx ein Maximalideal.Fazit. Wir haben also eine kanonishe Abbildung m�

m� : X −→ Specm(Abb(X,R)). 29



1 Noethershe Ringe und ModulnEine interessante Frage ist es, wann (d.h. für welhe X) m� injektiv, surjektiv oderbijektiv ist.Beispiel 1.1.4. Betrahte Z und eine �xierte Primzahl p ∈ N. Dann nennen wirZ(p)

Z(p) :=
§
a

b
∈ Q

���� ggT(a, b) = 1 ∨ a = 0, p 6 | b
ª

$ Qdie Menge der p-adishen Zahlen. Dabei gilt:(i) (Z(p),+, ·) ist ein ehter Unterring von Q.(ii) Die Einheitengruppe ist
(Z(p))

∗ =

8<:ab ∈ Q

������ ∃(c, d) ∈ Z2, d 6= 0, ggT(a, b) = ggT(c, d) = 1,
a

b
· c
d

= 1, p 6 | b, p 6 | d

9=;
⊆
§
a

b
∈ Q

���� ggT(a, b) = 1, p 6 | b, p 6 | a
ª

⊆ (Z(p))
∗ wegen a

b
· b
a

= 1.Damit haben wir
Z(p) \ (Z(p))

∗ =
§
a

b
∈ Q

���� ggT(a, b) = 1, p 6 | b, p|a
ª

= p · Z(p).Bezüglih der Inklusion Z
incl−֒−−→ Z(p) haben wir dabei p · Z(p) = (p · Z)ext, also ist Z(p) \

(Z(p))
∗ = p · Z(p) ein ehtes Ideal in Z(p). Damit bildet die Menge der Nihteinheiten in

Z(p) also das gröÿte ehte Ideal in Z(p), also ist das Maximalspektrum
Specm(Z(p)) =

�
p · Z(p)

©einelementig und auÿerdem
Spec(Z(p)) =

�
(0), p · Z(p)

©
.Daher ist Z(p)�p · Z(p)

ein Körper, wobei es sogar die folgende Isomorphie gibt:
Z(p)�p · Z(p)

∼= Z�p · Z
a

b
7→ [a] · [b]−1Als Verallgemeinerung des Beispiels de�nieren wir:De�nition 1.21. Sei A ein Ring. Falls Specm(A) = {m}, so heiÿt A (bzw. das Paar

(A,m)) ein lokaler Ring.Beispiel 1.1.5.
• (Z(p), p · Z(p)) ist ein lokaler Ring.
• Jeder Körper ist ein lokaler Ring (K, (0)).30



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenSatz 1.1.3. (Charakterisierung lokaler Ringe)Sei A ein Ring. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) (A,m) ist ein lokaler Ring.(2) A \ A∗ ist ein Ideal.In diesem Falle gilt A \ A∗ = m.Beweis. mittels axiom grabbing (d.h. folgt direkt aus den De�nitionen).Beispiel 1.1.6. Sei K Körper, K[X1, · · · ,Xn] der Polynomring in n Variablen: K[X1, · · · ,Xn]

K[X1, · · · ,Xn] =

8<: X
(νy ,···,νn)∈Nn

0

aν1,···,νn ·Xν1
1 · . . . ·Xνn

n

������ aν1,···,νn ∈ K,aν1,···,νn = 0 p.p.9=;Betrahten wir nun ein Tupel (a1, · · · , an) ∈ Kn sowie die linearen Polynome
Xi − ai ∈ K[X1, · · · ,Xn] und das von ihnen erzeugte Ideal

(X1 − a1, · · · ,Xn − an) =
nX
i=1

(Xi − ai) ·K[X1, · · · ,Xn] $ K[X1, · · · ,Xn].Dann hat man wieder einen Evaluierungshomomorphismus
ε(a1,···,an) : K[X1, · · · ,Xn] −→ KX

(ν1,···,νn)

aν1,...an ·Xν1
1 · . . . ·Xνn

n = P 7−→ P (a1, · · · , an) :=
X

(ν1,···,νn)

aν1,...an · aν11 · . . . · aνn
n ,Dieser ist surjektiv, weil K ⊂ K[X1, · · · ,Xn]. Dabei gilt

ker(ε(a1,···,an)) = {P ∈ K[X1, · · · ,Xn] | P (a1, · · · , an) = 0} = (X1 − a1, · · · ,Xn − an)Fazit. Wir haben eine natürlihe Abbildung
Kn β−→ Specm(K[X1, · · · ,Xn])

(a1, · · · , an) 7→ β(a1, · · · , an) := (X1 − a1, · · · ,Xn − an)Beweis. Es ist
K[X1, · · · ,Xn]�β(a1, · · · , an) = K[X1, · · · ,Xn]mit Xi = ai ∈ K[X1, · · · ,Xn]�β(a1, · · · , an). Wir haben für die Kette

K →֒ K[X1, · · · ,Xn] ։ K[X1, · · · ,Xn] 31



1 Noethershe Ringe und Modulndaher
K[X1, · · · ,Xn] = K[a1, . . . an]

∼= K[a1, · · · , an]
= K,und das ist ein Körper.Ahtung. Im Allgemeinen ist β niht surjektiv, d.h.

{(X1 − a1, · · · ,Xn − an) | (a1, · · · , an) ∈ Kn} $ Specm(K[X1, · · · ,Xn]).Etwa ist für K = R das von X2 + 1 ∈ R[X] erzeugte Ideal ein Maximalideal (es ist
R[X]�(X2 + 1)

∼= C), aber (X2 + 1) ist niht von der Form (X − a,X − b), weil X2 + 1keine Nullstelle in R hat.Beispiel 1.1.7. Betrahte die Polynomringkette Z[X] $ Q[X] $ R[X] $ C[X]. Hier ist
(X) = X ·Q $ Q[X] ein Maximalideal (weil Q[X]�(X)

∼= Q), also (X) ∈ SpecmQ[X].Aber: (X) = X · Z $ Z[X] ist ein Primideal, kein Maximalideal, da Z[X]�(X)
∼= Zkein Körper ist.Hier haben wir aber das Ideal (2,X), welhes sih (mit Z[X]�(2,X)

∼= Z�2Z) alsMaximalideal herausstellt.Das Jaobson-Radikal eines RingesWir wissen bereits Nil(A) = ∩p∈SpecAp. Analog de�nieren wirDe�nition 1.22. Das Ideal
Jac(A) :=

\
m∈SpecmA

mheiÿt das Jaobson-Radikal von A.Bemerkung.(1) Jac(A) ist wirklih ein Ideal.(2) (0) ⊆ Nil(A) ⊆ Jac(A).(3) Ist Jac(A) = 0, so ist auh Nil(A) = (0), also A reduziert.
32



1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenSatz 1.1.4. (Charakterisierung von Jac)Sei A ein Ring, Jac(A) =
T

mm das Jaobson-Ideal, a ∈ A. Dann sindfolgende Bedingungen äquivalent:(1) a ∈ Jac(A).(2) Für alle b ∈ A gilt: 1 + b · a ∈ A∗.Anders formuliert:
Jac(A) = {a ∈ A | ∀b ∈ A : 1 + b · a} = {a ∈ A | 1 + (a) ⊆ A∗}Beweis. Sei T := {a ∈ A | 1 + (a) ⊆ A∗}.(1) ⇒ (2): Sei a ∈ JacA. Angenommen, a 6∈ T , so ∃b ∈ A mit 1 + b · a 6∈ A∗, also wäredas Ideal (1 + b · a) $ A eht. Es läge also in einem Maximalideal m0 ∈ Specm(A),also ist 1 + ba = m0 ∈ m0. Da aber a ∈ JacA ist, ist insbesondere a ∈ m0, alsoauh 1 = m0 − ba ∈ m0, was niht geht.(2) ⇒ (1): Sei a ∈ T . Angenommen, a 6∈ JacA, so ∃m1 ∈ SpecA mit a 6∈ m1. Alsoist (a) + m1 = A, es existieren also r ∈ A, m1 ∈ m1 mit r · a + m1 = 1. Esist also m1 = 1 + (−r) · a ∈ A∗ (wegen a ∈ T ), was zu m1 = A führt, also einWiderspruh.Beispiel 1.1.8. Ist (A,m) ein lokaler Ring, ist Jac(A) = m. Ist A auÿerdem reduziert,aber kein Körper, so ist Jac(A) = m 6= (0) = Nil(A).Bemerkung. Es ist ÈJac(A) = Jac(A), d.h. Jac(A) trägt den Namen �Radikal� zu reht.Kommen wir zu einigen Anwendungen des Jaobson-Radikals.De�nition 1.23. Sei A ein Ring, M ein A-Modul, a ⊆ A ein ehtes Ideal. Dannbezeihne aM

a ·MaM := a ·M := spanA ({a · x | a ∈ a, x ∈M})den von a erzeugten A-Untermodul von M .De�nition 1.24. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. Dann nennen wir AnnA(M)

AnnA(M) := {a ∈ A | a ·M = (0)}den Annullator von M in A.Bemerkung.(1) Es ist aM = {Pr
i=1 ai · xi | r ∈ N, ai ∈ a, xi ∈M}.(2) Es ist AnnA(M) ⊆ A ein Ideal in A.(3) Es ist AnnA(M) ·M = (0), und AnnA(M) ist das gröÿte Ideal mit dieser Eigenshaft.33



1 Noethershe Ringe und Moduln(4) Der Faktormodul M�aM ist ein A-Modul, aber auh ein A�a-Modul, via der kano-nishen Skalar-Multiplikation
⊙ : A�a×M�aM −→M�aM

([a], [x]) 7−→ [a]⊙ [x] := [a · x].Dies ist wohlde�niert und maht M�aM zu einem A�a-Modul. Wir erhalten dasfolgende kanonishe kommutative Diagramm:
A×M M

A�a×M�aM
M�aM

·

⊙

π×p p

Satz 1.1.5. (�Lemma von Nakayama�)Sei A ein Ring, a ⊆ Jac(A) ein Ideal im Jaobson-Radikal, M einendlih erzeugter (f.g.) A-Modul (also M =
Pn
i=1A · xi). Dann sindfolgende Bedingungen äquivalent:(1) M = (0).(2) M = aM .Beweis.(1) ⇒ (2) Klar.(2) ⇒ (1) Sei also M = aM =

Pn
i=1Axi. Für alle i ist dann xi ∈ aM , es sind also die

xi darstellbar als X
j

δijxj = xi =
X
j

αjixj , mit αij ∈ a.(Auf der linken Seite sind die Kronekershen δ-Symbole verwendet.) Kurzes Um-stellen ergibt
nX
j=1

(δji − αji) · xj = 0 ∀i ∈ {1, · · · , n} .Der Noethershe Determinantentrik (siehe den folgenden Unter-Abshnitt ab Seite35) liefert jetzt für alle j ∈ {1, · · · , n}:
det ((δji − αji)i,j)| {z }

∈A

·xj = 0,
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1.1 Spezielle Elemente und Ideale in Ringengenauer
(1 + α) · xj = 0, α ∈ a,folglih
(1 + α) ·M = (0),(d.h. 1 + α ∈ AnnA(M)). Wegen α ∈ Jac(A) ist 1 + α ∈ A∗, also M = (0).Korollar. Sei A Ring, a ⊆ Jac(A) Ideal, M f.g. A-Modul, N ⊆M

A-Untermodul. Ist nun N + aM = M , so ist N = M .Beweis. Aus N + aM = M folgt
M�N = N + aM�N = aM�N = a ·M�N,und aus Satz 1.1.5 folgt M�N = ([0]), also M = N .Korollar. (Nakayama für lokale Ringe)Sei (A,m) lokaler Ring, a $ A ein beliebiges Ideal und sei M ein f.g.

A-Modul. Dann gilt:(1) M = a ·M ⇔ M = (0)(2) N + aM = M ⇔ N = M .Beweis. Es ist hier einfah immer a ⊆ Jac(A).Der Determinantentrik von Emmy Noether und Rihard DedekindLemma. Sei A ein Ring, M ein beliebiger A-Modul. Dann gibt eseinen Ring, so dass M auh als Ideal in diesem Ring aufgefasst werdenkann.Beweis. Wir betrahten die Menge A×M und de�nieren Ringoperationen darauf:
+ : (A×M)× (A×M)→ (A×M)

(a, x) + (b, y) := (a+A b, x+M y).Dies ergibt shon einmal eine abelshe Gruppe, da ja A und M solhe waren. Die Mul-tiplikation ist etwas komplizierter:
· : (A×M)× (A×M)→ (A×M)

(a, x) · (b, y) := (a ·A b, a ·M y +M b ·M x)Dies ergibt einen Ring mit (0A, 0M ) als 0-Element, (1A, 0M ) als 1-Element. 35



1 Noethershe Ringe und ModulnBemerkung.(1) Wir haben zwei kanonishe Abbildungen, den Ringhomomorphismus
i : A →֒ A×M

a 7→ (a, 0)und
j : M →֒ A×M

x 7→ (0, x),welher ein A-Modulhomomorphismus ist, mit der durh i induzierten A-Modulstruktur auf A×M .(2) M ∼= j(M) = {0} ×M ist ein Ideal in A×M .(3) Es gelten alle denkbaren Verträglihkeitsbedingungen, das heiÿt, die folgenden Dia-gramme sind kommutativ:
A×M M M ×M M

(A×M)× (A×M) A×M

·M

i×j j

·
(A×M)× (A×M) A×M

+M

j×j j

+

A×A A A×A A

(A×M)× (A×M) A×M

·A

i×i i

·
(A×M)× (A×M) A×M

+A

i×i i

+Lemma. (Determinanten-Trik von Emmy Noether)Sei A ein Ring, M ein f.g. A-Modul, M =
Pn
i=1Axi, a $ A eh-tes Ideal, M = a ·M . Gilt dann xi =

Pn
j=1 αji · xj für alle i, so ist

det ((δji − αji)i,j) ·M = (0), also det ((δji − αji)i,j) ∈ AnnA(M).
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1.1 Spezielle Elemente und Ideale in RingenBeweis. Wir haben folgende Implikationskette:
xi =

nX
j=1

αji · xj

⇒
nX
j=1

(δji − αji)xj = 0

=====⇒in A×M

nX
j=1

(δji − αji, 0) · (0, xj) = (0, 0) ∀i ∈ {1, · · · , n}

⇒

� (1−α11,0) (−α12,0), ... (−α14,0)

(−α21,0)
. . . ...... . . . (−α(n−1)n,0)

(−αn1,0) ... (−αn(n−1) ,0) (1−αnn,0)

�| {z }
=:A

·

�
(0, x1)...
(0, xn)

Ǒ
=

�
(0, 0)...
(0, 0)

Ǒ
Die Anwendung der Cramershen Regel (Adj(A) · A = A ·Adj(A) = det(A) · In) liefert:

det(A) · (0, xi) = (0, 0) ∀i ∈ {1, · · · , n}
⇒ (det((δji − αji)i,j), 0) · (0, xi) = (0, 0) ∀i

⇒ det((δji − αji)i,j) · xi = 0 ∀i
⇒ det((δji − αji)i,j) ·M = (0)De�nition 1.25. Sei A ein Ring, M ein A-Modul.(a) x ∈M heiÿt Torsionselement in M , falls ∃a ∈ NNT(A) : a · x = 0.(b) M heiÿt Torsionsmodul, falls alle Elemente Torsionselemente sind.

TorsA(M)() TorsA(M) := {x ∈M | x Torsionselement} ist der Torsionsuntermodul von M (undimmer ein Torsionsmodul).(d) M heiÿt torsionsfrei (bzw. A-torsionsfrei), falls TorsA(M) = (0).Korollar. Sei A ein Ring, F =
Ln
i=1A · ei ein freier A-Modulmit endliher Basis U = (e1, · · · , en). Sei f ∈ EndA(F ) ein A-Modulendomorphismus von F , f(ei) =

Pn
j=1 αij ·ej , BU

U (f) = (αij)ij ∈
MatA(n, n) die Darstellungsmatrix von f bezüglih U , det(f) =
det(BU

U (f)) ∈ A die Determinante von f (basisunabhängig). Dann gilt:(1) det(f) · F ⊆ im(f) bzw. det f · F�im f| {z }
=:coker f

= (0).(2) Ist det f ∈ NNT(A), so ist coker f ein Torsionsmodul. 37



1 Noethershe Ringe und ModulnBeweis.(1) Wir betrahten die Basisdarstellung von f wieder in A× F und erhalten
∀i ∈ {1, · · · , n} : (0, f(ei)) =

nX
i=1

(αji, 0) · (0, ej).Der Determinanten-Trik liefert
det((αji)i,j) ·

�
e1...
en

Ǒ
= Adj((αji =ij) ·

�
f(e1)...
f(en)

Ǒ
,also

det(αji)i,j) · ei ∈ spanA(f(e1), · · · , f(en)),folglih
det(f) · F ⊆ spanA(f(e1), · · · , f(en)) = im(f)(2) ist eine Folgerung aus (1).1.2 Noethershe Ringe und ModulnDe�nition 1.26. Sei A ein Ring, a ⊆ A ein Ideal. Ein Primideal p ∈ SpecA heiÿt

a-minimal, falls(1) a ⊆ p und(2) ∀q ∈ SpecA mit a ⊆ q ⊆ p gilt: q = p.Die Menge
Ja := {p ∈ SpecA | p ist a-minimal}ist die Menge der a-minimalen Primideale.Ja Bemerkung. Ist a = A, so ist Ja = JA = ∅.Der folgende Satz zeigt uns, dass auh ⇐ gilt.
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1.2 Noethershe Ringe und ModulnSatz 1.2.1. (Existenz a-minimaler Primideale, andere Darstellungfür √�)Sei A ein Ring, a $ A ein ehtes Ideal. Dann gilt:(1) Ja 6= ∅, d.h. es gibt mindestens ein a-minimales Primideal.(2) Für alle q ∈ SpecA mit a ⊆ q existiert ein p ∈ Ja mit a ⊆ p ⊆ q,d.h. jedes Oberprimideal von a enthält mindestens ein a-minimalesPrimideal.(3) √a =
\

q∈SpecA
q⊆q

q =
\
p∈Ja

p(4) √0 = Nil(A) =
\

p∈J(0)

p (der Durhshnitt aller absolut minimalenPrimideale).Beweis.(1) Folgt aus (2), mit q := m ein beliebiges Maximalideal mit a ⊆ m.(2) Seien a $ A und q ∈ SpecA mit a ⊆ q �xiert. Betrahte
Mq,a := {p ∈ SpecA | a ⊆ p ⊆ q} .Es ist Mq,a 6= ∅, weil q ∈Mq,a. Wir betrahten die Ordnungsrelation ⊇ auf Mq,a. Seinun N ⊆ Mq,a eine beliebige totalgeordnete Teilmenge, so ist b :=

T
q∈Nq zunähstein Ideal.

b ist sogar ein Primideal, denn wäre x ∈ A \ b, y ∈ A \ b mit x · y ∈ b =
T

q∈N q, sogälte x 6∈ q1 für ein q1 ∈ N und y 6∈ q2 für ein q2 ∈ N, mit ohne Beshränkung derAllgemeinheit q1 ⊆ q2, also y 6∈ q1, x 6∈ q1, d.h. x · y 6∈ q1 ⊇ b, im Widerspruh zu
x · y ∈ b.Damit ist b =

T
q∈N q ∈Mq,a eine obere Shranke für N, also ist Mq,a induktiv geord-net, nah dem Zornshen Lemma existiert also ein maximales Element in (Mq,a,⊇),also ∃q∗ ∈Mq,a, q ⊇ q∗ ⊇ a, und q∗ ist ⊆-minimal. Also ist q∗ ∈ Ja.(3) √a =

T
q∈SpecA

q⊆q

q ist bekannt, und T
q∈SpecA

q⊆q

q ⊆ Tp∈Ja
p ist trivial. Umgekehrt: Ist x ∈T

p∈Ja
p und q ein beliebiges Primideal mit a ⊆ q, so existiert nah (2) ein minimalesPrimideal a∗ mit x ∈ a∗ ⊆ q, also x ∈ q. Damit ist auh T

q∈SpecA
q⊆q

q ⊇ Tp∈Ja
p, also =.(4) Folgt aus (3) mit a := (0).Fragen. 39



1 Noethershe Ringe und Moduln(1) Ist Ja endlih für alle Ideale a $ A und beliebige A?(2) (falls Nein:) Unter welhen Bedingungen an A ist Ja stets endlih ∀a $ A?De�nition 1.27.(1) Ein Ring A heiÿt noethersher Ring, falls für alle Ideale a ⊆ A gilt:
a =

tX
i=1

A · ai, ai ∈ a(d.h. jedes Ideal ist endlih erzeugt)(2) Ein A-Modul M heiÿt noethersher A-Modul, (bzw. A-noethersher Modul)falls für alle A-Untermoduln N ⊆M gilt:
N =

tX
i=1

A · xi, xi ∈ NO�ensihtlih ist (2) ein Spezialfall von (1), d.h. noethershe Ringe sind genau dieje-nigen Ringe, die als Modul über sih selbst noethershe Moduln sind.Beispiel 1.2.1.(a) Z ist noethersher Ring.(b) Allgemeiner: Ist A ein Hauptidealring (HIR), so ist A ein noethersher Ring. (Wirdjedes Ideal von einem Element erzeugt, so erst reht von endlih vielen.)() Ist K ein Körper, so ist K auh noethersher Ring. (Beide Ideale � das sind K = (1)und (0) � werden von je einem Element erzeugt.)(d) K[X] ist (für K Körper) auh noethersher Ring (da HIR).(e) Ist K ein Körper, V ein K-Vektorraum mit dimK V <∞, so ist V auh ein noether-sher K-Modul.
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1.2 Noethershe Ringe und ModulnSatz 1.2.2. (Charakterisierung der Noether-Eigenshaft für Ringeund Moduln)Sei A ein Ring. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) A ist ein noethersher Ring, d.h. jedes Ideal in A ist endlih erzeugt.(2) In jeder Menge M 6= ∅ von Idealen in A existiert mindestens ein
⊆-maximales Element a∗ ∈M, d.h. ∀b ⊆ A Ideal: a∗ $ b⇒ b 6∈M.(3) In A wird jede aufsteigende Inklusionskette von Idealen a1 ⊆ a1 ⊆
. . . stationär (d.h. es existiert ein n0 ∈ N mit an = an0∀n > n0).Für einen A-Modul M sind entsprehend folgende Bedingungen äqui-valent:(1') M ist A-noethersher Modul.(2') In jeder Menge M 6= ∅ von A-Untermoduln von M giblt es min-destens ein maximales Element N∗ ⊆M (Untermodul, ⊆-maximalin M).(3') Jede aufsteigende Inklusionskette von A-Untermoduln wird statio-när.Beweis. Die Äquivalenz �(1')⇔ (2')⇔ (3')� wird genauso wie �(1)⇔ (2)⇔ (3)� gezeigt.(1) ⇒ (2): Sei also in A jedes Ideal endlih erzeigt, M 6= ∅ eine Menge von Idealen in

A. (M,⊆) ist geordnete Menge, sogar induktiv geordnet:IstN ⊆M eine⊆-totalgeordnete Teilmenge von M, so istSN =
S

a∈Naein Ideal, und wegen (1) endlih erzeugt, etwa SN =
Pt
i=1 αt · A mit

t ∈ N, αi ∈ ai. Da N totalgeordnet ist, liegen die ai shon in einemdieser, etwa ai0 ∈ N, also haben wir
ai0 ⊆

[
N

=
tX
i=1

αt ·A ⊆ ai0 ,also ist ai0 ∈ N ⊆M obere Shranke für N.Das Zornshe Lemma liefert uns, dass (M,⊆) ein maximales Element enthält, alsogilt (2).(2) ⇒ (3): Sei a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ ak ⊆ . . . eine unendlihe aufsteigende Idealkette,
M = {ai | i ∈ N}. O�enbar ist M 6= ∅, also existiert nah (2) ein maximalesElement ak0 in M. Damit wird die Kette stationär, da ak0 = ak0+1 = . . . .
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1 Noethershe Ringe und Moduln(3) ⇒ (1): Sei a ⊆ A beliebiges Ideal. (z.z: a ist endlih erzeugt.) Angenommen, a wäreniht endlih erzeugbar (also insbesondere a 6= (0)).
⇒ ∃x1 ∈ a \ (0) ⇒ (x1) $ a (laut Annahme).
⇒ ∃x2 ∈ a \ (x1) ⇒ (x1, x2) $ a (laut Annahme).
⇒ ∃x3 ∈ a \ (x1, x2) ⇒ (x1, x2, x3) $ a (laut Annahme).... ...Wir erhalten also

(0) $ (x1) $ (x1, x2) $ (x1, x2, x3) $ . . .als niht stationäre aufsteigende Idealkette, im Widerspruh zu (3).Damit war unsere Annahme falsh, also ist a endlih erzeugbar.Beispiel 1.2.2.(1) Betrahte A := C(R,R) (den Ring der stetigen reellwertigen Funktionen auf R).
A ist niht noethersh, denn ai :=

n
f ∈ C(R,R) | f |[0, 1

i
] = 0

o liefert eine eht auf-steigende, niht-stationäre Idealkette.(2) Z[X1,X2, · · · ,Xn, . . . ] ist niht noethersh, denn (X1) $ (X1,X2) $ (X1,X2,X3) $
. . . ist niht stationäre aufsteigende Kette von Idealen.De�nition 1.28.(1) Seien A ein Ring, M ′ f−→ M

g−→ M ′′ A-Modulhomomorphismen (d.h. M ′, M , M ′′

A-Moduln). (f, g) heiÿt exakt, falls ker(g) = im(f). (f, g) heiÿt komplexartig, falls
g ◦ f = 0 (also im(f) ⊆ ker(g)).(2) M :=

�
. . .

fi+1−−−→Mi+1
fi+1−−−→Mi

fi−−→Mi−1
fi−1−−−→ . . .

� heiÿt Komplex (von Modul-homomorphismen), falls �M ist an jeder Stelle komplexartig�, d.h. ∀i : fi ◦ fi+1 = 0.(3) M heiÿt exakte Sequenz, falls M an jeder Stelle exakt ist, d.h. ker fi = im(fi+1)für alle i.(4) Sei M =
�
0

0−→M0
f0−−→M1

f1−−→M2 . . .
� ein Komplex von A-Moduln (d.h.

fi ◦ fi−1 = 0, also im(fi−1) ⊆ ker(fi)), dann heiÿtH i(M)

H i(M) := ker fi�im fi+1der i-te Homologiemodul des Komplexes M.(5) Der Produkt-Modul
H∗(M) :=

M
i≥0

H i(M)heiÿt der graduierte oder totale Homologiemodul des Komplexes M.42



1.2 Noethershe Ringe und ModulnBemerkung 1. Wir haben also o�enbar: Ein Komplex M ist eineexakte Sequenz (auh azyklish) ⇐⇒ H i(M) = (0) für alle i ∈ N ⇐⇒
H∗(M) = (0).De�nition 1.29. Eine kurze exakte Sequenz ist eine exakte Sequenz der Form

0
0−→M ′ f−֒→M

g
−−−։ M ′′ 0−→ 0,d.h.(1) ker(f) = im(0) = (0) (also f injektiv)(2) im(g) = ker(0) = M ′′ (also g surjektiv)(3) im(f) = ker(g).Satz 1.2.3. (Noether-Eigenshaft und exakte Folgen)Seien A ein k&u-Ring, M , M ′, M ′′ A-Moduln und 0→M ′ f−→M

g−→
M ′′ → 0 eine exakte Sequenz. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) M ist A-noethersh.(2) M ′ und M ′′ sind A-noethersh.Beweis. Die Exaktheit der Folge bedeutet: f injektiv, g surjektiv und ker g = im f .(1) ⇒ (2): Sei M noethersh.
• Sei N ′ ⊆ M ′ beliebiger Untermodul, dann ist f(N ′) ∼= N ′ der entsprehendeUntermodul von M . Da M noethersh ist, ist f(N ′) endlih erzeugt, also (finjektiv) auh N ′ endlih erzeugt. Damit ist M ′ noethersh.
• Sei N ′′ ⊆M beliebiger Untermodul. Dann ist g−1(N ′′) ⊆M Untermodul, also
g−1(N ′′) endlih erzeugt. Auÿerdem ist g(g−1(N ′′)) = N ′′ (weil g surjektiv),also (weil Bild eines endlih erzeugten Moduls) auh endlih erzeugt. Damitist auh M ′′ noethersh.(2) ⇒ (1): Seien M ′ und M ′′ noethershe A-Moduln. (z.z.: M ist noethersh.) Sei

N ⊆M beliebiger A-Untermodul. Dann haben wir g(N) ⊆ M ′′ und M ′′ istnoethersh, also
g(N) =

sX
j=1

A · g(yi) mit yi ∈ N
43



1 Noethershe Ringe und ModulnDa g ein Homomorphismus ist, gilt für x ∈ N :
g(x) =

sX
i=1

ri · g(yi) mit ri ∈ A,also
g

 
x−

sX
i=1

ri · yi
!

= 0.Es ist also  
x−

sX
i=1

ri · yi
!
∈ ker(g) = im(f)

⇒ x−
sX
i=1

ri · yi| {z }
∈N

= f(z) mit z ∈ f−1(N) ⊆M ′Da M ′ ebenfalls noethersh ist, ist auh f−1(N) endlih erzeugt, also
f−1(N) =

tX
j=1

A · vj , mit f(vj) ∈ N.Zusammen mit vorigem erhalten wir
∀x ∈ N : x−

sX
i=1

ri · yi =
tX

j=1

bj · f(vj) mit bj ∈ N,
⇒ x ∈ spanA {y1, · · · , ys, f(v1), · · · , f(vt)}
⇒ N ⊆ spanA {y1, · · · , ys, f(v1), · · · , f(vt)} .Dabei gilt sogar

N ⊆
sX
i=1

A · yi|{z}
∈N| {z }

⊆N

+
tX

j=1

A · f(vj)| {z }
∈N| {z }

⊆N

⊆ N,also ist N endlih erzeugt. Damit ist M noethersh.
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1.2 Noethershe Ringe und ModulnKorollar. Sei
0

0−→M ′ f−→M
g−→M ′′ 0−→ 0eine kurze exakte Folge. Dann ist das Diagramm

0 M ′ M M ′′ 0

0 f(M ′) M M�f(M) 0

f g

incl π

∼

f

∼

g̃kommutativ mit exakten Zeilen. Anders formuliert: Jede kurze exakteFolge ist isomorph zu einer Standardfolge (N ⊆M → N�M).Korollar. Wir haben dabei auh das folgende bewiesen: Ist
0

0−→M ′ f−→M
g−→M ′′ 0−→ 0exakt, M ′ und M ′′ endlih erzeugt, so ist auh M endlih erzeugt. DieUmkehrung gilt niht (die Endlihkeit vererbt sih auf M ′′, aber nihtunbedingt auf M ′).Satz 1.2.4. (Moduln über noethershen Ringen)Sei A ein noethersher Ring und M ein A-Modul. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) M ist noethersher A-Modul.(2) M ist endlih erzeugt.Beweis.(1) ⇒ (2): ist trivialerweise rihtig.(2) ⇒ (1):Shritt 1: Sei M ∼= An, n ∈ N, also M frei vom Rang n, M =

Pn
i=1A · ei miteiner Basis {e1, · · · , en}. Wir führen eine Induktion über n durh. (n ∈ {0, 1}ist klar.)

n = 2: Wir betrahten die kurze exakte Folge
0→ A

i1−֒−→ A2 π2−−−։ A→ 0

a 7→ (a, 0)

(a, b) 7→ b 45



1 Noethershe Ringe und ModulnDa A als Ring noethersh ist, ist A auh ein noethersher A-Modul, undnah Satz 1.2.3 ist damit auh A2 noethersh.
n ≥ 3: (Induktionsshluss) Wir betrahten die kurze exakte Sequenz

0→ A →֒ An ։ An−1 → 0

a 7→ (a, 0, · · · , 0)
(a1, · · · , an) 7→ (a2, · · · , an)

A ist noethersh und nah Induktionsvoraussetzung ist auh An−1noethersh, also ist nah Satz 1.2.3 auh An noethersh.Das heiÿt, über noethershen Ringen sind endlih erzeugte freie Moduln stetsnoethersh.Korollar. Endlih erzeugte freie abelshe Gruppen (also
Z-Moduln) sind noethershe Z-Moduln, also alle Untergruppensind endlih erzeugt (und sogar Z-frei, da Z HIR ist).Shritt 2: Sei nun M ein beliebiger endlih erzeugter A-Modul, M =

Pn
i=1A · xi,

{x1, · · · , xn} ein Erzeugendensystem vonM . Wir haben dann die kurze exakteFolge (Au�ösung von M):
0→ ker ǫ

incl−֒−−→ An
ǫ−−։ M → 0

(a1, · · · , an) 7→
nX
i=1

ai · xiDamit gilt auh hier: weil An noethersh ist, ist An noethersh (nah Shritt1), und damit (wieder Satz 1.2.3) auh M noethersh.Satz 1.2.5. (Faktorringe noethersher Ringe)Sei A ein noethersher Ring, a ⊆ A ein ehtes Ideal. Dann ist A�a einnoethersher Ring.Beweis. Die Ideale in A�a sind von der Form b�a mit b Oberideal von a. b ist dabei (weil
A noethersh) immer A-endlih erzeugt, also b�a über A�a endlih erzeugt.1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeSatz 1.3.1. (Hilberts Basissatz, 1893)Sei A ein Ring. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) A ist ein noethersher Ring.(2) A[X] ist noethersh.(3) ∀n ∈ N gilt: A[X1, · · · ,Xn] ist ein noethersher Ring.46



1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeBeweis.(1) ⇒ (2): Sei A noethersh. Wir nehmen an, A[X] wäre niht noethersh. Dann gibtes ein ehtes Ideal a ⊆ A[X], so dass a niht endlih erzeugbar (insbesondere also
a 6= (0)). Also existiert ein f ∈ a\{0}, wobei f so gewählt sei, dass deg(f1) =: d1 ≥ 0minimal sei. Aufgrund unserer Annahme ist a % (f1). Daher können wir f2 ∈ a\(f1)wählen, von minimalen Grad deg f2 =: d2, mit d2 ≥ d1. Aufgrund unserer Annahmeist auh (f1, f2) $ a.Induktiv so fortfahrend erhält man eine Folge von Polynomen (fn)n∈N mit
fn+1 ∈ a \ (f1, · · · , fn) und deg fn+1 = dn+1 minimal ∀n ∈ N. Auÿerdem ist
d1 ≤ d2 ≤ d3 . . . eine aufsteigende Kette natürliher Zahlen.Für jedes dieser Polynome fn sei bn der Leitkoe�zient, also

fn =
dnX
ν=0

a(n)
ν ·Xν , 0 6= a

(n)
dn

=: bnDann erhalten wir eine Idealkette in A:
(b1) ⊆ (b1, b2) ⊆ (b1, b2, b3) ⊆ . . .Da A noethersh ist, wird diese Kette stationär, etwa von k ∈ N an, also haben wir

(b1, · · · , bk) = (b1, · · · , bk, bk+1)

= (b1, · · · , bk+j) ∀j ∈ NInsbesondere ist bk+1 eine Linearkombination der bi davor, etwa
bk+1 = a

(k+1)
dk+1

=
kX
ν=1

rν · bν rν ∈ A.Betrahten wir das Polynom
g := fk+1 −

nX
ν=1

rν · fν ·Xdk+1−dν ∈ aDer Koe�zient für Xdk+1 in g ist bk+1 −
Pk
ν=1 rν · bν = 0, also ist deg g < dk+1 =

deg fk+1. Daher ist g 6∈ a \ (f1, · · · , fk), weil es sonst shon vor fk+1 hätte gewähltwerden müssen, also g ∈ (f1, · · · , fk). Damit ist
fk = g +

X
rνX

dk+1−dν · fν ∈ (f1, · · · , fk),im Widerspruh zur Wahl von fk+1. Damit ist unsere Annahme falsh, also ist A[X]noethersh.
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1 Noethershe Ringe und Moduln(2) ⇒ (3): Wir mahen eine Induktion mit Hilfe von �(1) ⇒ (2)�:Ist A[X1] noethersh, so ist auh A[X1][X2] = A[X1,X2] noethersh. Analog:Ist A[X1, . . . Xn] noethersh, so ist auh A[X1, . . . Xn][Xn+1] = A[X1, · · · ,Xn+1]noethersh.(3) ⇒ (2): Klar (setze n = 1).(2) ⇒ (1): Es ist A ∼= A[X]�(X), und Faktorringe noethersher Ringe sind nah Satz1.2.5 wieder noethersh.Korollar. Sei A ein noethersher Ring, a $ A[X1, · · · ,Xn] einPolynomideal. Dann ist A[X1, · · · ,Xn]�a auh noethersh.De�nition 1.30. Sei A ein noethersher Ring, B eine A-Algebra mit Strukturmorphis-mus ϕ : A→ B.(a) B heiÿt endlihe A-Algebra, falls B als A-Modul endlih erzeugt ist, also
∃(b1, · · · , bs) ∈ Bs : ∀β ∈ B : β =

sX
i=1

ai ∗ bi =
sX
i=1

ϕ(ai) · bioder einfaher
∃(b1, · · · , bs) ∈ Bs : B =

sX
i=1

ϕ(A) · bi.(b) B heiÿt (als A-Algebra) endlih erzeugt über A, falls B als Ring endlih erzeugtist über dem Unterring ϕ(A) ⊆ B, also
∃(b1, · · · , bs) ∈ Bs : ∀β ∈ B : β =

X
(i1,···,is)∈Ns

0

ϕ(αi1,...is) · si11 · . . . · biss ,

αi1,···,is ∈ A,ϕ(αi1,···,is) = 0 p.p.bzw.
∃(b1, · · · , bs) ∈ Bs : B = ϕ(A)[b1, · · · , bs]Bemerkung. Äquivalente Formulierungen für (2) sind:

B ∼= ϕ(A)[X1, · · · ,Xs]�a mit a $ ϕ(A)[X1, . . . Xs] Idealund auh
B ∼= A[X1, . . . Xs]�a, mit a $ A[X1, . . . Xs] Ideal.
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1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeKorollar. Sei A noethersher Ring, B eine A-Algebra mit Struk-turhomomorphismus ϕ : A→ B.(a) IstB endlih erzeugte A-Algebra (bzgl. ϕ), so ist B auh noethersh(als Ring).(b) Wenn B endlihe A-Algebra (bzgl. ϕ) ist, so ist B a priori ebenfallsendlih erzeugte A-Algebra und damit ebenfalls noethersher Ring.(Auÿerdem ist B als A-Modul noethersh.)Beweis zu (a). Dies folgt aus der Bemerkung und dem vorangegangenen Korollar.Beispiel 1.3.1. Z[X1, · · · ,Xn] ist noethersh, da Z als HIR noethersh ist.Beispiel 1.3.2. Ist K Körper, so ist K[X1, · · · ,Xn]�a noethersh, d.h. endlih erzeugte
k-Algebren über Körpern sind insbesondere noethershe Ringe.Satz 1.3.2. (Cohens Charakterisierungssatz für noethershe Ringe)Sei A ein Ring. dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) A ist ein noethersher Ring(2) Für alle p ∈ SpecA gilt: p ist endlih erzeugbar.Beweis.(1) ⇒ (2): ist klar (jedes Primideal ist ein Ideal).(2) ⇒ (1): Seien also alle Primideale endlih erzeugt. Nehmen wir an, es seien niht alleIdeale endlih erzeugt, also die Menge

M := {a ⊆ A | a Ideal, niht endlih erzeugbar}niht leer. Dann ist (M,⊆) natürlih teilgeordnet.Sei N ⊆ M eine totalgeordnete Teilmenge, so ist â
S

a∈Na wieder ein Ideal. Wäre
â endlih erzeugt, etwa â = (α1, · · · , αs) mit αi ∈ ai ∈ N, so ist aufgrund derTotalordnung {α1, · · · , αs} ⊆ aj für ein j ∈ {1, · · · , s}, also

â = (α1, · · · , αs) ⊆ aj ⊆
[
i∈I

ai = â,also aj endlih erzeugt, im Widerspruh zur Annahme, also also ist â niht endliherzeugt, somit eine obere Shranke für N in M.Damit ist M induktiv geordnet, hat nah dem Zornshen Lemma ein maximalesElement a∗. a∗ ist dann ein niht endlih erzeugbares Ideal, und für alle b $ A gilt:
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1 Noethershe Ringe und ModulnIst a∗ $ b, so ist b endlih erzeugt. Insbesondere ist a∗ wegen (2) kein Primideal,also
∃x ∈ A,∃y ∈ A : x 6∈ a∗, y 6∈ a∗, x · y ∈ a∗.

⇒ a∗ ⊆ a +A · x und a∗ ⊆ a +A · y
⇒ a +A · x und a +A · y sind endlih erzeugte Ideale.Dabei ist

a∗ +Ax = (α1 + r1x, · · · , αs + rsx) mit s ∈ N, αi ∈ a, ri ∈ A.
= (α1, · · · , αs) +Ax

= (α1, · · · , αs, x)Betrahte das �Hilfsideal�
J := (a∗ : x) = (a∗ : (x))

= {c ∈ A | c · x ∈ a∗}
⊇ A · y + a∗

% a∗Es ist J (als ehtes Oberideal von a∗) endlih erzeugt, etwa J = (d1, · · · , dt) mit
di · x ∈ a∗ für alle t. Damit folgt insgesamt

∀α ∈ a∗ : α ∈ a∗ +Ax

⇒ α =
sX
i=1

ξi · αi + r · x (ξi ∈ A)

⇒ rx ∈ a∗

⇒ r ∈ J

⇒ r =
tX
i=1

ηj · dj (ηj ∈ A)

⇒ α =
sX
i=1

ξi · αi +
tX

j=1

ηj · (dj · x)

⇒ α ∈ (α1, · · · , αs, d1 · x, · · · , dj · x) ⊆ a∗Wir haben also a∗ = (α1, · · · , αs, d1 ·x, · · · , dj ·x), d.h. a∗ ist endlih erzeugt, also dieAnnahme falsh, also sind alle Ideale von A endlih erzeugt, d.h. A noethersh.Satz 1.3.3. (Endlihkeit der Menge Ja in noethershen Ringen)Sei A ein noethersher Ring. Dann gilt für alle ehten Ideale a $ A:
Ja = {p1, · · · , ps} .50



1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeBeweis. Nehmen wir das Gegenteil an, also sei die Menge
M := {a | a $ A Ideal, Ja unendlih} 6= ∅niht leer. Da A noethersh ist, gibt es (nah Satz 1.2.2) ein maximales Element in M,etwa a∗ mit Ja∗ unendlih. O�enbar ist a∗ 6∈ SpecA (sonst wäre Ja∗ = {a∗}). Damitexistieren
x, y ∈ A mit x 6∈ a∗, y 6∈ a∗, x · y ∈ a∗.Damit haben wir a∗ $ a∗ +Ax und a∗ $ a∗ +Ay. Aufgrund der Maximalität von a∗ sind

Ja∗+Ax und Ja∗+Ay endlih. Sei nun p ∈ Ja∗ ein beliebiges a∗-minimales Primideal. Dannist
x · y ∈ a∗ ⊆ p

⇒ x ∈ p oder x ∈ p

⇒ a∗ +Ax ⊆ p oder a∗ +Ay ⊆ p

⇒ p ∈ {J}a∗+Ax oder p ∈ {J}a∗+Ay ,denn ansonsten wäre p shon niht a∗-minimal gewesen. Damit haben wir
Ja∗ ⊆ Ja∗+Ax ∪ Ja∗+Ay,also eine Vereinigung zweier unendliher Mengen. Dies ist ein Widerspruh, also ist unsereAnnahme falsh, d.h. alle Ja sind wirklih endlih.Korollar. Sei A noethersher Ring, a $ A ehtes Ideal. Dann ist

√
a =

\
p⊇a

p =
\

idealp∈Ja

p = p1 ∩ . . . ∩ ps,das heiÿt, jedes Radikal ist Durhshnitt von endlih vielen Primidea-len.Frage. Wie sieht es mit a selbst aus? Gibt es eine ähnlihe Zerlegung?De�nition 1.31. Ein Durhshnitt a = a1 ∩ . . . ∩ an von endlih vielen Idealen heiÿtverkürzbar, falls ein i ∈ {1, · · · , n} existiert mit a = a1 ∩ . . .∩��ai ∩ . . .∩ an. Andernfallsheiÿt die Darstellung unverkürzbar.Bemerkung. Diese Darstellung√a = p1∩. . .∩ps ist die einzige unverkürzbare Darstellungvon √a als Durhshnitt von Primidealen, wie die folgenden Betrahtungen zeigen.Bei Durhshnitten von Primidealen p1 ∩ . . . ∩ pn bedeutet Verkürzbarkeit auh:
∃i : p1 ∩ . . . ∩��pi ∩ . . . ∩ pn ⊆ pi

⇒ ∃i : p1 · . . . ·��pi · . . . · pn ⊆ pi
pjprim
====⇒ ∃i, j, i 6= j : pj ⊆ pi

⇒ p1 ∩ . . . ∩ pnverkürzbar 51



1 Noethershe Ringe und ModulnFazit.
• p1 ∩ . . . ∩ pn ist verkürzbar ⇔ ∃i 6= j : pi ⊆ pj

• p1∩. . .∩pn ist unverkürzbar⇔ ∀i 6= j : pi + pj, d.h. die Faktoren stehen paarweisein keiner Inklusionsbeziehung.Bemerkung. Die Darstellung √a = p1 ∩ . . . ∩ ps mit {p1, · · · , ps} = Ja in noethershenRingen ist also unverkürzbar, da alle pi a-minimal sind und vershieden.Lemma. Seien A ein Ring, p1∩. . .∩ps = q1∩. . .∩qt zwei unverkürzbareDurhshnitte von Primidealen.Dann ist s = t und es existiert eine Permutation σ ∈ Ss mit
∀i ∈ {1, · · · , s} : pi = qσ(i),d.h. die Faktoren stimmen bis auf Reihenfolge überein.Beweis. Es ist (für alle i) p1 ∩ . . . ∩ ps ⊆ qi, also (da qi prim) ∃k ∈ {1, · · · , s} : pk ⊆ qi.Analog gilt auh q1 ∩ . . . ∩ qt ⊆ pk, also ∃l ∈ {1, · · · , t} : ql ⊆ pk ⊆ ql. Damit muss l = isein, also qi = pk. Dies geht analog für jedes qj , also haben wir

{q1, · · · , qt} ⊆ {p1, · · · , ps} ⊆ {q1, · · · , qt} ,woraus die Behauptung folgt.De�nition 1.32. Die Zerlegung √a =
T

p∈Ja
p wird auh Lasker-Noether-Zerlegungvon √a genannt.Die allgemeine Primärzerlegung in noethershen RingenZiel. Sei A ein beliebiger Ring, a $ A ehtes Ideal. Finde eine Darstellung a = q1∩. . .∩qs,unverkürzbar, eindeutig, mit Idealen qi, die primzahlpotenzähnlih ist.De�nition 1.33. Sei A ein beliebiger Ring, a $ A ehtes Ideal. a heiÿt Primärideal,falls NT �A�a

�
= Nil

�
A�a

�, d.h. wenn in A�a alle Nullteiler shon nilpotent sind.Bemerkung. Es ist A Primärideal
⇐⇒ ∀(a, b) ∈

�
A�a

�2
:
�
a · b = 0⇒ a = 0 oder ∃ν > 0 : b

ν
= 0

�
⇐⇒ ∀(a, b) ∈ A2 :

�
a · b ∈ a⇒ a ∈ a oder b ∈ √a

�
⇐⇒ ∀(a, b) ∈ A2 :

�
a · b ∈ a, a 6∈ a⇒ b ∈

√
a
�(*)

⇐⇒ ∀(a, b) ∈ A2 :
�
a · b ∈ a, b ∈

√
a⇒ a ∈ a

�
⇐⇒ ∀(a, b) ∈ A2 :

�
a · b ∈ a⇒ a ∈ a oder b ∈ a oder a, b ∈ √a

�Bedingung (*) wird in den meisten Bühern als De�nition verwendet.52



1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeBeispiel 1.3.3. Betrahte A := Z, a = nZ, n ≥ 2. Dann gilt: nZ ist Primärideal in Z ⇔
n = pν , p Primzahl (also n Primzahlpotenz).Beweis.
⇒: Angenommen, ein Primärideal nZ in Z hätte niht diese Form, also etwa

n = pν11 · . . . pνs
s mit s ≥ 2 und νi ≥ 1 für alle i. Dann ist das Produkt

pν11 · (pν22 · . . . · pνn
n ) ∈ nZ, aufgrund der Primäridealeigenshaft also pν11 ∈ nZ oder

(pν22 · . . . · pνn
n )k ∈ nZ mit einem geeignetem k. Daraus folgt n|p1 (was nah unse-rer Annahme unmöglih ist) oder n| (pν22 · . . . · pνn

n )k, also p1| (pν22 · . . . · pνn
n )k, wasebenfalls unmöglih ist.

⇐: a · b ∈ pν · Z⇒ pν |a · b, p 6 |a⇒ p|b.Satz 1.3.4. Sei A beliebiger Ring, q $ A ein Primärideal. Dann gilt:√
q ∈ SpecA.Das heiÿt, Radikale von Primäridealen sind stets Primideale.Beweis. Sei a · b ∈ √q, so existiert ein n ∈ N mit (a · b)n ∈ q, also an · bn ∈ q. Ist an ∈ q,so ist a ∈ √q.Ist aber an 6∈ q, so ist (weil q Primärideal) bn ∈ √q, also b ∈ È√q =

√
q.Deshalb nennt man ein Primärideal q mit √q = p ∈ SpecA ein p-Primärideal.Ahtung. Die Umkehrung √q ∈ SpecA ⇒ q Primärideal gilt i.A. niht. (Ein Gegenbei-spiel ist Übungsaufgabe.)Satz 1.3.5. Sei A beliebiger Ring, q1 und q2 p-primäre Ideale (d.h.√

q1 =
√

q2 = p ∈ SpecA).Dann ist q1 ∩ q2 ebenfalls ein p-primäres Ideal.Beweis.(a) Zunähst gilt für Ideale a, b ja generell √a ∩ b =
√

a ∩
√

b.(b) In unserem Fall folgt daraus √q1 ∩ q2 =
√

q1 ∩
√

q2 = p ∩ p = p.() Sei a · b ∈ q1 ∩ q2, also ist a · b ∈ q1 und a · b ∈ q2. Ist a 6∈ q1 ∩ q2, so ist a 6∈ q1, also
b ∈ √q1 =

√
q1 ∩ q2, oder a 6∈ q2, also b ∈ √q2 =

√
q1 ∩ q2. Damit ist q1 ∩ q2 einPrimärideal.
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1 Noethershe Ringe und ModulnSatz 1.3.6. Sei a ein Ring, a $ A ehtes Ideal. Dann gilt:(1) Ist √a ein endlih erzeugtes Ideal, so existiert n ∈ N mit�√
a
�n ⊆ a ⊆ √a.(2) Ist A noethersh, so gilt für alle ehten Ideale a:

∃n ∈ N :
�√

a
�n ⊆ a ⊆

√
aBeweis.(1) Sei √a = (c1, · · · , cs) endlih erzeugt, Dann gilt für i ∈ {1, · · · , s} : ∃ni ∈ N : cni

i ∈ ai.Sei n := n1 + . . .+ ns. Dann ist
(
√

a)n =

8>><>>: X
(i1,···,is)

i1+...+is=n

αi1,···,in · ci11 · . . . · ciss

��������αi1,···,in ∈ A9>>=>>;Wenn aber für ein solhes i-Tupel i1 + . . . + is = n ist, muss mindestens eines der
iks ≥ dem entsprehenden nk sein: ∃k0 : ik0 ≥ nk0 , und dann ist cik0

k0
∈ a, also auh

ci11 · . . . · ciss ∈ a.Damit ist (
√

a)n ⊆ a.(2) Ist nah (1) klar, da jedes Ideal endlih erzeugt ist.Ziel. Sei A noethersher Ring, a $ A ehtes Ideal. Dann ist a = q1 ∩ . . . ∩ qs mit(1) qi Primärideale(2) Die Darstellung ist unverkürzbar(3) pi :=
√

qi sind paarweise vershieden.(4) Die Darstellung ist in gewisser Weise eindeutig.De�nition 1.34. Sei A ein Ring, a $ A ein ehtes Ideal. a heiÿt unzerlegbar (engl.indeomposible), falls für alle Ideale b, c gilt: Ist a = b ∩ c, so ist a = b oder a = c.Bemerkung. Äquivalent dazu ist die folgende Charakterisierung:
∀b, c : a * b, a * c⇒ a * b ∩ c,d.h. a ist niht Durhshnitt zweier ehter Oberideale.
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1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeSatz 1.3.7. Sei A ein noethersher Ring, a $ A ein ehtes Ide-al. Dann ist a darstellbar als Durhshnitt endlih vieler unzerlegbarerIdeale.Beweis. Nehmen wir an, niht jedes (ehte) Ideal ist so zerlegbar. Dann ist die Menge
M :=

8><>:a

�������� a $ A ehtes Ideal
a niht Durhshnitt von endl.vielen unzerlegbaren Idealen 9>=>;niht leer. Da A noethersh ist, hat M mindestens ein maximales Element a∗. Es ist also

a∗ niht Durhshnitt von endlih vielen unzerlegbaren Idealen, und für alle Ideale b $ Amit a∗ $ b gilt: b ist Durhshnitt von endlih vielen unzerlegbaren Idealen. Insbesondereist a∗ selbst niht unzerlegbar, also etwa a∗ = b∩ c, mit a∗ $ b und a∗ $ c∗. Diese beidenIdeale sind aber (da eht gröÿer als a∗) Durhshnitt von endlih vielen unzerlegbarenIdealen, etwa b = d1 ∩ . . . ∩ ds, c = e1 ∩ . . . ∩ et, und d1, . . . ds, e1, · · · , es sind sämtlihunzerlegbar. Damit ist
a∗ = d1 ∩ . . . ds ∩ e1 ∩ . . . ∩ etDurhshnitt von endlih vielen unzerlegbaren Idealen. Dies ist ein Widerspruh, also istunsere Annahme falsh und der Satz wahr.Satz 1.3.8. (Existenz der Primärzerlegung in Noethershen Ringen)Sei A ein noethersher Ring.(1) Ist c $ A ehtes Ideal und unzerlegbar, so ist c ein Primärideal.(2) Ist a $ A ein ehtes Ideal, so besitzt a eine Primärzerlegung derForm a = q1 ∩ . . . ∩ qn (qi ist √qi-primär für i ∈ {1, · · · , n}.Beweis.(1) Sei c $ A ein unzerlegbares Ideal. (Wir wollen zeigen, dass c ein Primärideal ist.) Sei

(a, b) ∈ A2 mit a · b ∈ c. Sei b 6∈ √c. Dann ist für alle n ∈ N auh bn 6∈ c. Betrahtenwir nun die Ideale
cn := (c : bn) = {t ∈ A | t · b ∈ c} .Die cn sind ehte Ideale (sonst wäre ja bn ∈ c) und c ⊆ cn. Wir erhalten eine aufstei-gende Kette

c ⊆ c1 ⊆ c2 ⊆ . . .(denn t ∈ ck ⇒ t · bk ∈ c⇒ t · bk+1 ∈ c⇒ t ∈ ck+1) mit a ∈ c1.Da A noethersh ist, wird die Kette stationär, d.h. ∃k ∈ N mit cn = ck∀n ≥ k.Insbesondere ist für dieses k auh c2k = k. Sei nun b := c + A · bk. Es ist o�enbar
c $ b ( 6=, weil bk 6∈ c), und c ⊆ b ∩ ck. 55



1 Noethershe Ringe und ModulnAndererseits: Ist t ∈ b ∩ ck, so ist
t = α+ r · bk, (α ∈ c) und t · bk ∈ c

⇒ t · bk| {z }
∈c

= α · bk| {z }
∈c

+ r · bk · bk| {z }
⇒ ∈c

.Damit ist
r ∈ c2k = ck

⇒ r · bk ∈ c

⇒ t ∈ cWir haben also c = b∩ck. Da c unzerlegbar ist und b 6= c, ist c = ck, unsere Idealkettekollabiert zu
c = c1 = . . . = ck = · · · ,es ist also a ∈ c.Damit haben wir gezeigt, dass c ein Primärideal ist.(2) folgt aus (1) mit Satz 1.3.7.Bemerkung. Sei a $ A ehtes Ideal, A noethersh, a = q1 ∩ . . .∩ qm eine (ja immer exis-tierende) Primärzerlegung von a. Wir bezeihnen die Indexmenge mit I0 := {1, · · · ,m}.Wir vereinfahen (falls möglih):(1) Zunähst mahen wir die Darstellung unverkürzbar, indem redundante Primärkom-ponenten qi weggelassen werden: Jeweils sei (solange möglih)

ik := min

8<:ν | ν ∈ Ik−1,
\

j∈Ik−1\{ν}
qj ⊆ qν

9=;und dann Ik := Ik−1 \ {ik}. Das Verfahren briht bei k∗ < m ab und wir erhalteneine unverkürzbare Primärzerlegung
a =

\
i∈Ik∗

qi.(2) Nun fassen wir alle Primärkomponenten qi, i ∈ Ik∗ , mit gleihem Radikal √qi zu ei-nem Durhshnittsideal zusammen � dieses ist nah Satz 1.3.5 wieder ein Primäridealmit selbem Radikal.Die Unverkürzbarkeit geht in diesem Prozess niht verloren, da ja nur gröÿere Idealedurh kleinere ersetzt werden, welhe aber den selben Shnitt ergeben.Wir erhalten eine Primärzerlegung
a = q′1 ∩ . . . ∩ q′s,wobei die q′i sämtlih Primärideale sind, die Darstellung unverkürzbar ist, und die Radi-kale √qi paarweise vershieden sind.56



1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeDe�nition 1.35. Eine Primärzerlegung a = q1 ∩ . . . ∩ qn heiÿt normal, falls(1) die Zerlegung unverkürzbar ist und(2) alle Radikale √qi vershieden sind.Fazit. Sei A noethersher Ring, a $ A Ideal. Dann existiert einenormale Primärzerlegung.Ahtung. Die Normalität impliziert nur die Vershiedenheit der assoziierten Primideale√
qi, niht aber die Unverkürzbarkeit der Darstellung

√
a =
√

q1 ∩ . . . ∩
√

qn.Es kann vorkommen, dass für i 6= j gilt: √qi $ √qi.Damit gilt niht allgemein für normale Primärzerlegungen Ja = {p1, · · · , pn} (mit pi :=√
qi).Bei Noethershen Ringen gilt aber zumindest Ja ⊆ {p1, · · · , pn}, und sogar

Ja = {pi | i ∈ {1, · · · , n} , pi minimal in {p1, · · · , pn}} ,wie wir gleih sehen werden.Satz 1.3.9. (Die �gewisse Eindeutigkeit� der Lasker-Noether-Zerlegung von Idealen)Seien A noethersher Ring, a $ A Ideal, a = q1 ∩ . . . ∩ qn = q′1 ∩ . . . ∩
q′m zwei normale Primärzerlegungen von a mit Radikalen pi =

√
qi ∈

SpecA, p′i =
È

q′i ∈ SpecA. Dann gilt:(1) n = m.(2) {p1, · · · , pn} = {p′1, · · · , p′n}.Bemerkung. Dies bedeutet: Obwohl {q1, · · · , qn} gelten kann, sind doh die assoziiertenPrimideale (= Radikale) für beide Darstellungen gleih.Beweis. Es genügt, für eine normale Primärzerlegung a = q1 ∩ . . . ∩ qn die assoziiertenPrimärideale (Radikale) √qi explizit genug (nur in Abhängigkeit von a) anzugeben.Wir werden zeigen: {p1, · · · , pn} = {(ideala : x) | x ∈ A \ a und (a : x) ist Primideal}.Sei also a $ A, a = q1 ∩ . . . ∩ qn, pi :=
√

qi eine normale Primärzerlegung. Sei nun
i ∈ {1, · · · , n} beliebig (�xiert). Wir setzen

b := q1 ∩ . . . ∩��qi ∩ . . . ∩ qn % aNah Satz 1.3.6 gibt es wegen pi =
√

qi ein ν ∈ N mit
pνi ⊆ qi ⊆ pi. 57



1 Noethershe Ringe und ModulnMultiplikation mit b ergibt für solhe ν:
pν · b ⊆ qi ∩ b = qi ∩ (q1 ∩ . . . ∩��qi ∩ . . . ∩ qn) = aWir wählen ν minimal mit pνi · b ⊆ a. Dabei ist o�enbar ν ≥ 1 (sonst wäre shon b = a),und pν−1

i · b * a. Es gibt also ein
x ∈ (pν−1

i · b) \ a.Insbesondere gilt x 6∈ a, x ∈ b, also x 6∈ qi. Damit erhalten wir
(a : x) = {t ∈ A | t · x ∈ a}

⊆ (qi : x)

⊆ piAndererseits ist auh
pi · x ⊆ pi · (pν−1

i · b) ⊆ pνi · b ⊆ a

⇒ pi ⊆ (a : x) ⊆,und damit ist pi = (a : x) für ein x ∈ A \ a. insgesamt haben wir also
{p1, · · · , pn} ⊆ {(a : x) | x ∈ A \ a, (a : x) ∈ SpecA} =: Ia ⊆ SpecA

Ia heiÿt die Menge der isolierten Komponenten von A.Ia Wir zeigen nun die umgekehrte Inklusion:Sei (a : x) ∈ Ia, also x ∈ A \ a und (a : x) =: p ein Primideal sowie a = q1 ∩ . . . ∩ qneine normale Primärzerlegung von a. (Wir wollen zeigen, dass p eines der pi ist.)Es ist x 6∈ A, also ∃i ∈ {1, · · · , n} mit x 6∈ qi. Betrahte das Produkt aller dieser Ideale:
c :=

Y
x 6∈qj

qj ⊆
\
x 6∈qj

qjEs ist nun x · c ⊆ qi für alle i (entweder ist x ∈ qi oder c ∈ qi), also ist x · c ⊆ Tni=1 qi = a,d.h. c ⊆ (a : x). Wir haben also
c =

Y
x 6∈qj

qj ⊆ (a : x) = p,und weil die rehte Seite ein Primideal ist, muss mindestens einer der Faktoren shondrinliegen:
∃k : qk ⊆ p,und das Anwenden des Radikal-Operators davon ergibt

pk =
√

qk ⊆
√

p = p,
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1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe Ringealso pk ⊆ p. Shlieÿlih ist auh
p = (a : x) ⊆ (qk : x)

= {a ∈ A | a · x ∈ qa}
qk Primär-

========ideal {a ∈ A | x ∈ qa oder a ∈ √qa}
x 6∈qk=====

√
qk = pk,Damit ist p = pk, also Ia ⊆ {p1, · · · , pk}. Damit ist also Ia = {p1, · · · , pk}, und wir habendie Eindeutigkeit der Primideale pi (und Unabhängigkeit von der gewählten Primärzer-legung) gezeigt.De�nition 1.36. Die Primideale pi =
√

qi nennt man auh Primkomponenten von
a, womit also

Ia = {p1, · · · , pn} = {(a : x) | x ∈ A \ a, (a : x) ∈ SpecA}die Menge der Primkomponenten ist.Bemerkung 1.(1) Ist A ein noethersher Ring und a $ A ein Ideal, dann ist Ia endlihund Ia 6= ∅.(2) Sei a $ A ein Ideal, Ma := {(a : x) | x ∈ A \ A}. Dann gilt:Falls Ma maximale Elemente besitzt (z.B. für A noethersh), sosind diese Primideale. Ahtung: Es können auh niht-maximaleElemente (a : z) ∈Ma Primideale sein.(3) Sei a $ A, x ∈ A\a. Betrahte A�a als A-Modul (mit x 6= 0) sowieden A-Annullator von x:
AnnA(x) =

�
t ∈ A | t · x = 0

©
=
�
t ∈ A | tx = 0

©
= {t ∈ A | tx ∈ a}
= (a : x)Mit anderen Worten: (a : x) ist ein Annulatorideal für ein Ideal xim Faktormodul A�a.

Ma

Beweis für (2). Sei (a : y) ein in Ma maximales Element. Sei a·b ∈ (a : y) mit a 6∈ (a : y).Dann ist a · b · y = b · (a · y) ∈ a, also b ∈ (a : a · y) ⊇ (a : y). Es ist (wegen a · y 6∈ a)
(a : a · y) ∈Ma, und wegen der Maximalität von (a : y) dort sind beide Quotientenidealegleih, also haben wir shon b ∈ (a : y).Damit ist (a : y) ein Primideal. 59



1 Noethershe Ringe und ModulnDe�nition 1.37. Daher nennt man die maximalen Elemente (a : x) in Ma auh ma-ximale Annulatoren.Fazit. Maximale Annulatoren sind stets Primideale.Lemma. Sei a $ A ehtes Ideal, p ∈ SpecA. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) ∃x ∈ A \ A | p = (a : x), (bzw. p ∈Ma, p = AnnA([x]a)).(2) MonoA(A�p,
A�a) 6= ∅ (d.h. ∃f : A�p →֒ A�a als A-Modulhomomorphismus, injektiv).Beweis.(1) ⇒ (2) Sei p = (a : x) ∈Ma, also x 6∈ a. Betrahte den A-Modulhomomorphismus

A
τx−−→ A�a

a 7→ τx(a) := [x · a],insbesondere mit τx(1) = [x]. Es ist also im(τx) = A · [x] ⊆ A�a. Der Homomor-phiesatz liefert
im(τx) ∼= A�ker(τx)mit
ker(τx) = {a ∈ Aa · [x] = }

= {a ∈ A | a · x ∈ a}
= (a : x) = pDamit haben wir einen Monomorphismus:

A�p
∼= A · [x] ⊆ A�a

a 7→ [a · x](2) ⇒ (1) Sei A�p
ψ−−→ A�a ein A-Modulhomomorphismus. Dann ist im(ψ) = A · ψ(1).Betrahten wir die induzierte Abbildung ψ̂ ◦ π:

A�p A · ψ(1) A�a

A

ψ̂

∼
incl

ψ

π
ψ̂◦π
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1.3 Fundamentale Struktursätze für noethershe RingeDabei folgt aus dem Homomorphiesatz, dass A�ker(ψ̂ ◦ π)
∼= im(ψ̂ ◦ π)?A · ψ(1),wobei

ker(ψ̂ ◦ π) = ker(π) = p

=
�
a ∈ A | a · ψ(1) = 0

©
= {a ∈ A | a · z = 0} mit z := ψ(1)

= {a ∈ A | a · z ∈ a}
= (a : z)

p ist also ein Annulator (a : z) mit z ∈ ψ(1).Bemerkung. Sei A wieder ein noethersher Ring, a $ A ehtes Ideal, a = q1∩. . .∩qn einenormale Primärzerlegung von a, pi :=
√

qi die zugehörigen Primkomponenten. Auÿerdemist auh √
a = p1 ∩ . . . ∩ pn =

\
p∈Ja

p,wobei Ja = {p ∈ SpecA | a ⊆ p, p ist a-minimal} endlih ist. Die Darstellung des Radikalsals Tp∈Ja
p ist unverkürzbar, hingegen könnte p1∩. . .∩pn eventuell verkürzbar sein. Dahererhalten wir

Ja = {p ∈ Ia | p ist ⊆-minimal in Ia} ⊆ Ia = {(a : x) | x ∈ A, (a : x) ∈ SpecA}Dies führt zur folgenden De�nition:De�nition 1.38. Sei A ein Ring, a $ A ein ehtes Ideal. Ist Ja $ Ia (d.h. Ia\Ja 6= ∅),so nennt man a ein Ideal mit eingebetteten Primkomponenten.Falls Ia = Ja, so heiÿt a ein Ideal ohne eingebettete Primkomponenten bzw. Ideal mitisolierten Primkomponenten.Lemma. Sei A ein noethersher Ring, und (0) = q1 ∩ . . . ∩ qi einenormale Primärzerlegung des Nullideals, mit den zugehörigen Prim-komponenten pi =
√

qi, I(0) = {p1, · · · , pn}. Dann gilt:È
(0) = Nil(A) =

\
p∈SpecA

p =
\

p∈J(0)

p =
\

p∈I(0)
p(1)(Neu ist die letzte Identität, welhe im noethershen Fall gilt.)

NT(A) =
[

p∈I(0)
p =

n[
i=1

pi(2)Beweis. 61



1 Noethershe Ringe und Moduln(1) Folgt aus J(0) ⊆ I(0) ⊆ SpecA.(2) ⊆: Es ist
NT (A) = {a ∈ A | ∃x ∈ A \ (0), x · a = 0}

= {a ∈ A | ∃x ∈ A \ (0) : a ∈ ((0) : x)}
=

[
x∈A\(0)

((0) : x)

⊇
[

x∈A\(0)
((0):x)∈SpecA

((0) : x)

=
[

p∈I(0)
p

⊇: Umgekehrt: Sei t ∈ NT(A), so existiert x ∈ A \ (0), mit t ∈ ((0) : x).1. Fall: Ist ((0) : x) maximal in M(0), dann ist ((0) : x) ∈ I(0), also t ∈ Tp∈I(0) p.2. Fall: Ist ((0) : x) niht maximal in M(0), so ist
N((0):x) := {((0) : y) | y ∈ A \ (0), ((0) : y) ⊇ ((0) : x)} 6= ∅,besitzt (da A noethersh ist) ein maximales Element ((0) : y∗), welhesdann natürlih auh maximal in M(0) ist. Es ist also t ∈ ((0) : y∗) ∈ I(0),d.h. auh hier t ∈ Sp∈I(0) p.Wir haben also auh NT (A) ⊆ Sp∈I(0) p.1.4 Analyse der Lasker-Noether-Zerlegung:(Gegen-)Beispiele, Anwendungen, VerallgemeinerungenLemma. Sei A ein Ring, q $ A ein p-Primärideal, x ∈ A \ q. Dann ist

(q : x) = {t ∈ A | t · x ∈ q} ebenfalls p-primär.Bemerkung. Wenn x ∈ q, dann ist natürlih (q : x) = A. Ansonsten ist (q : x) $ A.Beweis. Ist t ∈ (q : x), so ist t · x ∈ q, x 6∈ q, also t ∈ √q = p. Damit haben wir
q ⊆ (q : x) ⊆ p

⇒ p ⊆
È

(q : x) ⊆ p

⇒ p =
È

(q : x)Weiter: Sei a · b ∈ (q : x), b 6∈ È(q : x) = p. Dann ist a · b · x ∈ q ⊆ p, also (da q primärist) a · x ∈ q, also a ∈ (q : x).Damit ist auh (q : x) ein p-primäres Ideal.62



1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungBemerkung 1. Sei A ein Ring und q $ A ein ehtes Ideal. Dannsind folgende Bedingungen äquivalent::(1) q ist primär.(2) Für alle a ∈ A ist die Homothetie
ha : A�q→ A�q

x 7→ a · x = a · x = a · xentweder injektiv oder nilpotent.Beweis. Ist a ∈ NT(A�q), so ist a (laut De�nition von Primärideal) bereits nilpotent,also auh ha.Andernfalls ist ker(ha) =
n
t ∈ A�q

��� t · a = 0
o

= {0}, also ha injektiv.Lemma. Sei A ein Ring, m ∈ SpecmA, und a ein Ideal mit
mn ⊆ a ⊆ m für ein n ∈ N.Dann ist a ein m-primäres Ideal.Beweis. Es ist o�enbar √a = m.Sei also a · b ∈ a und a 6∈ √a = m. Daher ist m +A · a = A, also

∃m0 ∈ m,∃r ∈ A : m0 + r = 1Im Restklassenring A�a ergibt das
r · a = 1−m0mit mn

0 ∈ mn ⊆ a, also m0 ∈ Nil(A�a), also
1−m0 ∈ (A�a)

∗

⇒ a ∈ 1−m0 ∈ (A�a)
∗

a·b=0
===⇒ b = 0

b ∈ aDamit ist a ein m-Primärideal.Ahtung. Die beiden Lemmas gelten niht, wenn man in der Voraussetzung maximaldurh prim ersetzt, d.h.
pn ⊆ a ⊆ p 6⇒ a ist (p-)primär
√

a = p 6⇒ a ist (p-)primär. 63



1 Noethershe Ringe und ModulnBeispiel 1.4.1. Der Ring K[X,Y ] ist Integritätsbereih und (nah Hilbert) noethersh.Wir betrahten die Ideale a := (X2, Y ) und m := (X,Y ) ∈ Specm(K[X,Y ]) (weil
K[X,Y ]�(X,Y )

∼= K).Dabei ist m2 = (X2,X ·Y, Y 2), mit X ∈ m \ a = (X,Y ) \ (X2, Y ) und Y ∈ a \m2. Wirhaben also m2 ⊆ a ⊆ m (also ist a ein m-primäres Ideal), sogar m2 $ a $ m.Fazit. Es gibt Primärideale, die keine Primidealpotenzen sind.Hingegen haben wir den folgenden Satz:Satz 1.4.1. Ist A ein Hauptidealring (insbesondere auh Integritäts-bereih und noethersh), so sind die Primärideale genau die Potenzenvon Primidealen.Als Korollar ergibt sih, dass K[X,Y ] kein HIR ist.Beweis. Sei (p) ∈ SpecA ein Primideal (Hauptideal, erzeugt von einem Primelelement
p), (p) 6= (0). Dann ist (p) ⊆ (m) ∈ SpecmA für ein geeignetes m ∈ A, also p = t ·m.Da (p) prim ist, ist dann m ∈ (p) (dann ist (p) = (m)), oder t ∈ (p), was via t = s · p⇒
p = s · p ·m ⇒ 1 = s ·m ⇒ 1 ∈ (m) zu einem Widerspruh zur Specm-Angehörigkeitvon m führt.Wir haben also (p) ∈ SpecmA bzw. SpecA = SpecmA ∪̇(0).Ist nun (q) ein (p)-primäres Ideal, also È(q) = (p), so ist (nah Satz 1.3.6, weil Anoethersh) auh (p)n ⊆ (q) ⊆ (p) für ein n ∈ N. In Elementen geshrieben heiÿt dies

∃n ∈ N : pn = t · q, t ∈ A, q = s · p
pn = t · s · p

⇒ pn−1 = t · s,und (p) ist Primideal, also ist einer der Faktoren durh p teilbar, was ausgeklammertwerden kann. Fortsetzung dessen ergibt shlieÿlih
1 = t̃ · s̃, t = t̃ · pr, s = s̃ · pn−1−r, 0 ≤ r ≤ n− 1Es ist also hier (t̃, s̃) ∈ (A∗)2, und
pn = t̃ · pr · q,
q = s̃|{z}

∈A∗

·pn−r,also
(q) = (pn−r) = (p)n−rDamit sind also (für Hauptidealringe) alle Primärideale (auÿer (0)) Potenzen von Maxi-malidealen, und Potenzen von Maximalidealen sind bekanntermaÿen auh Primärideale.(Das Nullideal hat als einzige Potenzen sih selbst und ist auh Primideal.)64



1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungBeispiel 1.4.2. Betrahte A := K[X,Y ] für einen Körper K, a = (X2,X ·Y ), p = (X) ∈
Spec(K[X,Y ]) (denn es ist K[X,Y ]�(X)

∼= K[Y ] ein Integritätsbereih). Wir haben hierdie Inklusionskette
p2 = (X2) $ (X2,X · Y ) $ (X) = p,denn X · Y 6∈ p2 und X 6∈ a, und √a =

È
(X2,X · Y ) = (X) = p. Aber (X2,X · Y ) istniht primär, da X · Y ∈ a, X 6∈ a und Y 6∈ √a = (X).Frage. Da K[X,Y ] noethersh ist, muss a eine LNZ haben. Wie sieht eine solhe aus?Wie kann sie berehnet werden? Wie eindeutig ist sie?Ein Maximalideal, welhes a enthält, ist m := (X,Y ), mit m2 = (X2,X ·Y, Y 2). Es ist

a ⊆ p ∩m2, und diese Darstellung ist auh unverkürzbar, weil X 6∈ m2 und normal, weil
p 6= m. Unsere Ho�nung ist nun, dass auh p ∩m2 ⊆ a ist, dann wären wir ja fertig.Sei also

F ∈ p ∩m2, d.h.
F = G(X,Y ) ·X2 +H(X,Y ) ·X · Y +R(X,Y ) · Y 2

F = S(X,Y ) ·X,Gleihsetzen und umstellen ergibt
R(X,Y ) · Y 2 = X · T (X,Y )

(mit T (X,Y ) = S(X,Y )− Y ·H(X,Y )−X ·G(X,Y ))Ein Koe�zienten-Vergleih liefert
R = X · R̃(X,Y ),also
F = G(X,Y ) ·X2 +X · Y · ˜̃R(X,Y )| {z }

H(X,Y )+Y ·R̃(X,Y )

⇒ F ∈ (X2,X · Y ) = aWir haben also wirklih a = p ∩ m, Ia = {p,m} mit p $ m, d.h. a hat eine eingebetteteKomponente, und es ist Ja = {p}. Dies o�enbart sih auh beim Betrahten von Nil und
NT des Faktorrings:

Nil
�
K[X,Y ]�(X2,X · Y )

�
= (X)�(X2,X · Y )

$ (X,Y )�(X2,X · Y )

= NT
�
K[X,Y ]�(X2,X · Y )

�
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1 Noethershe Ringe und ModulnBeispiel 1.4.3. Wir betrahten jetzt A = K[X,Y,Z] für einen Körper K und das Ideal
(X2,XY,XZ, Y Z) $ A. Gesuht ist wieder eine LNZ von a. Es ist a $ (X,Y ) =: p1 und
a $ (X,Z) =: p2. (O�enbar sind p1, p2 ∈ SpecmA.)Wir haben hier a $ p1 ∩ p2 (wegen X ∈ p1 ∩ p2 \ a), sogar a = p1 · p2 $ p1 ∩ p2, alsonoh keine Primärzerlegung. Betrahte nun

m := (X,Y,Z)

m2 = (X2, Y 2, Z2,XY, Y Z, Y 2, Z2)Man sieht (Übung) a = p1 ∩ p2 ∩m2, und das ist eine LNZ.LNZ in beliebigen RingenSei A ein Ring, a $ A ehtes Ideal. Angenommen, a habe eine Lasker-Noether-Zerlegung
a = q1 ∩ . . . ∩ qn, qi primär, √qi = pi ∈ SpecA.Frage. Ist diese LNZ �eindeutig� in dem Sinne, das {p1, · · · , pn} eindeutig von a bestimmtist? Satz 1.4.2. Sei A ein beliebiger Ring, a $ A beliebiges Ideal mit

LNZ a = q1 ∩ . . . ∩ qn (d.h. unverkürzbar und normal, √qi =: pi 6=
pj∀i 6= j). Dann gilt:

{p1, · · · , pn} =
nÈ

(a : x) | x ∈ A \ a,
È

(a : x) ∈ SpecA
o
,d.h. p1, · · · , pn hängen nur von a und niht von der gewählten LNZ ab.Beweis. Sei a wie im Satz gegeben. Für alle x ∈ A \a gilt dann für das Quotientenideal:

(a : x) =
�\

qi : x
�

= {t | ∀i : t · x ∈ qi}

=
n\
i=1

(qi : x)

=
\

j∈{1,···,n}
x 6∈qi

(qi : x)

$ A,wobei (qi : x) jeweils entweder A (für x ∈ qi) oder primär (für x 6∈ qi) ist.Fazit. Hat a eine LNZ und ist x 6∈ a, so hat auh (a : x) eine LNZ.
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1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungDas Radikal davon ist È
(a : x) =

\
j∈{1,···,n}
x 6∈qj

È
(qj : x)

=
\

j∈{1,···,n}
x 6∈qj

pjBetrahten wir nun die Mengengleihheit der Behauptung:
{p1, · · · , pn} =

nÈ
(a : x) | x ∈ A \ a,

È
(a : x) ∈ SpecA

oWir beweisen beide Inklusionen einzeln.
⊆: Aufgrund der Unverkürzbarkeit der Darstellung a = q1 ∩ . . . ∩ qn gilt

∀i : qi % q1 ∩ . . . ∩��qi ∩ . . . ∩ qn

∀i : ∃xi ∈ (q1 ∩ . . . ∩��qi ∩ . . . ∩ qn) \ qiund damit (weil (a : xi) ein Primärideal ist, also sein Radikal prim)
∀i :

È
(a : xi) = piEs ist also für alle i ∈ {1, · · · , n} wirklih pi von der Form È

(a : x), mit x ∈ A \ a.
⊇: Sei x ∈ A \ a derart, dass È(a : x) ein Primideal ist. Wir haben dann nah derVorbetrahtung È

(a : x) =
\
x∈qj

i∈{1,···,n}

pjund da È(a : x) prim ist,
∃k ∈ {1, · · · , n} : pk ⊆

È
(a : x), x 6∈ qkalso

∃k : pk ⊆
√

a : x =
\
j

x 6∈qj

pj ⊆ pk,das heiÿt
∃k : pk =

È
(a : x). 67



1 Noethershe Ringe und ModulnBeispiel 1.4.4. Sei X ein topologisher Raum, CX := C(X,R) der Ring der stetigenreellwertigen Funktionen auf X. Wir wissen, dass CX zwar reduziert, aber i.a. wedernoethersh noh Integritätsbereih ist. Auh das Ideal (0) =
È

(0) ist dann (wenn Xniht I-Bereih) kein Primärideal.Fragen.(1) Hat (0) eine LNZ?(2) Wie sehen die Primärideale in CX überhaupt aus?Wir wissen: Falls eine solhe LNZ existiert, ist (0) = q1 ∩ . . . ∩ qn mit pi =
√

qi ∈
SpecCX , mit pi =

È
((0) : fi) für alle i, fi ∈ CX \ {0}. Dabei ist o�enbarÈ

(0 : fi) = {g | ∃n : gn · fi = 0}
=
�
g | ∃n : gn|D(fi) = 0

©
=
�
g | g|D(fi) = 0

©
= {g | g · fi = 0}
= (0 : fi)Dabei ist

(0 : fi) ⊆ (0 : fi)
CX
,und im Falle kompakter X (dann wird CX mittels ‖f‖ := maxx∈X |f(x)| ein normierterRaum) gilt sogar

(0, fi) = (0, fi)
CX
.Beweis. Ist h ∈ (0 : fi)

CX , so existiert eine Folge (gn)n∈N, gn ∈ (0 : fi) für alle n, mit
gn −−→

(n)
h und gn · fi = 0. Aufgrund der Kompaktheit gilt

‖gn · fi − h · fi‖ ≤ ‖gn − h‖| {z }
→0

· ‖fi‖ ,also ist 0 = g · fi −−→
(n)

h · fi, d.h. h ∈ (0 : fi).Fazit. Ist X kompakt, CX = C(X,R), so hat (0) eine LNZ der Form (0) =
Tn
i=1(0 : fi),mit (0 : fi) ∈ Spec(CX) ∩Abgid(CX).Damit ist auh

X = V ((0))

=
[
V ((0 : fi))mit I(V (O : fi)) = (0 : fi)

CX
= (0 : fi). Für das weitere benötigen wir etwas mehrTopologie (daher setzen wir das Beispiel nah den folgenden De�nitionen und Sätzenfort).68



1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungDe�nition 1.39. Sei X 6= ∅ beliebiger topologisher Raum. X heiÿt (topologish) ir-reduzibel, falls für alle A,B ∈ Abg(X) mit X = A ∪B gilt: A = X oder B = X.De�nition 1.40. Eine Menge A in einem topologishen Raum heiÿt irreduzibel, falls
A als topologisher Raum mit der von X induzierten Unterraumtopologie irreduzibel ist.Ein Raum (bzw. eine Menge) ist also irreduzibel, falls sie sih niht eht als Vereinigungabgeshlossener Teilmengen darstellen lässt.De�nition 1.41. Zur Verkürzung shreiben wir für die nihtleeren o�enen Mengeneines topologishen Raumes Off ′(X)

Off ′(X) := Off(X) \ {∅} .Satz 1.4.3. (Charakterisierung irreduzibler topologisher Räume)Sei X 6= ∅ ein topologisher Raum. Dann sind folgende Bedingungenäquivalent:(1) X ist irreduzibler topologisher Raum.(2) Für alle U ∈ Off ′(X) gilt UX = X (d.h. jede nihtleere o�eneMenge liegt diht in X).(3) Für alle U1, U2 ∈ Off ′(X) gilt: U1 ∩ U2 6= ∅.(4) Für alle U1 ∈ Off ′(X) gilt: U ist zusammenhängend.Beweis.(1) ⇒ (2) Sei X irreduzibel. Angenommen, es gibt ein U ∈ Off ′(X) mit UX $ X, unddabei natürlih X = U ∪̇(X \ U). Dann könnten wir X zerlegen in
X = U

X|{z}
6=X, abg.∪ X \ U| {z }

6=X, abg.,
X wäre also niht mehr irreduzibel, im Widerspruh zu (1). (1) ⇒ (2)(2) ⇒ (3) Seien U1, U2 ∈ Off ′(X). Wäre U1 ∩ U2 = ∅, dann ist U2 ⊆ X \ U2, also
X = U1

X ⊆ X \ U2
X

= X \U2, also U2 = ∅, im Widerspruh zur Annahme. (2)
⇒ (3)(3) ⇒ (4) Sei U ∈ Off ′(X). Angenommen, U ist niht zusammenhängend, etwa U =
U1 ∪̇U2 mit U1, U2 ∈ Off ′(X). Nah (3) gilt U1 ∩ U2 6= ∅, im Widerspruh zurDisjunktheit von U1 und U2. (3) ⇒ (4)
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1 Noethershe Ringe und Moduln(4) ⇒ (1) Angenommen, X sei niht irreduzibel, also X = A ∪ B mit
(A,B) ∈ (Abg(X) \ {X})2. Es ist dann A ∩ B 6= ∅ (sonst wären A und Bauh o�en, und X niht mehr zusammenhängend) und abgeshlossen. Betrahte
U := X \ (A ∩ B) = (X \ A) ∩ (X \ B) (also Vereinigung o�ener Mengen). Es istdamit (weil U zusammenhängend ist)

∅ 6= (X \A) ∩ (X \B) = X \ (A ∪B) = X \X = ∅,o�enbar ein Widerspruh. (4) ⇒ (1)Korollar. Sei X ein T2-Raum (Hausdor�). Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(a) X topologish irreduzibel(b) card(X) = 1 (also X = {x0}).Ist card(X) ≥ 2, so ist X niht irreduzibel.Beweis. Einelementige Räume sind o�enbar immer irreduzibel.In T2-Räumen mit mindestens zwei Punkten gibt es (Trennungsaxiom) immer zweidisjunkte o�ene Mengen, die jeweils einen dieser Punkte enthalten (also nihtleer sind)� nah Punkt (3) sind diese also niht irreduzibel.De�nition 1.42. Sei X ein topologisher Raum. Für eine Menge A ⊆ X heiÿtI(A)

I(A) := {f ∈ CX | f |A = 0}das Vershwindungsideal von A.Durh Nahrehnen kann man sih überzeugen, dass I(A) wirklih immer ein Ideal ist.Satz 1.4.4. Sei (X, d) ein topologisher Raum (niht unbedingt me-trish). (Bekanntlih gilt dann Abg(X) = {V (a) | a ⊆ CX Ideal} =
{V (f) | f ∈ CX}). Dann gilt:(1) ∀A ∈ Abg(X) : A ist irreduzibel ⇐⇒I(A) ∈ SpecA.Für Ideale a ⊆ CX gilt entsprehend: V (a) ist irreduzibel
⇐⇒I(V (a)) ∈ Spec(CX).(2) Ist X auÿerdem kompakt, so gilt stärker: V (a) ist irreduzibel ⇔
aCX ∈ Spec(CX).Beweis.70



1.4 Analyse der Lasker-Noether-Zerlegung(1) ⇒: Sei A irreduzibel, I(A) ∈ Abgid(CX). Wir müssen zeigen, dass I(A) shon einPrimideal ist. Seien also f, g ∈ CX mit f · g ∈ I(A). Dann ist
V (f) ∪ V (g) = V (f · g) ⊇ V (I(A)) = A, d.h. V (f) ∪ V (g) ⊇ A. Da nun A irreduzibel ist, muss es shon in V (f) oder

V (g) enthalten sein, also ohne Beshränkung der Allgemeinheit etwa f ∈ I(A)sein, d.h. I(A) ist prim.
⇐: Sei A ∈ Abg(X), I(A) ∈ Spec(CX). (Wir müssen zeigen, dass A irreduzibel ist.)Sei A = B ∪ C mit B,C ∈ Abg(X). Dann ist B = V (g) und C = V (h) fürgeeignete g, h ∈ CX , also

A = V (g) ∪ V (h) = V (g · h).Damit ist insbesondere g · h ∈ I(A). Da nun I(A) prim ist, ist (ohne Beshrän-kung der Allgemeinheit) g ∈ I(A), d.h. V (g) ⊇ V (I(A)) = A ⊇ B = V (g), also
A = B. Es ist also A irreduzibel.(2) folgt sofort aus (1) mit (

CX
a) = I(V (a)) für kompakte Räume.Satz 1.4.5. Sei A ein noethersher Ring, A $ A ein ehtes Ideal,

c :=
T
n∈N an. Dann gilt: a · c = c.Beweis. Die Inklusion a · c ⊆ c ist klar.Zunähst eine Vorbetrahtung: Sei q ein p-Primärideal mit a · c ⊆ q, p =

√
q und

pn0 ⊆ q für ein n0 ∈ N.Behauptung. Ist a · c ⊆ q und q primär, so ist bereits c ⊆ q.Beweis. Andernfalls wäre c * q, also ∃c ∈ c \ q. Für a ∈ A ist aber a · c ∈ q, also (da qPrimärideal und c 6∈ q) ∀a ∈ a : a ∈ √q = p. Das heiÿt a ⊆ p, folglih
c ⊆ an0 ⊆ pn0 ⊆ q.Das heiÿt, aus c * q folgt c ⊆ q, ein o�ensihtliher Widerspruh.Betrahte nun die LNZ a · c = q1 ∩ . . . ∩ qs, und dabei qi Primärideale. Dann ist

a · c ⊆ qi ∀i ∈ {1, · · · , s}und nah obiger Betrahtung
c ⊆ qi ∀i ∈ {1, · · · , s} .

⇒ c ⊆
\
i

qi

= a · c ⊆ c,also a · c = c.Als Folgerung erhalten wir 71



1 Noethershe Ringe und ModulnSatz 1.4.6. (Krulls Durhshnittssatz)Sei A noethersher Ring, a ⊆ A ein Ideal, c :=
T
n∈N an. Dann gilt:(1) Es existiert a ∈ a mit (1− a) · c = 0.(2) Ist a ⊆ Jac(A), so ist c = (0).(3) Ist (A,m) auh lokaler Ring, so ist c = (0).(4) Ist A ein Integritätsbereih, so ist c = (0).Beweis.(1) Aus Satz 1.4.5 folgt a · c = c =

T
n∈N an, und c = (c1, · · · , cn) ist ein endlih erzeugtesIdeal. Daher lassen sih die ci als Linearkombination darstellen, etwa mittels

ci =
rX
j=1

αji · cj, mit αji ∈ a∀i, j ⇒ 0 =
rX
j=1

(δij − αij) · cj ∀i,und nah dem Determinantentrik ergibt sih
0 = det ((δij − αij)i,j) · cj ∀jDas heiÿt, a := 1− det ((δij − αij)i,j) ∈ a erfüllt die Behauptung (1− a) · c = (0).(2) Wir haben nah Vorraussetzung und Satz 1.1.4:

a ⊆ Jac(A) = {x ∈ A | ∀y ∈ A : 1 + x · y ∈ A∗}Das heiÿt, für alle a ∈ a gilt auh a ∈ Jac(A), also 1− a ∈ A∗. Dies gilt auh für das
a ∈ a aus (1) mit (1− a) · c = (0), also ist c = (0).(3) Ist (A,m) lokaler Ring, so ist Jac(A) = m, und jedes ehte Ideal a $ A liegt imJaobson-Radikal. (2) liefert das Ergebnis.(4) Ist A ein (noethersher) Integritätsbereih, a $ A, so existiert weiterhin nah (1)ein a ∈ a mit (1 − a) · c = (0), wobei 1 − a 6= 0 ist (sonst wäre 1 ∈ a), also (weilIntegritätsbereih) 1− a ∈ NNT(A). Wir haben weiterhin

(1− a) · c = 0∀c ∈ c

⇒ c = 0∀c ∈ c

⇒ c = (0)
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1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungSatz 1.4.7. (Lemma von Artin-Rees)Sei A ein noethersher Ring, M endlih erzeugter (d.h. noethersher)
A-Modul, N ⊆ M ein A-Untermodul (und damit ebenfalls endliherzeugt). Betrahte nun ein ehtes Ideal a $ A, und seine Potenzen
(an)n∈N0 sowie die A-Untermoduln an ·M ⊆M und (an ·M)∩N ⊆Mfür alle n ∈ N.Dann existiert n0 ∈ N, so dass für alle n ≥ n0 gilt:

(an ·M) ∩N = an−n0 · ((an0 ·M) ∩N)Beweis. Da A noethersh ist, ist a endlih erzeugt, etwa durh a1, · · · , ar ∈ a.Wir betrahten zunähst die äuÿere direkte Summe
P :=

M
i∈N0

ai ·M

= M ⊕ a ·M ⊕ a2 ·M ⊕ . . .

=

8<:ξ = (ξi)i∈N0 ∈
�

i∈N0

ai ·M

������ ξi = 0 p.p.9=;
P ist ein A-Modul, aber (auÿer für M = (0) oder a = (0)) niht mehr endlih erzeugt.Für alle ξ ∈ P ist ξi ∈ ai ·M , d.h.

ξi =
tiX
j=1

α
(i)
j · y

(i)
j , mit α(i)

j ∈ ai, y
(i)
j ∈M,wobei sih die α(i)

j wieder darstellen lassen als
α

(i)
j =

X
(ν1,···,νr)P

k
νk=i

γ(ν1,···,νn) · aν11 · . . . · aνr
r ,mit (ν1, · · · , νr) ∈ N0, γ(ν1···,νr) ∈ A. Damit kann man auh α(i)

j = p
(i)
j (a1, · · · , ar) shrei-ben, wobei die p(i)

j ∈ A[X1, · · · ,Xr] als homogene Polynome vom Grad i de�niert sinddurh
P

(i)
j =

X
(ν1,···,νr)P

k
νk=i

γ(ν1,···,νn) ·Xν1
1 · . . . ·Xνr

r
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1 Noethershe Ringe und ModulnBehauptung. P wird durh die folgende Skalarmultiplikation auhzu einen A[X1, · · · ,Xr]-Modul:
· : A[X1, · · · ,Xr]× P −→ P

(F (X1, · · · ,Xr), (ξi)i∈N0) = 7−→
� X

(k,j)∈N2
0

k≤degF
k+j=i

Fk(a1, · · · , ar) · ξj
�
i∈N0

,wobei Fk die homogene Komponente von F mit Grad k ist.Beweis der Behauptung. Wir haben für ein Polynom
F =

X
(ν1,···,νr)

β(ν1,···,νr) ·Xν1
1 · . . . Xνr

rdie Zerlegung
F = F0 + . . .+ FN =

NX
i=1

Fiin homogene Bestandteile vom Grad i
Fi =

X
(ν1,···,νr)

ν1+...+νr=i

β(ν1,···,νr) ·Xν1
1 · . . . Xνr

rDamit ergibt sih
F (a1, · · · , ar) · ξj =

NX
k=1

Fk(a1, · · · , ar) · ξj

P ist also nun ein endlih erzeugter Modul über dem (dank Hilberts Basissatz, Satz1.3.1) noethershen Ring A[X1, . . . Xr], und
Q :=

M
i∈N0

(ai ·M ∩N)

= N ⊕ (a ·M ∩N)⊕ (a2 ·M ∩N)⊕ . . .ist ein A[X1, . . . Xn]-Untermodul von P . Dabei gilt o�enbar(i) P =
sX
i=1

A[X1, . . . Xs] · (xi, 0, . . . ), wobei {x1, · · · , xs} ein A-Erzeugendensystem von
M bildet.(ii) P ist noethersh über A[X1, · · · ,Xn], Q ⊆ P ist ein A[X1, · · · ,Xn]-Untermodul,also ebenfalls noethersh über A[X1, · · · ,Xn].74



1.4 Analyse der Lasker-Noether-ZerlegungDamit ist Q ein endlih erzeugter A[X1, · · · ,Xn]-Modul, besitzt also ein endlihes Erzeu-gendensystem ξ̂1, . . . ξ̂k, wobei sih diese shreiben lassen als
ξ̂i = (ξ̂(i)ν )ν∈N0 , mit ξ̂(i)ν ∈ aν ·M ∩Nd.h.
ξ̂i =

X
ν∈N0

(0, · · · , 0, ξ̂(i)ν
i

, 0, . . . ),wobei diese Summen jeweils endlih sind (da Q eine direkte Summe war). Damit existiert(durh Aufdröseln der Summen) auh ein Erzeugendensystem �
ξ̃1, · · · , ξ̃m

© mit
ξ̃i = (0, · · · , 0, ξ̃(i)νi

, 0, . . . )

∈ (0) ⊕ . . . ⊕ (0)⊕ (aνi ·M ∩N)⊕ (0) ⊕ . . .Setzen wir nun
n0 := max {νi | i ∈ {1, · · · ,m}} ,so ist für alle n ≥ n0 und η ∈ an ·M ∩N das Tupel (0, · · · , 0, η

n
, 0, . . . ) ∈ Q, und es lässtsih daher η darstellen als

η =
mX
l=1

Fl · ξ̃lmit
degFl = n− νl

n≥n0≥νl======⇒ degFl = (n− n0) + (n0 − νl),also kann von Fl ein homogener Faktor vom Grad n− n0 abgespalten werden, d.h.
η ∈ an−n0 · (an0 ·M ∩N) ,und damit haben wir die Inklusion an · M ∩ N ⊆ an−n0 · (an0 · M ∩ N) gezeigt. Dieumgekehrte Inklusion ist trivial, und damit haben wir die Behauptung

∃n0 : ∀n ≥ n0 : an ·M ∩N = an−n0 · (an0 ·M ∩N)gezeigt.
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1 Noethershe Ringe und Moduln
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2 Arithmetik in Ringen
2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.De�nition 2.1. Sei A ein Ring, so ist A0

A∗A∗ := {a ∈ A | ∃b : a · b = 1}die Einheitengruppe,
A0 := A \ {0}und

A♥ := A• := A \ ({0} ∪A∗) = A0 \ A∗heiÿt das Herz des Ringes. Ist A• = ∅, so heiÿt A herzlos. A•

A♥Bemerkung 1. A ist herzlos ⇐⇒ A ist ein Körper.Generell enthält das Herz die interessanten Elemente des Ringes (und aus arithmeti-sher Siht sind Körper uninteressant).Fragen.(1) Wie groÿ ist das Herz?(2) Wie viele nilpotente Elemente bzw. Nullteiler gibt es?Vereinbarung 2.2. Sei für diesen Abshnitt A immer ein Integritätsbereih, also
NT (A) = (0).De�nition 2.3. Für alle a, b ∈ A0 seien die Relationen | und ∼ de�niert als |

∼a|b :⇐⇒ ∃c ∈ A : b = c ·A
⇐⇒ (b) ⊆ (a)(a ist Teiler von b) und

a ∼ b :⇐⇒ a|b ∧ b|a
⇐⇒ (a) = (b)

⇐⇒ ∃ε ∈ A∗ : a = ε · b(a und b sind assoziiiert). 77



2 Arithmetik in RingenDie Relationen sind mit a|0∀a, 0|a⇔ a = 0 und a ∼ 0⇔ a = 0 auf ganz A = A0∪{0}erweiterbar.Eigenshaften.(1) | ist eine Teilordnung in A0 und in A (weil ⊆ eine Teilordnung fürIdeale ist).(2) ∼ ist eine Äquivalenzrelation in A (und in A0).(3) A0
�∼ ist eine Faktormenge.De�nition 2.4. Eine Menge A ⊆ A0 heiÿt volles Repräsentantensystem, falls dieverkettete Abbildung

S
i−֒→ A

π−−−։ A0
�∼bijektiv ist.De�nition 2.5. Sei a ∈ A•. a heiÿt irreduzibel in A, falls

∀b, c ∈ A0 : a = b · c⇒ b ∈ A∗ ∨ c ∈ A∗Eine äquivalente Formulierung ist, dass a niht eht zerlegbar ist:
6 ∃b, c ∈ A• : a = b · cDe�nition 2.6. Ein Element a ∈ A• heiÿt Primelement, falls (a) ∈ SpecA ist (dasvon a erzeugte Hauptideal ist ein Primideal).Äquivalent dazu ist

∀c, b ∈ A : c · b ∈ (a)⇒ c ∈ (a) ∨ b ∈ (a)bzw.
∀(c, b) ∈ A : a|c · b⇒ a|b ∨ a|cDe�nition 2.7. Wir bezeihnen mitPrim

Irr Irr(A) := {a ∈ A• | a irreduzibel}die Menge der irreduziblen Elemente und mit
Prim(A) := {a ∈ A• | (a) ∈ Spec(A)}die Menge der Primelemente von A.
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2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Bemerkung 2.(1) Prim(A) ⊆ Irr(A)(2) Ist A ein Hauptidealring, so ist Prim(A) = Irr(A).(3) Im allgemeinen ist aber Prim(A) $ Irr(A).Beweis.(1) Sei a ∈ Prim(A), a = b · c. Dann ist (a) ∈ Spec(A) und b · c ∈ (a). Damit ist b ∈ (a)oder c ∈ (a), also b = t · a oder c = b · a, das heiÿt b = t · b · c oder c = s · b · c. Dasheiÿt, 1 = t · c oder 1 = s · b, also c ∈ A∗ oder b ∈ A∗.(2) Es bleibt zu zeigen, dass für HIR auh Irr(A) ⊆ Prim(A) ist. Sei also q ∈ Irr(A). Dannliegt (q) in einem Maximalideal (m), d.h. m|q, q = t ·m mit t ∈ A. Da q irreduzibelist, muss t ∈ A∗ sein (weil m 6∈ A∗), also (q) = (m), (q) ∈ SpecmA ⊆ SpecA, d.h.
q ∈ Prim(A).(3) Wir geben ein Gegenbeispiel an:Behauptung. In A := Z[

√
−5] = Z[i·

√
5] gilt Irr(A) % Prim(A).Beweis. Es ist in diesem Ring

2 · 3 = 6 = (1 +
√
−5) · (1−

√
−5),damit ist 2 niht prim. Aber 2 ist irreduzibel, denn bei a · b = 2 müssten |a| ≤ 2 oder

|b| ≤ 2 sein. Nun kann man einfah alle Elemente mit dieser Eigenshaft (das sind
{0, 1,−1, 2,−2}) überprüfen, und �ndet nur Zerlegungen mit Einheits-Faktoren.De�nition 2.8. Seien A ein Integritätsbereih, a, b ∈ A0.(1) Dann heiÿt Div(a, b)

Div(a, b) := {c ∈ A | c|a und c|b}
= {c ∈ A | (a) ⊆ (c) und(b) ⊆ (c)}
= {c ∈ A | (a) + (b) ⊆ (c)}die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b.(2) Die Menge Mult(A,B)

Mult(a, b) := {d ∈ A | a|d und b|d}
= {d ∈ A | (d) ⊆ (a) ∩ (b)}heiÿt Menge der gemeinsamen Vielfahen von a und b. 79



2 Arithmetik in Ringen(3) Die MengeMult∗(a, b)

Mult∗(a, b) := {d ∈ Mult(a, b) | d|a · b}
= {d ∈ A | (a · b) ⊆ (d) ⊆ (a) ∩ (b)}
⊆ Mult(a, b)heiÿt Menge der speziellen gemeinsamen Vielfahen von a und b.Satz 2.1.1. Es existiert eine kanonishe Bijektion

ϕ : Div(a, b) −̃→ Mult∗(a, b)Beweis. Sei c ∈ Div(a, b), dann ist (eindeutig)
a = rc · c, b = sc · c,also a · b = rc · sc · c2, insbesondere also c|a · b und a·b

c = rc · sc · c ∈ A. Wir können also
ϕ(c) :=

a · b
cde�nieren, wobei ϕ(c) = a · sc = b · r ∈ Mult∗(a, b) ist. Umgekehrt de�nieren wir

ψ : Mult∗(a, b) −→ Div(a, b)

m 7→ a · b
m

,was wegen (a · b) ⊆ (m) ⊆ (a) ∩ (b) und entsprehend a · b = t ·m, also ab
m = t ∈ A, mit

m|a · b de�nierbar ist. Dabei ist ψ(m) = a·b
m ∈ Div(a, b), denn m

b ∈ A und m
b ∈ A.

ψ und ϕ sind o�enbar einander invers, also bijektiv.De�nition 2.9. Sei wieder A ein Integritätsbereih und a, b ∈ A0. Dann haben wir dieIdealmengenD(a, b)

M∗(a, b)

M(a, b)

D(a, b) := {(c) | c ∈ Div(a, b)}
= {(c) | (a) + (b) ⊆ (c)} ,

M∗(a, b) = {(d) | d ∈Mult∗(a, b)}
= {(d) | (a · b) ⊆ (d) ⊆ (a) ∩ (b)}und

M(a, b) = {(d) | d ∈Mult(a, b)}
= {(d) | (d) ⊆ (a) ∩ (b)}
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2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Hierbei gibt es kanonishe Projektionen und entsprehende Bijektionen:
Div(a, b) Div(a, b)�∼

D(a, b)

∼

Mult(a, b) Mult(a, b)�∼

M(a, b)

∼

Mult∗(a, b) Mult∗(a, b)�∼

M∗(a, b)

∼Korollar. Man hat folgendes kommutative Diagramm mit horizon-talen Bijektionen:
Div(a, b) Mult∗(a, b)

	

D(a, b) M∗(a, b)

∼
ϕ

∼
ϕ̂

(�) (�)

Dabei ist ϕ̂((c)) := (ϕ(c)) wohlde�niert und ergibt eine bijektive Ab-bildung. Dabei gilt für c, c′ ∈ Div(a, b) immer c|c′ ⇒ a·b
c′ |a·bc , d.h. ϕ und

ϕ̂ sind antimonoton bzgl. | bzw. ⊆.De�nition 2.10. Seien (a, b) ∈ (A0)2.Das Paar (a, b) besitzt ein ggT-Ideal bzw. einen gröÿten gemeinsamen Teiler, falls
D(a, b) ein (bzgl. ⊆) kleinstes Element besitzt.

(a, b) besitzt ein kgV-Ideal (bzw. ein kleinstes gemeinsames Vielfahes), falls
M(a, b) ein ⊆-gröÿtes Element besitzt.Die (bis auf Einheitsfaktoren eindeutigen) erzeugenden Elemente dieser gröÿten bzw.kleinsten Ideale bezeihnen wir mit ggT(a, b) und kgV(a, b). ggT(a, b)

kgV(a, b)81



2 Arithmetik in RingenSatz 2.1.2. Sei A ein Integritätsbereih. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) Für alle a, b ∈ A0 existiert ein gröÿter gemeinsamer Teiler (d.h. Aist ein ggT-Ring).(2) Für alle a, b ∈ A0 gilt: (a) ∩ (b) ist Hauptideal, d.h. Shnitte vonHauptidealen in A sind Hauptideale.(3) Für alle a, b ∈ A0 existiert ein kleinstes gemeinsames Vielfahes(d.h. A ist kgV-Ring).Beweis.(3) ⇒ (2): Sei A ein kgV-Ring, (m) ∈ M(a, b) ein gröÿtes Element in M(a, b), also
(m) ⊆ (a) ∩ (b). Wir haben zu zeigen, dass auh die umgekehrte Inklusion gilt.Sei t ∈ (a)∩ (b), also (t) ⊆ (a)∩ (b). Da (m) maximal war, ist auh (t) ⊆ (m), also
t ∈ (m).Damit ist (m) = (a) ∩ (b) ein Hauptideal.(2) ⇒ (3): Ist (a) ∩ (b) = (δ) ein Hauptideal, so ist (δ) o�enbar das gröÿte Element in
M(a, b).(3) ⇒ (1): Sei A ein kgV-Ring, a, b ∈ A0. Dann existiert ein (m) = maxM(a, b), undda (a · b) auh in M(a, b) liegt, ist sogar

(a · b) ⊆ (m) ⊆ (a) ∩ (b).Das heiÿt, (m) ∈ M∗(a, b), und o�enbar auh das gröÿte Element in M∗(a, b).Wegen der Antimonotonie und Bijektivität von ϕ̂ existiert entsprehend auh einkleinstes Element in D(a, b), nämlih ϕ̂((m)) = (ϕ(m)) =
�
a·b
m

�.Damit ist A auh ein ggT-Ring.(1) ⇒ (3): Sei A ein ggT-Ring, a, b ∈ A0, (c) ein kleinstes Element in D(a, b), insbe-sondere also (a) + (b) ⊆ (c). Dann ist (wieder wegen ϕ̂) �a·bc � =: (m) ein gröÿtesElement in M∗(a, b). Sei nun x ∈ A0 mit (x) ⊆ (a)∩ (b). Es genügt zu zeigen, dassauh (x) ⊆ (m) ist.Da A ein ggT-Ring ist, existiert auh (δ) := minD(x,m). Damit ist
a · b
m

= m = t · δ für ein t ∈ A0,
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2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.also a · b = c · t · δ, d.h. (a · b) ⊆ (δ). Zusammen haben wir
(x) ⊆ (a) ∩ (b), (a · b) ⊆ (m) ⊆ (a) ∩ (b)

⇒ (x) ⊆ (a), (x) ⊆ (b),

(m) ⊆ (a), (m) ⊆ (b).

⇒ (x) + (m) ⊆ (a), (x) + (m) ⊆ (b)

⇒ (x) + (m) ⊆ (a) ∩ (b)und auÿerdem ist (x) + (m) ⊆ (δ), (δ) ist das kleinste Element in D(x,m).
⇒ (a · b) ⊆ (δ) ⊆ (a) ∩ (b), (a · b) ⊆ (m) ⊆ (a) ∩ (b)Da nun m das gröÿte Element mit dieser Eigenshaft ist,haben wir

(δ) ⊆ (m),und (m) ⊆ δ gilt ja wegen (δ) = ggT(x,m) sowieso, also
(δ) = (m)

⇒ (x) ⊆ (x) + (m) ⊆ (m)

⇒ (x) ⊆ (m)Das heiÿt, (m) ist gröÿtes Element inM(a, b), also ist A wirklih ein kgV-Ring.De�nition 2.11. Ein Integritätsbereih A heiÿt ggT-kgV-Ring, falls eine der äquiva-lenten Bedingungen aus Satz 2.1.2 gilt.Korollar. Das heiÿt, folgende Bedingungen sind für einen Integri-tätsbereih äquivalent:(1) A ist ein ggT-kgV-Ring.(2) A ist ein ggT-Ring.(3) A ist ein kgV-Ring.(4) ∀a, b ∈ A : (a) ∩ (b) ist Hauptideal.(5) ∀n ∈ N, ∀a1, · · · , an ∈ A :
Tn
i=1(ai) ist Hauptideal.Bemerkung.(1) Alle Hauptidealringe sind o�enbar auh ggT-kgV-Ringe.(2) Die Umkehrung gilt niht. (Z.B. ist Hol(C) ein ggT-kgV-Ring, aber kein HIR, nihteinmal noethersh. Z[X] ist noethersh, ggT-kgV-Ring, aber kein HIR.)(3) Für HIR gilt das sogenannte Lemma von Bezout: 83



2 Arithmetik in RingenLemma von Bezout. Jedes Erzeugende des ggT-Ideals für (a, b)ist eine Linearkombination von a und b:
(ggT(a, b)) = (a) + (b).(4) In beliebigen ggT-kgV-Ringen A ist zwar (a)∩(b) wieder ein Hauptideal, aber (a)+(b)muss kein Hauptideal sein, obwohl D(a, b) ein kleinstes Element hat. (Ein Beispielist Z[X].)(5) Für Integritätsbereihe A gilt allgemein: Ist für alle a, b ∈ A0 die Summe (a) + (b)ein Hauptideal, so ist auh der Shnitt zweier Hauptideale stets ein Hauptideal.De�nition 2.12. Ein Integritätsbereih A heiÿt Bezout-Ring, falls in A das Lemmavon Bezout gilt, d.h.

∀a, b ∈ A2 : (a) + (b) ist ein HauptidealBemerkung 3. Wir haben also folgende Inklusionskette:
{HIR} $ {Bezout-Ringe} $

$ {ggT-kgV-Ringe} $ {Integritätsbereihe}Arithmetishes Studium der Ringe Hol(Ω)Erinnerung. Sei Ω ⊆ C ein Gebiet, d.h. o�en und zusammenhängend. Eine Funktion
f : Ω → C heiÿt holomorph, falls für alle z0 ∈ Ω die Funktion f in z0 komplexdi�erenzierbar ist.Äquivalent dazu ist:
∀z0 ∈ Ω : ∃P ∈ C[[X]], P =

X
ν≥0

aνX
ν ,

P konvergent in einer Umgebung U von z0, und f |U = P |Usowie (auf dieser Umgebung U)
f(z) = f(z0) +

X
ν≥1

f (ν)(z0)

ν!
· (z − z0)νDe�nition 2.13. Wir bezeihnen mit

Hol(Ω) := {f : Ω→ C | f holomorph}
Hol′(Ω) := Hol(Ω) \ {0}die Mengen der holomorphen (bzw. nihttrivialen holomorphen) Funktionen auf Ω.84



2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.De�nition 2.14. Sei f ∈ Hol(Ω), z0 ∈ Ω, f(z0) = 0 (d.h. z0 ∈ V (f)). Dann kann man
f darstellen als

f(z) = (z − z0)k ·
X
ν≥0

bν · (z − z0)ν , k ≥ 1

= (z − z0)k · g(z), g(z0) 6= 0Für solhe Funktionen heiÿt dann m(f, z0)

m(f, z0) := max
�
l ∈ N | f = (z − z0)l · ψ,ψ ∈ Hol(Ω)

©(2.1)die Vielfahheit der Nullstelle z0 von f .Bemerkung. Es ist dann auh
m(f, z0) = max

�
l ∈ N | f (l)(z0) = 0

©
= max

8<:l ∈ N | al = 0, f =
X
ν≥0

aν · (X − z0)ν
9=;Analog de�niert manDe�nition 2.15. Ist f(z1) = w ∈ C, so heiÿt z1 eine w-Stelle von f der Vielfahheit

k = m(f − w, z1).Ist f ∈ Hol′(Ω), so ist V (f) $ Ω diskret, also erst reht höhstens abzählbar. Das führtuns zu der folgenden De�nition:De�nition 2.16. Sei Z $ Ω eine diskrete Teilmenge, m : Z → N0 eine Abbildung.Dann heiÿt (Z,m) eine Nullstellenverteilung auf Ω ⊆ C.Frage. Sei (Z,m) eine Nullstellenverteilung auf Ω. Existiert dann immer ein f ∈ Hol(Ω)mit V (f) = Z und m(f, z) = m(z)∀z ∈ Z?Diese Frage beantwortet der folgende Satz:Satz ohne Nummer. (Weierstraÿsher Produktsatz)Für jede Nullstellenverteilung (Z,m) auf einem Gebiet Ω ⊆ C existiertmindestens ein f ∈ Hol(Ω) mit V (f) = Z und m(f, z) = m(z) für alle
z ∈ Z.Beweisidee. Eine Idee zum konstruktiven Beweis kommt shon aus dem Namen desSatzes, man nehme etwa f :=

Q
z∈Z(X − z)m(z) und überprüfe, dass das die Behauptungerfüllt.Es gilt sogar noh allgemeiner def folgende Satz:
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2 Arithmetik in RingenSatz ohne Nummer. (Interpolationssatz von Weierstraÿ/Mittag-Le�er)Sei Ω ⊆ C ein Gebiet, (Z,m) eine Nullstellenverteilung in Ω und
(wz,n ∈ C | z ∈ Z, n ∈ {0, · · · ,m(z)}) eine Familie komplexer Zahlen(bzw. (Pz ∈ C[X])z∈Z eine Familie von Polynomen, mit Pz ≤ m(z)).Dann existiert ein f ∈ Hol(Ω) mit

∀z ∈ Z,∀n ∈ {0, · · · ,m(z)} : f (n)(z) = n! · wz,n(bzw. f(ξ) = Pz(ξ) +
P

k>m(z)

f(k)(z)
k! · (ξ − z)k für alle z ∈ Z).Das führt uns unserem eigentlihen Ziel näher:Satz 2.1.3. Sei Ω ⊆ C ein Gebiet. Dann gilt:(1) Hol(Ω) ist ein Bezout-Ring.(2) Für jedes Ideal a $ Hol(Ω) gilt: a ist entweder ein Hauptideal oderniht endlih erzeugt.(3) Hol(Ω) ist ein ggT-kgV-Ring.Beweis.(1) Wir haben zunähst zu zeigen, dass Hol(Ω) ein Bezout-Ring ist, also für alle f, g ∈

Hol(Ω) das Ideal (f) + (g) auh ein Hauptideal ist.Fall 1 Betrahten wir zunähst den Fall V (f)∩V (g) = ∅, d.h. f und g haben keinegemeinsamen Nullstellen. Dann haben wir die Nullstellenverteilungen von f und
g, �

V (f), mf : V (f)→ N0

α 7→ m(f, α)

��
V (g), mg : V (g)→ N0

α 7→ m(g, α)

�
.

V (f) ∪̇V (g) ist wieder diskret. Der Interpolationssatz liefert die Existenz eines
ϕ ∈ Hol(Ω) mit(i) m(1− ϕ, β) = m(g, β)∀β ∈ V (g),(ii) m(ϕ,α) = m(f, α)∀α ∈ V (f).Dann ist h2 := 1−ϕ

g ∈ Mer(Ω), und wegen (i) auh in Hol(Ω), da �sih dieNullstellen von g mit denen von 1−ϕ wegkürzen�. Wir haben also ϕ = 1−h2 ·g.Die Funktion h1 := ϕ
f = 1−h2·g

f ist wegen (ii) ebenfalls holomorph, und wirerhalten h1 · f + h2 · g = 1. Es ist also (f) + (g) = (1), das triviale Hauptideal.86



2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Fall 2 Ist V (f) ∩ V (g) 6= ∅, dann de�nieren wir
m : V (f) ∩ V (g) −→ N0

γ 7−→ min {m(f, γ),m(g, γ)}Nah dem Interpolationssatz existiert ein ϕ ∈ Hol(Ω) mit Nullstellenverteilung
(V (f) ∩ V (g),m). Betrahte nun f

ϕ und g
ϕ . Diese sind beide in Hol(Ω), mit

V ( fϕ ) ∩ V ( gϕ) = ∅. Nah den Überlegungen aus Fall 1 existieren nun h1, h2 ∈
Hol(Ω) mit

h1 ·
f

ϕ
+ h2 ·

g

ϕ
= 1,also h1 · f + h2 · g = ϕ. Wir haben also (ϕ) ⊆ (f) + (g), mit f = ϕ · fϕ ∈ (ϕ)und entsprehend g ∈ ϕ, also auh (f) + (g) ⊆ (ϕ), also

(f) + (g) = (ϕ),ein Hauptideal.
V (Ω) ist also ein Bezout-Ring.(2) folgt aus (1): Sei ein Ideal a endlih erzeugt, also a = (f1, · · · , fn). Ist n = 1, so ist aein Hauptideal. Ist n = 2, so ist (f1, f2) = (f1)+(f2) aufgrund der Bezout-Eigenshaftein Hauptideal. Induktiv gilt dies nun auh für weitere n ∈ N.(3) Dies ist eine Folgerung aus (1), nah Bemerkung 3 (auf Seite 84).Man kann nun fragen:Fragen.(1) Existieren irreduzible Elemente in Hol(Ω)?(2) Existieren Primelemente in Hol(Ω)?(3) Falls sie existieren, wie sehen sie aus?Lemma. Sei A ein ggT-kgV-Ring. Dann gilt Irr(A) = Prim(A).Beweis. Prim(A) ⊆ Irr(A) gilt stets. Wir untersuhen also die Gegenrihtung.Sei q ∈ Irr(A). Dann gilt für alle a ∈ A0:

ggT(q, a) =

(
q falls q|a
1 sonstWir haben also q = Λ · ggT(q, a), mit λ ∈ A∗ oder ggT(q, a) ∈ A∗. Sei nun b · c ∈ (q),und b 6∈ (q). Es ist dann b · c = q · t, mit t ∈ A, b|q · t, also ggT(b, q) = 1. Damit ist

b|t, t = β · b, β ∈ A. Folglih ist c = q · β, also c ∈ (q). (q) ist also ein Primideal, d.h.
q ∈ Prim(A). Damit ist wirklih Prim(A) = Irr(A). 87



2 Arithmetik in RingenSatz 2.1.4. Sei Ω ⊆ C Gebiet. Dann gilt:
Irr(Hol(C)) =

(
f ∈ Hol(Ω)

����� V (f) = {z0} $ Ω,

m(z0, f) = 1

)(1)
=

(
f ∈ Hol(Ω)

����� ∃z0 ∈ Ω, g ∈ Hol(Ω) :

f(z) = (z − z0) · g(z), V (g) = ∅

)
Irr(Hol(Ω)) = Prim(Hol(Ω))(2)Beweis.(1) Sei f ∈ Irr(Hol(Ω)). Dann ist f 6= 0, und f 6∈ Hol(Ω)∗, d.h. V (f) 6= ∅. Damit existiert

z0 ∈ Ω mit f = (z− z0) ·h, h ∈ Hol(Ω). Da f irreduzibel war, muss h ∈ Hol(Ω)∗ sein,also V (h) = ∅.Umgekehrt: Sei f = ϕ · ψ mit ϕ,ψ ∈ Hol(Ω), mit V (ϕ) ∪ V (ψ) = V (f) = {z0}und m(f, z0). Dann muss V (ϕ) = ∅ oder V (ψ) = ∅ sein, also ϕ ∈ Hol(Ω)∗ oder
ψ ∈ Hol(Ω)∗. (1).(2) Dies folgt aus dem vorangegangenen Lemma.Bemerkung 1. Aus dem bisherigen folgt sofort (für Integritätsbe-reihe):

A ist HIR⇐⇒ A ist noethersh und BezoutringBeweis.
⇒: Klar.
⇐: A noethersh ⇒ jedes Ideal ist endlih erzeugt.

A Bezoutring ⇒ jedes endlih erzeugte Ideal ist ein Hauptideal.
⇒ Jedes Ideal ist ein Hauptideal.Satz 2.1.5. (Verallgemeinertes Gauÿ'shes Lemma für ggT-kgV-Ringe)Sei A ein ggT-kgV-Ring, a, b, c ∈ A0. Dann gilt:(1) ggT(a · c, b · c) = ggT(a, b) · c(2) Ist ggT(a, b) = 1 und a|b · c, so a|c.(3) Ist ggT(a, b) = 1, so ist a · b|c genau dann, wenn a|c und b|c.(4) Es ist (ggT(a, b) = 1 und ggT(a, c) = 1)⇐⇒ ggT(a, b · c) = 1.88



2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Dies gilt insbesondere auh im nihtnoethershen Ring Hol(Ω), wo keine Primzerlegungexistiert.Beweis.(1) Sei ggT(a, b) = r (d.h. (a) + (b) ⊆ (r) und (r) minimal mit dieser Eigenshaft, d.h.minimal in D(a, b).), sei ggT(ac, bc) = δ (d.h. (δ) minimal in D(ac, bc)). Es ist dann
a = α · r, b = β · r mit geeigneten α, β ∈ A, und a · c) + (b · c) ⊆ (r · c). Daher habenwir auh (δ) ⊆ (r ·c), mit δ = t ·r ·c für ein geeignetes t ∈ A. Weiterhin ist a ·c = u ·δund b · c = v · δ mit geeigneten u, v ∈ A. Es ergibt sih

a · c = u · t · r · c
b · c = v · t · r · c

⇒ a = u · t · r
b = v · t · r

⇒ (a) ⊆ (t · r), (b) ⊆ (t · r)
⇒ (a) + (b) ⊆ (t · r)und weil (r) minimal mit dieser Eigenshaft ist, ist auh

(r) ⊆ (t · r)
⇒ (r) = (t · r), t ∈ A∗

⇒ (δ) = (r · c)⇒ (ggT(ac, bc)) = (δ) = (rc) = (ggT(a, b) · c)(2) Sei ggT(a, b) = 1, a|b · c. Nah (1) ist ggT(ac, bc) = c, mit a|ac, a|bc. also ist a |
ggT(ac, bc) = c, d.h. a|c.(3) und (4) Übungsaufgabe.Man kann die De�nitionen von D, M , M∗ auh verallgemeinern:De�nition 2.17. Für n ∈ N, n ≥ 2 de�nieren wir die Idealmengen

D(a1, · · · , an) :=

(
(c) |

nX
i=1

(ai) ⊆ (c)

)
M(a1, · · · , an) :=

(
(m) | (m) ⊆

[
i

(ai)

)
M∗(a1, · · · , an) :=

(
(δ) | (a1 · . . . · an) ⊆ (m) ⊆

[
i

(ai)

)
89



2 Arithmetik in RingenBemerkung 2. Durh Induktion über n erhalten wird, dass esin ggT-kgV-Ringen in D ⊆-kleinste, in M bzw. M∗ ⊆-gröÿte Ele-mente (Ideale) gibt. Deren (wieder bis auf Einheitsfaktoren eindeu-tige) erzeugende Elemente nennen wir analog gröÿter gemeinsa-mer Teiler ggT(a1, . . . an) und kleinstes gemeinsames Vielfahes
kgV(a1, · · · , an). Dabei gilt:

ggT(a1, · · · , an) = ggT(ggT(a1, · · · , an−1), an)

kgV(a1, · · · , an) = kgV(kgV(a1, · · · , an−1), an)

ggT(a1, . . . an)

kgV(a1, · · · , an)

FaktorialitätBemerkung 1. Sei A ein Integritätsbereih. Dann sind folgende Be-dingungen äquivalent:(1) Für jede Menge M von Hauptidealen gilt: M hat (mindestens) einmaximales Element.(2) Jede aufsteigende Kette von Hauptidealen
(a1) ⊆ (a2) ⊆ . . . ⊆ (an) ⊆ . . .wird stationär.De�nition 2.18. Ein Integritätsbereih A, der die Bedingungen aus der vorangehendenBemerkung erfüllt, heiÿt quasifaktoriell.De�nition 2.19. Ein Integritätsbereih A heiÿt semifaktoriell oder E0-Ring, fallsgilt:

∀a ∈ A• : ∃n ∈ N : ∃(q1, · · · , qn) ∈ Irr(A)n : a = q1 · . . . · qn,in Worten: Jedes a ∈ A• ist zerlegbar in ein Produkt aus endlih vielen irreduziblenFaktoren.Beispiel 2.1.1.
• Z ist semifaktoriell und quasifaktoriell.
• Hol(Ω) ist niht semifaktoriell, da sonst jedes f ∈ Hol(Ω) nur endlih viele Nullstel-len hätte.Bemerkung 2. Es gilt folgende Inklusionskette:¨ NoethersheIntegritätsbereihe« (1)

⊆
¨quasifaktorielleRinge «

(2)

⊆
¨semifaktorielleRinge «
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2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Beweis.(1) ist klar. (Die Bedingungen gelten ja shon für alle Ideale, erst reht für Hauptideale.)(2) Sei A ein quasifaktorieller Ring. Angenommen, A ist niht semifaktoriell, dann istdie Menge
M :=

¨
(a)

����� a ∈ A•,
a ist niht zerlegbar inirreduzible Elemente «niht leer. Da A quasifaktoriell ist, existiert ein maximales Element (a∗) in M. Esist a∗ ∈ A• \ Irr(A). Damit existieren b, c ∈ A• mit a∗ = b · c, also (a∗) $ (b) und

(a∗) $ (c). Da (a∗) maximal in M war, ist (b) 6∈M und (c) 6∈M, also sind b und czerlegbar in endlih viele irreduzible Elemente. Wir haben also
a∗ = b · d = q1 · . . . · qr| {z }

b

· q′1 · . . . · q′s| {z }
c

,damit ist a∗ also doh als endlihes Produkt irreduzibler Elemente darstellbar. DieAnnahme war also falsh, A ist semifaktoriell.Korollar. Ist A quasifaktoriell (oder gar noethersh) und nihtherzlos, so ist Irr(A) 6= ∅.De�nition 2.20. Sei A ein Integritätsbereih. A heiÿt faktorieller Ring oder ZPE-Ring (für �Zerlegung in Primelemente�) bzw. UFD (für �Unique Fatorization Do-main�), falls(1) A ist semifaktoriell(2) Die (nah (1) existierende) Faktorisierung eines Elementes a ∈ A• ist im wesentli-hen eindeutig, d.h. für
q1 · . . . · qr = q′1 · . . . · qsmit irreduziblen qi und q′j gilt

r = s, ∃σ ∈ Sr : qj ∼ q′σ(j)Bemerkung.(1) Bei faktoriellen Ringen A können die Faktorisierungen in irreduzible Elemente so-gar eindeutig gemaht werden, indem ein vollständiges Repräsentantensystem P für
Irr(A) gewählt wird, also ein P ⊆ Irr(A) mit

P −֒→ Irr(A) −−։ Irr(A)�∼
∼Dann gilt:

∀a ∈ A0 : a = ε · q1 · . . . · qr, mit r ∈ N0,∀i : qi ∈ P 91



2 Arithmetik in Ringen(2) Man shreibt (bei �xiertem P) auh
a = ǫ ·

Y
p∈P

pνp(a),wobei für alle p ∈ P wir die Funktion
νp : A0 −→ N0

a 7−→ νp(a) =
Anzahl des Auftretensvon p in {q1, · · · , qn}haben, mit νp(a) = 0 p.p.Satz 2.1.6. (Erste Charakterisierung der Faktorialität)Sei A ein Integritätsbereih. Dann sind folgende Bedingungen äquiva-lent:(1) A ist faktoriell.(2) A ist semifaktoriell und Irr(A) = Prim(A).(3) A ist quasifaktoriell und Irr(A) = Prim(A).Beweis.(1) ⇒ (2): Sei A faktoriell. Dann ist A natürlih semifaktoriell, und Prim(A) ⊆ Irr(A)gilt auh stets. Sei q ∈ Irr(A). (Wir müssen zeigen, dass q ∈ Prim(A) ist.)Sei a · b ∈ (q), d.h. a · b = t · q, und ohne Beshränkung der Allgemeinheit a 6∈ A∗und b 6∈ A∗ (ansonsten ist natürlih das jeweils andere in (q), und wir sind fertig).Da A faktoriell ist, lassen sih a, b und t in irreduzible Elemente zerlegen, etwa

a = q1 · . . . · qr, b = q′1 · . . . q′s, t = q′′1 · . . . · q′′k .Dies ergibt (mit a · b = t · q)
q1 · . . . · qr · q′1 · . . . · q′s = q′′1 · . . . q′′k · qals zwei Zerlegungen in irreduzible Elemente. Aufgrund der Eindeutigkeit solherZerlegungen haben wir r + s = k + 1, und q muss (modulo eines Einheitsfaktors)unter den qi oder q′i vorkommen. Damit ist q ein Teiler von a oder von b, also

q ∈ Prim(A).(2) ⇒ (1) Sei A semifaktoriell und Prim(A) = Irr(A). (Wir müssen die wesentliheEindeutigkeit zeigen.)Sei also q1 · . . . · qr = q′1 · . . . · q′s, mit irreduziblen qi und q′i und ohne Beshränkungder Allgemeinheit r ≥ s. Nah Voraussetzung sind die qi und q′i auh prim.92



2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Insbesondere ist q1 · . . . · qr ∈ (q′1) ∈ SpecA, also existiert ein i1 ∈ {1, · · · , r} mit
qi1 ∈ (q′1), d.h. qi1 = t1 · q′1. Da qi1 irreduzibel ist (sogar prim), ist t1 ∈ A∗, also
(qi1) = (q′1). Wir erhalten

t1 · q1 · . . . ·��qi1 · . . . · qr = q′2 · . . . · q′s,und fahren induktiv fort mit q′2 bis q′s. Wir erhalten
t1 · . . . · ts| {z }

=δ∈A∗

·
Y

i∈{1,···,r}
i6∈{i1,···,is}

qi = 1Es ergibt sih r = s (d.h. {1, · · · , r} = {i1, · · · , is}) und δ = 1 sowie
q′1 ∼ qi1 , · · · , q′s ∼ qisDie Zerlegung ist also (bis auf Einheitsfaktoren) eindeutig.(3) ⇒ (2) Klar, denn quasifaktoriell impliziert semifaktoriell.(2) ⇒ (3) Sei A ein semifaktorieller Ring und Prim(A) = Irr(A), d.h. A auh faktoriell(wie oben gezeigt).Angenommen, A ist niht quasifaktoriell, dann existierte eine eht aufsteigendeHauptidealkette

(a1) $ (a2) $ · · · ,wobei wir jeweils ai = bi · ai+1 haben, mit bi ∈ A•. De�nieren wir für a ∈ A0 undein Repräsentantensystem P der irreduziblen Elemente
l(a) :=

X
p∈P

νp(a)für
a = ε ·

Y
p∈P

pνp(a)Dies ist eine endlihe Summe (bzw. ein endlihes Produkt), da A ja faktoriell ist,und l(bi) ≥ 1, da bi 6∈ A∗. Es ergibt sih für alle i ∈ N

l(ai) = l(ai+1) + l(bi) ≥ l(ai+1) + 1,also für n ∈ N immer
l(a1) ≥ l(a2) + 1 ≥ . . . ≥ l(an) + n− 1 ≥ l(an+1) + n ≥ n,d.h. l(a1) ≥ n für alle n ∈ N, was unmöglih ist. Damit ist die Annahme falsh,also A auh quasi-faktoriell. 93



2 Arithmetik in RingenSatz 2.1.7. (Zweite Charakterisiesierung der Faktorialität imNoethershen Fall.)Sei A ein noethersher Integritätsbereih. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) A ist faktoriell.(2) A ist ein ggT-kgV-Ring(3) Prim(A) = Irr(A).Beweis.(1) ⇒ (2): Dies gilt allgemein (auh im niht-noethershen Fall): Sei
a = ε ·

Y
p∈P

pνp(a), b = δ ·
Y
p∈P

pνp(b),dann ist (jeweils bis auf einen Einheitsfaktor)
ggT(a, b) =

Y
p∈P

pmin{νp(a),νp(b)}

kgV(a, b) =
Y
p∈P

pmax{νp(a),νp(b)}(2) ⇒ (3): Dies ist bekannt (ebenfalls auh im niht-noethershen Fall, war ein Lemma).(3) ⇒ (1): Da A noethersh ist, ist A semifaktoriell, und zusammen mit Prim(A) =
Irr(A) folgt shon die Behauptung.Bemerkung. Die Noether-Eigenshaft (bzw. Semifaktorialität) ist für �(3)⇒ (1)� wirklihnotwendig, da z.B. Hol(Ω) ein niht-noethersher (und niht semi-faktorieller, also auhniht faktorieller) ggT-kgV-Ring ist.
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2.1 Faktorielle Ringe, ggT-kgV-Ringe, Bezout-Ringe, et.Satz 2.1.8. (Vollständige Charakterisierung der Hauptidealringe un-ter den faktoriellen Ringen)Sei A ein Integritätsbereih, kein Körper (= niht herzlos). Dann sindfolgende Bedingungen äquivalent:(1) A ist ein Hauptidealring(2) A ist noethersh und jedes Maximalideal ist ein Hauptideal (m ∈
SpecmA⇒ m = (m))(3) A ist faktoriell und jedes Primideal ist ein Hauptideal (p ∈
SpecA⇒ p = (p))(4) A ist faktoriell und dimKrullA = 1 (d.h. Primidealketten maximalerLänge sind von der Form (0) $ p)(5) A ist faktoriell und SpecmA = SpecA \ {(0)}.(6) A ist faktoriell und Bezout-Ring(7) A ist noethersh und Bezout-RingBeweis.(1) ⇔ (7): ist bekannt.(1) ⇒ (2): Klar: Hauptideale sind erst reht endlih erzeugt, und alle Maximalidealesind Hauptideale.(2) ⇒ (3) (a) Ist A noethersh, so erst reht semifaktoriell. Sei q ∈ Irr(A), dann liegt

(q) in einem Maximalideal m = (m) $ A. Es ist q = t·m, und weil q irreduzibelist, ist t ∈ A∗, (q) = (m) ∈ SpecmA ⊆ SpecA, also q ∈ Prim(A). Damit ist
A auh faktoriell.(b) Sei p ∈ SpecA. (Wir müssen zeigen, dass p ein Hauptideal ist.) (0) ist einHauptideal, sei also ohne Beshränkung der Allgemeinheit p 6= (0). Danngibt es ein a ∈ p mit a 6= 0, insbesondere also a ∈ A•, d.h. es gibt eineFaktorisierung (in irreduzible Elemente) a = p1 · . . . · pn ∈ p, und (da p einPrimideal) gibt es ein p = pi ∈ p. Wir haben also die Idealkette (p) ⊆ p ⊆
(m) ∈ Specm, wobei p irreduzibel ist. Damit ist (p) = (m), also p = (m) einHauptideal.(3) ⇒ (1) Sei A faktoriell und jedes Primideal ein Hauptideal, also insbesondere endliherzeugt. Nah Satz 1.3.2 ist A dann noethersh.Angenommen, niht jedes Ideal ist ein Hauptideal, dann ist die Menge

M =

¨
a

����� a $ A ehtes Ideal,
a niht Hauptideal« 95



2 Arithmetik in Ringenniht leer. M besitzt (da A noethersh ist, Satz 1.2.2) ein maximales Element a∗,
a∗ $ m ∈ SpecmA, mit m = (p) ein Hauptideal (daher 6=). Betrahten wir dasQuotientenideal

J := {x ∈ A | x · p ∈ a∗}
= (a∗ : (p)) ⊇ a∗Wir wollen nun zeigen, dass J eht gröÿer ist als a∗.Sei a ∈ a∗ mit minimalem l(a) (Länge der Primfaktorzerlegung � existent, da Afaktoriell). Wir haben

(a) ⊆ a∗ $ (p) = m ∈ Specm,Damit ist a 6∈ Irr(A) (sonst wäre wieder (a) = (p)), also a = b · c mit b 6∈ A∗,
c 6∈ A∗. Wir haben l(a) = l(b) + l(c), insbesondere l(a) > l(b), l(a) > l(c). Da l(a)minimal (für a∗) war, haben wir b, c 6∈ a∗. Dagegen ist a = b · c ∈ (p), mit demPrimideal (p), also b ∈ (p) (b = t · p) oder c ∈ (p) (c = s · p).Es ergibt sih a = t ·p ·c oder a = b ·s ·p, d.h. l(a) = l(t ·c)+1 oder l(a) = l(b ·s)+1,d.h. es ist mindestens t · c 6∈ a∗ oder b · s 6∈ a∗, aber jedenfalls sind diese Produktein J .Wir haben also a∗ $ J , J ist daher ein Hauptideal, J = (a∗ : p) = (d), mit d·p ∈ a∗.Sei nun e ∈ a∗ ⊆ (p) beliebig. Dann ist b = l · p für ein l ∈ A, dabei ist l ∈ J = (d),also l = k · d, d.h. b = k · d · p ∈ (d · p).Wir haben also a∗ ⊆ (d·p) ⊆ a∗, damit ist a∗ = (d·p) selbst ein Hauptideal. Dies istein Widerspruh, die Annahme war also falsh, in A ist jedes Ideal ein Hauptideal,(1) ist erfüllt.(4) ⇒ (5): Gäbe es weitere Primideale p mit (0) 6= p 6∈ SpecmA, so hätten wir ja diePrimidealkette (0) $ p $ m mit einem Maximalideal m, welhes über p liegt, alsoeine Krulldimension von mindestens 2.(5) ⇒ (4): Derartige Primidealketten (aus (0) und einem Maximalideal) gibt es für In-tegritätsbereihe, die keine Körper sind, immer. Längere kann es niht geben, dadann die dazwishenliegenden Primideale weder (0) noh ein Maximalideal sind.(1) ⇔ (4), (5) ⇔ (6): Übungsaufgabe2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenSei A ein faktorieller Ring, A[X] der zugehörige Polynomring.Fragen.(1) Vererbt sih die Faktorialität von A auf A[X]?(2) Wie sieht Spec(A[X]) bzw. Specm(A[X]) aus?96



2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenDe�nition 2.21. Sei F ∈ A[X], n = deg(F ) ≥ 1,
F = a0 + a1 ·X + . . .+ an ·Xn, an 6= 0.Der Inhalt c(F ) sei de�niert durh c(F )

c(F ) := ggT({ai | i ∈ {1, · · · , n} , ai 6= 0}),(eindeutig nur modulo A∗, d.h. ∼). F heiÿt primitives Polynom, falls c(F ) ∼ 1.Lemma. Sei A faktoriell, F,G ∈ A[X]. Dann ist
c(F ·G) = c(F ) · c(G) · η, η ∈ A∗,d.h. c ist ein Halbgruppenhomomorphismus (A[X], ·) → (A�∼, ·).Beweis.Fall 1: F und G seien primitive Polynome, d.h. c(F ) = c(G) = 1. Angenommen, c(F ·

G) 6= 1 (d.h. keine Einheit), dann existiert ein p ∈ Prim(A) mit p|c(F ·G), wobeiaber p niht alle Koe�zienten von F und niht alle von G teilt. Es sei
F = a0 + a1 ·X + . . .+ an ·Xn

G = b0 + b1 ·X + . . .+ bm ·Xm, F ·G = c0 + c1 ·X + . . .+ cm+n ·Xm+nmit an 6= 0, bm 6= 0. Es gibt dann ein i0 ∈ {0, · · · , n} mit p 6 |ai0 und p | ai∀i < i0,und ein j0 ∈ {0, · · · ,m} mit p 6 |bj0 und p | bj∀i < j0. Wegen p|c(F · g) teilt p auhalle cl =
Pl
k=0 ak · bl−k, insbesondere teilt p auh
ci0+j0 =

i0+j0X
ν=0

aν · bi0+j0−ν

= ai0 · bj0 +
X
j<j0

aν · bi0+j0−ν +
X
µ>i0

aµ · bi0 + j0 − µ| {z }
<j0

,wobei hier o�enbar p jeden der in den beiden P vorkommenden Summanden teilt.Damit muss p auh ai0 · bj0 teilen, also (wegen der Prim-Eigenshaft von p) auh
ai0 oder bj0 . Dies ist ein Widerspruh zur Wahl von i0 und j0, damit ist unsereAnnahme falsh, also ist c(F ·G) ebenfalls eine Einheit, also c(F ·G) = c(F ) · c(G).Fall 2: Seien F und G nun beliebige Polynome, dann ist

F = c(F ) · F̃ , F̃ primitiv, gleiher Grad,
G = c(G) · G̃, F̃ primitiv, gleiher Grad,
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2 Arithmetik in Ringenund es ergibt sih
F ·G = c(F ) · c(G) · F̃ · G̃,also

c(F ·G) = c(F ) · c(G) · c(F̃ · G̃)| {z }
=1

= c(F ) · c(G)Satz 2.2.1. Sei A faktorieller Ring. Dann gilt:(1) A[X] ist faktoriell.(2) A[X1, · · · ,Xn] ist faktoriell für alle n ∈ N.Beweis. O�ensihtlih ist (2) eine direkte Folgerung von (1) (vollständige Induktion,
A[X1, · · · ,Xn] = A[X1, · · · ,Xn−1][Xn].) Wir müssen daher nur (1) zeigen.Shritt 1: Bestimmung von Irr(A[X]).(i) Sei P ∈ Irr(A) = Prim(A), dann ist auh P ∈ A[X], deg(P ) = 0, P 6∈

A[X]∗ = A∗. Dann ist die Folge
0 −→ P ·A[X] −֒→ A[X] −−։

�
A�P · A

�| {z }Int-bereih [X]| {z }Int-bereih −→ 0exakt, und somit ist (Homomorphiesatz)
A[X]�P · A[X]

∼= A�P ·A[X]ein Integritätsbereih, also P · A[X] ein Primideal. Wir haben also
Irr(A) ⊆ Irr0(A[X]) ⊆ Irr(A[X]),wobei Irrd(A[X]) die Menge der irreduziblen Polynome vom Grad d be-Irrd(A[X]) zeihne. Umgekehrt: Ist a ∈ Irr0(A[X]) (d.h. a ∈ A und a irreduzibel in A[X]),so ist natürlih auh a ∈ Irr(A), wegen A(X)∗ = A∗.Fazit.
Irr0(A[X]) = Irr(A).(ii) Sei F ∈ Irr(A[X]) mit deg(F ) ≥ 1 (also F ∈ Irrdeg F (A)). Wegen F = c(F ) · F̃mit F̃ primitiv und deg(F̃ ) = deg(F ) ≥ 1, ist dann F̃ 6∈ A[X]∗, also c(F ) ∈

A[X]∗ = A∗, also F = F̃ primitiv.98



2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenBehauptung. Ist K = Q(A) der Quotientenkörper von Amit der zugehörigen Einbettung A[X] →֒ K[X] (K[X] ist einHIR), so ist F ∈ Irr(A[X]) auh irreduzibel in K[X].Genauer: Für d ≥ 1 ist
Irrd(A[X]) = {F ∈ A[X] | c(F ) = 1, F ∈ Irrd(K[X])}Beweis. Sei also F ∈ Irrd(A[X]) mit d ≥ 1. Ist F = P · Q in K[X] (mit

P ·Q ∈ K[X]), so ist
P =

lX
i=0

ai
bi
·Xi(bdf = kgV((bi)

l
i=1), a∗i := ai · bbi ∈ A)

=
1

b
·

lX
i=0

a∗i ·Xi| {z }
∈A[X](a := ggT((ai)

l
i=0) = c

�Pl
i=0 a

∗
i ·Xi

�, a∗∗i :=
a∗i
a )

=
a

b
·

lX
i=0

a∗∗i ·Xi

=
a

b
· P̃ ,wobei P̃ ein primitives Polynom in A[X] ist. Analog erhalten wir

Q =
c

d
· Q̃, Q̃ ∈ A[X] primitiv.Wir haben also
F|{z}primitivin A[X]

=
a · c
b · d · P̃ · Q̃| {z }primitivin A[X]

.

⇒ b · d · F̃ = a · c · P̃ · Q̃
⇒ b · d · c(F )| {z }

∈A∗

= a · c · c(P̃ )| {z }
∈A∗

· c(Q̃)| {z }
∈A∗

a · c
b · d = δ ∈ A∗

⇒ F = δ · P̃ · Q̃, 99



2 Arithmetik in Ringenalso ist (da F irreduzibel in A[X]) P̃ ∈ A[X]∗ oder Q̃ ∈ A[X]∗, d.h. P ∈ K[X]∗oder Q ∈ K[X]∗, also ist F auh irreduzibel in K[X].Umgekehrt: Ist cA(F ) = 1, F ∈ Irr(K[X]), so ist F erst reht irreduzibel in
A[X] (denn jede Zerlegung in A[X] ist auh eine in K[X]).Behauptung. Sei A faktoriell. Dann ist A[X] semifaktoriell.Shritt 2: Beweis. Sei F ∈ A[X]•.1. Fall: degF = 0, d.h. F = a ∈ A•.Da A faktoriell ist, ist a irreduzibel in A (also auh in A[X]), oder a zerfällt in(endlih viele) irreduzible Faktoren, welhe ja auh irreduzibel in A[X] sind.Jedenfalls zerfällt F = a auh in A[X].2. Fall: deg(F ) ≥ 1.Es ist auh F ∈ K[X]• (und K[X] ist HIR), also zerfällt F in K[X], sei etwadort eine Primfaktorzerlegung

F = Qν11 · . . . Qνs
s ,mit Qi ∈ Irr(K[X]), νi = νQi

(F ) für alle i. Dabei ist (nah Shritt 1)
Qi = ai

bi
· Q̃i, mit Q̃i ∈ A[X] primitiv (für alle i). Wir haben also

F =
sY
i=1

�
ai
bi
Q̃i

�νi

=

Qs
i=1 a

νi
iQs

i=1 b
νi
i

·
sY
i=1

Q̃νi
i

⇒ F ·
sY
i=1

bνi
i =

sY
i=1

aνi
i ·

sY
i=1

Q̃νi
iSehen wir uns nun den Inhalt an:

c(F ) ·
sY
i=1

bνi
i =

sY
i=1

aνi
i ·

sY
i=1

c(Q̃νi
i )| {z }

=η∈A∗

⇒ c(F )

η
=

Qs
i=1 a

νi
iQs

i=1 b
νi
i

∈ A

⇒ F =
c(F )

η
·
sY
i=1

Q̃νi
i , Q̃i ∈ Irr(A[X])∀iAuÿerdem: c(F )

η zerfällt (in A) in ein endlihes Produkt q1 ·. . .·qt, qj ∈ Irr(A) =
Irr0(A[X]), wir haben also eine Zerlegung

F = q1 · . . . · qt · Q̃ν11 · . . . ·Qνs
sin irreduzible Elemente. A[X] ist also wirklih semifaktoriell.
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2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenBehauptung.
Irr(A[X]) ⊆ Prim(A[X])Shritt 3: Beweis. Sei F ∈ Irr(A[X]).1. Fall: Ist deg(F ) = 0, dann haben wir
F = p ∈ Prim(A) = Irr(A) = Irr0(A[X]).Dabei gilt
A[X]�(F ) = A[X]�p ·A[X] = A�(p)[X],letzteres ist ein Integritätsbereih, also ist (F ) ∈ Spec(A[X]).2. Fall: Betrahten wir nun deg(F ) ≥ 1, und das Diagramm mit den kanonishenProjektionen

A[X] K[X]

A[X]�F ·A[X]
K[X]�F ·K[X]

j

incl

πA πK

̂Dabei ist ĵ durh j de�niert via ̂(πA(P )) := πK(j(P )), das Diagramm ist alsokommutativ (weil F ·A[X] ⊆ F ·K[X]). Betrahten wir nun ̂ genauer: Es ist
ker(̂) =

�
P | P ∈ A[X], P = F ·Q,Q ∈ K[X]

©Das heiÿt, ker(̂) = (0), falls
F ·K[X] ∩A[X] ⊆ F ·A[X]gilt. (Die andere Inklusion gilt sowieso.) Sei also G ∈ F · K[X] ∩ A[X], d.h.

G = F · Q, Q ∈ K[X], und nah obiger Betrahtung Q = a
b · Q̃, Q̃ ∈ A[X]primitiv. Es ist also

b ·G = a · F · Q̃ (in A[X])
⇒ b · c(G) = a · c(F ) · c(Q) (in A�∼)
⇒ c(G) · b = aDamit ist b|a, und a
b ∈ A, ab ∼ c(G) (ab = η · c(G), η ∈ A∗), und

G = F · c(G) · η| {z }
∈A

· Q̃|{z}
∈A[X]| {z }

∈A[X]

⇒ G ∈ F ·A[X]. 101



2 Arithmetik in RingenDas heiÿt, ker(̂) = (0), also ist ̂ ebenfalls injektiv. Also ist
A[X]�F · A[X] eingebettet in K[X]�F ·K[X],wobei F ·K[X] ein Primideal (sogar Maximalideal) im Hauptidealring K[X]ist, d.h. K[X]�F ·K[X] ist ein Integritätsbereih, und A[X]�F ·A[X] ist alsUnterring davon ebenfalls ein Integritätsbereih, also ist F ·A[X] ein Primidealin A[X], d.h. F ein Primelement.Ahtung. Faktorialität vererbt sih niht auf Faktorringe.Beispiel 2.2.1. Der Ring Z[X] ist faktoriell, aber
Z[X]�(X2 + 5)

∼= Z⊕
√
−5 · Z ∼= Z[

√
−5]ist niht faktoriell, da z.B. 2 zwar irreduzibel, aber niht prim ist (es ist 2 · 3 = 6 =

(1 +
√
−5)(1−

√
−5)).Beispiel 2.2.2. Ist K ein Körper, so ist K[X,Y ] faktoriell (aber kein Hauptidealring),und der Faktorring

K[X,Y ]�(Y 2 −X3)ist Integritätsbereih, niht faktoriell, da Y irreduzibel, aber niht prim ist (Y 2
= X

3).Anwendung: Prim- und Maximalideale in Polynomringen A[X] überHauptidealringen ASei A ein Hauptidealring (z.B. A = Z oder A = K[X], K ein Körper).Frage. Wie sieht SpecA bzw. SpecmA aus? Sind diese eventuell explizit bestimmbar?
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2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenSatz 2.2.2. Sei A ein Hauptidealring (kein Körper!), A[X] sein Po-lynomring in einer Variable. Dann gilt:(1)
Spec(A[X]) = {(0)} ∪ {(f) | f irreduzibel in A[X]}∪

∪
n
(p, f)

��� p ∈ Irr(A), [f ]p ∈ Irr
�
A�(p)[X]

�o(2) Die Ideale (p, f) mit p ∈ Irr(A), [f ] ∈ Irr
�
A�(p)[X]

� sind stetsMaximalideale. Enthält A unendlih viele Primideale, so ist sogar
Specm(A[X]) =

n
(p, f)

��� p ∈ Irr(A), [f ]p ∈ Irr
�
A�(p)[X]

�o(3) Ist A ein unendliher Hauptidealring mit endliher Einheitengrup-pe, so hat A unendlihe viele Primideale und daher gilt
Specm(A[X]) =

n
(p, f)

��� p ∈ Irr(A), [f ]p ∈ Irr
�
A�(p)[X]

�oBeweis.(1) • Es ist A[X] ein Integritätsbereih (sogar faktorieller Ring) und damit (0) ∈
Spec(A[X]).

• Wegen Irr(A) = Prim(A) sind alle weiteren primen Hauptideale durh durhirreduzible Elemente gegeben (das sind entweder irreduzible Elemente aus A,oder primitive Polynome, wie im Beweis für Satz 2.2.1 betrahtet), und allesolhen erzeugen auh prime Hauptideale.
• Sei p ∈ Spec(A[X]) ein Primideal, welhes kein Hauptideal ist. Wegen p 6= (0)gibt es ein f ∈ p \ {0}, und es ist (aufgrund der Faktorialität) f entwederirreduzibel ist oder zerlegbar in irreduzible Faktoren. Da p prim ist, existiertmindestens ein g ∈ p mit g ∈ Irr(A[X]) (ein Primfaktor von f). Da p keinHauptideal war, ist (g) $ p, und es gibt ein ϕ ∈ p \ (g), mit ϕ 6∈ (A[X])∗,ebenso ϕ 6∼ g. Auh ϕ hat nun Primfaktoren, und daher

∃g ∈ p,∃h ∈ p, g 6∼ h, beide irreduzibel.Behauptung. p ∩A 6= (0).Beweis. Ist g oder h vom Grad 0, also g ∈ A oder h ∈ A, so ist die Behauptunggezeigt.Andernfalls ist deg(g) ≥ 1 und deg(h) ≥ 1, also beides primitive Polynomein A[X]. Bezeihnen wir nun mit K := Q(A) den Quotientenkörper von A undbetrahten wieder die kanonishe Inklusion der Polynomringe, so haben wir auh103



2 Arithmetik in Ringen
g 6∼ h in K[X]. (Sonst wäre g = a

b ·h, also b · g = a ·h, und Anwenden von c(...)ergibt b ∼ a (in A), also g ∼ h in A∗.)Da K[X] ein Hauptidealring ist, haben wir P,Q ∈ K[X] mit P · g +Q · h = 1,wobei sih (wie üblih) P und Q als P = a
b P̃ , Q = c

d · Q̃ mit P̃ , Q̃ ∈ A[X]primitiv, darstellen lassen. Es ist also
a

b
· P̃ · g +

c

d
· Q̃ · h = 1,also b · g|{z}

∈A

∈ (g, h) ⊆ p, insbesondere p ∩A 6= (0).Wir haben also p ∩A 6= (0), das heiÿt, es ist p ∩A = (p) ∈ SpecA, p ∈ Irr(A).Betrahten wir nun die Reduktion modulo p,
A[X]

π−−−։ A�(p)[X]

rX
i=0

aiX
i 7−→

rX
i=0

aiX
i.Dies ist ein Epimorphismus mit ker(π) = p · A[X] ⊆ p, deswegen ist π(p)wieder ein Primideal im �reduziertem� Ring. Es ist A�(p)[X] ein Hauptidealring(weil A�(p) ein Körper ist), also haben wir π(p) = (π(f)) mit einem f ∈ p,

π(f) = f ∈ Irr(A�(p)[X]).Es gilt also für alle ϕ ∈ p:
π(ϕ) = ϕ

= γ · f ∈ A�(p)[X],

⇒ ϕ = f · γ + p · ψ,mit γ, ψ ∈ A[X] geeignet. Es ist also ϕ ∈ (p, f), d.h. p ⊆ (p, f), und wegen
p ∈ p und f ∈ p ist sogar p = (p, f).Fazit. Alle p ∈ Spec(A[X]) sind, falls niht Hauptideale, von der Form
p = (p, f) mit p ∈ Irr(A), (p) = p∩A, f ∈ A[X], deg f ≥ 1, f ∈ Irr

�
A�(p)[X]

�.Umgekehrt: Ist p ∈ Irr(A) und f ∈ Irr(A�(p)[X]), so ist
A[X]�(p, f)

∼=

�
A�(p)| {z }Körper[X]

�
�(f)| {z }Körper ,also (p, f) ebenfalls ein Maximalideal, also erst reht ein Primideal.104



2.2 Polynomringe über faktoriellen Ringen(2) (p, f) ∈ Specm(A[X]) ist shon gezeigt. Ist Irr(A)�∼ unendlih, d.h. SpecA unend-lih, so gilt für alle f ∈ Irr(A[X]) mit deg(f) ≥ 1: (f) $ (p, f) für alle p ∈ Irr(A),
(p, f) $ A[X] für mindestens ein p, da sonst p 6 |an für alle p ∈ Irr(A) (an 6= 0 derLeitkoe�zient von f), was ein Widerspruh ist. Damit sind alle Maximalideale vonder Form (f, p), und wir haben wirklih

Specm(A[X]) =
n
(p, f)

��� p ∈ Irr(A), [f ]p ∈ Irr
�
A�(p)[X]

�o
.(3) Dies folgt aus einer Übungsaufgabe (Serie 8) mit (2).Fazit. Ist A ein Hauptidealring und Spec(A) (bzw. Irr(A)�∼) unend-lih, so hat man in A folgende aufsteigende Primidealketten maximalerLänge:

(0) $ (f) $ (q, g)mit f ∈ Irr(A[X]), f = p ∈ Irr(A) für deg f = 0 oder deg f ≥ 1(f 6∈ A), f primitives Polynom.Fazit. Ist A ein Hauptidealring, so ist
dimKrullA[X] = 2 = 1 + dimKrullA.Beispiel 2.2.3. Wie sieht Spec(Z[X]) aus?Es ist

Spec(Z[X]) = Spec(Z) ∪ {(f) | f ∈ Z[X],deg f ≥ 1, c(f) = 1, f ∈ Irr(Q[X])} ∪
∪
n
(p, f)

��� p ∈ Prim(Z), p > 0, f ∈ Irr
�
Z�pZ[X]

�oBeispiel 2.2.4. Sei K Körper, K[X,Y ] = K[X][Y ] = K[Y ][X] der Polynomring in zweiVariablen. Dann ist
Spec(K[X,Y ]) = {(0)}∪

∪ {(f(X)) | f(X) ∈ Irr(K[X])} ∪
∪ {(f(X,Y )) | degY (f(X,Y )) ≥ 1, f(X,Y ) ∈ Irr(K[X,Y ])}∪

∪

8<:(f(X), g(X,Y ))

������ f(X) ∈ Irr(K[X]),

g(X,Y ) ∈ Irr
�
K[X]�(f(X))[Y ]

�9=;| {z }
=Specm(K[X,Y ])Beispiel 2.2.5. Sei nun K = K ein algebraish abgeshlossener Körper (z.B. K = C).Wir betrahten wieder K[X,Y ]. Dann folgt aus Beispiel 2.2.4:

Specm(K[X,Y ]) =
n
(X − a, g(X,Y ))

��� a ∈ K, g(X,Y ) ∈ Irr
�
K[X]�(X − a)[Y ]

�o
,wobei g(X,Y ) = g̃(Y ) in K[X]�(X − a)[Y ], mit g̃(Y ) ∈ Irr(K[X]�(X − a)[Y ]) =

Irr(K[Y ]). Daher ist g̃(Y ) = Y − b mit b ∈ K. 105



2 Arithmetik in RingenFazit.
Specm(K[X,Y ]) =

�
(X − a,X − b) | (a, b) ∈ K2

©Satz 2.2.3. (Hilberts Nullstellensatz in Dimension 2)Sei K ein algebraish abgeshlossener Körper, K[X,Y ] der Polynom-ring. Dann ist das folgende Dreieksdiagramm kommutativ und enthältlauter Bijektionen:
A2
K = K2 Specm(K[X,Y ])

Homk-Alg(K[X,Y ],K),

ΘSpec

ΘHom

ker

wobei ΘSpec(a, b) := (X − a, Y − b) und ΘHom(a, b) := ε(a,b), mit
ε(a,b) : K[X,Y ]→ K

P (X,Y ) 7→ P (a, b)Beweis.(1) ΘSpec ist bekanntlih wohlde�niert und surjektiv. Es ist auh injektiv: Ist (X−a, Y −
b) = (X − a′, Y − b′), so ist a = a′ und b = b′.(2) ΘHom ist sowieso bijektiv, da es genügt, die Funktionswerte von Erzeugenden zukennen.(3) Für die Kommutativität müssen wir ker(ΘHom(a, b)) = (X − a,X − b) zeigen.Sei P (X,Y ) ∈ K[X,Y ] mit ΘHom(a, b)(P ) = 0, d.h. P (a, b) = 0. Dann können wirden alten Trik anwenden: P (X,Y ) = Q(X,Y ) · (X − a) + S(Y ) (mit geeigneten Qund S), also S(b) = 0, S(Y ) = (Y − b) · S̃. Damit ist P ∈ (X − a, Y − b), und also
ker(θHom(a, b)) ⊆ (X − a,X − b). Die umgekehrte Inklusion gilt sowieso.(4) Damit muss auh ker bijektiv sein, denn ker = ΘSpec ◦Θ−1

Hom.
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2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenSatz 2.2.4. (Irreduzibilitätskriterium von Gotthold Eisenstein)Sei A ein faktorieller Ring, A[X] der Polynomring, F = an ·Xn + . . .+
a0 ∈ A[X] mit n ≥ 1, an 6= 0, Q(A) der Quotientenkörper mit seinemPolynomring Q(A)[X]. Ist dann p ∈ Irr(A) mit(1) p 6 |an,(2) p|ai∀i < n(3) p2 6 |a0,so ist F irreduzibel in Q(A)[X]. Ist überdies auh noh c(F ) = 1, soist F irreduzibel in A[X].Beweis. Sei p ∈ Irr(A) mit (1), (2) und (3). Angenommen, F ist niht irreduzibel in

Q(A)[F ]. Dann lässt sih F in Q(A)[X] zerlegen in F = P · Q, mit 1 ≤ degQ < n und
1 ≤ degP < n. P und Q lassen sih wie üblih mit primitiven Polynomen shreiben:

F =
�
a

b
· P̃
�
·
�
c

d
· Q̃
�
, Q̃, P̃ ∈ A[X] primitiv, deg < n.

⇒ b · d · F = a · c · P̃ ·Q
⇒ b · d · c(F ) ∼ a · c in A

⇒ F ∼ c(F ) · P̃ · Q̃ in A[X]

⇒ F = G ·H in A[X], 1 ≤ degG < n, 1 ≤ degH < nBetrahte nun die kanonishe Projektion
A

π−−−։ A�(p)und den induzierten Epimorphismus der Polynomringe
A[X]

π̂−−−։ A�(p)[X].Dann haben wir
F = π̂(F ) = π̂(G) · π̂(H)Dabei war ja F = an · Xn + . . . + a0, mit p|a0, · · · , p|an−1, p 6 |an, also (modulo p)

F = an · Xn (mit an 6= 0). Es ist also an · Xn = G · H in A�(p)[X] (das ist eventuellniht faktoriell), also auh in Q(A�(p))[X] (das ist siher faktoriell, sogar HIR), und Xist irreduzibel � also haben wir X|G und X|H in Q(A�(p))[X] (aus Gradgründen kommt
Xn|G oder Xn|H niht in Frage). Das heiÿt, für G = b0 + . . . + br · Xr (mit r ≥ 1)und H = c0 + . . . + cn−r · Xn−r (n − r ≥ 1) gilt: p|b0 und p|c0 also p2|b0 · c0 = a0, imWiderspruh zur Voraussetzung.Die Annahme ist also falsh, F ist wirklih irreduzibel in Q(A)[X]. 107



2 Arithmetik in RingenBeispiel 2.2.6. Wir betrahten A = Z, p ∈ Prim(Z), p > 0,
F := Xp−1 +Xp−2 + . . . +X + 1 ∈ Z[X].Es ist c(F ) = 1.Wir haben den Ringisomorphismus

σ : Z[X] −̃→ Z[X]

P (X) 7−→ P (X + 1)

Q(X − 1)←−[ Q(X)und betrahten seine Anwendung auf F :
(X − 1) · F (X) = Xp − 1

⇒ X · F (X + 1) = σ((X − 1) · F (X))

= σ(Xp − 1)

= (X + 1)p − 1

=

�
p

p

�| {z }
=1

Xp +

�
p

p− 1

�
Xp−1 + . . .+

�
p

1

�
X +

�
p

0

�
·X0 − 1| {z }
=0

,

X · F (X + 1) = X ·
�
Xp−1 +

�
p

p− 1

�
·Xp−2 + . . .+

�
p

2

�
·X +

�
p

1

��
⇒ F (X + 1) = Xp−1 +

�
p

p− 1

�
·Xp−2 + . . .+

�
p

2

�
·X +

�
p

1

�| {z }
=pund p|�pi� für 1 ≤ i ≤ p− 1 (bei primem p), also ist modulo p:

F (X + 1) = Xp−1.Daher liefert 2.2.4, dass F (X + 1) = σ(F ) irreduzibel (in Q[X] und Z[X]) ist, und da σein Isomorphismus ist, ist auh F irreduzibel in Z[X].De�nition 2.22. Das eben betrahtete Polynom
Φp(X) := Xp−1 + . . .+X + 1 ∈ Z[X]heiÿt auh p-tes Kreisteilungspolynom.Zur Illustration (und Erklärung des Namens): Es ist

Xp − 1 = (X − 1) · Φp(X)und die Nullstellen von Xp − 1 (in C) sind gerade die p-ten Einheitswurzeln
1, ξp = e

2πi
p , ξ2p , · · · , ξp−1

p , ξpp = 1.Den von ξp erzeugten Körper Q(ξp) ⊆ C, mit Q(ξp) ∼= Q[X]�(Φp(X)) nennen wir den
p-ten Kreisteilungskörper in C.108



2.2 Polynomringe über faktoriellen RingenBeispiel 2.2.7. Sei A faktoriell, P ⊆ Prim(A) ein Repräsentantensystem der Primzahlen(modulo∼), a ∈ A, n ∈ N, F := Xn−a ∈ A[X], a = ε·pν11 ·. . .·pνs
s die Primfaktorzerlegungvon a (mit pi ∈ P, ε ∈ A∗.)Frage. Wann ist F ∈ A[X] irreduzibel?Behauptung. Ist νp(a) = 1 für mindestens ein p ∈ P, so ist Xn−a ∈

Irr(A[X]).Beweis. Wieder mit Eisenstein: Es ist p|0, p|a, p2 6 |a und p 6 |1, und daher ist Xn − airreduzibel in A[X].Beispiel 2.2.8. Sei K Körper, λ ∈ K \ {0, 1}, und
F := Y 2 −X · (X − 1) · (X − λ) ∈ K[X,Y ].

V (F ) $ K2 ist eine ebene algebraishe Kurve vom Grad 3 und heiÿt eine Weierstraÿ-Kubik. 1

−1

−2

1−1−2

λ = −1(Bei Beispiel 6.1.3 auf Seite 224 sind noh mehr Bilder, auh für λ ∈ {0, 1}.)Frage. Ist F = Y 2 −X · (X − 1) · (X − λ) irreduzibel in K[X]?Wir setzen dazu A := K[X] (ist faktoriell) und haben A[Y ] = K[X][Y ] = K[X,Y ],
F = 1 · Y 2 + 0 · Y −X · (X − 1) · (X − λ) · Y 0.

X ist in A irreduzibel, teilt (auÿer dem Leitkoe�zienten 1) alle Koe�zienten von F (in
A[Y ] betrahtet), und X2 6 |X · (X − 1) · (X − λ) (für λ 6= 01), und nah Eisenstein istalso F irreduzibel in K[X,Y ].Satz 2.2.5. (Kriterium �Reduktion modulo Primideal�)Sei A ein faktorieller Ring, F =

Pn
i=1 ai ·Xi ∈ A[X], und p ∈ SpecAein Primideal mit folgenden Eigenshaften:(1) an 6∈ p(2) F ∈ Irr

�
A�p[X]

� oder F ∈ Irr
�
Q(A�p)[X]

�.Dann ist F irreduzibel in Q(A)[X]. Ist c(F ) = 1, so ist F auh irredu-zibel in A[X].Ahtung. Dies ist wieder nur ein hinreihendes (niht notwendiges) Kriterium, Gegenbei-spiele gibt eine Übungsaufgabe.1Für λ = 0 kann man die gleihe Argumentation mit X − 1 führen, was ja ebenfalls irreduzibel ist.109



2 Arithmetik in RingenBeweis. Sei F ∈ A[X] wie oben, p ∈ SpecA mit (1) und (2).Nehmen wir an, F wäre niht irreduzibel in Q(A)[X]. Wir haben dann F = P · Q in
Q(A)[X], und daher (analog zum vorherigen Satz) auh F = G · H, G,H ∈ A[X], mit
1 ≤ degG < n und 1 ≤ degH < n, etwa G = br ·Xr+ . . .+b0, H = cn−r ·Xn−r+ . . .+c0.Nun reduzieren wir modulo p. Die Abbildungsfolge

A[X]
π̂−−−։ A�p[X]

i−֒→ Q(A�p)[X]liefert F = G · H in A�p[X] und auh in Q(A�p)[X]. Da F (nah (2)) irreduzibel ist,haben wir also G ∈
�
Q(A�p)[X]

�∗ oder H ∈ �Q(A�p)[X]
�∗, insbesondere muss also

br ∈ p oder cn−r ∈ p sein, also br · cn−r = an ∈ p, im Widerspruh zu (1).Beispiel 2.2.9. Wir betrahten
F = X2 + Y 2 + 1 ∈ R[X,Y ] = R[X][Y ]und wählen p := (X) ∈ Spec(R[X]). Es ist 1 6∈ (X), und
F = Y 2 + 1 ∈ R[X]�(X)[Y ] = R[Y ],das ist irreduzibel in R[Y ], also ist auh F irreduuzibel in R[X,Y ].Beispiel 2.2.10. Betrahte A = Z, F = X3 +426X2 +2433X−67691 ∈ Z[X]. Reduktionmodulo 2 ergibt F = X3 + X + 1 ∈ Z�2Z[X], und das ist irreduzibel in Z�2Z[X], daes keine Nullstellen hat (und mindestens einer der Faktoren Grad 1, also eine Nullstelle,hätte). Nah Satz 2.2.5 ist also auh F irreduzibel in Z[X] (denn c(F ) ist o�ensihtlih

1).
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3 Lokale und globale Algebra
3.1 LokalisierungSei A ein (wie immer kommutativer und unitärer) Ring, S $ A ein multiplikativ abge-shlossenes System.Erinnerung. Eine Teilmenge S eines Rings A heiÿt multiplikativ abgeshlossenesSystem (m. a. S. ), falls(i) 0 6∈ S(ii) 1 ∈ S(iii) ∀a, b ∈ S2 : a · b ∈ SErinnerung. Ist S ein m. a. S., so ist S

S := {a ∈ A | ∃b ∈ A : a · b ∈ S}ebenfalls ein m. a. S., es ist S ⊆ S und a · b ∈ S ⇔ a ∈ S ∧ b ∈ S.Erinnerung. Ein m. a. S. heiÿt saturiert, falls
∀a, b ∈ A2 : a · b ∈ S ⇔ a ∈ S ∧ b ∈ SErinnerung. Es gilt sogar:(a) S ist stets saturiert.(b) Ist S saturiert, so ist S = S.()

S =
\
S⊆T

T saturiert T = A \
[

p∈SpecA
p∩S=∅

p

S heiÿt die Saturierung von S in A.De�nition 3.1. Sei (A,S) Ring mit m. a. S.. Dann de�nieren wir die Relation ∼ auf ∼
A× S durh

∀(a, s), (b, t) ∈ A× S : (a, s) ∼ (b, t)⇐⇒ ∃v ∈ S : v · (a · t− b · s) = 0 111



3 Lokale und globale AlgebraBemerkung. ∼ ist eine Äquivalenzrelation auf A× S.De�nition 3.2. Die Faktormenge bezeihnen wir mitAS

S−1A AS := S−1 ·A := A× S�∼,und bezeihnen die Elemente davon mita

s

∀(a, s) ∈ A× S :
a

s
:= [(a, s)]∼.Bemerkung. Damit haben wir

a

s
=
b

t
⇐⇒ ∃v ∈ S : v · (a · t− b · s) = 0.Bemerkung. Auf AS existiert eine natürlihe (kanonishe) Ringstruktur durh·

+ + : AS ×AS −→ AS�
a

s
,
b

t

�
7−→ t · a+ b · s

s · t
· : AS ×AS −→ AS�

a

s
,
b

t

�
7−→ a · b

s · tDie Wohlde�niertheit von + und · folgt unmittelbar aus der De�nition von ∼, und esergibt sih auh wirklih eine Ringstruktur.De�nition 3.3. (AS ,+, ·) heiÿt der Lokalisierungsring von A bezüglih des m. a. S.(AS ,+, ·)
S (bzw. die Lokalisierung von A nah S).Bemerkung. AS ist wieder kommutativ und unitär, weil A dies war. Ist A ein Integri-tätsbereih, so auh AS .Beispiel 3.1.1. Sei f 6∈ Nil(A), und Sf := {fn | n ∈ N0} =

�
1, f, f2, f3, · · ·

© (i.a. nihtsaturiert). Dann haben wirAf

Af = ASf
=

�
a

fn

���� a ∈ A,n ∈ N0

�(Für A = Z und n = 10 ist das z.B. die Menge der (endlihen) Dezimalbrühe.)Beispiel 3.1.2. Sei p ∈ SpecA, Sp := A \ p ist dann saturiert. Dann haben wir
Ap := ASp = AA\p =

§
a

s

���� a ∈ A, s ∈ A \ p

ª
.Beispiel 3.1.3. Wählen wir S = NNT(A) (dies ist ein saturiertes m. a. S.), so erhaltenwir den vollen Quotientenring ANNT(A).(Für Integritätsbereihe ist NNT(A) = A \ {0}, also ANNT(A) = Q(A) der Quotienten-körper von A.)112



3.1 LokalisierungBeispiel 3.1.4. Ist {pi | i ∈ I} Familie von Primidealen in A, so haben wir S = A\Si∈I pi(m. a. S., i.a. niht saturiert), und damit auh AS .Beispiel 3.1.5. Sei a $ A ein ehtes Ideal, dann haben wir
S := 1 + a = {1 + a | a ∈ a} .Dies ist ein m. a. S., i.a. niht saturiert. Dies ergibt den Lokalisierungsring
A1+a =

§
a

1 + c

���� a ∈ A, c ∈ a

ª
.Ahtung. Ist a = p ein Primideal, so hat man Ap = AA\p und A1+p, aber es ist Ap 6= A1+p.Bemerkung. Man kann auh auf die Vorraussetzung 0 6∈ S bei der De�nition m. a. S.verzihten (manhe Autoren tun dies). Aber dann bekommt man für 0 ∈ S:

a

s
=
b

t
∀(a, s), (b, t) ∈ A× S,weil ja 0 · (a · t− b · s) = 0 ist, wir haben also AS =

�
0
1

©
=
�

1
1

© als einelementigen Ring
(0), und den wollen wir niht betrahten.Der kanonishe Homomorphismus iS : A→ AS für ein m. a. S. S $ ASei A ein Ring, S ⊆ A ein m. a. S., AS =

�
a
s

�� a ∈ A, s ∈ S© die Lokalisierung von A nahS.De�nition 3.4. Die Abbildung iS

iS : A −→ AS

a 7−→ iS(a) :=
a

1heiÿt kanonisher Homomorphismus von A nah AS.Bemerkung. iS ist wirklih ein (unitärer) Ringhomomorphismus:
iS(a+ b) =

a+ b

1

=
a

1
+
b

1
= iS(a) + iS(b)

iS(a · b) =
a · b
1

=
a

1
· b
1

= iS(a) · iS(b)

iS(1) =
1

1
= 1AS 113



3 Lokale und globale AlgebraBemerkung 1.(1) iS ist im allgemeinen weder injektiv noh surjektiv.(2) iS ist injektiv ⇔ S ⊆ NNT(A).(3) iS ist bijektiv ⇔ S ⊆ A∗.(4) Ist A ein Integritätsbereih, so ist iS für alle m. a. S. S eine Injektion(Ringeinbettung).Beweis. Es ist
ker(iS) =

§
a ∈ A

���� iS(a) =
0

1

ª
=
§
a ∈ A

���� a1 =
0

1

ª
= {a ∈ A | ∃v ∈ S : v · a = 0}und daher haben wir

ker(is) 6= (0)⇔ ∃a ∈ A, a 6= 0,∃v ∈ S : v · a = 0

⇔ ∃v ∈ NT(A) ∩ S
⇔ S * NNT(A),und damit haben wir (2).Ist iS bijektiv, so ist iS insbesondere surjektiv, und daher auh ∀1

s ∈ AS auh 1
s = b

1für ein b ∈ A, d.h. ∃v ∈ S, b ∈ A mit v · (1 · 1− b · s) = 0, also v = v · b · s. Wegen
S ⊆ NNT(A) ist 1 = b · s, also s ∈ A∗.Die Umkehrung ist klar: Ist S ⊆ A∗, so ist insbesondere auh S ⊆ NNT(A), also iSinjektiv. Auÿerdem ist für alle a

s ∈ AS , s ∈ A∗, shon
a

s
=
a · s−1

s · s−1

=
a · s−1

1

= iS(a · s−1),also iS auh surjektiv. Damit haben wir (3).(4) ist o�enbar eine Folgerung aus (2),(1) ist klar, denn es lassen sih Ringe A (mit passendem S) �nden, in denen niht
S ⊆ NNT(A) ist.
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3.1 LokalisierungSatz 3.1.1. (Universaleigenshaft von Lokalisierungsringen)Seien A und S gegeben (A Ring, S ein m. a. S. in A), f : A → B einunitärer Ringhomomorphismus mit f(S) ⊆ B∗.(1) Dann gibt es eine eindeutige Faktorisierung f̂ : AS → B, f̂ ∈
HomU-Ringe(AS , B) mit f̂ ◦ iS = f :

A B

	

AS

f

iS
∃!f̂(2) Hat g ∈ HomU-Ringe(A,C) diese Universaleigenshaft (d.h. für alle

f ∈ HomU-Ringe(A,B) mit f(S) ⊆ B∗ existiert genau ein f̃ ∈
HomU-Ringe(C,B)), so ist C ∼= AS .Korollar. Ist S ⊆ NNT(A) (d.h. iS eine Ringeinbettung), so ist ASder kleinste �Oberring� von A, in dem alle Elemente von S Einheitensind.Beweis des Satzes.(1) Eindeutigkeit: Wenn ein solhes f̂ existiert mit f̂ ◦ iS = f , so muss für a ∈ A gelten:

f(a) = (f̂ ◦ iS)(a) = f̂
�
a

1

�
,also für alle (a, s) ∈ A× S:

f(a) = f̂
�
a

1

�
= f̂

�
a

s
· s
1

�
= f̂

�
a

s

�
· f̂
�
s

1

�
= f̂

�
a

s

�
· f(s)Nun ist ja nah Voraussetzung f(s) ∈ B∗, also haben wir

f(a) · f(s) = f̂
�
a

s

�Das heiÿt, f̂(as ) ist durh a und s eindeutig bestimmt. 115



3 Lokale und globale AlgebraExistenz: Wir de�nieren nun
f̂ : AS −→ B

a

s
7−→ f(a) · f(b)−1.(a) f̂ ist so wohlde�niert: Ist a

s = a′
b′ ∈ AS , so

∃v ∈ S : v · (a · s′ − a′ · s) = 0

⇒ f(v) ·
�
f(a) · f(s′)− f(a′) · f(s)

�
= 0

f(v)∈B∗
=====⇒ f(a) · f(s′)− f(a′) · f(s) = 0

⇒ f(a) · f(s′) = f(a′) · f(s)

⇒ f(a) · f(s)−1 = f(a′) · f(s′)−1

⇒ f̂
�
a

b

�
= f̂

�
a′

b′

�(b) Ebenso zeigt man mittels der De�nitionen von + und · in AS , derHomomorphismus-Eigenshaft von f und f(S) ⊆ B, dass f̂ ein Ringho-momorphismus ist.() Es ist f̂ ◦ iS(a) = f̂
�
a
1

�
= f(a) · f(1)−1 = f(a), also f̂ ◦ iS = f .(2) folgt aus (1) wegen der Universaleigenshaft und îd = id.Satz 3.1.2. Sei (A,S) gegeben (wie üblih) mit iS : A→ AS . Danngilt(1) iS ist injektiv ⇔ S ⊆ NNT(A).(2) A∗

S =
�
a
s

��� a ∈ S, s ∈ S©, wobei S die Saturierung von S ist. Ist
S = S, so ist A∗

S =
�
a
s

��a ∈ S, s ∈ S©.(3) AS und AS sind kanonish isomorph.Beweis.(1) Siehe oben.(2) Ist a
s ∈ A∗

S , so
∃b
t
∈ AS :

1

1
=
a

s
· b
t

⇒ ∃(b, t, v) ∈ A× S × S : 0 = v · (a · b · 1− s · t · 1)116



3.1 Lokalisierung
⇒ ∃(b, t, v) ∈ A× S × S : v · b|{z}

∈A
· a = v · s · t ∈ S

⇒ ∃c ∈ A : c · a ∈ S
⇒ a ∈ S

⇒ a

s
∈
�
d

w

���� d ∈ S,w ∈ S�Umgekehrt: Ist a
s ∈ AS mit a ∈ S, so existiert ein d ∈ A mit d · a ∈ S, und damit ist

a

s
· s · d
d · a =

1

1
= 1,also a

s ∈ A∗
S .(3) Betrahte S ⊆ S $ A, und die Einbettungsabbildung A i

S−−→ AS . Dann ist iS(s) =
s
1 ∈ A∗

S
für alle s ∈ S ⊆ S, also faktorisiert nah Satz 3.1.1 iS wie folgt:

A AS

	

AS

i
S

iS Òi
S

,mit biS �as� = iS(a) · iS(s)−1

=
a

1
·
�
s

1

�−1

=
a

s
∈ ASBehauptung. ÒiS ist ein Isomorphismus.Beweis.(i) Ein Homomorphismus ist ÒiS ja sowieso.(ii) Sei as ∈ AS mit s ∈ S. Dann ∃c ∈ A mit c · s ∈ S, also haben wir

a

b
=
a · c
s · c =

Ôa · c
s · c ,also ist ÒiS surjektiv.
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3 Lokale und globale Algebra(iii) Sei as ∈ AS mit ÒiS �as� =
0

1
in AS

⇒ ∃w ∈ S : w · a = 0 in ADabei ∃y ∈ A mit y · w ∈ S.
⇒ ∃w ∈ S,∃y ∈ A : y · w| {z }

∈S

· a = 0 in A
⇒ a

s
=

0

1
in ASVergleihende Idealtheorie in A und AS (Erste Stufe desLokal-Global-Prinzips)Erinnerung. Sei f : A → B unitärer Ringhomomorphismus, a ⊆ A Ideal, b ⊆ B Ideal.Dann nennen wiraext

aext := Ideal(f(a)) ⊆ B

=

(
rX
i=1

bi · f(ai)

����� r ∈ N, bi ∈ B, ai ∈ a

)die Extension (oder das Extensionsideal) von a, und
bont := f−1(b)

= {a ∈ A | f(a) ∈ b}die Kontraktion (oder das Kontraktionsideal) von b.bont Bemerkung 1. Es gilt hier immer
(aext)ont ⊇ a,die Gleihheit gilt i.a. niht.Beweis.

a ∈ a

⇒ f(a) = 1 · f(a), mit a ∈ a

⇒ f(a) =
rX
i=1

bi · f(ai) mit bi ∈ B, ai ∈ a

⇒ f(a) ∈ aext
⇒ a ∈ (aext)ont118



3.1 LokalisierungZur Niht-Gleihheit betrahte das folgende Beispiel.Beispiel 3.1.6. Sei A ein Integritätsbereih (niht Körper), B = Q(A) = ANNT(A) seinQuotientenkörper und f : A →֒ Q(A) die kanonishe Einbettung. Ist (0) 6= a $ A Ideal,so gilt für alle a ∈ a \ {0}:
f(a) ∈ Q(A) \ {0}

⇒ f(a) ∈ Q(A)∗

⇒ f(a) enthält Einheiten
⇒ aext = Q(A)

⇒ (aext)ont = f−1(Q(A))

= A 6= aBemerkung 2. Für alle Ideale b ⊆ B gilt
(bont)ext ⊆ b,auh hier besteht im Allgemeinen keine Gleihheit.Beweis.

b ∈ (bont)ext
⇒ b =

rX
i=1

bi · f(ai) mit ai ∈ bont
⇒ b =

rX
i=1

bi · bi mit bi = f(ai) ∈ b

⇒ b ∈ bBeispiel 3.1.7. Betrahte die Einbettung A f−֒→ A[X] von A in seinen Polynomring, unddas Ideal
b := (X) = X ·A[X]Dann ist

bont = {a ∈ A | f(A) ∈ (X)}
= (0),

⇒ (bont)ext = (0)Diese Begri�e wenden wir nun auf den speziellen Homomorphismus iS : A→ AS an.119



3 Lokale und globale Algebra(1) Sei A ⊆ AS ein Ideal und f := iS : A→ AS betrahtet. Dann ist
Aont = i−1

S (A)

= {a ∈ A | iS(a) ∈ A}

=
§
a ∈ A

���� a1 ∈ A

ªIst nun a
s ∈ A, so

a

1
=
a

s
· s
1
∈ A

⇒ is(a) =
a

1
∈ A

⇒ a ∈ Aont
⇒ a

s
=
a

1
· 1
s
∈ (Aont)extDas heiÿt, es ist A = (Aont)ext.Fazit. Wir haben also das kommutative Diagramm:

{Ideale von AS} {Ideale von A}
{Ideale von AS} ontext∼

idDas heiÿt, jedes Ideal A ⊆ AS ist ein Extensionsideal, A = aext mitgeeignetem Ideal a ⊆ A, etwa a = Aont.(2) Sei a ⊆ A ein Ideal. Dann gilt ja zunähst (generell) (aext)ont ⊇ a. Genauer:
a ∈ (aext)ont

⇔ iS(a) ∈ aext
⇔ a

1
=

rX
i=1

bi
si
· ai

1
mit ai ∈ a, bi ∈ A, si ∈ S

⇔ a

1
=
α

s
mit α ∈ a, s ∈ S

⇔ ∃α ∈ a, s ∈ S, v ∈ S : 0 = v · (1 · α− a · s)
⇒ ∃w ∈ S : w · a = v · α| {z }

∈a

⇒ ∃w ∈ S : a ∈ (a : w)

⇒ a ∈
[
w∈S

(a : w)Umgekehrt: Ist b ∈ (a : w) mit w ∈ S, so ist b · w ∈ a, folglih b
1 = b·w

w , und dies ist(wie eben gezeigt) äquivalent zu b ∈ (aext)ont.120



3.1 LokalisierungFazit.
∀a ⊆ A :

[
w∈S

(a : w) = (aext)ont(3) Sei a ⊆ A ein Ideal mit ∩S 6= ∅. Dann existiert ein s ∈ a ∩ S, also s
1 ∈ aext ∩ A∗

S ,und damit ist aext = AS .Das heiÿt, die ehten Ideale A $ AS haben die Form A = (Aont)ext mit Aont∩S = ∅.Fazit. Wir haben also folgende Korrespondenz:(
a $ A Ideal
a ∩ S = ∅

) ext−−−−։
←−−֓ont (

a $ A(ehtes) Ideal)(4) Sei P ∈ SpecAS und entsprehend p := Pont ∈ SpecA, also p ∩ S = ∅, pext =
(Pont)ext = P. Das heiÿt, es ist P = p ·AS .Umgekehrt: Ist p ∈ SpecA mit p ∩ S = ∅, so ist

p ⊆ (pext)ont =
[
w∈S

(p : w).Ist t ∈ (p : w) für ein w ∈ S (d.h. w 6∈ p), so ist (weil p Primideal) t ∈ p. Wir habenalso auh [
w∈S

(p : w) ⊆ p.Insgesamt kommen wir also zu folgendem Satz.Satz 3.1.3. Sei A ein Ring, S ⊆ A ein m. a. S., iS : A → AS derkanonishe Homomorphismus, ont und ext die zu iS assoziierten Ab-bildungen zwishen den Idealmengen in A und AS . Dann gilt:(1) ext : { Ideale in A}։ {Ideale in AS} ist surjektiv.(2) ont : {Ideale in AS} →֒ { Ideale in A} ist injektiv.(3) iS stiftet eine Bijektion
{p ∈ SpecA | p ∩ S = ∅} −�=�− Spec(AS)

p 7−→ pext
Pont ←− [ P
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3 Lokale und globale AlgebraBemerkung. Ist A Integritätsbereih, so ist bekanntlih iS : A →֒ AS eine Einbettung.Identi�ziert man hier A und iS(A) ⊆ AS , so hat die Bijektion die Gestalt:
{p ∈ SpecA | p ∩ S = ∅} −�=�− Spec(AS)

p 7−→ p ·ASpext
Pont = P ∩A←− [ PBeispiel 3.1.8. Sei A beliebiger Ring, f 6∈ Nil(A), S := Sf =

�
fk | k ∈ N0

© m. a. S.,
Af := ASf

=
n
a
fk

��� a ∈ A, k ∈ N0

o der Lokalisierungsring zu f . Die aus Satz 3.1.3 folgen-de Bijektion ist dann
Spec(Af ) −�=�− {p ∈ SpecA | p ∩ Sf = ∅}

= {p ∈ SpecA | f 6∈ p}
= D(f),das ist eine Zariski-o�ene Basismenge von SpecA.

P 7−→ Pont = P ∩A
p ·Af ←−[ p, f 6∈ p

iSf
induziert ja eine Zariski-stetige Abbildung

i∗Sf
= ont : SpecAf →֒ SpecA,zerlegbar in:

SpecAf SpecA

D(f)

i∗Sf

∼ÓiSf

∗ inclÓiSf

∗ ist bijektiv nah Satz 3.1.3, und stetig, weil D(f) o�en und i∗Sf
stetig ist.Frage. Sind Spec(Af ) und D(f) bzüglih ÓiSf

∗ sogar Zariski-homöomorph, d.h., ist ÓiSf

∗sogar o�en?Antwort. Ja! Es ist Spec(Af ) ∼= D(f) ⊆ Spec(A).Beweis. Wir prüfen die O�enheit der (bijektiven!) Abbildung ÓiSf

∗. Sei D � g
fk

� o�eneBasismenge in Af , g ∈ A, k ∈ N0. Dann istÓiSf

∗
�
D

�
g

fk

��
=

�
i−1
Sf

(P)

����P ∈ SpecAf ,
g

fk
6∈ P

�
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3.1 LokalisierungNun ist ja für P ∈ Spec(Af ) immer P = p ·Af , p = i−1
Sf

(P), alsoÓiSf

∗
�
D

�
g

fk

��
= {p ∈ D(f) | g 6∈ p}

= {p ∈ SpecA | p ∈ D(f) ∩D(g)}
= D(f) ∩D(g)

= D(f · g),und das ist o�en in Spec(A).Andererseits ist für ein Ideal a $ A bekanntlih
Spec

�
A�a

�
= {p�a | p ⊇ a, p ∈ SpecA}
∼= {p ∈ SpecA | p ⊇ a}
= V (a) ⊆ Spec(A).Beispiel 3.1.9. Sei p ∈ Spec(A), S := Sp = A \ p und

Ap = ASp =
§
a

s

���� a ∈ A, s 6∈ p

ªdie Lokalisierung von A nah dem Primideal p (in der klassishen Literatur auh Stel-lenring an der Primstelle p genannt).Auh hier induziert ip = ISp : A→ Ap wieder eine Bijektion
Spec(Ap) −�=�− {q ∈ Spec(A) | q ∩ (A \ p) = ∅}

= {q ∈ Spec(A) | q ⊆ p}Satz 3.1.4. Sei A ein Ring, p ∈ Spec(A), Ap die Lokalisierung von
A nah p. Dann gilt:

Spec(Ap) = {q ·Ap | q ∈ SpecA, q ⊆ p}(1)
= {q ·Ap | p ∈ V (q)}

Specm(Ap) = {p ·Ap}(2)
=
§§

p

s

���� p ∈ p, s 6∈ p

ªª
,d.h. (Ap, p · Ap) ist ein lokaler Ring.

Ap�p · Ap
∼= Q

�
A�p

�(3)
Af ∼= A[X]�(f ·X − 1)(4)

= A[X ] = A

�
1

f

�
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3 Lokale und globale AlgebraBeweis.(1) folgt aus der allgemeinen bijektiven Korrespondenz
Spec(AS) −�=�− {q ∈ SpecA | q ∩ S = ∅}und S = A \ p.(2)

Specm(A) = {q ·Ap | q ⊆ p, q ∈ SpecA, und maximal mit dieser Eigenshaft}
= {q ·Ap | q = p}
= {p ·Ap}(3) Betrahte

A
π−−−։ A�p

incl−֒−−→ Q
�
A�p

�
θ

.Dann gilt für s ∈ Sp = A \ p o�enbar π(s) 6= 0, und daher θ(s) = i(π(s)) 6= 0. Es istalso θ(s) ⊆ Q
�
A�p

�∗. Damit können wir die Universaleigenshaft von Ap (d.h. Satz3.1.1) anwenden und erhalten die Existenz einer Faktorisierung θ̂.
A�p

A Q
�
A�p

�
Ap

π
incl

θ

ip
θ̂

θ̂ ist also eindeutig existierender Ringhomomorphismus. (Wir müssen nun noh zei-gen, dass θ̂ surjektiv ist mit Kern p · Ap.)Für alle [a]
[s] ∈ Q

�
A�p

� (dabei [a], [s] ∈ A�p, [s] 6= 0, also a ∈ A, s ∈ A\p) ist o�enbar
[a]p
[s]p

= θ

�
a

s

�
,also ist θ̂ (kanonish) surjektiv.Sei nun a

s ∈ ker(θ̂), d.h.
[a]

[s]
= [0] in Q �A�p

�
⇔ [a] = [0] in A�p

⇔ a ∈ p

⇔ a

s
∈ p ·Ap124



3.1 LokalisierungWir haben also wirklih ker θ̂ = p ·Ap. Der Homomorphiesatz liefert, dass die Fakto-risierung θ̃ : Ap�p · Ap
→ Q

�
A�p

� ein Isomorphismus ist, und wir erhalten insgesamtdas folgende (kommutative) Diagramm von Ringhomomorphismen:
[a]

A�p

[a]

[1]

a A Q
�
A�p

� [a]

[s]

a

1
Ap

Ap�p ·Ap

a

s

�
a

s

�

π incl

θ

ip

θ̂

∼ θ̃

(4) Wir haben hier die Abbildungskette
A

i−֒→ A[X]
π−−−։ A[X]�(f ·X − 1)

ψ = π ◦ i

.Hierbei ist ψ(Sf ) =
n
f
k | k ∈ N0

o, ψ(f) = f , wobei
f ·X − 1 = 0

⇒ f ·X = 1

⇒ f = X
−1
,d.h. f und X sind Einheiten in A[X]�f ·X − 1. Es ist also

ψ(Sf ) ⊆
�
A[X]�f ·X − 1

�∗
,gemäÿ Satz 3.1.1 existiert daher genau eine Faktorisierung ψ̂:

A A[X]�f ·X − 1

Af

ψ

if

ψ̂ 125



3 Lokale und globale AlgebraUndersuhen wir ψ̂ genauer: Ist P ∈ A[X]�f ·X − 1, etwa
P =

rX
i=1

λi ·Xi,so
=

rX
i=0

λi ·Xi

=
rX
i=1

ψ

�
λi
f i

�
= ψ

 X
i=0

λi
f i

!
,d.h. ψ̂ ist surjektiv. Auÿerdem ist

ker(ψ̂) =

¨
a

fk

����� ψ̂� a

fk

�
= [0]

«
⊆
�
a

fk

���� a ·Xk = 0

�
⊆
�
a

fk

���� a = 0

�
⊆
�
a

fk

���� a ∈ (f ·X − 1) ⊆ A[X], a ∈ A
�

= {0} ,das heiÿt ψ̂ ist auh injektiv, also Isomorphismus.Korollar. Für alle f ∈ A \ Nil(A) gilt:
D(f) ∼= Spec(Af ) ∼= Spec

�
A[X]�(f ·X − 1)

�
∼=

∼= {p ∈ Spec(A[X]) | f ·X − 1 ∈ p}und
Specm(Af ) =

(
q · Af

����� f 6∈ q ∈ SpecA,

q maximal mit dieser Eigenshaft)Frage. Muss Af ebenfalls � wie alle Ap, p ∈ SpecA � ein lokaler Ring sein?Antwort. Nein, siehe folgende Beispiele.
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3.1 LokalisierungBeispiel 3.1.10. Betrahte A := Z�6Z (ist reduzierter Ring, d.h. ohne nilpotente Ele-mente) und f := 2. Wir haben dann
Af =

�
Z�6Z

�
2

=
n
a�

2
k

��� a ∈ {0, · · · , 5} , k ∈ N
ound

Spec
��

Z�6Z
�

2

�
∼=
n
p ∈ SpecZ�6Z

��� 2 6∈ p
o

=
n
3 ·
�
Z�6Z

�
2

= (3)
o
,dieser Ring ist also wirklih ein lokaler Ring.Beispiel 3.1.11. Nehmen wir nun A := Z�30Z und f = 2. Dann haben wir

Spec
��

Z�30Z
�

2

�
∼=
n
p ∈ Spec

�
Z�30Z

� ��� 2 6∈ p
o

=
n
3Z�30Z, 5

Z�30Z
o
,dieser Ring ist also niht lokal!Bemerkung 3. Sei A ein Ring, S ⊆ A m. a. S.. Dann gilt:

Nil(AS) = Nil(A) · AS
�
=
§
a

s

���� a ∈ Nil(A), s ∈ S
ª�Beweis.

⊇: Ist a
s ∈ Nil(A) ·AS , so

⇒ a ∈ Nil(A)

⇒ ∃k : ak = 0

⇒
�
a

s

�k
=
ak

sk

=
0

sk
=

0

1
,

⇒ a

s
∈ Nil(AS)
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3 Lokale und globale Algebra
⊆:

a

s
∈ Nil(AS)

⇒ ∃k ∈ N :
ak

sk
=

0

1

⇒ ∃k ∈ N,∃v ∈ S : v · ak = 0

⇒ ∃k ∈ N,∃v ∈ S : (v · ak) = 0

⇒ : ∃v ∈ S : v · a ∈ Nil(A)

⇒ a

s
=
a · v
s · v ∈ Nil(A) ·ASKorollar. Sei p ∈ J(0) ein minimales Primideal. Dann ist

p ⊆ NT(A).Beweis. Wir betrahten den lokalen Ring (Ap, p · Ap) mit ip : A→ Ap. Dann ist
Spec(Ap) = {q ·Ap | q ∈ SpecA, q ⊆ p} = {p · Ap} ,denn es war ja p ∈ J(0) ein minimales Primideal. Ap hat also auh nur ein einzigesPrimideal, und daher ist

Nil(Ap) =
\

r∈Spec(Ap)

r = p · Ap,und für alle p ∈ p ist dann ip(p) = p
1 ∈ p · Ap = Nil(Ap), d.h.

∃k ∈ N :
pk

1
=

0

1

⇒ ∃k ∈ N,∃s ∈ A \ p : s · pk = 0Wählen wir k minimal mit dieser Eigenshaft (und ein passendes s dazu), so haben wir
s · pk−1| {z }

6=0

·p = 0,also ist p ∈ NT(A), d.h. p ⊆ NT(A).
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3.1 LokalisierungKorollar. Sei A ein reduzierter Ring (d.h. Nil(A) = (0)). Dann ist
NT(A) =

[
p∈J(0)

pBeweis. Dies ist (für den noethershen Fall) bereits bekannt (Lemma auf Seite 61), lässtsih aber jetzt leiht beweisen: Der letzte Korollar zeigt shon die ⊆-Inklusion. Für dieandere Rihtung nehmen wir an, es wäre niht so, d.h.
∃a ∈ NT(A) \

[
p∈J(0)

p,

0 = a · b mit b 6= 0.Dabei gilt für alle p ∈ J0

a 6∈ p, a · b = 0 ∈ p,⇒ ∀p ∈ J(0) : b ∈ p

⇒ b ∈
\

p∈J(0)

p

= Nil(A) = (0)

⇒ 0 6= b ∈ (0),was ein Widerspruh ist. Damit steht auh die umgekehrte Inklusion.Betrahten wir nun wieder den allgemeinen Fall.Bemerkung 4. Sei A Ring, S ⊆ A m. a. S.. Der kanonishe Homo-morphismus iS : A→ AS vermittelt eine Bijektion
{Ideale $ AS} ont−�====�−ext (

a

����� a $ A Ideal, a ∩ S = ∅,
∀(a, s) ∈ A× S : a · s ∈ a⇒ a ∈ a

)Die Ideale in der rehten Menge heiÿen auh S-invariante Ideale.Beweis. Sei A $ AS ein Ideal, dann erfüllt
a = Aont =

§
a ∈ A | 1

a
∈ A

ªdie Bedingung auf der rehten Seite: Ist (s, a) ∈ S×A, s ·a ∈ A, so ist s
1 · a1 ∈ A, also (da

s
1 ∈ A∗

S) auh a
1 ∈ A, also a ∈ a. Umgekehrt: Ist a $ A ein Ideal, welhes die Bedingungauf der rehten Seite erfüllt, dann ist

(aext)ont =
[
s∈S

(a : s) =
[
s∈S

a = a,also ist A = aext ein ehtes Ideal in AS (und genau das Urbild von a unter ont).Bemerkung. Es folgt auh eine längst bekannte Tatsahe jetzt ganz einfah: Ist S $ Aein m. a. S., so existiert ein p ∈ SpecA mit p ∩ S = ∅.Dies ist etwa p := Mont, M ein (ja immer existierendes) Maximalideal von AS . 129



3 Lokale und globale AlgebraSatz 3.1.5. Sei A ein Ring, S ⊂ A ein m. a. S., iS : A → AS derkanonishe Homomorphismus. Dann vermittelt iS auh eine Bijektion
{q $ A | q Primärideal, q ∩ S = ∅} ext−�====�−ont {Primärideale von AS}Beweis.(1) Sei Q ein P-primäres Ideal in AS , P =

√
Q ∈ SpecAS . Dann haben wir q := Qontund p := Pont ∈ Spec(A), Q = q · AS , P = p · AS . (Wir wollen zeigen, dass q einPrimärideal ist.) Dabei gilt für a ∈ A:

a ∈ √q⇔ ∃n ∈ N : an ∈ q

⇔ ∃n ∈ N :
an

1
∈ Q

⇔ a

1
∈ P

⇔ a ∈ p,das heiÿt, wir haben √q = p, q ist shon einmal ein Kandidat für ein p-primäresIdeal.(2) Sei a · b ∈ q, b 6∈ √q = p. Dann ist auh a
1 · b1 ∈ Q und b

1 6∈
√

Q = P, also (weil Qprimär) a
1 ∈ Q, also a ∈ q.Es ist q also wirklih p-primär.(3) Sei nun umgekehrt q ⊆ A \ S ein Primärideal, mit den induzierten Idealen p :=

√
q,

Q := qext = q · AS , P := p · AS = pext.Zunähst gilt auh p ∩ S = ∅ (sonst hätten wir ein s ∈ S ∩ p, also sn ∈ q ∩ S = ∅).Weiterhin ist √
Q =

È
q · AS =

√
q ·AS = p · AS = P.Es bleibt zu zeigen, dass q auh P-primär ist. Sei as · bt ∈ Q und b

t 6∈ P. Dann
⇒ a · b

s · t ∈ Q, b 6∈ p

⇒ a · b ∈ q, b 6∈ p

⇒ a ∈ q

⇒ a

1
∈ Q

⇒ a

s
∈ Qext bildet also wirklih Primärideale auf Primärideale ab.
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3.1 Lokalisierung(4) Sei q ein p-primäres Ideal in A \ S (also q ∩ S = ∅, p ∩ S = ∅). (Wir wollen zeigen
(qext)ont = q.) Es ist

(qext)ont = bigcups∈S(q : s)und wegen b ∈ (q : s)⇒ b · s ∈ q
s 6∈p
==⇒ b ∈ q:

=
[
sinS

q

= q.Wir haben also wirklih die Bijektion zwishen den Primäridealen, gegeben durh ontund ext.Ahtung. Bei LNZ gehen eventuell einige Primärideale verloren (wenn sie Elemente aus
S enthalten).De�nition 3.5. Sei A ein Ring, p ∈ SpecA. Dann heiÿt htA(p)

htA(p) :=

8><>:max

(
ν ∈ N0

����� ∃p0 $ . . . $ pν = p,

pi ∈ Spec(A)

) falls ∃
∞ sonstdie Höhe des Primideals p.

dimA(p) :=

8><>:max

(
ν ∈ N0

����� ∃p = p0 $ p1 $ . . . $ pν ,

pi ∈ SpecA

) falls ∃
∞ sonstdie Dimension von p.Bemerkung 5. Ein paar (mit den bisherigen Erkenntnissen) o�en-sihlihe Identitäten:

htA(p) + dimA(p) ≤ dimKrull(A)(Die Gleihheit gilt niht immer, aber für jeden Ring gibt es Primideale,bei denen die Gleihheit gilt)
dimKrull(Ap) = htA(p)

dimKrull �A�p

�
= dimA(p)

p ∈ Specm(A)⇔ dimA(p) = 0

p ∈ J0⇔ htA(p) = 0
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3 Lokale und globale AlgebraSatz 3.1.6. (Vererbung wihtiger Ringeigenshaften auf Lokalisie-rungsringe)Sei A ein Ring, S ⊆ A m. a. S.. Dann gilt:(1) A noethersh ⇒ AS noethersh(2) A HIR ⇒ AS HIR(3) A faktoriell ⇒ AS faktoriellBeweis.(1) Klar, wegen ext ◦ ont = id und Betrahtung von Idealketten.(2) Sei A $ AS ein Ideal, dann ist
A = Aont · ASund Aont ist ein Hauptideal, etwa Aont = (a),

= (a) · AS

=

�
a

1

�
,ein Hauptideal in AS .(3) Sei A faktoriell, P ein vollständiges Repräsentantensystem für Irr(A)�∼, und ohneBeshränkung der Allgemeinheit S = S saturiert (es ist ja AS ∼= AS , Satz 3.1.2).Betrahten wir

Q :=
§
q

1
∈ AS

���� q ∈ P \ S
ª
.1. Fall: Es sei Q = ∅. Dann ist P ⊆ S, d.h. ∀as ∈ A0

S ist a
s = ε·q1·...·qm

s mit ε ∈ A∗,
qi ∈ P ⊆ S, und ε

s ∈ A∗
S , q

1 , . . .
qm
1 sind Einheiten, also a

s ∈ A∗
S . Es ist also

A0
S = A∗

S , AS ist Körper und somit faktoriell.2. Fall: Es sei Q 6= ∅, also P \ S 6= ∅. Es gelten dann die folgenden Eigenshaften:Behauptung.
∀q

1
∈ Q :

q

1
∈ Irr(AS)Beweis. Sei

q

1
=
a

s
· b
t
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3.1 Lokalisierungeine Zerlegung in AS . (Wir müssen zeigen, dass a
s ∈ A∗

S oder b
t ∈ A∗

S ist, unddazu genügt es zu zeigen, dass a ∈ S oder b ∈ S ist.)
⇒ ∃v ∈ S : v · (ab− s · t · q) = 0

⇔ v · a · b = v · s · t · qmit (v, s, t) ∈ S3. Dabei ist q 6 |v, da sonst q ∈ S = S wäre, und da q irreduzibelund A faktoriell (also q prim) ist:
⇒ q | a · bOhne Beshränkung der Allgemeinheit gilt nun (ansonsten analog mit a und bvertausht weiter)
⇒ q | a
⇒ a = q · a′

⇒ v · a′cdotb = v · s · t ∈ S
⇒ b ∈ S = S.Wir haben also wirklih b ∈ S, bt ∈ A∗

S , also ist q
1 irreduzibel.Behauptung. AS ist semifaktoriell.Beweis. Sei as ∈ AS , as 6= 0

1 , d.h. a 6= 0.
a

s
=
ε · p1 · . . . · pm

s
, ε ∈ A∗, pi ∈ P

=
ε · p1 · . . . · pr · pr+1 · . . . · pm

s
pi ∈ S∀i ∈ {1, · · · , r} ,
pj
1
∈ Q∀j ∈ {r + 1, · · · ,m}

=
ε

s
· p1

1
· . . . · pr

1| {z }
∈A∗

S

· pr+1

1| {z }
∈Q

· . . . · pm
1|{z}
∈Q

,und dies ist eine Zerlegung in irreduzible Elemente, denn Q ⊆ Irr(AS).Behauptung. Q =
�
q
1 | q ∈ P \ S

© ist ein vollständiges Re-präsentantensystem für Irr(A)�∼.Beweis. Die Vollständigkeit ergibt sih aus der vorhergehenden Behauptung,es bleibt die paarweise niht-Assoziiertheit zu zeigen.Angenommen, es ist q1
1 = s

t ·
q2
1 mit qi

1 ∈ Q und (s, t) ∈ S2. Dann existiert ein
w ∈ S mit w ·q1 ·t = w ·s·q2, also q1|w ·s·q2, also (S = S) q1|q2, d.h. q1 = q2. 133



3 Lokale und globale AlgebraBehauptung. Irr(AS) = Prim(AS)Beweis. Es ist nur ⊆ zu zeigen (⊇ gilt immer). Es genügt zu zeigen, dass
q
1 ∈ Prim(AS) ist für q

1 ∈ Q.Sei
a

s
· b
t
∈
�
q

1

�
,also

a · b
s · t =

c

v
· q
1

(c ∈ A, v ∈ S)

⇒ ∃w ∈ S : w · v| {z }
∈S
· a · b = w · s · t| {z }

∈S
· c · q,und da q ∈ Prim(A) und S = S ist, haben wir

q | a · b,und daher ist a oder b in (q), d.h. a1 ∈ �q1� oder b
1 ∈

�
q
1

�, also �q1� ein Primideal,
q
1 ∈ Prim(AS).Wir haben also insgesamt, dass AS semifaktoriell und Irr(AS) = Prim(AS) ist,d.h. AS ist faktoriell (Satz 2.1.6).Beispiel 3.1.12. Z ist faktoriell, also ist

Z(p) =
§
a

b

���� p 6 |b, a = 0 ∨ ggT(a, b) = 1
ª
,der lokale Ring der p-adishen ganzen Zahlen, faktoriell.Ein volles Repräsentantensystem von Irr(Z(p)) = Prim(Z(p)) (wie immer modulo ∼)ist gegeben durh

Q =
§
q

1
∈ Z(p)

���� q ∈ P \ (Z \ (p))
ª

=
§
q

1
∈ Z(p)

���� q = p
ª

=
§
p

1

ª
,d.h. Z(p) hat (bis auf Assoziiertheit) genau ein irreduzibles Element p

1 =̂p.Frage. Seien S $ T m. a. S. in A, und betrahte die Lokalisierungsringe AS und AT . Wiesieht die Beziehung zwishen AS und AT aus?134



3.1 LokalisierungSatz 3.1.7. (Lokalisierungen von Lokalisierungen)Sei A ein Ring, S ⊆ T $ A zwei m. a. S. in A. In AS sei
TS := T · S−1 =

§
t

s

���� t ∈ T, s ∈ Sª .Dann ist TS ein m. a. S. in AS , und es gibt einen kanonishen Ringiso-morphismus
AT −̃→ (AS)TSBeweis.(1) Zunähst ist 0

1 6∈ TS (sonst wäre 0
1 = t

s mit t ∈ T, s ∈ S, also ∃v ∈ S : v · t = 0, wobei
v · t ∈ T , also 0 ∈ T ).Es ist 1

1 ∈ TS , da 1 ∈ T und 1 ∈ S.Shlieÿlih ist t1
s1
· t2s2 = t1·t2

s1·s2 mit t1 · t2 ∈ T , s1 · s2 ∈ S.
TS ist also wirklih ein m. a. S. in AS.(2) Betrahte

A
iS−−→ AS

iTS−−−→ (AS)TS

ϕ = iST
◦ iSEs gilt hier o�enbar für t ∈ T :

ϕ(t) =
t
1
1
1

∈ (AS)∗TS
,denn es ist t

1 ∈ TS , also ist ϕ(T ) ⊆ (AS)∗TS
. Es greift also die Universaleigenshaftvon AT , und wir haben das kommutative Diagramm

A (AS)TS

AT

ϕ

iT
ϕ̂

,wobei der Ringhomomorphismus ϕ̂ gegeben ist durh
ϕ̂

�
a

t

�
= ϕ(a) · ϕ(t)−1

=
a
1
1
1

·
1
1
t
1

=
a
1
t
1

∈ (AS)TS
. 135



3 Lokale und globale AlgebraEs bleibt zu zeigen, dass ϕ̂ ein Ringisomorphismus ist.Sei dazu zunähst a
t ∈ AT mit

ϕ̂

�
a

t

�
= 0

⇒
a
1
1
1

=
0
1
1
1

⇒ ∃ t
′

s
∈ TS :

t′

s
·
�

1

1
· a
1
− 0

1
· 1
1

�
= 0

⇒ ∃ t
′

s
∈ TS :

t′a
s

=
0

s
=

0

1
∈ AS

⇒ ∃(v, s, t) ∈ S × S × T : v · t′|{z}
∈T
· a = 0

⇒ a

1
=

0

1
,also ist ϕ̂ injektiv.Umgekehrt: Sei

a
s
t
s′
∈ (AS)TSbeliebig. Dann haben wir

ϕ̂

�
a · s′
t · s

�
=

a·s′
1
t·s
1

=
a
s
t
s′
,das heiÿt es ist ϕ̂ auh surjektiv, also ein Ringisomorphismus.Beispiel 3.1.13. Sei A ein Ring, q $ p Ringideale. Dann haben wir

S = Sp = A \ p % A \ q = Sq =: T,und Satz 3.1.7 liefert uns einen kanonishen Isomorphismus
ϕ̂ : Aq

∼−−→ (Ap)q·Ap

a

s
7−→

a
1
s
1
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3.1 LokalisierungSatz 3.1.8. (Lokalisierung und Faktorbildung)Sei A ein Ring, a $ A ehtes Ideal, S $ A ein m. a. S. mit a ∩ S =

∅, so haben wir den Faktorring A�a mit der kanonishen Projektion
π : A → A�a und den Lokalisierungsring AS mit dem kanonishenHomomorphismus (für S ⊆ NNT(A) sogar Einbettung) iS : A → AS .Dann gilt:(1) π(S) ist ein m. a. S. in A�a.(2) Es gibt einen kanonishen Isomorphismus

AS�aS
∼−−→

�
A�a

�
π(S)

.Beweis.(1) Es ist 0 6∈ π(S) (sonst 0 = s für ein s ∈ S, also s ∈ a ist, im Widerspruh zu
S ∩ a = ∅). Es ist 1 ∈ π(S), weil 1 ∈ S. Shlieÿlih ist auh

π(S) · π(S′) = π(s · s′) ∈ π(S)für alle π(s), π(s′) ∈ π(S).(2) Betrahte die Verkettung
A

π−−−։ A�a
iπ(S)−−−−→

�
A�a

�
π(S)

,

ψ = iπ(S) ◦ πwobei hier ψ für s ∈ S die folgende Form hat:
∀s ∈ S : ψ(S) = iπ(S)(s) =

s

1
∈
�
A�a

�∗
π(S)

,denn es ist ja s ∈ Π(S). Damit (wieder Universaleigenshaft) existiert ein eindeutigeskommutatives Diagramm
A

�
A�a

�
π(S)

AS

ψ

iS

ψ̂mit
ψ̂

�
a

s

�
= ψ(a) · ψ(s)−1 =

a

1
·
�
s

1

�−1

=
a

s
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3 Lokale und globale AlgebraWir stellen nun ganz leiht fest (analog zum vorherigen Beweis), dass ψ̂ surjektiv ist.Weiterhin ist
ker(ψ) =

¨
a

s
∈ AS

����� ψ̂�as� =
0

1

«
=

¨
a

s
∈ AS

����� as =
0

1

«
=
§
a

s
∈ AS

����∃t ∈ π(S) : t · (a · 1− s · 0) = 0
ª

=
§
a

s
∈ AS

����∃t ∈ π(S) : t · a = 0
ª

=
§
a

s
∈ AS

����∃t ∈ S : t · a ∈ a

ª
=

8>><>>:as ∈ AS ���������∃t ∈ S :
a · t
t · s|{z}
= a

s

∈ aS

9>>=>>;
ker(ψ) = aSNah dem Homomorphiesatz ergibt sih also ein (kanonisher) Isomorphismus

AS�aS
∼=
�
A�a

�
π(S)Lokalisierungen in Integritätsbereihen und QuotientenkörperSei A ein Integritätsbereih, K := Q(A) = AA\{0} = AA0 = A(0) der Quotientenkörper,

p ∈ Spec(A) ein Primideal, und betrahten wir die kanonishe Einbettung i := iA0 :
A →֒ K. Dabei ist i(A \ p) ⊆ K∗, d.h. die Universaleigenshaft für Ap liefert uns eineFaktorisierung

arrows

A K

Ap

i
A0

ip
jp :=ÓiA0Hierbei ist jp �as � = a

1 ·
�
s
1

�−1
= a

s ∈ K, also jp ebenfalls injektiv, und kanonisheEinbettung von Ap in K = Q(A).Vereinbarung 3.6. Wir identi�zieren jetzt jp(Ap) mit Ap, so dass Ap als Zwishenring
A ⊆ Ap ⊆ Kaufgefasst wird.
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3.1 LokalisierungSatz 3.1.9. (Lokal-Global-Prinzip, Teil I)Sei A ein Integritätsbereih mit Quotientenkörper K = Q(A). Danngilt:
A =

\
p∈SpecA

Ap =
\

m∈Specm(A)

AmDie Idee dahinter ist. dass sih die (Ap, p · Ap) als lokale Ringe vielleiht einfaheruntersuhen lassen als A selbst.Beweis. Es ist natürlih
A ⊆

\
p∈SpecA

Ap ⊆ A
\

m∈SpecmA

Am,d.h. es genügt zu zeigen Tm∈SpecmAAm ⊆ A.Sei dazu a
b ∈ Q(A) mit a

b ∈ Am für alle m ∈ SpecmA. Dann ist
∀m ∈ SpecmA :

a

b
=
α

sm
, α ∈ A, s 6∈ m

⇒ a · s = b · α ∈ (b)

⇒ ∀m ∈ Specm(A) : ∃s ∈ ((b) : (a)) \m

⇒ ((b) : (a)) liegt in keinem Maximalideal
⇒ ((b) : (a)) = A

⇒ 1 ∈ ((b) : (a))

⇒ a ∈ (b)

⇒ a

b
=
c · b
b

= c ∈ AWir haben also wirklih diese Inklusion, also ist die Behauptung gezeigt.Bemerkung. Ist (A,m) lokaler Ring, so ist A ∼= Am.De�nition 3.7. Ein Ring A heiÿt semi-lokal, falls Specm(A) endlih ist.Beispiel 3.1.14.(1) Lokale Ringe sind natürlih auh semilokal.(2) Ist A ∼= L1 × . . . × Lr und die Li lokale Ringe, so ist A semilokal.(3) Jeder endlihe Ring ist semilokal.Lokalisierungen von ModulnDe�nition 3.8. Sei A ein Ring, S ⊆ A m. a. S., M ein A-Modul.(1) Wir de�nieren eine Äquivalenzrelation ∼ auf M × S durh ∼

∀(x, y, s, t) ∈M2 × S2 : (x, s) ∼ (y, t) :⇔ ∃v ∈ S : v · (t · x− s · y) = 0 139



3 Lokale und globale Algebra(2) Die Faktormenge bezeihnen wir mit MS := M × S�∼.MS (3) Die Elemente von MS bezeihnen wir mit x
s

:= (x, s).Bemerkung.(1) ∼ ist wirklih eine Äquivalenzrelation.(2) MS ist auf ganz natürlihe Weise ein AS-Modul:+

· + : MS ×MS −→MS�
x

s
,
y

t

�
7−→ x

s
+
y

t
:=

t · x+ s · y
s · t ,

· : AS ×MS −→MS�
a

s
,
x

t

�
7−→ a

s
· x
t

:=
a · x
s · tund via iAS : A→ AS auh ein A-Modul.(3) Es gibt dann den ganz kanonishen A-Modul-Homomorphismus

iMS : M −→MS

x 7−→ x

1
.(4) Wihtig sind folgende Lokalisierungsmoduln:(a) Mp := MA\P für p ∈ SpecA, speziell auh für p = m ∈ SpecmA.(b) Mf := M{fn|n∈N0} für ein f ∈ A \ Nil(A).() Für Integritätsbereihe A haben wir

Q(M) := M(0) =
§
x

a

���� a ∈ A0, x ∈M
ª
,den Quotientenmodul von M (das ist ein Q(A)-Vektorraum).Bemerkung. Wir haben für A, M und S (Ring, A-Modul, m. a. S. in A) folgendes kom-mutative Diagramm aus Skalar-Multiplikationen und kanonishen Homomorphismen:

A×M M

A×MS MS

AS ×MS

·

·

·

iM
SidA ×iM

S

iA
S
×idSM

iA
S
×iM

S
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3.1 LokalisierungSatz 3.1.10. (Universaleigenshaft von Lokalisierungsmoduln)Sei (A,S) gegeben, M ein A-Modul, N ein AS-Modul (also auh A-Modul), f ∈ HomA(M,N).Dann existiert genau ein g ∈ HomAS
(MS ,N) mit f = g ◦ iMS .

M N

MS

f

iM
S ∃!gBeweis.Eindeutigkeit: Falls ein solhes g ∈ Hom(MS ,N) existiert, dann gilt

∀x ∈M : (g ◦ iMS )(x) = f(x)

⇒ ∀x ∈M : g

�
x

1

�
= f(x)

⇒ ∀x
s
∈MS : g

�
x

s

�
= g

�
1

s
· x
1

�
=

1

s
· g
�
x

1

�
=

1

s
· f(x),damit ist g eindeutig bestimmt.Existenz: Die eben festgestellte eindeutige Darstellung ist auh repräsentantenunebahän-gig: Ist x

s = x′
s′ , so ist v · (s′ · x − s · x′) = 0, also auh (weil f linear)

v · (s′ · f(x)− s · f(x′)) = 0, d.h. f(x)
s = f(x′)

s′ .Damit können wir g : MS → N de�nieren als
g

�
x

s

�
:=

1

s
· f(x).Nahrehnen zeigt, dass g wirklih AS-linear ist.Bemerkung. Sei f : M → N ein A-Modulhomomorphismus, S $ A ein m. a. S.. Dannexistiert nah Satz 3.1.10 eindeutig ein fS ∈ HomAS

(MS ,NS) mit iMS ◦ fS = f ◦ iNS : fS

M N

MS NS

f

iM
S

iN
S

fSDabei ist
fS

�
x

s

�
=
f(x)

s
.
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3 Lokale und globale AlgebraBemerkung 1.(1) Sei S ⊆ T $ A zwei m. a. S., M ein A-Modul. Dann ist
MT
∼= (MS)TS

,und zwar als A-, AS-, AT - und (AS)TS
-Isomorphismus.(2) Sind N $ M zwei A-Moduln und S $ A ein m. a. S.. Dann ist�

M�N
�
S
∼= MS�NS(als AS- und als A-Moduln).Beweis. Analog zum Beweis bei Ringen, Übungsaufgabe, oder (2) als Korollar aus Satz3.1.12.Bemerkung. Die Lokalisierung �S für ein m. a. S. S $ A stiftet einen kovarianten Funktor

�S : ModA −→ ModAS

M 7−→MS

(f : M → N) 7−→
�
fS : MS → NS

a

t
7→ f(a)

t

�
Satz 3.1.11. (Lokal-Global-Prinzip, Teil II)Sei A ein Ring, S $ A ein m. a. S., M ein A-Modul. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) M = (0) (als A-Modul).(2) ∀p ∈ Spec(A) ist Mp = (0) (als Ap-Modul).(3) ∀m ∈ Specm(A) ist Mm = (0) (als Am-Modul).Beweis.(1) ⇒ (2) ⇒ (3): ist klar.(3) ⇒ (1): Sei also Mm = (0) für alle m ∈ Specm(A).
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3.1 LokalisierungSei x ∈M beliebig, dann ist
∀m ∈ Specm(A) :

x

1
=

0

1
in Mm

⇒ ∀m ∈ SpecmA : ∃νm ∈ A \m : νm · (1 · x− 1 · 0) = 0 in M
⇒ ∀m ∈ SpecmA : ∃νm ∈ A \m : νm · x = 0 in M

⇒ ∀m ∈ SpecmA : AnnA(x) * m

⇒ AnnA(x) = A

⇒ x = 1 · x = 0Daher ist also M = (0).Korollar. Seien N ⊆M zwei A-Moduln. Dann haben wir
N = M ⇐⇒M�N = (0)Satz⇐==⇒3.1.11 �M�N

�
m

= (0) ∀m ∈ Specm(A)Satz 3.1.12. (Exaktheit der Lokalisierung)Sei A ein Ring, S $ A ein m. a. S.,
0→M ′ f−֒→M

g
−−−։ M ′′ → 0eine exakte Folge.Dann ist auh die durh Lokalisierung nah S induzierte Folge von

AS-Moduln (bzw. A-Moduln via iAS )
0→M ′

S

fS−֒−→MS
gS−−−։ M ′′

S → 0ebenfalls exakt.Beweis.
gS ist surjektiv: Sei x′′s ∈M ′′

S . Da g surjektiv ist
∃x ∈M : x′′ = g(x)

⇒ ∃x ∈M :
x′′

s
=
g(x)

s

= gS

�
x

s

�
,und damit ist auh fS surjektiv. 143



3 Lokale und globale Algebra
fS ist injektiv: Sei x′t ∈ ker(fS), also

fS

�
x′

t

�
=

0

1
∈MS

⇒ f(x′)
t

=
0

1
⇒

ker(gS) = im(fS): Wir haben ja
ker(g) = im(f)

⇒ g ◦ f = 0

gS ◦ fS = (g ◦ f)S = 0

⇒ im(fS) ⊆ ker(gS).Umgekehrt: Sei
x

t
∈ ker(gS) ⊆MS

⇒ gS

�
x

t

�
=

0

1
(in MS)

⇒ g(x)

t
=

0

1
(in MS)

⇒ ∃w ∈ S : w · g(x) = 0 (in M)

⇒ ∃w ∈ S : g(w · x) = 0 (in M)

⇒ ∃w ∈ S : w · x ∈ ker(g) = im(f)

⇒ ∃w ∈ S, x′ ∈M ′ : w · x = f(x′)

⇒ ∃w ∈ S, x′ ∈M ′ :
x

t
=
w · x
w
· t

(in MS)

=
f(x′)
w · t

= fS

�
x′

w · t

�
∈ im(fS),also ist auh ker(g) ⊆ im(fS).Die Lokalisierung ist also in der Tat ein exakter Funktor.Korollar. Sei N ⊆M Inklusionspaar von A-Moduln. Dann ist�

M�N
�
S
∼= MS�NS

.
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3.1 LokalisierungBeweis. Es ist
0→ N →֒M ։ M�N → 0exakte Folge, also ist auh

0→ NS →֒MS ։
�
M�N

�
S
→ 0exakt.Korollar. Seien N ⊆M zwei A-Moduln. Dann haben wir

N = M ⇐⇒M�N = (0)Satz⇐==⇒3.1.11 �M�N
�

m
= (0) ∀m ∈ Specm(A)vorh.⇐=⇒Korr. Mm�Nm

= (0) ∀m ∈ Specm(A)

⇐⇒Mm = Nm ∀m ∈ Specm(A)Korollar. Sei f ∈ HomA(M,N) Homomorphismus von A-Moduln.Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) f ist injektiv (bzw. surjektiv bzw. bijektiv)(2) ∀p ∈ SpecA ist fp : Mp→ Np injektiv (bzw. surjektiv bzw. bijek-tiv)(3) ∀m ∈ SpecmA ist fm : Mm → Nm injektiv (bzw. surjektiv bzw.bijektiv)Beweis.Injektivität Betrahte die Standardfolge
0→ ker f

i−֒→M
f−→ N.Dann gilt

f injektiv⇐⇒ ker(f) = (0)

⇐⇒ (ker f)p| {z }
=ker fp

= (ker f)m| {z }
=ker fm

= (0) ∀p ∈ SpecA,∀m ∈ SpecmA

⇐⇒ fg injektiv, fm injektiv ∀p ∈ SpecA,∀m ∈ SpecmASurjektivität: Genauso, aber mit coker(f) und der Sequenz
M

f−→ N
π−−−։ coker(f) = N�im(f)→ 0.Bijektivität: Folgt aus den beiden ersten Punkten.

145



3 Lokale und globale AlgebraKorollar. Sei A Ring, S ⊆ A m. a. S., M ein A-Modul. Ist M einnoethersher A-Modul, so ist auh MS ein noethersher AS-Modul.Beweis. Ist X ⊆MS ein AS-Untermodul, so ist ja
X = AS · iMS

�
(iMS )−1(X)| {z }endlih erzeugt�,also auh endlih erzeugt.Korollar. Sei A Ring, S ⊆ A m. a. S., M ein A-Modul, P ⊆ M ,

Q ⊆M Untermoduln. Dann ist
(P ∩Q)S = PS ∩QS ⊆MS

(P +Q)S = PS +QS ⊆MSBeispiel 3.1.15. Sei A = Z, und H ⊆ G Inklusionspaar abelsher Gruppen (d.h. Z-Moduln). Dann ist
H = G⇐⇒ H(p) = G(p)∀p ∈ Prim(Z)3.2 Exkurs aus der multilinearen Algebra: Weitere universaleObjekte � Freier Modul und TensorproduktWir betrahten jetzt � wo wir gerade bei Objekten mit Universaleigenshaften (Lokali-sierungsring und Lokalisierungsmodul) sind � noh einige derartige Objekte.Der freie A-Modul über einer Menge SDe�nition 3.9. Sei A ein Ring, S 6= ∅ eine Menge (die nihts mit A zu tun habenmuss), dann de�nieren wirFA(S)

A(S) FA(S) := A(S)

:= {f ∈ Abb(S,A) | f(s) = 0 p. p.}Bemerkung.(1) Es ist FA(S) ⊆ Abb(S,A) = AS , und zwar als Menge (klar), A-Untermodul, Unter-ring und also auh A-Unteralgebra.(2) In FA(S) hat man spezielle Abbildungen, die Indikatorfunktionenχs

δst ∀s ∈ S : χs : S → A

χs(t) := δst =

(
0 s 6= t

1 s = t146



3.2 Exkurs: Weitere universale Objekte(3) Für alle f ∈ FA(S) ist
f =

X
s∈S

f(s) · χs,und das ist eine endlihe Summe, da f(s) = 0 p. p.(4) {χs | s ∈ S} ist auh frei, d.h. A-linear unabhängig: Ist (as)s∈S mit
0 =

X
s∈S

as · χs

⇒ ∀t ∈ S : 0 =
X
s∈S

as · χs(t)

⇒ ∀t ∈ S : 0 =
X
s∈S

as · δst

⇒ ∀t ∈ S : at = 0,d.h. (as)s∈S = (0)s∈S .(5) Das heiÿt, {χs | s ∈ S} ist eine (kanonishe) A-Basis des A-Moduls FA(S).(6) Es gibt eine kanonishe Mengenabbildung
τS : S −֒→ FA(S)

s 7−→ χs,die o�enbar auh injektiv ist, also als Einbettung aufgefasst werden kann. Daheridenti�zieren wir S mit τS(S) = {χs | s ∈ S} ⊆ FA(S), und shreiben (missbräuh-lih)
f =

X
s∈S

f(s) · s statt f =
X
s∈S

f(s) · χsals formale Linearkombination, und
FA(S) =

(X
s∈S

as · s
����� as ∈ A∀s ∈ S, as = 0 p. p.)De�nition 3.10. FA(S) heiÿt freier A-Modul mit Basis F .Satz 3.2.1. (Universaleigenshaft von FA(S))Sei S Menge, A Ring und FA(S) der freie A-Modul mit Basis S. Dannexistiert für jeden A-Modul Q und jedes ϕ ∈ Abb(S,Q) genau ein

ϕ̂ ∈ HomA(FA(S), Q) mit ϕ = ϕ̂ ◦ τS:
S Q

FA(S)

ϕ

τS
∃!ϕ̂
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3 Lokale und globale AlgebraBeweis.Eindeutigkeit: Es muss ja gelten:
ϕ(s) = ϕ̂(τS(s))

= ϕ̂(χS)

⇒ ϕ̂(f) =
X
s∈S

ϕ(s) · f(s),damit ist die Eindeutigkeit sihergestellt.Existenz: Wir wählen die eben erhaltene Darstellung:
ϕ̂(f) :=

X
s∈S

f(s) · ϕ(s),was o�enbar unserer Bedingung gnügt.Tensorprodukte von A-ModulnDe�nition 3.11. Seien A ein Ring, M und N zwei A-Moduln. Ein Tensorproduktvon M und N ist ein Paar (T, ν) mit(1) T ist ein A-Modul(2) ν : M ×N → T ist A-bilinear (ν ∈ L2
A(M,N ;T )), d.h.L2

A(M,N ;T )

ν(a · x, b · y) = a · b · ν(x, y)
ν(x1 + x2, y1 + x2) = ν(x1, y1) + ν(x1, y2) + ν(x2, y1) + ν(x2, y2)bzw. kürzer: ν(�, y) und ν(x,�) sind für alle (x, y) ∈M ×N A-linear.(3) Für alle (E,ϕ), E ein A-Modul, ϕ ∈ L2

A(M,N ;E) existiert genau ein ϕ̂ ∈
HomA(T,E) mit ϕ = ϕ̂ ◦ ν:

M ×N E

T

ϕbilinear
ν

bi-linear ∃!ϕ̂(linear)
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3.2 Exkurs: Weitere universale ObjekteEigenshaften.(1) Wenn so ein Tensorprodukt (T, ν) für A-Moduln M und N exis-tiert, dann ist es bis auf A-Modulisomorphie eindeutig bestimmt.(2) Wenn ein Tensorprodukt (T, ν) für A-Moduln M und N existiert,dann ist für alle A-Moduln E die Abbildung
L2
A(M,N ;E)

∼−−→ HomA(T,E)

ϕ 7−→ ϕ̂

θ ◦ ν ←− [ θbijektiv und sogar A-Modul-Isomorphismus.Beweis für (1). Seien (T, ν) und (T ′, ν ′) Tensorprodukte von M und N . Dann habenwir
M ×N T

T

T ′ T ′

ν

ν

ν′
ν′

idT

idT ′ ∃!bν′∃!bνmit ν = bν ◦ ν ′ und ν ′ = Òν ′ ◦ ν. Es ergeben sih die Identitäten
idT ◦ν = ν = bν ◦ ν ′ = bν ◦ Òν ′ ◦ ν

idT ′ ◦ν ′ = ν ′ = Òν ′ ◦ ν = Òν ′ ◦ bν ◦ ν ′,also
idT = bν ◦ Òν ′
idT ′ = Òν ′ ◦ bνDamit sind also bν und Òν ′ zueinander inverse Isomorphismen, also T und T ′ isomorph.Satz 3.2.2. Seien A ein Ring, M und N zwei A-Moduln. Dann exis-tiert ein A-Tensorprodukt von M und N .Beweis.Konstruktion: Wir betrahten die Einbettung von M ×N in seinen freien A-Modul

M ×N −֒→ FA(M ×N) =

8<:X
x,y∈M×N

a(x,y) · χ(x,y)

������ ∀(x, y) ∈M ×N : a(x,y) ∈ A,
a(x,y) = 0 p. p. 9=;149



3 Lokale und globale Algebraund die Teilmenge U ⊆ FA(M ×N) mit
U := spanA

� �
χ(x+x′,y) − χ(x,y) − χ(x′,y) | x, x′ ∈M,y ∈ N

©
∪

∪
�
χ(x,y+y′) − χ(x,y) − χ(x′,y′) | x ∈M,y, y′ ∈ N

©
∪

∪
�
χ(a·x,y) − a · χ(x,y) | a ∈ A,x ∈M,y ∈ N

©
∪

∪
�
χ(x,a·y) − a · χ(x,y) | a ∈ A,x ∈M,y ∈ N

©�
.O�enbar ist U ein A-Untermodul von FA(M ×N). Wir de�nieren nun⊗A

M ⊗A N := FA(M ×N)�Uund
⊗A : M ×N −→M ⊗A N

(x, y) 7−→ x⊗A y := [(x, y)]U = (x, y) + UDie Abbildung ⊗A ist o�enbar A-bilinear (durh die Faktorisierungs nah U), und
{x⊗ y | x, y ∈M ×N} bildet ein Erzeugendensystem (keine Basis, dazu wurde zuviel herausfaktorisiert), sogar shon nur additiv (A-Vielfahe lassen sih in eine derbeiden Komponenten hineinziehen).Tensorprodukteigenshaft: Sei also E ein A-Modul und ϕ ∈ L2

A(M,N ;E). Dann de�-nieren wir
ϕ̂ : M ⊗A N −→ E

x⊗A y 7−→ ϕ(x, y)
nX
i=1

xi ⊗A yi 7−→
nX
i=1

ϕ(xi, yi)

ϕ̂ ist (aufgrund der Bilinearität von ϕ und den Faktorisierungseigenshaften von U)wohlde�niert, kann auh niht anders aussehen, und o�enbar ist ϕ = ϕ̂ ◦ ⊗A.Das Faserprodukt zweier ModulhomomorphismenSeien P , Q, M drei A-Moduln und ε : P → M , δ : Q → M zwei A-Modulhomomorphismen. Betrahte den Diagramm-�Stumpf�
P

Q M

ε

δund de�niereP ×
(ε,δ)

Q

P ×
(ε,δ)

Q := {(p, q) ∈ P ×Q | ε(p) = δ(q)} ⊆ P ×Q = P ⊕Q.150



3.2 Exkurs: Weitere universale ObjekteDamit komplettiert sih das Diagramm zu:
P ×

(ε,δ)
Q P

P ×Q

Q M

δ′=πP |P ×
(ε,δ)

Q

ε′=πQ|P ×
(ε,δ)

Q

πP

πQ

δ

ε

Dieses Diagramm ist auf dem äuÿeren Rehtek kommutativ:
(ε ◦ δ′)(p, q) = ε(p) = δ(q) = (δ ◦ ε′)(p, q).Satz 3.2.3. (P ×

(ε,δ)
Q, ε′, δ′) hat eine kategoriale Universaleigenshaft:Ist auh

X P

Q M

ϕ

ψ

δ

εkommutativ (d.h. ε ◦ ϕ = δ ◦ ψ), so existiert genau ein A-Homomorphismus h : X → P ×
(ε,δ)

Q mit ϕ = δ′ ◦ h, ψ = ε′ ◦ h:
X

P ×
(ε,δ)

Q P

Q M

ϕ

ψ

h

δ′

ε′
ε

δBeweis. h mit h(x) = (ϕ(x), ψ(x)) ∈ P × Q leistet das gewünshte, und ist o�enbarauh die einzige Abbildung, die dies tut.De�nition 3.12. P ×
(ε,δ)

Q heiÿt Faserprodukt von P und Q über M bezüglih ε und
δ, auh pullbak.
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3 Lokale und globale AlgebraDie Fasersumme zweier ModulhomomorphismenEs gibt eine duale Konstruktion zum Faserprodukt.Sei A ein Ring, M , P , Q drei A-Moduln mit Homomorphismen f : M → P und
g : M → Q. Gesuht ist eine universelle Vervollständigung des Diagramms:

M P

Q

f

gKonstruktion:
• Betrahte P ×Q = P ⊕Q als A-Modul und darin den Untermodul

Uf,g = {(f(x),−g(x)) | x ∈M} ⊆ P ×Q.

• De�niereP ∐
(f,g)

Q
P ∐

(f,g)
Q := P ×Q�Uf,g,mit der kanonishen Projektion pr : P ⊕Q ։ P ∐

(f,g)
Q.

• Wir haben dann die Abbildungen
f̂ : Q −→ P ∐

(f,g)
Q

q 7−→ pr((0, q)) = (0, q)

ĝ : P −→ P ∐
(f,g)

Q

p 7−→ pr((p, 0)) = (p, 0)Dabei gilt für p, p′ ∈ P und q, q′ ∈ Q:
(p, q) = (p′, q′)

⇔ (p− p′, q − q′) ∈ Uf,g

⇔ ∃x ∈M :
p = p′ + f(x)

q = q′ − g(x)Damit haben wir für x ∈M :
(ĝ ◦ f)(x) = ĝ(f(x))

= (f(x), 0)

= (f(x),−g(x))| {z }
=(0,0)

+ (0, g(x))

= (0, g(x))

= (f̂ ◦ g)(x),152



3.2 Exkurs: Weitere universale Objektealso ĝ ◦ f = f̂ ◦ g, das heiÿt, das Diagramm
M P

Q P ∐
(f,g)

Q

f

g f̂

ĝist kommutativ.De�nition 3.13. Das eben konstruierte �P ∐
(f,g)

Q, f̂ , ĝ

� heiÿt die Fasersumme oderpushout von P und Q über M bezüglih (f, g).In ModA existiert eine solhe Fasersumme (wie gesehen) immer.Satz 3.2.4. (Universaleigenshaft der Fasersumme)Sei
M P

Q D

f

g α

βein kommutatives Diagramm von A-Modul-Homomorphismen. Dannexistiert genau ein A-Modulhomomorphismus h : P ∐
(f,g)

Q→ D mit
α = h ◦ f̂ und β = h ◦ ĝ:

M P

Q P ∐
(f,g)

Q

D

f

g f̂

ĝ
α

β
∃!hBeweis. Wenn so ein h existiert, muss gelten

h((p, q) = h((p, 0) + h((0, q))

= α(q) + β(p),und so ist h also eindeutig. Diese De�nition ist auh wohlde�niert und A-linear, also istauh die Existenz gegeben.
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3 Lokale und globale Algebra
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4 Homologishe Methoden in derAlgebra
4.1 Projektive ModulnBeim Untersuhen freier Moduln fällt folgende (fast triviale) Tatsahe auf:Bemerkung 1. Sei A ein Ring, M ε−−։ M ′′ → 0 exakt (d.h. εsurjektiv), F ein freier Modul, f ∈ HomA(F,M ′′). Dann existiert ein

f̂ : F →M mit f = ε ◦ f̂ (f faktorisiert über ǫ):
F

M M ′′ 0

f

ε

f̂Beweis. Sei F =
L
i∈I A ·ei, mit einer A-Basis (ei)i∈I . Dann sei für alle i ∈ I xi := f(ei),und es existieren jeweils yi ∈M mit xi = ε(yi) (da ε surjektiv ist). Wir können damit f̂de�nieren via

f̂

 X
i∈I

ai · ei
!

:=
X
i∈I

ai · yi,und haben dann für die Basis ε◦ f̂(ei) = ε(yi) = xi = f(ei), also (da linear) ε◦ f̂ = f .Inspiriert durh diese Beobahtung de�nieren wir nun:De�nition 4.1. Sei A ein Ring, P ein A-Modul. P heiÿt projektiver A-Modul, falls
∀ε ∈ EpiA(M,M ′′),∀f ∈ HomA(P,M ′′) : ∃f̂ ∈ HomA(P,M) : f = ε ◦ f̂Das heiÿt, jedes Diagramm der Form

M M ′′

P

ε

f
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4 Homologishe Methoden in der Algebrakann kommutativ komplettiert werden zu:
M M ′′

P

ε

f
f̂Ahtung. f̂ ist i.a. niht eindeutig bestimmt.Bemerkung. Jeder freie Modul ist projektiv, aber die Umkehrung gilt niht.Satz 4.1.1. (Charakterisierung der projektiven Moduln)Sei A ein Ring, f ein A-Modul. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) P ist ein projektiver A-Modul(2) Der Funktor

HomA(P,�) : ModA −→ ModA

X 7−→ HomA(P,X)�
X

f−→ Y
�
7−→ f∗ : HomA(P,X)→ HomA(P, Y )

f∗(ϕ) := f ◦ ϕist ein exakter kovarianter Funktor, d.h. überführt exakte Folgenin exakte Folgen.(3) P ist isomorph zu einem direkten Summanden eines freien Moduls,d.h. es gibt einen A-Modul Q und ein I 6= ∅, so dass
P ⊕Q = P ×Q ∼= A(I)Ist P endlih erzeugt, so ist weiterhin äquivalent:(4) Es gibt ein n ∈ N und eine Matrix B ∈MA(n, n), so dass B2 = Bund P ∼= SpaltA(B), d.h. P ist isomorph dem Bild eines idempo-tenten Endomorphismus eines freien Moduls.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei 0 → X ′ f−֒→ X

g
−−−։ X ′′ → 0 eine exakte Folge in ModA. Wir wissenbereits, dass HomA(Y,�) (für alle A-Moduln Y ) ein linksexakter Funktor ist, d.h.

0→ HomA(Y,X ′)
f∗−֒−→ HomA(Y,X)

g∗−−→ HomA(Y,X ′′)ist exakt, aber g∗ (im nihtprojektiven Fall) niht unbedingt surjektiv (siehe fol-gendes Beispiel 4.1.1).156



4.1 Projektive ModulnWir müssen also noh zeigen, dass für projektive P die Abbildung g∗ :
HomA(P,X)→ HomA(P,X ′′) doh surjektiv ist.Sei also h ∈ HomA(P,X ′′). Da P projektiv ist, existiert ein ĥ : P → X mit X X ′′ 0

P

g

∃ĥ
h

h = g ◦ ĥ, also h = g∗(ĥ). Das heiÿt, g∗ ist wirklih surjektiv, also HomA(P,�)auh rehtsexakt, also exakt.(2) ⇒ (1): Ist g∗ immer surjektiv, so ist P projektiv, denn es ist ja h = g∗(ĥ) = g ◦ ĥfür alle h.(1) ⇒ (3): Sei P projektiv, P =
P
i∈I A · xi, {xi | i ∈ I} ein A-Erzeugendensystem von

P . Betrahte den freien A-Modul über A(I) mit der zum Erzeugenensystem gehö-renden Abbildung ε:
ei xi

A(I) P 0

P

ε

idP∃δ

ε faktorisiert über idP , ε ◦ δ = idP , damit ist δ injektiv, und P ∼= δ(P ) ⊆ A(I).Überdies haben wir
∀z ∈ A(I) : z = δ(ε(z))| {z }

∈δ(P )

+ z − δ(ε(z))| {z }
∈ker(ε)(denn ε(z − δ(ε(z))) = ε(z) − ε(δ(ε(z))) = ε(z)− ε(z) = 0)

⇒ A(I) = δ(P ) + ker(ε)Auÿerdem: Ist w ∈ δ(P ) ∩ ker(ε), etwa w = δ(y), so ist y = ε(δ(y)) = ε(w) = 0,also w = 0. Daher ist die Summe sogar direkt, also
P ⊕ ker(ε) ∼= δ(P )⊕ ker(ε) = A(I).(3) ⇒ (1): Sei P ⊕Q = F frei, und sei das Diagramm

M M ′′ 0

P

ε

fgegeben. Wir haben weiterhin P
i−֒→ F

π−−−։ P (mit π ◦ i = idP ), und da F als
157



4 Homologishe Methoden in der Algebrafreier Modul ja projektiv ist, auh eine Faktorisierung von f ◦ π über ε:
M M ′′ 0

P

F

ε

f

iπ

f̂◦π

f̂

Es ist ε ◦ f̂ ◦ π = f ◦ π, mit f̂ := f̂ ◦ π ◦ i haben wir dann
ε ◦ f̂ = ε ◦ f̂ ◦ π ◦ i = f ◦ π ◦ i = f,also faktorisiert auh f über ε, also ist P projektiv.Sei nun P endlih erzeugt.(1) ⇒ (4): Sei nun P projektiv mit A-Erzeugendensystem {x1, · · · , xn}, also P =Pn

i=1A · xi. Wir haben also (mit der durh (xi)i induzierten Abbildung ε und
K := ker(ε)) das Diagramm

P

0 K An P 0

ei xi

i

p

ε

s

Da P projektiv ist, existiert s ∈ HomA(P,An mit ε ◦ s = id, und damit haben wir
An = s(P ) ⊕ i(K), und eine Projektion p : An ։ K (etwa p(x) := x − s(ε(x)))mit p ◦ i = idK , also ist auh K = i(K) endlih erzeugt von n Elementen (nämlih
p(ei)).Betrahte nun f = i ◦ p : An → An. Es ist o�enbar f ∈ EndA(An), und

f2 = i ◦ p ◦ i|{z}
=idK

◦ p = i ◦ p = f.Es ist also f ein Projektionsoperator von An, und nah Konstruktion ist An =
ker(f) ⊕ im(f), mit ker(f) = s(P ) = im(s) = ker(p) und im(f) = i(K) = K =
ker(ε). Damit erhalten wir die exakte Folge

0→ ker(f) →֒ An
f−→ An

ε−→ P → 0

f ∈ EndA(An) hat eine Darstellungsmatrix C = MEn

En
(f), wobei En = {e1, · · · , en}die Standardbasis sei, d.h. f(ei) =

Pn
j=1 cji · ej .158



4.1 Projektive ModulnWegen f2 = f ist auh C2 = C, also C ∈MA(n, n) idempotent, und
An = i(K)⊕ s(P )

= im(f)⊕ s(P )

= im(f)⊕ ker(f)

= im(f)⊕ im(idAn −f),das heiÿt, es ist s(P ) = ker(f) = im(idAn −f). B := In − C ∈ MA(n, n) ist dieDarstellungsmatrix von idAn −f bezüglih En. Wegen f = f2 ist
(idAn −f)2 = idAn ◦ idAn −f ◦ idAn − idAn ◦f + f ◦ f

= idAn −f − f + f

= idAn −f,d.h. auh idnA−f ist idempotent, also auh B, und wir haben
P ∼= s(P ) = im(idAn −f) = SpaltA(B) mit B2 = B.(4) ⇒ (3): Sei B = B2 ∈ MA(n, n) für ein n ∈ N. Dann haben wir f ∈ EndA(An) mit

MEn

En
(f) = B, also f2 = f und

An = im(f)⊕ ker(f) = SpaltA(B)⊕ SpaltA(In −B),d.h. SpaltA(B) ist direkter Summand des freien Moduls An.Beispiel 4.1.1. Betrahte A = Z, Y = Z�nZ mit n ≥ 2, und die von der Homothetie
hn : Z→ Z, hn(k) := n · k, induzierte exakte Folge hn

0→ Z
hn−֒−→ Z

π−−−։ Z�nZ→ 0.Die zugehörige HomZ(Z�nZ,�)-Folge ist
0→ HomZ

�
Z�nZ,Z

�| {z }
=(0)

h∗n−−→ HomZ

�
Z�nZ,Z

�| {z }
=(0)

π∗
−−→ HomZ

�
Z�nZ,

Z�nZ
�| {z }

6=(0)

→ 0,und hier ist π∗ niht surjektiv, d.h. HomZ

�
Z�nZ,�

� ist niht rehtsexakt.Erinnerung. Sei M ein A-Modul.
• M heiÿt torsionslos, falls die Abbildung κM

κM : M −→M∗∗ = (M∗)∗ = HomA(M∗, A) = HomA(HomA(M,A), A)

x 7−→ κM (x) := �(x) : M∗ → A

f 7→ f(x)injektiv ist
• M heiÿt re�exiv, falls κM : M →M∗∗ bijektiv ist.
• M heiÿt torsionsfrei, falls für alle a ∈ NNT(A) und x ∈M gilt: a ·x = 0⇒ x = 0.159



4 Homologishe Methoden in der AlgebraBemerkung 2.(1) Ist A = K Körper, M ein K-Vektorraum, dann ist M immer tor-sionslos. Ist dimK(M) <∞, so ist M auh re�exiv.(2) Allgemeiner: Ist M ein freier Modul über einem beliebigen Ring,so ist M torsionslos. Ist RgA(M) <∞, so ist M auh re�exiv.(3) Ist M torsionslos, so ist M auh torsionsfrei.Beweis für (3): Sei x ∈M , a ∈ NNT(A), a · x = 0. Dann ist
0 = f(a · x) ∀f ∈M∗

⇒ 0 = a · f(x) ∀f ∈M∗

a∈NNT(A)
======⇒ 0 = f(x) ∀f ∈M∗

⇒ κM (x)(f) = 0 ∀f ∈M∗

⇒ κM (x) = 0
κM==⇒inj. x = 0Ahtung. Die Umkehrung für (3) gilt niht: Q ist Z-torsionsfrei, aber niht Z-torsionslos,denn Q∗ = HomZ(Q,Z) = (0), also auh Q∗∗ = (0) 6= Q.Korollar. Sei A ein Ring, P projektiver A-Modul.(1) P ist torsionslos (und damit auh torsionsfrei)(2) Ist P endlih erzeugt, dann ist P sogar re�exiv.Beweis.(1) Sei also P projektiv. Dann ist P direkter Summand eines freien Moduls, etwa

P ⊕Q = F frei. Damit haben wir das kommutative Diagramm:
P F

P ∗∗ F ∗∗

i

κP

i∗∗

κFEs ist i∗∗ ◦ κP = κF ◦ i injektiv, also auh κP injektiv.Bemerkung. Wir brauhen hier nur, dass P Untermodul eines torsionslosen Modulsist.
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4.1 Projektive Moduln(2) Sei nun P endlih erzeugt und projektiv. Dann haben wir die exakte Folge
0→ K

i−֒→ An
ε−−։ P → 0,und mit der bekannten Halb-inversen s : P → An, ε ◦ s = idP , und den κ� erhaltenwir das (in jeder Weise kommutative) Diagramm

P An

P ∗∗ (An)∗∗

s

ε

κP

∼ κAn

s∗∗

ε∗∗Dabei ist ε∗∗◦s∗∗ = idP ∗∗, also ε∗∗ surjektiv, also ist auh ε∗∗◦κAn = κP ◦ε surjektiv,also κP surjektiv, injektiv shon nah (1), also bijektiv. Damit ist P re�exiv.Bemerkung 3. Man kann die Projektivität eines A-Moduls auhharakterisieren mit der folgenden Bedingung:(5) Jede kurze exakte Folge
0→ N

f−֒→M
g
−−−։ P → 0zerfällt, d.h. es ist M ∼= N ⊕ P , das Diagramm

0 N M P 0

0 N N × P P 0

f g

(idN ,0) πP

idN idP

∼

∃!hist kommutativ (mit exakten Zeilen).Satz 4.1.2. Sei A ein Ring, P ein projektiver A-Modul, endlih er-zeugt.(1) Ist A ein Hauptidealring, so ist P frei.(2) Ist (A,m) lokaler Ring, so ist P frei.Beweis.(1) Sei also A HIR, P projektiv, endlih erzeugt. D.h., ∃n ∈ N, so dass P ∼= Q, Qdirekter Summand von An. Aus der Theorie der endlih erzeugten Moduln über HIR(Elementarteiler) wissen wir, dass dann auh Q endlih erzeugter freier A-Modul ist,also ist auh P frei.
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4 Homologishe Methoden in der Algebra(2) Sei (A,m) lokal, m = A \ A∗, P =
Pn
i=1A · xi endlih erzeugter projektiver Modul,

{xi, · · · , xn} ein Erzeugendensystem mit minimaler Anzahl von Erzeugenden. Wirhaben dann wieder unsere Sequenz
0 K An P 0

π(ei) ei xi

i

ε

s

πFür (a1, · · · , an) ∈ ker(ε) ⊆ An gilt dabei
0 =

nX
i=1

ai · xi

⇒ ∀i ∈ {1, · · · , n} : ai ∈ m = A \ A∗,denn sonst wäre ak ∈ A∗ und xk = −Pi6=k
ai

ak
·xi, und das Erzeugendensystem nihtminimal.

⇒ K = ker(ε) ⊆ m ·An ⊆ Anwobei auh An = K ⊕ s(P ), d.h. s(P ) ∩K = (0) ist, d.h.
⇒ K ⊆ m ·An = m ·K ⊕m · s(P )

⇒ K ⊆ m ·K
⇒ K = m ·Kund das Lemma von Nakayama (Satz 1.1.5) sagt uns (da m = Jac(A) ist):
⇒ K = (0)Es ist also An ∼−−→

ε
P , und P ein freier Modul.Fazit. Über Hauptidealringen oder lokalen Ringen sind die endliherzeugten projektiven Moduln genau die endlih erzeugten freien Mo-duln.Im Allgemeinen gilt dies niht. Wir wollen zeigen:Ziel. Sei A beliebiger Ring, P endlih erzeugter Modul. Dann gilt:(a) P projektiv ⇔ Pp ist Ap-frei für alle p ∈ Spec(A)(b) P projektiv ⇔ Pm ist Am-frei für alle m ∈ Specm(A)
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4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines Ringes() Die lokale Rangabbildung
Rg�(P ) : Spec(A) −→ Z

p 7−→ Rgp(P ) := RgAp
(Pp)

= dimAp�p·Ap

�
Pp�p · Pp

�
= dim

Q(A�p)

�
Q
�
P�p · P

��ist stetig (wobei links die Zariski- und rehts die diskrete Topologie verwendet wird).Korollar. Sei A Ring, P endlih erzeugter projektiver A-Modul.Dann gilt für alle p ∈ Spec(A):(1) Pp ist Ap-frei.(2) Ist P =
Pn
i=1A · νi, so ist RgAp

(Pp) ≤ n.Beweis.(1) Sei P projektiv, endlih erzeugt. Dann existiert bekannterweise n ∈ N und
s : P →֒ An, ε : An ։ P , ε Epimorphismus, ε ◦ s = idP , und An = s(P ) ⊕ ker(ε).Dann haben wir für p ∈ Spec(A):

An P

(Ap)
n (An)p Pp

ε

s

εp

sp

iAp ×...×iAp
iA

n

p iPpDas heiÿt, Pp ist Ap-projektiv, und da (Ap, pAp) lokal ist, sogar Ap-frei.(2) Ist P =
Pn
i=1A · νi, so gilt ja für p ∈ SpecA:

Pp = iPp

 
nX
i=1

A · νi
!

=
nX
i=1

Ap ·
νi
1
,also ist RgAp

(Pp) ≤ n.4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppeeines RingesDe�nition 4.2. Sei A Ring, M ein A-Modul. M heiÿt A-Modul von endliher Dar-stellung (v. e. D. ), falls es (n,m) ∈ N2 und f ∈ HomA(Am, An) und einen Epomor-phismus ε ∈ EpiA(An,M) gibt, so dass die Sequenz
Am

f−→ An
ε−−։ M → 0exakt ist. 163



4 Homologishe Methoden in der AlgebraDie Bedeutung davon ist:
• M ist endlih erzeugt von {ε(e1), · · · , ε(en)} (wobei (e1, · · · , en) = En die Stan-dardbasis in An ist), und
• ker(ε) = im(f) ist ebenfalls endlih erzeugt.De�nition 4.3. Ist M endlih erzeugter A-Modul, etwa M =

Pr
i=1A · zi, {z1, · · · , zr}ein A-Erzeugendensystem von M , so gibt es den Epimorphismus

ε : Ar −→M

ei 7−→ zi.Der ModulΩ1
A(z1, · · · , zr)

RelA(z1, · · · , zr) Ω1
A(z1, · · · , zr) := RelA(z1, · · · , zr)

:= ker(ε)

=

(
(a1, · · · , ar) ∈ Ar

����� rX
i=1

ai · zi = 0

)heiÿt Relationenmodul von M bezüglih z1, · · · , zr, historish (Hilbert) auh ersterSyzygienmodul von M bzgl. {z1, · · · , zr}.Fazit. M ist v. e. D. ⇐⇒M ist endlih erzeugt, und ein (endlihes) Erzeugendensystemhat einen endlih erzeugten Relationenmodul.Ahtung. Die Folgerung M endlih erzeugt ⇒ M v. e.D. gilt i.a. niht.Beispiel 4.2.1. Betrahte wieder einmal A := Hol(C), ein bekanntermaÿen niht-noethersher Ring, und ein beliebiges niht endlih erzeugtes Ideal a $ A. Der Faktorring
A�a ist dann insbesondere ein endlih erzeugter (sogar zyklisher) A-Modul, aber in

0→ a →֒ A
π−→ A�a→ 0ist a = ker(π) niht endlih erzeugt. Der folgende Satz wird uns zeigen, dass A�a auhniht auf andere Weise endlih darstellbar ist.Satz 4.2.1. (Shanuel-Lemma)Sei A Ring, M ein A-Modul und

0→ K
i−֒→ P

ε−−։ M → 0

0→ L
j−֒→ Q

δ−−։ M → 0kurze exakte Folgen, P und Q projektiv (sogenannte projektive Auf-lösungen von M). Dann gilt
P ⊕ L ∼= K ⊕Q164



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesBeweis. Wir haben also
0→ K

i−֒→ P
ε−−։ M → 0

0→ L
j−֒→ Q

δ−−։ M → 0und das Faserprodukt-Diagramm
P ×

(ε,δ)
Q P

Q M

δ′

ε′

δ

εDa ε und δ surjektiv sind, sind auh ε′ und δ′ surjektiv (p ∈ P δ surj.
===⇒ ∃q ∈ δ−1(ε(p)) ⇒

δ′(p, q) = p, ε′ analog.) Wir haben also exakte Sequenzen
0→ ker(δ′) →֒ P ×

(ε,δ)
Q

δ′−−−։ P → 0und
0→ ker(ε′) →֒ P ×

(ε,δ)
Q

ε′−−−։ Q→ 0.Dabei ist
ker(δ′) =

¨
(p, q) ∈ P ×

(ε,δ)
Q | p = δ′(p, q) = 0

«(und für diese Elemente gilt auh ε(p) = δ(q).)
= {(0, q) ∈ (0) ×Q | 0 = ε(0) = δ(q)}
= (0) × ker(δ)

= (0) × j(L)
∼= Lund analog

ker(ε′) = i(K)× (0) ∼= KDa P und Q projektiv sind, haben wir (nah der Bedingung (5) der Charakterisierungder Projektivität)
K ⊕Q ∼= P ×

(ε,δ)
Q ∼= P ⊕ L.
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4 Homologishe Methoden in der AlgebraInsgesamt haben wir folgendes Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:
0 0

0 ker(ε′) K 0

0 ker(δ′) P ×
(ε,δ)

Q P 0

0 L Q M 0

0 0 0

∼

⊆ δ′

j δ

∼

⊆

ε′

i

ε

Korollar. Sei M ein A-Modul v. e.D. und
0→ K

j−֒→ P
δ−−։ M → 0exakte Folge, P endlih erzeugt und projektiv. Dann ist stets auh Kendlih erzeugt.Beweis. Betrahte die (exakte) Dastellungsfolge

Am
f−→ An

ε−−։ M → 0und
0→ K

j−֒→ P
δ−−։ M → 0.Das Shanuel-Lemma sagt uns dann, dass An ⊕K ∼= im(f) ⊕ P ist, letzteres ist endliherzeugt, also ist An ⊕K endlih erzeugt, und via πK auh K endlih erzeugt.Beispiel 4.2.2. Wenden wir dies auf das (exotishe) Beispiel A = Hol(C), a $ A ein nihtendlih erzeugtes Ideal. Dann haben wir die Standard-Folge:

0→ a →֒ Hol(C) ։ Hol(C)�a→ 0womit M := Hol(C)�a endlih erzeugt ist.Angenommen,M ist sogar von endliher Darstellung. Dann haben wir nah dem Korol-lar (da Hol(C) ja als freier Modul vom Rang 1 über sih selbst insbesondere projektiv undendlih erzeugt ist), dass auh a endlih erzeugt ist, im Widerspruh zur Voraussetzung,
Hol(C)�a ist also niht von endliher Darstellung.166



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesSatz 4.2.2. Sei A Ring, M ein endlih erzeugter A-Modul.(1) Ist M projektiv, so ist M v. e.D.(2) Ist A noethersh, so ist M v. e.D.Das heiÿt, für nothershe Ringe oder projektive Moduln gilt:
M endlih erzeugt⇐⇒M v. e.D.Beweis.(1) Sei P projektiv, endlih erzeugt. Dann haben wir unsere exakten Folgen:

0 ker(ε) = K An P 0
i ε

spDas heiÿt, auh K = p(An) ist endlih erzeugt, K =
Pn
i=1A · p(ei). Wir erhalten dieexakte Folge

An
i◦p−−→ An

M−−−։→ 0,und damit ist M v. e.D..(2) Sei A noethersh und M endlih erzeugter A-Modul, etwa M =
Pn
i=1A · xi. Dannhaben wir die Standardfolge

0→ ker(ε)
i−֒→ An

ε−−։ M → 0

ei 7−→ xiDa An (als freier Modul über dem noethershen Ring A) wieder noethersh ist, ist
ker(ε) ⊆ An endlih erzeugt, etwa mit Am δ−−։ ker(ε). Wir erhalten die (exakte)Darstellungsfolge

Am
i◦δ−−→ An

ε−−։ M → 0,es ist also M v. e.D.
Hom und LokalisierungSei A ein Ring, M und N zwei A-Moduln, S ⊆ A ein m. a. S.Dann hat man folgendes kommutative Diagramm von A-linearen Abbildungen und
A-Moduln:

HomA(M,N) HomAS
(MS ,NS) = HomA(MS ,NS)

(HomA(M,N))S

�S

i
HomA(M,N)

S ∃!ϕ
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4 Homologishe Methoden in der Algebramit den kanonishen Abbildungen �S und iS ,
(f : M → N)

�S7−→
�
fS : MS → NS

a

t
7→ f(a)

t

�
(f : M → N)

iS7−→ f

1
,sowie der aus der Universaleigenshaft von Lokalisierungsmoduln gewonnenen Abbildung

ϕ = d�S, wobei hier gilt
ϕ

�
f

t

�
=

1

t
· fS

ϕ

�
f

t

��
x

s

�
=

1

t
· fS

�
x

s

�
=

1

t
· f(x)

s

=
f(x)

s · t
ϕ ist A-linear und sogar AS-linear.Ahtung. ϕ ist i. A. weder injektiv noh surjektiv.Beispiel 4.2.3. Betrahte A := Z, S := NNT(Z) = Z0 = Z \ {0}, M = Q und N := Z.Dann haben wir

(HomZ(Q,Z))NNT(Z)
ϕ−→ HomQ(Q,Q) ∼= Q

= (0)Z0

= (0) ,und hier kann ϕ o�enbar niht surjektiv sein.Beispiel 4.2.4. Betrahte wieder A := Z, S := Z0, aber diesmal N = M = Q�Z. Dabeiist �Q�Z
�

Z
= (0). Daher haben wir�

HomZ(Q�Z,
Q�Z)

�
Z0

ϕ−→ HomQ

��
Q�Z

�
Z0
,
�
Q�Z

�
Z0

�
= HomQ ((0), (0))

= (0),wogegen auf der linken Seite mindestens zwei vershiedene Homomorphismen existieren(id und 0), welhe auh niht durh iS vereinigt werden. Damit ist hier ϕ niht injektiv.Beispiel 4.2.5. Sei (A,S) beliebig, F :=
Ln
i=1A · ei ∼= An, N beliebiger A-Modul. Dannhaben wir

HomA(F,N) ∼= HomA(An,N)
∼= Nn

f 7→ (f(ei))
n
i=1168



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines Ringesund
HomA(F,N)S ∼= (Nn)S

HomAS
(FS , NS) ∼= (NS)n,

ϕ ∼Die Isomorphie auf der rehten Seite ergibt sih dabei durh die Splitfolge
0 M ′ M ′ ⊕M ′′ M ′′ 0

iM′

πM′′

iM′′

πM′und somit
0 (M ′)S (M ′ ⊕M ′′)S (M ′′)S 0

(M ′)S ⊕ (M ′′)S

∼sowie Induktion über n (mit (A1)S = AS = (AS)1 als Induktionsanfang).Hier ist also ϕ Isomorphismus.Satz 4.2.3. Sei A Ring, S $ A m. a. S., M ein A-Modul v. e.D., Nbeliebiger A-Modul.Dann ist der kanonishe Homomorphismus
ϕ : (HomA(M,N))S −→ HomAS

(MS ,NS)

f

t
7−→ 1

t
· fSein AS- und auh A-Modulhomomorphismus.Als Faustregel: Bei ModulenM v. e. D. ist HomA(M,�) mit Lokalisierungen vertaush-bar.Beweis. Sei M also A-Modul v. e.D., etwa via

Am
f−→ An

ε−−։ M → 0,

ϕM : HomA(M,N)S → HomAS
(MS , NS) der bekannte kanonishe Homomorphismus.Da HomA(�, N) bekanntermaÿen linksexakt (und �S sogar exakt) ist, erhalten wir diebeiden exakten Folgen:

0 HomA(M,N) HomA(An,N) HomA(Am,N)

0 (HomA(M,N))S (HomA(An,N))S (HomA(Am,N))S

ε∗ f∗

(ε∗)S (f∗)S(Uns interessiert die zweite davon.) 169



4 Homologishe Methoden in der AlgebraEbenso ist
(AS)m = (Am)S

fS−−→ (An)S = (AS)n
εS−−−։ M → 0,exakt, folglih haben wir das Diagramm:

0 HomAS
(MS , NS) HomAS

(AnS ,NS) HomA(AmS ,NS)

0 (HomA(M,N))S (HomA(An,N))S (HomA(Am,N))S

(εS)∗ (fS)∗

(ε∗)S (f∗)S

ϕM ϕAn ϕAmHierbei sind ϕAn und ϕAm nah Beispiel 4.2.5 als Isomorphismen bekannt, und Dia-grammjagd ergibt, dass auh ϕM ein Isomorphismus sein muss.Satz 4.2.4. (Charakterisierung der endlih erzeugten projektiven Mo-duln nah dem Lokal-Global-Prinzip)Sei A ein Ring, P ein A-Modul. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) P ist endlih erzeugt und projektiv(2) P ist v. e. D. und lokal frei, d.h. ∀p ∈ Spec(A) ist Pp ein Ap-freierModul.(3) P ist v. e. D. und ∀m ∈ Specm(A) : Pm ist Am-frei.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei also P endlih erzeugt und projektiv, p ∈ SpecA. Dann ist nah Satz 4.2.2auh P v. e.D., und damit auh Pp v. e.D. Weiterhin haben wir (weil P projektiv)die bekannten exakten Folgen
0 Q An P 0,

i ε

spwelhe sih auf die Lokalisierungsmoduln vererben:
0 Qp Anp Pp 0,Damit ist auh Pp ein Ap-projektiver Modul.(2) ⇒ (3): ist klar.(3) ⇒ (1): Sei P v. e.D. und Pm für alle m ∈ Specm(A) ein Am-freier Modul. (Wir wollenzeigen, dass für M f

−−−։ M ′′ auh HomA(P,M)
f∗−−→ HomA(P,M ′′) surjektiv ist.)Seien M , M ′′ zwei Moduln, und betrahten wir die exakte Standardfolge zu f∗

HomA(P,M)
f∗−−→ HomA(P,M ′′)→ L := coker(f∗).170



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines Ringes(Es genügt zu zeigen, dass L = 0 ist.) Lokalisieren ergibt:
0 (HomA(P,M))m

�
HomA(P,M ′′)

�
m

Lm 0

0 HomA(Pm,Mm) HomAm (Pm,M
′′) 0

(f∗)m

(fm )∗

ϕ ϕ′′Hierbei sind ϕ und ϕ′′ bijektiv, da P v. e.D., und (fm)∗ ist surjektiv, da Pm ja Am-frei und daher HomAm (Pm,�) rehtsexakt ist. Damit ist (f∗)m ebenfalls surjektiv,also Lm = (0) für alle m ∈ Specm(A) und nah dem Lokal-Global-Prinzip (Satz3.1.11) ist damit auh L = (0), also HomA(P,�) ebenfalls exakt, also P projektiv.Die Rangfunktion und die Piard-Gruppe eines RingesSei P endlih erzeugter projektiver Modul (d.h. insbesondere für alle p ∈ Spec(A) : Ppist Ap-frei). Ist dann
P =

nX
i=1

A · xieine Darstellung in Erzeugenden, so sind die Pp darstellbar durh
Pp =

nX
i=1

Ap ·
xi
1
,und wir haben daher RgAp

(Pp) ≤ n.De�nition 4.4. Für einen endlih erzeugten projektiven A-Modul P heiÿt die Funktion
Rg�(P ), Rg�(P )

Rg�(P ) : Spec(A) −→ Z
p 7−→ Rgp(P ) := RgAp

(Pp),heiÿt Rangfunktion von P und Rgp(P ) heiÿt der p-Rang von P .Wir wollen nun Rg�(P ) genauer studieren.Bemerkung. Ist P =
Pn
i=1A · xi von n Elementen erzeugt, so ist

im (Rg�(P )) ⊆ {0, · · · , n} ,insbesondere also endlih.Berehnung von Rg�(P )Es ist ja
Rgp(P ) = RgAp

(Pp)

= dimAp�pAp

�
Pp�pPp

�
= dim

Q(A�p)

�
Q(P�pP )

�
171



4 Homologishe Methoden in der AlgebraBenutzen wir die (nah Satz 4.1.1 existierende) Darstellung P ∼=A SpaltA(B) mit B ∈
MA(n, n), B2 = B, dann haben wir (reduziert modulo p) B = π(B) = B + p ·MA(n, n),und

Rgp(P ) = dim
Q(A�p)

�
Spalt

Q(A�p)
(B)

�Damit folgt für k ∈ {1, · · · , n} die Äquivalenz
Rgp(P ) ≤ k
⇔ Rg

Q(A�p)
(B) ≤ k

⇔ alle (k + 1)-Minoren von B vershwinden in A�p.Und bezeihnen wir mit aν := spanA {ν-Minoren von B} das durh die Minoren erzeugteIdeal in A, dann
⇔ ak+1 ⊆ pNennen wir nun nohW≤k

P

W≤k
P :=

�
p ∈ Spec(A) | Rgp(P ) ≤ k

©und analog W<k
P , W>k

P und W≥k
P , so erhalten wirW<k

P

W>k
P

W≥k
P

W≤k
P = {p ∈ Spec(A) | p ⊇ ak+1}

= V (ak+1) ⊆ Spec(A),also eine Zariski-abgeshlossene Menge. Ebenso istW<k
P = W≤k−1

P Zariski-abgeshlossen,und W>k−1
P = W≥k

P = D(ak) sind als Komplemente Zariski-o�en.Daher haben wir
W k
p :=

�
p ∈ Spec(A) | Rgp(P ) = k

©
= W≥k

p ∩W≤k
p

= V (ak+1) ∩D(ak).De�nition 4.5. Sei X topologisher Raum, Z ⊆ X Teilmenge. Z heiÿt lokal abge-shlossen in X, falls Z = A ∩ U mit A ∈ Abg(X) und U ∈ Off(X).Bemerkung. O�enbar gilt:
Z ⊆ X ist lokal abgeshlossen in X

⇔ Z ist o�en in ZX
⇔ Z = IntX

�
Z
X
�
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4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesFazit.(a) Die Mengen W k
P sind lokal abgeshlossen in SpecA für alle k ∈ Z.(b) Das Spektrum lässt sih zerlegen in lokal abgeshlossene Mengen:

Spec(A) =
[̇
k∈Z

W k
P =

[̇
0≤k≤n

W k
P ,mit W k

p = ∅ für k > nSatz 4.2.5. Sei A ein Ring, P endlih erzeugter projektiver A-Modul.Dann ist die Rangfunktion Rg�(P ) : SpecA→ Z(1) Zariski-stetig und(2) konstant auf Zusammenhangskomponenten.Beweis.(1) Wir wissen, dass für k ∈ Z die Menge W≥k
P =

�
p ∈ Specm(A) | Rgp(P ) ≤ k

©(Zariski-)abgeshlossen ist. Dabei ist
RgpP ≤ k ⇔ Rg

Q(A�p)
(B) ≤ k

⇔ p ∈ V (Ideal der (k + 1)-Minoren von B),wobei wir wieder P ∼= SpaltA(B) mit B ∈ MA(n, n) und B2 = B annehmen (ent-sprehend Satz 4.1.1). Dabei haben wir aber auh
An = SpaltA(B)⊕ SpaltA(In −B).(Es ist ebenfalls (In −B)2 = In −B.) Das heiÿt, wir haben die Äquivalenz

Rgp(P ) ≤ k ⇐⇒ Rg
Q(A�p)

(B) ≤ k| {z }abgeshlossene Bedingung⇐⇒ Rg
Q(A�p)

(In −B) ≥ n− k| {z }o�ene Bedingung ,das heiÿt W≤k
P ist o�en und abgeshlossen. Als Komplemente sowie Shnitte undVereinigungen davon (für entsprehende k) gilt dies entsprehend auh für W<k

P ,
W≥k
P ,W>k

P undW k
P . WegenW k

P = (Rg�(P ))−1(k) (und weil Smit �−1 vertaushbarist) sind alle Urbilder o�ener Mengen in Z auh o�en in Spec(A), also ist Rg�(P )stetig.(2) Das Bild einer zusammenhängenden Menge unter einer stetigen Funktion ist (ganzallgemein für topologishe Räume) wieder zusammenhängend. Da die Zusammen-hangskomponenten in Z gerade die einzelnen Punkte sind, bleibt stetigen Funktionennah Z nihts anderes übrig, als auf Zusammenhangskomponenten konstant zu sein.173



4 Homologishe Methoden in der AlgebraMit (1) erhalten wir, dass auh Rg�(P ) : Spec(A) → Z konstant auf Zusammen-hangskomponenten ist.De�nition 4.6. Sei P ein endlih erzeugter projektiver A-Modul, Rg�(P ) : Spec(A)→
Z die Rangfunktion von P .
P heiÿt Modul von konstantem Rang k (oder auh von globalem Rang), falls

Rg�(P ) = constk ist, bzw. Pp
∼= Akp für alle p ∈ Spec(A).Korollar. Sei P endlih erzeugter projektiver A-Modul, k ∈ N0.Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) P ist von konstantem Rang k(2) Pm

∼= Akm∀m ∈ Specm(A)(3) ∀m ∈ Specm(A) : ∃f ∈ A \m : Pf
∼= AkfBeweis.(1) ⇒ (2): Klar.(2) ⇒ (1): Ist p ∈ SpecA, so gibt es ein m ∈ Specm(A) mit p ⊆ m. Damit haben wir

Pp
∼= (Pm)p·Am

∼= (Akm)p·Am ,also Rgp(P ) = k.(2) ⇒ (3): fehlt noh, ist aus dem (niht abgeshriebenen) Beweis für den letzten Satzzu entnehmen.(3) ⇒ (2): Wieder durh Transitivität der Lokalisierung.De�nition 4.7. Die MengegPic(A) gPic(A) :=
�
P | P endl. erzeugter projektiver A-Modul,Rgp(P ) ≡ 1

©heiÿt die Piard-Menge1 des Ringes A.Bemerkung. Es ist gPic(A) 6= ∅, weil A ∈gPic(A).
1nah Charles Émile Piard, 1856-1941, französisher Mathematiker174



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesBemerkung 1. Seien P,Q ∈ gPic(A) (das heiÿt, endlih erzeugteprojektive Moduln vom konstanten Rang 1). Dann ist P ⊗A Q wiederprojektiv, endlih erzeugt und von konstantem Rang 1.Beweis. Wir haben ja die üblihen Splits An π−�։−֓
s
P und Am p

−�։−֓
j
Q. Es ergibt sih

An·m ∼= An ⊗A Am
π⊗p
−�−−−−։−֓
s⊗j

P ⊗A Q,was auh ein Split ist. Daher ist P ⊗A Q wieder projektiv, und zwar direkter Summandvon An·m. Weiterhin ist für alle m ∈ SpecmA

(P ⊗A Q)m ∼= Pm⊗Am Qm

∼= Am⊗Am Am

∼= AmDe�nition 4.8. Pic(A)

Pic(A) :=
gPic(A)�∼=A

= mengemid[P ]P proj. Modul, endl. erz.,Rg�(P ) ≡ 1mit [P ] = {Q | P ∼=A Q}Ziel. Zeige, dass (Pic(A), ⊗̂) mit [P ] ⊗̂ [Q] := [P ⊗A Q] eine abelshe Gruppe ist, mitneutralem Element [A] und Inversen [P ]−1 = [P ∗] = [HomA(P,A)], und wir sogar einenkovarianten Funktor haben:
Pic : Rings −→ Ab

A 7−→ (Pic(A), ⊗̂)

(A
f−→ B) 7−→

�
Pic(A)

Pic(f)−−−−→ Pic(B)

[P ] 7−−−−→ [P ⊗A,f B]

�De�nition 4.9. (Pic(A), ⊗̂) heiÿt die Piard-Gruppe des Rings A.Zur Konstruktion der Piard-Gruppe (und auh sonst) sind die folgenden Tensoriden-titäten nützlih.
175



4 Homologishe Methoden in der AlgebraSatz 4.2.6. (Nützlihe Tensoridentitäten)Sei A ein Ring, M und N et. A-Moduln.(1) M ⊗A N ∼=A N ⊗AM .(2) Aber: Ist (x, y) ∈M2, so ist i.a. x⊗ y 6= y ⊗ x.(3) Assoziativität: Seien M1,M2,M3 alles A-Moduln. Dann haben wirdie kanonishen Isomorphien
M1 ⊗A (M2 ⊗AM3) ∼= (M1 ⊗AM2)⊗AM3

∼= M1 ⊗AM2 ⊗AM3.(4) A⊗AM ∼=A M(5) Lokalisierung als Tensorprodukt: Sei S ⊆ A m. a. S. Dann ist
M ⊗AS ∼=A MS .(6) Faktormoduln als Tensorprodukte: Sei a $ A Ideal, A�a der Faktor-ring. Dann ist
M ⊗A A�a

∼= M�a(7) Sei ϕ : A → B Ringhomomorphismus (und dadurh B eine A-Algebra via ϕ), M ein A-Modul, N ein B-Modul (und via ϕ auh
A-Modul). Dann ist

(M ⊗A,f B)⊗B N ∼=A,B (M ⊗A N)⊗A,f B ∼=A,B M ⊗A N(8) Lokalisieren von Tensormoduln: Ist S ⊆ A m. a. S., so ist
MS ⊗AS

NS
∼=A,AS

(M ⊗A N)S(9) Sei P ein endlih erzeugter projektiver A-Modul. Dann
P ∗ ⊗AM∗ ∼=A (P ⊗AM)∗.(10) Dualisieren von Hom: Sei P endlih erzeugter projektiver A-Modul.Dann gibt es die kanonishe Isomorphie

HomA(P ∗,M∗) ∼=A HomA(P,M)∗(11) Sei ϕ : A→ B Ringhomomorphismus, B dadurh A-Algebra, P ∈
Spec(B), p = ϕ−1(P) = Pont. Dann gilt:

(M ⊗A,ϕ B)P ∼= Mp⊗Ap BP176



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesBeweise und -ideen.(1) Wir haben durh die Universaleigenshaft ja die beiden Diagramme mit den univer-sellen Abbildungen, hier in einem kommutativen Diagramm dargestellt:
M ×N N ⊗AM

M ⊗A N N ⊗AM

M ⊗A N N ×M

↔
⊗

⊗
∃!ϕ

↔
⊗

⊗
∃!φ

↔
�

Es ergibt sih (wegen ↔
⊗ = ⊗ ◦ ϕ und ↔

� ◦ ⊗ =
↔
⊗ = ⊗ ◦ φ und der kanonishenIsomorphie von ↔

�), dass ϕ und φ zueinander inverse Isomorphismen sind.(2) Betrahten wir als (einfahes) Beispiel A = K einen Körper, M = V einen K-Vektorraum mit dimK(V ) = n ≥ 2, {a1, · · · , an} eine K-Basis von V . Dann ist
x⊗ y =

 
nX
i=1

xi · ai
!
⊗
 

nX
i=1

yi · ai
!

=
X
i,j

xi · yj · (ai ⊗ aj)und ebenso
y ⊗ x =

X
i,j

yi · xj · (ai ⊗ aj)Das heiÿt, wenn x⊗y = y⊗x ist, ist x = 0 oder y = 0 oder xi ·yi = xj ·yi für alle i, j.Im letzteren Fall erhält man (durh Division durh eine Koordinate 6= 0) xi = xk

yk
· yifür alle i, d.h. x = λ · y mit λ ∈ K∗.Bei dimK(V ) ≥ 2 lassen sih aber x, y �nden, für die das niht der Fall ist, es ist also

ϕ 6= id (mit ϕ der Abbildung aus (1)).(3) Für x1 ∈M1 ist
θx1 : M2 ×M3 −→M1 ⊗M2 ⊗M3

(x2, x3) 7→ x1 ⊗ x2 ⊗ x3

A-bilinear, und daher haben wir (nah der Universaleigenshaft des Tensorproduktes)ein A-lineares
θ̂x1 : M2 ⊗AM3 −→M1 ⊗M2 ⊗M3

x2 ⊗ x3 7−→ x1 ⊗ x2 ⊗ x3 177



4 Homologishe Methoden in der AlgebraWir erhalten daraus eine A-bilineare Abbildung
θ̂ : M1 × (M2 ×M3) −→M1 ⊗M2 ⊗M3

(x1, t) 7→ θx1(t)und die Universaleigenshaft des Tensorproduktes liefert uns
M1 ⊗ (M2 ⊗M3) −→M1 ⊗M2 ⊗M3,welhes A-linear ist, und sih als bijektiv herausstellt. (Andere Rihtungen analog.)(4) Die kanonishe Isomorphie ist die die Skalarmultiplikation über ⊗ faktorisierendeAbbildung:

(a, x) a · x

A×M M

A⊗AM

a⊗ x

⊗

·

θ

(5)
M ⊗AS ∼=A MS

x⊗ a

s
7→ a · x

s

x⊗ 1

s
← [

x

s(6)
M ⊗A A�a

∼= M�a

x⊗ [a]a 7→ [a · x]aM
y ⊗ [1]a← [ [y]aM(7) Für y ∈ N ist ja

θ̂y : M ×B −→ (M ⊗A N)⊗A B
(x, b) 7−→ (x⊗ y)⊗ b
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4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesDie Universaleigenshaft liefert uns für jedes y ∈ N ein entsprehendes
θy : M ⊗A B −→ (M ⊗A N)⊗A Bund damit:

θ̃ : (M ×A B)×N −→ (M ⊗A N)⊗A B
(t, y) 7−→ θy(t)Nohmal die Universaleigenshaft ...

θ : (M ⊗A B)⊗B N −→ (M ⊗A N)⊗A B
(x⊗ b)⊗ y 7−→ (x⊗ y)⊗ bDie anderen Rihtungen gehen analog.(8)

MS ⊗AS
NS
∼=
(5)
MS ⊗AS

(M ⊗A AS)

∼=
(1)
MS ⊗AS

(AS ⊗N)

∼=
(7)
MS ⊗A N

∼=
(5)

(AS ⊗AM)⊗A N

∼=
(3)
AS ⊗A (M ⊗A N)

∼=
(5)

(M ⊗A N)S(9) Wir haben für endlih erzeugte projektive Moduln P den Isomorphismus2:
(P ∗ ⊗AM∗)

∼−−→ HomA(P,M∗)

f ⊗ g 7→
�
hf⊗g : P →M∗ = HomA(M,A)

x 7→ (y 7→ f(x) · g(y))

�
.Die rehte Seite ist (generell) kanonish isomorph zu

∼= HomA(P ⊗AM,A)

= (P ⊗AM)∗.2siehe Übung vom 31.1. 179



4 Homologishe Methoden in der Algebra(10)
HomA(P ∗,M∗) ∼= HomA(P ∗ ⊗M,A)

= (P ∗ ⊗AM)∗

∼= HomA(P,M)∗(11)
(M ⊗A B)P ∼= (M ⊗A B)⊗B BP

∼= M ⊗A BP

∼= (M ⊗A Ap)⊗Ap BPPunkt (11) führt im Spezialfall P ∈gPic(A) (d.h. P endlih erzeugt, projektiv, RgpP ≡
1) zu:

(P ⊗A,f B)P ∼= Pp⊗Ap ,f BP

∼= Ap⊗Ap ,f BP

∼= BP,es ist also P ⊗A B ∈gPic(B).Fazit. Ist ϕ : A → B ein Ringhomomorphismus, damit B eine A-Algebra, so induziert
ϕ eine Abbildung gPic(ϕ) : gPic(A) −→gPic(B)

P 7−→ P ⊗A,ϕ B,welhe Isomorphis-invariant ist, also auh eine Abbildung
Pic(ϕ) : Pic(A) −→ Pic(B)

[P ] 7−→ [P ⊗A,ϕ B]induziert.Für unser Ziel bleibt zu zeigen, dass Pic(A) eine natürlihe Gruppenstruktur hat, und
Pic(ϕ) ein Gruppenhomomorphismus ist.
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4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines RingesSatz 4.2.7. (Charakterisierung der endlih erzeugten projektiven Mo-duln von konstantem Rang 1, also von gPic(A) bzw. Pic(A).)Sei M ein A-Modul von endliher Darstellung. Dann sind folgende Be-dingungen äquivalent:(1) Der kanonishe A-Modul-Homomorphismus
M ⊗AM∗ δ−→ A

x⊗ f 7−→ f(x)ist ein Isomorphismus.(2) Es existiert ein A-Modul N mit M ⊗A N ∼= A.(3) M ∈ gPic(A), d.h. M ist projektiv und ∀m ∈ Specm(A) ist
Ma
∼= Am.Beweis.(1) ⇒ (2): Ist klar mit N := M∗.(2) ⇒ (3): Sei alsoM⊗AN ∼= A, m ∈ SpecmA. Dann ist natürlih auh Mm⊗Am Nm

∼=
Am, wobei (Am,mAm) lokaler Ring ist.Bezeihne A′ := Am, m′ := m·A′ = mext,M ′ := Mm = M⊗A′, N ′ := Nm = N⊗A′.Dann ist A′

�m′ ein Körper, und
M ′

�m′ ⊗A′
�m′

N ′
�m′N ′ ∼=

�
M ′ ⊗A′ A

′
�m′

�
⊗A′

�m′
N ′

�m′

∼= M ′ ⊗A′ N
′
�m′N ′

∼= M ′ ⊗A′

�
N ′ ⊗A′ A

′
�m′

�
∼=
�
M ′ ⊗A′ N ′�⊗A′ A

′
�m′

∼= A′ ⊗A′ A
′
�m′

∼= A′
�m′,das heiÿt, es ist dim�A′

�m′
� �M ′

�m′M ′
�

= 1, also ist M ′
�m′M ′ von einem Elementerzeugt:

M ′
�mM ′ = A′

�m′ · x, mit x ∈M ′, x ∈M
′
�m′M ′

⇒ ∀y ∈M ′ : y = a · x
⇒ M ′ = A′ · x+ m′ ·M ′ 181



4 Homologishe Methoden in der AlgebraNah einem Korollar aus Satz 1.1.5 (Seite 34) (genauer: Nakayama-Lemma fürlokale Ringe, (2)) ist dann shon
M ′ = A′ · x.Betrahten wir nun die durh x induzierte Folge

0→ AnnA′(x) →֒ A′ −−։ M ′

1 7−→ x
→ 0,so ist M ′ ∼= A′

�AnnA′(x) und AnnA′(x) · M ′ = (0). Damit ist auh AnnA′(x) ·
(M ′ ⊗ N ′) = (0), also AnnA′(x) = (0), d.h. M ′ ∼= A′. Wir haben damit gezeigt,dass Mm

∼= Am ist, für alle m ∈ Specm(A), womit M ∈gPic(A) ist.(3) ⇒ (1): Sei P ∈ gPic(A), d.h. projektiv, endlih erzeugt mit Pm
∼= Am für alle m ∈

Spec(A), und δP : P ⊗ P ∗ → A der kanonishe Isomorphismus. Dann haben wirfür m ∈ SpecmA die induzierte Lokalisierung:
(P ⊗ P ∗)m Am

Pm⊗Am P
∗
m Am

Am⊗Am Am

(δP )m

δPm

∼

∼
∼Aufgrund der Kommuatativität des Diagrammes aus kanonishen Homomorphis-men sind δPm und damit auh (δP )m Isomorphismen, und nah dem Lokal-Global-Prinzip daher auh δ.Satz 4.2.8. (Über den Piard-Funktor)(1) Sei A ein Ring, Pic(A) =

gPic(A)�∼=. Dann induziert ⊗A auf Pic(A)eine (abelshe) Gruppenstruktur.(2) Pic(A) : Rings→ Ab ist ein kovarianter Funktor.Beweis.(1) Sind (P,Q,P ′, Q′) ∈
�gPic(A)

�4, so gilt:
• Ist P ∼−−→

f
P ′ und Q ∼−−→

g
Q′, so auh
P ⊗A Q

f⊗g−�−−−−−−−−−−�−
f−1⊗g−1

P ′ ⊗A Q′,das heiÿt, es ist [P ⊗A Q] = [P ′ ⊗A Q′].182



4.2 Der Rang projektiver Moduln und die Piard-Gruppe eines Ringes
• P ⊗A Q ist wieder projektiv, und es ist

(P ⊗A Q)p ∼= Pp⊗Ap Qp

∼= Ap⊗Ap Ap

∼= Ap,es ist also wirklih P ⊗A Q ∈gPic(A) und [P ⊗A Q] ∈ Pic(A).
• Damit ist die Abbildung

⊗̂ : Pic(A)× Pic(A) −→ Pic(A)

([P ], [Q]) 7−→ [P ⊗A Q] =: [P ] ⊗̂ [Q]wohlde�niert, assoziativ, und hat wegen [P ] ⊗̂ [A] = [P ⊗A A] = [P ] (undumgekehrt) auh das neutrale Element [A]. Damit ist (Pic(A), ⊗̂) ein Monoid.
• Mit P ∈gPic(A) haben wir das Diagramm:

P ⊗ P ∗ A

P ∗∗ ⊗ P ∗ P ∗ ⊗ P ∗ ∗

δP
∼

κP⊗idP∗

∼
∼

δP∗Hierbei ist δP nah Satz 4.2.7 ein Isomorphismus, κP einer (nah dem Lokal-Global-Prinzip, weil P und P ∗∗ beide konstanten Rang 1 haben), und damit istauh δP ∗ ein Isomorphismus, also P ∗ ∈gPic(A).Weiterhin ist [P ]⊗̂ [P ∗] = [P ⊗AP ∗] = [A], es ist also [P ] in Pic(A) invertierbar,
[P ]−1 = [P ∗].

• [P ] ⊗̂ [Q] = [P ⊗ Q] = [Q ⊗ P ] = [Q] ⊗̂ [P ], es ist also Pic(A) eine abelsheGruppe.(2) • Sei f : A→ B ein Ringhomomorphismus. Dann haben ist
Pic(f) : Pic(A) −→ Pic(B)durh

Pic(f)([P ]) := [P ⊗A,f B]wohlde�niert (nah Eigenshaft 11 aus Satz 4.2.6) und
Pic(f)([P ] ⊗̂A [Q]) = Pic(f)([P ⊗A Q])

= [(P ⊗A Q)⊗A,f B]

= [(P ⊗A (Q⊗A,f B)]

= [(P ⊗A,f B)⊗B (Q⊗A,f B)]

= [P ⊗A,f B] ⊗̂B [Q⊗A,f B]

= Pic(f)([P ]) ⊗̂B Pic(f)([Q]). 183



4 Homologishe Methoden in der Algebra
• Für A f−→ B

g−→ und P ∈ Pic(A) ist
Pic(g) (Pic(f)([P ])) = Pic(g) ([P ⊗A,f B])

= [(P ⊗A,f B)⊗B,g C]

= [P ⊗A,g◦f C]

= Pic(g ◦ f)([P ]),wir haben also Pic(g ◦ f) = Pic(g) ◦ Pic(f).
• Pic(idA) = idPic(A).Beispiel 4.2.6.(1) Pic(Z) = {[Z]} ∼= (0).(2) Pic(A) = {[A]} ∼= (0) für alle Hauptidealringe.(3) Ist (A,m) lokaler Ring, dann ist Pic(A) = {[A]}.(4) Ein Integritätsbereih heiÿt Dedekindring, falls für alle Ideale a ⊆ A gilt: a ist A-projektiv. In so einem Fall heiÿt Pic(A) =: H(A) auh dieDivisorenklassengruppeH(A) von A (bzw. von Q(A)).4.3 Injektive ModulnAls Analogon zu den harakterisierenden Eigenshaften der projektiven Moduln erhältman folgende Äquivalenz:
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4.3 Injektive ModulnBemerkung 1. Sei A ein Ring, E ein A-Modul. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) HomA(�, E) : ModA → ModA ist exakter (kontravarianter) Funk-tor.(2) HomA(�, E) : ModA → ModA ist rehtsexakt, d.h. für jedes θ :
M ′ →֒ M und f : M ′ → E gibt es genau ein f̂ : M → E mit
f = f̂ ◦ θ:

M ′ M

E

θ

f
∃!f̂(3) Jede exakte Folge der Form

0→ E
f−֒→M

g
−−−։ M ′′ → 0splittet, d.h. es existieren Abbildungen

0← E
p

և−−−M s←−֓ M ′′ ← 0mit g ◦ s = idM ′′ und p ◦ f = idE .De�nition 4.10. E heiÿt injektiver Modul, wenn E diese äquivalenten Eigenshaftenbesitzt.Satz 4.3.1. (Das Injektivitätskriterium von Reinhold Baer)Sei A ein Ring, E ein A-Modul. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) E ist injektiver A-Modul.(2) Für alle Ideale a ⊆ A und f ∈ HomA(a, E) existiert ein f̂ ∈
HomA(A,E) mit f̂ |a = f .

a A

E

⊆

f
∃!f̂(3) Für alle Ideale a ⊆ A und f ∈ HomA(a, E) existiert ein x ∈ E, sodass ∀a ∈ a : f(a) = a · x.Beweis. 185



4 Homologishe Methoden in der Algebra(1) ⇒ (2): Klar, a
⊆−−→ A ist A-Modulmonomorphismus.(2) ⇔ (3): Klar, mit der Isomorphie

HomA(A,M)
∼−−→M

ϕ 7−→ ϕ(1)

(r 7→ r · x)←−[ x(2) ⇒ (1): Sei also (2) gegeben, M ′ ⊆ M Inklusionspaar von A-Moduln, f ∈
HomA(M ′, E).Betrahte die Menge M aller Fortsetzungen von f auf Zwishenmoduln:

M :=
�
(N,ϕ)

��M ′ ⊆ N ⊆M,ϕ|M ′ = f.
©
.Es ist M 6= ∅, weil (M ′, f) ∈M. Eine Teilordnung auf M wird gegeben durh

(N,ϕ) 4 (N ′, ϕ′) :⇔ N ⊆ N ′ ∧ ϕ′|N = ϕ.Ist nun (N,4) ⊆ (M,4) totalgeordnete Teilmenge, so haben wir Ñ :=
S

(N,ϕ)∈NNwieder ein Zwishenmodul, und
ϕ̃ : Ñ −→ E

x 7−→ ϕ(x) mit (N,ϕ) ∈ N, x ∈ N.Es ist ϕ̃|N = ϕ für alle (N,ϕ) ∈ N, und damit ist ϕ̃ auh eine Fortsetzung von f ,also (Ñ , ϕ̃) ∈M.Das heiÿt, (M,4) ist sogar induktiv geordnet, und nah dem Zornshen Lemmaexistiert also eine maximales Element in M, d.h. eine maximale Fortsetzung von
f : (N∗, ϕ∗):

M ′ N M

E

⊆ ⊆

f
ϕBehauptung. N∗ = M .Beweis. Angenommen, dem wäre niht so, also N∗ $ M , d.h. ∃x ∈ M \ N∗.Dann betrahten wir das Ideal a := {a ∈ A | a · x ∈ N∗} und den Homomorphismus

g : a → E mit g(a) := ϕ∗(a · x). Nah (2) besitzt g eine Fortsetzung ĝ : A → E,was uns insgesamt dieses Diagramm liefert:
N∗ a A

N E

⊆ ϕ∗

f

�·x

g

⊆

ĝ
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4.3 Injektive ModulnNun betrahten wir den Modul N∗∗ := N∗ + A · x, o�enbar ein Zwishenmodul:
N∗ $ N∗ +A · x ⊆M . Wir de�nieren

ϕ∗∗ : N∗∗ = N∗ +Ax −→ Edurh
z + r · x 7−→ ϕ∗(z) + ĝ(r)Dies ist wohlde�niert, denn für z + rx = z′ + r′x ∈ N∗∗ ist

z − z′ = (r′ − r) · x ∈ N∗,⇒ r′ − r ∈ a

⇒ ϕ∗(z) − ϕ∗(z
′) = ϕ∗(z − z′)

= ϕ∗((r
′ − r) · x)

= g(r′ − r)
= ĝ(r′ − r)
= ĝ(r′)− ĝ(r)

⇒ ϕ∗(z
′) + ĝ(r′) = ϕ∗(z) + ĝ(r).Weiterhin ist für z ∈ N∗

ϕ∗∗(z) = ϕ∗∗(z + 0 · x)
= ϕ∗(z) + ĝ(0)

= ϕ∗(z),d.h. ϕ∗∗|N∗ = ϕ∗. Damit ist also (N∗∗, ϕ∗∗) ∈ M mit (N∗∗, ϕ∗∗) ≻ (N∗, ϕ∗), imWiderspruh zur Maximalitätseigenshaft von (N∗, ϕ∗). Damit ist unsere Annahmefalsh, also wirklih N∗ = M .Wir haben also ϕ∗ : M → E als Fortsetzung von f auf ganz M , d.h. E ist injektiv.Beispiel 4.3.1.(1) Q ist Z-injektiv.(2) Z ist niht Z-injektiv.Beweis.(1) Die Ideale in Z sind ja gerade (neben dem (0)-Ideal und Z selbst, wo die Fortsetzungentrivial sind) die Mengen n ·Z mit n ≥ 2. Sei ein solhes Ideal gegeben, mit f : n ·Z→
Q.

n · Z Z

Q

⊆

f
f̃ 187



4 Homologishe Methoden in der AlgebraDann setze p
q

:= f(n), und es ist f(n · r) = r·p
q . Wir de�nieren dann f̂ : Z→ Q durh

f̂(1) =
p

n · q ,d.h. f̂(r) =
p · r
n · q .O�enbar ist f̂ |n·Z = f .(2) Wäre Z injektiv, so würde für alle n ∈ Z die exakte Folge

0→ n · Z ϕ−֒→ Z→ Z�nZ→ 0zerfallen, d.h. Z ∼= nZ ⊕ Z�nZ. Dies ist aber niht möglih, da Z�nZ für n 6∈ {0, 1}ein Torsionsmodul ist (und Z niht).Bemerkung. Ist A ein Ring. Dann ist A injektiv als A-Modul (d.h. A ein injektiverRing) ⇐⇒ jedes Ideal in A ist direkter Summand von A.Injektivität und Dividierbarkeit von ModulnDe�nition 4.11. Sei A ein Ring, M ein A-Modul. M heiÿt dividierbar, falls für alle
a ∈ NNT(A) und alle x ∈M ein y ∈M existiert mit x = a · y.Bemerkung. Anders formuliert: M ist dividierbar, falls für alle a ∈ NNT(A) die (sowiesoinjektive) Homothetie ha : M →M

z 7→ a · z
auh surjektiv ist.Satz 4.3.2. Jeder injektive A-Modul ist dividierbar.Beweis. Sei E injektiver A-Modul, x ∈ E, a ∈ NNT(A). Betrahte das Hauptideal

(a) und de�niere f ∈ HomA((a), E) durh f(r · a) := r · x. (Dies ist wohlde�niert, weil(a) A

E

f

⊆

∃f̂

a ∈ NNT(A) ist, also ha : A → (a) sogar bijektiv ist.) Aufgrund der Injektivität von Eexistiert eine Fortsetzung f̂ , und mit y := f̂(1) ∈ E ist x = f(a) = f̂(a) = a · f̂(1) = a ·y.Da dies für alle a ∈ NNT(A) und x ∈M geht, ist M dividierbar.Frage. In welhen Fällen gilt sogar die Äquivalenz?Bemerkung 1. Sei A Integritätsbereih und M torsionsfreier A-Modul. Dann gilt:
M ist injektiv ⇔ M ist dividierbar.
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4.3 Injektive ModulnBeweis. (Wir müssen nur⇐ zeigen, die andere Rihtung gilt ja immer.) Wir verwendenwieder das Baer-Kriterium (Satz 4.3.1).Sei also a ⊆ A ein Ideal, ohne Beshränkung der Allgemeinheit A 6= a 6= (0) (trivialeFälle), f ∈ HomA(a,M), M dividierbar und NNT(A) = A0. Aufgrund der Dividierbar-keit ist für alle a ∈ a \ (0) shon f(a) = a · xa, mit einem geeignetem xa ∈ M . Für
(a, b) ∈ (a \ (0))2 ist damit

b · a · xa = b · f(a) = f(a · b) = a · f(b) = a · b · xb,also (da a · b 6= 0 und M torsionsfrei ist) xa = xb =: x ∈ E, und wir haben
∃x ∈M : f(a) = a · x∀a ∈ a.Nun können wir natürlih ganz einfah eine Fortsetzung f̂ de�nieren mittels f̂(r) := r ·xfür alle r ∈ A. O�enbar ist wirklih f̂ |a = f .Nah Baers Kriterium ist damit M injektiv.Satz 4.3.3. (Injektiv ⇔ dividierbar bei HIR)Sei A ein Hauptidealring, M ein A-Modul. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) M ist injektiv(2) M ist dividierbar.Beweis. Die Rihtung (1) ⇒ (2) ist klar, die andere Rihtung geht wie in Beispiel 4.3.1:Sei a = (a) ein Ideal in A (es ist für a 6= (0) auh a ∈ NNT(A)), f ∈ HomA(a,M).Dann ist f(a) = x ∈ M , und x = a · y (aufgrund der Dividierbarkeit von M). Diegewünshte Fortsetzung von f ergibt sih durh f̂(1) = y bzw. f̂(r) = r · y.Beispiel 4.3.2. Q ist injektive abelshe Gruppe (d.h. Z-Modul), Q�Z ist ebenfalls injektiv.Beispiel 4.3.3. Etwas allgemeiner:Ist A HIR, Q(A) sein Quotientenkörper, so ist Q(A) ein A-injektiver Modul (weildividierbar).Lemma.(1) Sei A Ring, N ′ ⊆ N zwei A-Moduln. Ist N dividierbar, so ist auh

N�N ′ dividierbar.(2) Im Fall A = Z (also abelshe Gruppen) gilt: Jede abelshe Grup-pe G kann in eine dividierbare (= injektive) Gruppe eingebettetwerden.Beweis. 189



4 Homologishe Methoden in der Algebra(1) Klar: Für a ∈ NNT(A) und [x] ∈ N�N ′ existiert y ∈ N mit a · y = x, also
∃[y] ∈ N�N ′ : [x] = [a · y] = a · [y].(2) Sei G abelshe Gruppe, Z(I) ε−−։ G → 0 eine freie Au�ösung, gegeben durh einErzeugendensystem {γi | i ∈ I} von G. Dann ist

G ∼= Z(I)
�ker(ε) ⊆

Q(I)
�ker(ε),und dabei ist Q(I) dividierbar, nah (1) auh Q(I)

�ker(ε) dividierbar, und da Z Haupt-idealring ist, auh injektiv.Satz 4.3.4. (Konstruktionsmethode injektiver Moduln)Sei A ein Ring (und damit via 1Z 7→ 1A ein Z-Algebra), G eine divi-dierbare abelshe Gruppe (Z-Modul). Dann:(1) HomZ(A,G) ist ein A-Modul(2) HomZ(A,G) ist sogar injektiver A-Modul.Beweis.(1) Eine Z-Modul-Struktur hat HomZ(A,G) ja bereits (also die additive Verküpfung).Wir de�nieren auÿerdem
·A : A×HomZ(A,G) −→ HomZ(A,G)

(a, f) 7−→
�
(a ·A f) : A→ G

b 7→ f(a · b)

�Dies ist wohlde�niert, a ·A f ist wirklih in HomZ(A,G), und ·A ist eine A-Modulstruktur auf HomZ(A,G), welhe auh (via 1Z 7→ 1A) die Ausgangs-Z-Modul-Struktur ·Z zurükinduziert:
(n ·A f)(a) = f(n · a)

= f(a+ . . .+ a)

= f(a) + . . .+ f(a)

= n · (f(a))

= (n ·Z f)(a)(2) Betrahte HomZ(A,G) als A-Modul wie in (1), sei M ′ ϕ−֒→ M ein A-Modulmonomorphismus. Wir wollen zeigen, dass dann der induzierte Morphismus190



4.3 Injektive Moduln
ϕ∗

Hom : HomA(M,HomZ(A,G)) → HomA(M ′,HomZ(A,G)) surjektiv ist. Wir habendas Diagramm
h HomA(M,HomZ(A,G)) HomA(M ′,HomZ(A,G))

σM (h) = ĥ HomZ(M,G) HomZ(M ′, G)

ϕ∗
Hom

∼

σM

∼

σM

ϕ∗
Gmit ĥ(x) = h(x)(1). σM ist bijektiv, die Umkehrabbildung ist

σ−1
M : HomZ(M,G) −→ HomA(M,HomZ(A,G))

ĥ 7−→ (x 7→ (r 7→ ĥ(r · x))),gleihes gilt für σM ′ .Das Diagramm ist wirklih kommutativ, für h ∈ HomA(M,HomZ(A,G)) und x′ ∈M ′gilt:
(ϕ∗

G ◦ σM )(h)(x′) = (σM (h) ◦ ϕ)(x′)

= σM (h)(ϕ(x′))

= h(ϕ(x′))(1)

= (h ◦ ϕ)(x′)(1)

= ϕ∗
Hom(h)(x′)(1)

= σM ′(ϕ∗
Hom(h))(x′)

= (σM ′ ◦ ϕ∗
Hom)(h)(x′),also ϕ∗

G ◦ σM = σM ′ ◦ ϕ∗
Hom.Weil G injektiver Modul ist, ist ϕ∗

G surjektiv, und damit ist auh ϕ∗
Hom surjektiv. Dadies für alle M gilt, ist HomZ(A,G) injektiver A-Modul.Bemerkung 2. Der Beweis liefert eigentlih mehr, nämlih:Ist B eine A-Algebra und Ω ein injektiver A-Modul, so ist HomA(B,Ω)mit seiner kanonishen B-Modulstruktur ein injektiver B-Modul.Satz 4.3.5. (Einbettung in injektive Moduln)Sei A ein Ring, M ein A-Modul. Dann kann M in einen injektiven

A-Modul A-linear eingebettet werden.Beweis. Sei M also ein A-Modul. Dann haben wir ja
M

∼−−→ HomA(A,M)
incl−֒−−→ HomZ(A,M)| {z }

A-Modul wie obenx 7−→ ϕx : A→M
r 7→ r · x

ϕ(1)←− [ ϕ 191



4 Homologishe Methoden in der AlgebraWeiterhin können wir M als Z-Modul au�assen und als solhen nah dem Lemma in einedividierbare Gruppe einbetten: M ψ−֒→ G. Wir erhalten damit (weil der Hom-Funktor jalinksexakt ist) die Folge injektiver A-Morphismen:
M

∼−−→ HomA(A,M)
incl−֒−−→ HomZ(A,M)

ψ∗
−֒−→ HomZ(A,G),wobei HomZ(A,G) nah Satz 4 ein injektiver A-Modul ist. M ist also in den injektiven

A-Modul HomZ(A,G) eingebettet.Korollar. Jeder A-Modul M besitzt eine sogenannte injektiveAu�ösung, d.h. eine exakte Folge der Form
0→M

f0−֒−→ E0
f1−−→ E1

f2−−→ · · · ,wobei die Ei injektive Moduln sind.Beweis. Wir haben jaM f̂0−֒−→ E0, mit E0 injektiv, durh Satz 4.3.5 gegeben. Dies liefertuns eine Reihe kurzer exakter Folgen:
0→M

f̂0−֒−→ E0

p̂0−−−։ coker(f̂0)→ 0

0→M
f̂1−֒−→ E1

p̂1−−−։ coker(f̂1)→ 0

0→M
f̂2−֒−→ E2

p̂2−−−։ coker(f̂2)→ 0...
0→M

f̂i−֒−→ E1

p̂i−−−։ coker(f̂i)→ 0...Zusammensetzen dieser Folgen (mittels f0 := f̂i und fi := f̂i ◦ p̂i−1 für i > 0) liefert dasGewünshte:
0→M

f0−−→ E0
f1−−→ E1

f2−−→ E2
f3−−→ . . .

fi−−→ Ei
fi+1−−−→ . . .Bemerkung. Als Kontrast dazu: Jeder A-Modul besitzt ja auh eine projektive Au�ösung

. . .→ P1
δ1−−→ P0

δ0−−→M → 0(exakte Folge, Pi projektiv), wobei hier allerdings die Pi beliebig (projektiv) gewähltwerden können, und sih die δi dann entsprehend ergeben.192



4.3 Injektive ModulnBemerkung 3. Aus Satz 4.3.5 kann man jetzt auh leiht folgern(ohne Verwendung von Push-Outs):
E ist injektiv ⇔ jede exakte Folge 0→ E →M →M ′′ splittet.Flahe ModulnSei

0→M ′ f−֒→M
g
−−−։ M ′′ → 0kurze exakte Folge von A-Moduln, N weiterer A-Modul. Wir erhalten die induzierte

A-Modul-Homomorphismusfolge(*) 0→M ′ ⊗A N
f⊗idN−−−−−→M ⊗A N

g⊗idN−−−−−→M ′′ ⊗A N → 0.Frage. Ist auh die N -tensorierte Folge (*) exakt? Mit anderen Worten: Ist der (kovari-ante) Funktor
�⊗A N : ModA −→ ModA

M 7−→M ⊗A N
f 7−→ f ⊗ idNein linksexakter, rehtsexakter oder gar überhaupt exakter Funktor?Wir werden sehen: �⊗AN ist stets rehtsexakt, aber i.a. niht linksexakt (umgekehrtzum HomA(N,�)-Funktor).Lemma. (Kriterium für die Rehtsexaktheit kurzer Folgen)Sei A ein Ring, M ′ f−→M

g−→M → 0 eine kurze Folge von A-Moduln(und -Homomorphismen). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) Die Folge ist (rehts-)exakt, d.h. g ist surjektiv und ker g = im f .(2) Für alle A-Moduln X gilt: Die kontravariant induzierte Folge
0→ HomA(M ′′,X)

g∗−−→ HomA(M,X)
f∗−−→ HomA(M ′,X)ist exakt.Beweis.(1) ⇒ (2): Dies ist bekannt, denn HomA(�,X) ist ja linksexakt für alle X ∈ModA.(2) ⇒ (1): Sei also (2) erfüllt.
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4 Homologishe Methoden in der Algebrai. Shritt Wähle in (2) X := M ′′, d.h. die Folge
0→ HomA(M ′′,M ′′)

g−→ HomA(M,M ′′)→ HomA(M ′,M ′′)ist exakt. Das heiÿt, es ist
0 = f∗(g∗(idM ′′))

⇒ 0 = idM ◦g ◦ f
⇒ 0 = g ◦ f,also im(f) ⊆ ker(g).ii. Shriitt Wähle in (2) nun X := coker(f) = M�im(f), dann ist auh

0→ HomA(M ′′, coker f)
g−→ HomA(M, coker f)→ HomA(M ′, coker f)exakt. Bezeihnen wir mit π : M →M�im f = coker f die kanonishe Projek-tion, so ist o�enbar f∗(π) = π ◦ f = 0, und damit
π ∈ ker(f∗)

⇒ π ∈ ker(f∗)

⇒ π ∈ im(g∗)

⇒ π = g∗(ϕ) mit ϕ ∈ HomA(M ′′, coker f)

⇒ π = ϕ ◦ g
⇒ ker(g) ⊆ ker(π) = im(f)Mit Shritt 1 ergibt sih ker(g) = im(f).iii. Shriiitt Wähle shlieÿlih X := coker(g). Dann ist

0→ HomA(M ′′, coker f)
g∗−−→ HomA(M, coker f)→ . . .exakt, insbesondere g∗ injektiv. Bezeihne weiter pr : M ′′ → coker g die kano-nishe Projektion. Dann ist

g∗(pr) = pr ◦g = 0

g∗
====⇒injektiv pr = 0

⇒ coker g = 0

⇒ im gsurjektivDamit ist also die Folge M ′ f−→M
g
−−−։ M ′′ → 0 wirklih exakt.
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4.3 Injektive ModulnSatz 4.3.6. (Rehtsexaktheit von �⊗A N)Sei
0→M ′ f−→M

g−→M ′′ → 0kurze exakte Folge von A-Moduln, N beliebiger A-Modul. Dann:(1) Die folgende Folge ist exakt
M ′ ⊗A N

f⊗idN−−−−−→M ⊗A N
g⊗idN−−−−−→M ′′ → 0(2) f ⊗ idN ist i.a. niht mehr injektiv, d.h. die Folge

0→M ′ ⊗A N
f⊗idN−−−−−→M ⊗A N . . .niht mehr exakt.(3) Ist

Qn
δn−−→ . . .

δ2−−→ Q1
δ1−−→ Q0

δ0−−→M → 0lange exakte Folge von A-Moduln, N beliebiger A-Modul, so ist dietensorierte Folge
Qn⊗AN δn⊗idN−−−−→ . . . Q1⊗AN δ1⊗idN−−−−→ Q0⊗AN δ0⊗idN−−−−→M⊗AN → 0ein Komplex, d.h. es ist (δk ⊗ idN ) ◦ (δk+1 ⊗ idN ) = 0 bzw.
im(δk ⊗ idN ) ⊆ ker(δk+1 ⊗ idN ).Beweis.(1) Sei also M ′ f−→ M

g−→ M ′′ → 0 exakt, N beliebiger A-Modul, seien N und Xbeliebige weitere A-Moduln. Wir betrahten die induzierte Sequenz
0→ HomA(M ′′ ⊗N,X)→ HomA(M ⊗N,X)→ HomA(M ′ ⊗N,X).(Ist für alle X diese Folge exakt, so ist nah dem vorherigen Lemma auh die Folgeder Behauptung exakt.)
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4 Homologishe Methoden in der AlgebraDazu betrahten wir die Moduln HomA(N,X), und erhalten das Diagramm:
0 0

HomA(M ′′,HomA(N,X)) L2
A(M ′′,N ;X) HomA(M ′′ ⊗A N,X)

HomA(M,HomA(N,X)) L2
A(M,N ;X) HomA(M ⊗A N,X)

HomA(M ′,HomA(N,X)) L2
A(M ′,N ;X) HomA(M ′ ⊗A N,X)

g∗

f∗

∼ ∼

∼ ∼

∼ ∼Die linke Spalte ist exakt (da Hom ja bekanntermaÿen linksexakter Funktor ist),horizontal haben wir o�enbar (kanonishe) Isomorphismen, und damit ist auh dierehte Spalte exakt.Dies gilt o�enbar für alle A-Moduln X, und daher ist (nah dem vorherigen Lemma)auh die Folge
M ′ ⊗A N

f⊗idN−−−−−→M ⊗A N
g⊗idN−−−−−→M ′′ → 0exakt.(2) Als Gegenbeispiel betrahten wir A = Z und die exakte Folge

0→ Z ·2−−→ Z π2−−→ Z�2Z→ 0.Anwenden von �⊗Z
Z�2Z liefert:

0 Z⊗ Z�2Z Z⊗ Z�2Z
Z�2Z⊗ Z�2Z 0

0 Z�2Z
Z�2Z

Z�2Z 0

(�·2)⊗idZ�2Z
π⊗idZ�2Z

�·2=0

id

∼ ∼ ∼Dieser Homomorphismus ist niht injektiv, und damit ist �⊗Z
Z�2Z niht linksexakt.(3) Die lange Folge

Qn
δn−−→ . . .

δ2−−→ Q1
δ1−−→ Q0

δ0−−→M → 0
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4.3 Injektive Modulnlässt sih �zerhaken� in kurze exakte Folgen:
0→ K0 = ker(δ0)

incl−֒−−→ Q0
δ0−−−։ M → 0

0→ K1 = ker(δ1)
incl−֒−−→ Q1

δ1−−−։ K0 → 0...
0→ Kn−1 = ker(δn−1)

incl−֒−−→ Qn−1

δn−1−−−−−։ Kn−2 → 0

0→ Kn = ker(δn)
incl−֒−−→ Qn

δn−−−։ Kn−1 → 0Hier können wir jeweils (1) anwenden, und dann die Folgen wieder zusammensetzen,wodurh sih die Behauptung ergibt.De�nition 4.12. Sei A Ring,M ein A-Modul. M heiÿt �aher Modul (bzw. A-�ah),falls der (sowieso rehtsexakte) kovariante Funktor �⊗AM : ModA → ModA ein exakterFunktor ist.Bemerkung 1. Äquivalent dazu ist:(1) �⊗AM ist linksexakt(2) Für alle N1, N2 ∈ ModA und f ∈ MonoA(N1,N2) ist
f ⊗ idM : N1 ⊗AM −→ N2 ⊗AMinjektiv.Beispiel 4.3.4. Z�nZ ist für n ≥ 2 niht Z-�ah.Beispiel 4.3.5. Ist F ∼= A(I) freier Modul, so ist F auh �ah:

M ′ ⊗A F M ⊗A F

(M ′)(I) M (I)

f⊗id

f(I)

∼ ∼Beispiel 4.3.6. Sei P projektiver Modul, d.h. F = P ⊕Q frei. Dann haben wir F πP−�−−։−֓
iP

Pmit πP ◦ iP = idP . Dies ergibt
F ⊗AM

πP⊗idM−�−−−−−−−−−−�−
iP⊗idM

P ⊗AM,wobei wir weiterhin haben:
(πP ⊗ idM ) ◦ (iP ⊗ idM ) = (πP ◦ iP )⊗ (idM ◦ idM )

= idP ⊗ idM

= idP⊗AM .Das heiÿt, projektive Moduln sind auh �ah. 197



4 Homologishe Methoden in der AlgebraBeispiel 4.3.7. Sei A Ring, S m. a. S., AS der Lokalisierungsring. Dann ist ja �⊗AAS ∼=
�S (Tensorieren mit AS entspriht lokalisieren nah S). Der Lokalisierungstensor istbekannterweise exakt, also ist auh � ⊗A AS exakter Funktor, also AS ein �aher A-Modul.Satz 4.3.7. Sei (A,m) lokaler Ring, M ein A-Modul v. e.D. Dannsind folgende Bedingungen äquivalent:(1) M ist frei.(2) M ist projektiv.(3) M ist �ah.Beweis. (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ist bekannt, (3) ⇒ (1) geht mit Standard-Methoden (z.B.mittels Tensorieren �⊗A�m).Korollar. Sei A Ring, M ein A-Modul. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) M ist endlih erzeugt und projektiv.(2) M ist v. e. D. und �ah.(3) M ist v. e. D. und lokal frei.Abgeleitete Funktoren von Hom und ⊗Die Torsionsmoduln TorAi (M,N)Seien M und N zwei A-Moduln. Dann haben wir eine projektive (exakte) Au�ösung von
M :

. . .→ Pn
δn−−→ Pn−1 . . .

δ2−−→ P1
δ1−−→ P0

δ0−−→M → 0.Tensorieren mit N ergibt den Komplex
. . .→ Pn ⊗A N ∂n−−→ Pn−1 ⊗A N . . .

∂2−−→ P1 ⊗A N ∂1−−→ P0 ⊗A N ∂0−−→M ⊗A N → 0.Wir betrahten nun aber den (am Ende abgeshnittenen) Komplex
PM ⊗A N :=

�
. . .→ Pn ⊗A N ∂n−−→ Pn−1 ⊗A N . . .

∂2−−→ P1 ⊗A N ∂1−−→ P0 ⊗A N → 0
�
.Dabei gilt also ker ∂n ⊇ im(∂n+1) für alle n ≥ 0. PM ⊗A N hat als Komplex dieHomologie-ModulnHi(P)

Hi (PM ⊗A N) := ker(∂i)�im(∂i+1)
, i ≥ 0.
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4.3 Injektive ModulnSatz 4.3.8. Hi(PM ⊗A N) hängt bis auf Isomorphie niht von dergewählten Au�ösung PM →M → 0 ab, sondern nur von M (und N).De�nition 4.13. TorAi (M,N) :∼= Hi(PM ⊗ N) heiÿt der i-te Torsionsmodul des TorAi (M,N)Paares (M,N).Bemerkung. Es ist
TorA0 (M,N) = P0 ⊗A N�∂1(P1 ⊗A N) = M ⊗A N,und

M ist �ah
⇔ �⊗M ist exakt
⇔ TorA1 (M,N) = 0 ∀N ∈ ModA

⇔ TorAi (M,N) = 0 ∀N ∈ ModA,∀i ≥ 1Extensionsmoduln ExtiA(M,N)Anderseits kann man für A-Moduln M , N auh folgendes betrahten. Sei
. . .→ Qn

δn−−→ Qn−1 . . .
δ2−−→ Q1

δ1−−→ Q0
δ0−−→ N → 0projektive Au�ösung von N . Dann haben wir den Komplex

0→ HomA(N,M)
δ∗0−−→ HomA(Q0,M)

δ∗1−−→ HomA(Q1,M)
δ∗2−−→ · · · ,welher am linken Anfang sogar exakt ist, weil ja HomA(�,M) linksexakt ist. Der (ab-geshnittene) Komplex

HomA(QN ,M) :=
�
0→ HomA(Q0,M)

δ∗1−−→ HomA(Q1,M)→ . . .
�hat dann eine Kohomologie

H i(QN ,M) := ker(δ∗i+1)�im(δ∗i )
, i ≥ 0Satz 4.3.9. Auh die ExtiA(N,M) :∼= H i(QN ,M) hängen bis aufIsomorphie niht von der gewählten Au�ösung ab und heiÿten die Ex-tensionsmoduln von (N,M). ExtiA(N,M)
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4 Homologishe Methoden in der AlgebraBemerkung. Analog zu den Torsionsmoduln haben wir hier
Ext0A(N,M) ∼= HomA(N,M)und

Ext1A(N,M) = 0∀M ∈ModA ⇔ ExtiA(N,M) = 0∀i ≥ 1,∀M ∈ ModA

⇔ HomA(N,�) ist rehtsexakt
⇔ N ist projektiv.
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5 Grundbegri�e der KategoriellenAlgebra
VorbemerkungDieses � etwas kürzere � Kapitel stammt von einer Mitshrift einer einzigen Vorlesung,welhe am 20. Februar 2003 (d.h. shon in der eigentlih vorlesungsfreien Zeit) von HerrnKleinert auf unser Bitten hin gehalten wurde, da in der Vorlesung �Algebra II� sowie derÜbung dazu es aus Zeitgründen niht mehr möglih war, das Thema zu behandeln.Danke.5.1 KategorienDe�nitionAls Grundlage für alle De�nitionen nehmen wir die Axiomatik der Mengenlehre vonGödel, Bernays und von Neumann. 1De�nition 5.1. Eine Kategorie ist ein 6-Tupel

C = (K,F, s, b, e, k)mit(1) K, F sind nihtleere Klassen;(2) s : F→ K, b : F→ K sind Abbildungen zwishen Klassen;(3) e : K→ F ist eine Klassen-Abbildung;(4) Mit Φ := {(g, f) ∈ F× F | s(g) = b(f)} ist k : Φ→ F eine Klassen-Abbildung; Φwobei folgende Kategorienaxiome gelten sollen:
∀(g, f) ∈ Φ : s(k(g, f)) = s(f), b(k(g, f)) = b(g)(Cat 1)

∀(g, f) ∈ Φ, (h, g) ∈ Φ : k(k(h, g), f) = k(h, k(g, f))(Cat 2)
∀C ∈ K : s(e(C)) = C = b(e(C))(Cat 3)
∀f ∈ F : k(f, e(b(f))) = f = k(e(s(f)), f)(Cat 4)1Dort kann man ähnlih arbeiten wie bei Mengen, nur kann man Konstrukte wie die Klasse aller Klassenoder Faktormengenbildungen niht verwenden. 203



5 Grundbegri�e der Kategoriellen AlgebraDeutungDiese sehr abstrakte De�nition wollen wir zunähst deuten und handlihere Shreibweiseneinführen.De�nition 5.2. Die Elemente von K heiÿen die Objekte von C.obj(C)

obj(C) := KDe�nition 5.3. Die Elemente von F heiÿen die Morphismen oder Pfeile von C.Mor(C)

Mor(C) := FDe�nition 5.4. s : F → K heiÿt die Quellabbildung, für f ∈ F heiÿt s(f) ∈ obj(C)die Quelle des Morphismus (Pfeils) f .De�nition 5.5. b : F→ K heiÿt die Zielabbildung, für f ∈ F heiÿt b(f) ∈ obj(C) dasZiel des Morphismus (Pfeils) f .De�nition 5.6. Man shreibt für f ∈ F mit s(f) = A und b(f) = B auhA
f−→ B

f : A→ B A
f−→ B oder f : A→ BDe�nition 5.7. Für alle A,B ∈ obj(C)× obj(C) seiHomC(A,B)

MorC(A,B) HomC(A,B) := MorC(A,B) := {f ∈ F | s(f) = A, b(f) = B}die Klasse der Morphismen von A nah B.Damit gilt o�enbar
F =

[̇
(A,B)∈obj(C)2

HomC(A,B).De�nition 5.8. Für A ∈ obj(C) heiÿtidA

idA := e(A)der identishe Morphismus von A.Es ist o�enbar immer idA ∈ HomC(A,A), womit diese Klasse nie leer sein kann.De�nition 5.9. Für (g, f) ∈ Φ, also
s(f)

f−→ b(f) = s(g)
g−→ b(g),heiÿtg ◦ f

g ◦ f := k(g, f)die Komposition von g und f .Es gilt o�enbar
g ◦ f : s(f)→ b(g)und

f ◦ ids(f) = f = idb(f) ◦f204



5.1 KategorienBeispieleBeispiel 5.1.1. Ens ist die Kategorie der Mengen:2 Ens

obj(Ens) := Klasse der Mengen
Mor(Ens) := Klasse aller Mengenabbildungen

=
[̇

X,Y ∈obj(Ens)

Abb(X,Y )

HomEns(X,Y ) := Abb(X,Y )

idX := identishe Mengenabbildung
∀ X f−→ Y

g−→ Z : k(f, g) = g ◦ f| {z }(kategoriell)
:= g ◦ f| {z }(Komposition vonMengenabbildungen)De�nition 5.10. Eine Kategorie C heiÿt kleine Kategorie, falls obj(C) und Mor(C)Mengen sind.De�nition 5.11. Eine Kategorie C heiÿt lokal-kleine Kategorie, falls für alle Objekte

A,B ∈ obj(C) jeweils HomC(A,B) eine Menge ist.Damit ist Ens lokal-klein, aber niht klein.Beispiel 5.1.2. Groups ist die Kategorie der Gruppen: Groups

obj(Groups) = Klasse aller Gruppen
HomGroups(G,H) = Menge der Gruppenhomomorphismen von G nah HDe�nition 5.12. Seien C = (K,F, s, b, e, k) und C′ = (K′,F′, s′, b′, e′, k′) zwei Kategori-en. C heiÿt Unterkategorie von C′ (C ⊆ C′), falls

K ⊆ K′ F ⊆ F′ s′|F = s

b′|F = b e′|K = e k′|Φ = kEs ist also Groups eine Unterkategorie von Ens (denn jede Gruppe ist eine Menge, undjeder Gruppenhomomorphismus ist eine Mengenabbildung).De�nition 5.13. Sei C ⊆ C′. C heiÿt volle Unterkategorie von C′, falls
∀(A,B) ∈ obj(C)2 : HomC(A,B) = HomC(A,B)O�ensihtlih ist Groups keine volle Unterkategorie von Ens. 205



5 Grundbegri�e der Kategoriellen AlgebraBeispiel 5.1.3. Ab ist die Kategorie der abelshen Gruppen:Ab

obj(Ab) = Klasse der abelshen Gruppen
Mor(Ab) =

[
G,H abelshe GruppenHomGr(G,H)

Ab ⊆ Groups ist o�enbar eine volle Unterkategorie.Weitere wihtige Kategorien sindBeispiel 5.1.4. Rings � die Kategorie der Ringe und RinghomomorphismenRings Beispiel 5.1.5. Für einen Ring A: ModA � die Kategorie der A-Moduln und A-
ModA ModulhomomorphismenBeispiel 5.1.6. Top � die Kategorie der topologishen Räume und stetigen Ab-Top bildungenBeispiel 5.1.7. Für einen Körper K: VectK := ModK � die Kategorie der K-VectK Vektorräume und K-linearen AbbildungenBeispiel 5.1.8. Ein etwas ungewöhnliheres Beispiel ist die folgende Kategorie N:N

obj(N) := N = {1, 2, 3, . . .}
HomN(n,m) := MR(n,m) (reelle Matrizen vom Typ (n,m))
∀n ∈ N : idN := In (Einheitsmatrix)Für Matrizen (A,B) ∈MR(n,m)×MR(m, l) setzen wir dann

A ◦B := A ·B (die üblihe Matrizenmultiplikation)Dies ist o�enbar eine kleine Kategorie.Beispiel 5.1.9. Sei (E,≤) eine Menge mit re�exiver, transitiver Relation (z.B. eine teil-ordnung oder eine Äquivalenzrelation). Dann erhalten wir eine Kategorie durhC(E,≤)

obj(C(E,≤)) := E

∀x, y ∈ E2 :

HomC(E,≤)
(x, y) :=

(
∅ x � y

{(x, y)} x ≤ y
idx := (x, x)

(x, y) ◦ (y, z) := (x, z)

2Ens von frz. Ensemble206



5.2 Spezielle Objekte und Morphismen in KategorienSatz ohne Nummer.(1) C(E,≤) ist eine kleine Kategorie mit der Eigenshaft
# HomC(E,≤)

≤ 1.(2) Jede kleine Kategorie C mit dieser Eigenshaft de�niert eine Mengemit re�exiver und transitiver Relation:
(obj(C),≤), a ≤ b :⇔ HomC(a, b) 6= ∅Beispiel 5.1.10. Sei (M, ∗) ein Monoid, d.h. ∗ : M ×M →M Verknüpfung mit Assozia-tivität x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, und es existiert eM ∈M : eM ∗ x = x ∗ eM = x.Dies stiftet eine Kategorie : C(M,∗)

obj(C(M,∗)) := {∅}(oder jede andere einelementige Menge)
Mor(C(M,∗)) := HomC(M,∗)(∅,∅)

:= M

∀x ∈M : s(x) = ∅
b(x) = ∅
id∅ := eM

x ◦ y := x ∗ yDies ist o�enbar eine sehr kleine Kategorie, sie hat nur ein Objekt. Umgekehrtinduziert jede kleine Kategorie mit nur einem Objekt einen Monoid durh die Komposi-tion ◦.Beispiel 5.1.11. Sei X ein topologisher Raum. Dann haben wir Off(X), die Kategorieder o�enen Mengen von X, de�niert durh
obj(Off(X)) := Off(X)

= {U ∈ P(X) | U o�en}
∀(U, V ) ∈ Off(X)2 :

HomOff(X)(U, V ) :=

(
∅ U * V

inclU,V U ⊆ V
,Identität und Komposition wie in Ens.5.2 Spezielle Objekte und Morphismen in KategorienDe�nition 5.14. Sei C eine Kategorie. Ein Morphismus f ∈ Mor(C), etwa

f ∈ HomC(A,B) heiÿt 207



5 Grundbegri�e der Kategoriellen Algebra
• kategorieller Isomorphismus in C, falls

∃g ∈ HomC(B,A) : g ◦ f = idA, f ◦ g = idB

• kategorieller Monomorphismus, falls für alle g, g′ mit (f, g) ∈ Φ, (f, g′) ∈ Φ3gilt:
f ◦ g = f ◦ g′ ⇒ g = g′

• kategorieller Epimorphismus, falls für alle g, g′ mit (g, f) ∈ Φ, (g′, f) ∈ Φ gilt:
g ◦ f = g′ ◦ f ⇒ g = g′.Entsprehend haben wir die Klassen (bzw. für kleine Kategorien Mengen) IsomC(A,B),IsomC(A,B)

MonoC(A,B), EpiC(A,B).
MonoC(A,B)

EpiC(A,B) Satz ohne Nummer. Es gilt: f ist Isomorphismus ⇒ f ist Epimor-phismus und Monomorphismus. Die Umkehrung (die z.B. in Ens gilt)gilt im allgemeinen niht.De�nition 5.15. Sei C eine Kategorie. A ∈ obj(C) heiÿt
• Anfangsobjekt, falls

∀B ∈ obj(C) : # HomC(A,B) = 1

• Endobjekt, falls
∀B ∈ obj(C) : # HomC(B,A) = 1Die Existenz und Eindeutigkeit von Anfangs- und Endobjekten ist niht immer gegebenund auh voneinander unabhängig.Beispiel 5.2.1. In Ens ist jede 1-elementige Menge ein Endobjekt, ∅ ist ein Anfangsobjekt(via HomEns(∅,X) = {incl∅,X}).Beispiel 5.2.2. In ModA ist der triviale Modul {0} sowohl Anfangs- als auh Endobjekt.Satz ohne Nummer. In einer Kategorie sind Anfangs- und Endob-jekte (falls existent) jeweils isomorph, d.h.:(a) A, B Anfangsobjekte ⇒ ∃f ∈ IsomC(A,B).(b) A, B Endobjekte ⇒ ∃f ∈ IsomC(A,B).3das heiÿt b(g) = s(f) = b(g′)208



5.3 Funktoren5.3 FunktorenDe�nition 5.16. Seien C, C′ Kategorien. Ein kovarianter Funktor von C nah C′,geshrieben �F : C → C′ (Funktor)� bzw. �F : C → C′ (kovariant)�, ist eine Abbildungvon Klassen, und zwar
F : Mor(C) ∪̇ obj(C)→ Mor(C′) ∪̇ obj(C′),mit den Eigenshaften(i) F (obj(C)) ⊆ obj(C′), F (Mor(C)) ⊆ Mor(C′)(ii) ∀A ∈ (obj(C)) : F (idA) = idF (A)(iii) ∀A,B ∈ obj(C) : F (HomC(A,B) ⊆ HomC′(F (A), F (B)).(iv) ∀A f−→ B

g−→ C (d.h. g, f ∈ ΦC) : F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).Bemerkung. Das heiÿt, wir haben die folgenden kommutativen Diagramme (mit s, f , kwie in der De�nition)
Mor(C) Mor(C′) ΦC ΦC′

obj(C) obj(C′) Mor(C) Mor(C′)

Mor(C) Mor(C′) obj(C) obj(C′)

obj(C) obj(C′) Mor(C) Mor(C′)

F

F

b b

F×F

F

�◦�=k k=�◦�

F

F

s s

F

F

id�=e e=id�De�nition 5.17. Sei C eine Kategorie. Die Kategorie Co

Co :=
�
obj(C),Mor(C), b, s, e, k′

�mit HomC′(A,B) = HomC(B,A) und k′(g, f) := k(f, g) heiÿt oppositionelle Katego-rie von C.Bemerkung. Hier sind also die Objekte die selben, und die Morphismen gehen einfahin die andere Rihtung.De�nition 5.18. Seien C und D Kategorien. Dann heiÿt C×D

C×D := (obj(C)× obj(D),Mor(C)×Mor(D), . . .) 209



5 Grundbegri�e der Kategoriellen Algebramit
(f1, g1) ◦ (f2, g2) := (f1 ◦ f2, g1 ◦ g2)

id(A,B) := (idA× idB)

HomC×D ((C1,D1), (C2,D2)) := HomC(C1, C2)×HomD(D1,D2)die Produktkategorie von C und D.De�nition 5.19. Ein kontravarianter Funktor von C nah C′ (Shreibweise:�F : C→ C′ (kontravariant)�) ist ein kovarianter Funktor F : Co → C′ bzw. F : C→ (C′)o.Bemerkung. Ein kontravarianter Funktor �dreht also die Pfeile um�.BeispieleBeispiel 5.3.1. Der identishe Funktor
idC : C −→ C

X 7−→ X

(X
f−→ Y ) 7−→ (X

f−→ Y )ist kovariant.Beispiel 5.3.2. Der oppositionelle Funktor
�o

C : C −→ Co

X 7−→ X

(X
f−→ Y ) 7−→ (X

f←− Y )ist kontravariant.Beispiel 5.3.3. Der Dualisierungsfunktor�∗

�∗ : VectK −→ VectK

V 7−→ V ∗ := HomK(V,K)

(f : V →W ) 7−→
 
f∗ : W ∗ → V ∗

ϕ 7→ ϕ ◦ f

!ist kontravariant. (Analog �∗ : ModA → ModA.)Beispiel 5.3.4. Der Hom-Funktor
HomA(M,�) : ModA −→ ModA

X 7−→ HomA(M,X)

(X
f−→ Y ) 7−→

 
Hom(M,X)→ Hom(M,Y )

ϕ 7→ f ◦ ϕ

!ist kovariant. (Hom(�,M) ist kontravariant, �∗ ist ja nur ein Spezialfall davon.)210



5.3 FunktorenBeispiel 5.3.5. Sei M A-Modul. Der Tensorierungsfunktor
�⊗AM : ModA −→ ModA

X 7−→ X ⊗AM

(X
f−→ Y ) 7−→ (X ⊗AM

f⊗idM−−−−−→ Y ⊗AM)ist kovariant.Beispiel 5.3.6. Der Vergiss-Funktor
V : Ab −→ Ens

(G,+) 7−→ G

(G
f−→ G)| {z }als HomAb

7−→ (G
f−→ G)| {z }als Mengenabbildungist kovarianter Funktor. (So einen Funktor gibt es niht nur von Ab→ Ens, sondern etwaauh Vect → Ens, Top → Ens, Vect → Ab, . . . � allgemein von einer Unterkategorie inihre Oberkategorie.)Beispiel 5.3.7. Der Potenzmengenfunktor

P : Ens −→ Ens

X 7−→ P(X)

(X
f−→ Y ) 7−→

 
P(X)→ P(Y )

A 7→ f(A)

!ist kovariant. Allerdings ist
Po : Enso −→ Ens

X 7−→ P(X)

(X
f←− Y ) 7−→

 
P(X)→ P(Y )

A 7→ f−1(A)

!kontravariant.Satz 5.3.1. Sei F : C→ C′ ein kovarianter Funktor, X, Y ∈ obj(C)und (X
f−→ Y ) ein Isomorphismus in C. Dann ist auh F (f) ein Iso-morphismus in C′.Beweis. Wir haben ja f−1 ∈ Mor(C), mit f−1 ◦ f = idX und f ◦ f−1 = idY . F daraufangewandt ergibt

F (f−1) ◦ F (f) = F (f−1 ◦ f)

= F (idX)

= idF (X) 211



5 Grundbegri�e der Kategoriellen Algebraund analog F (f) ◦ F (f−1) = idF (Y ). Damit sind F (f) und F (f−1) zueinander inverseMorphismen, also Isomorphismen in C′.Korollar. Auh kontravariante Funktoren erhalten Isomorphismen.Beweis. Ein Isomorphismus in C ist natürlih gleihzeitig ein Isomorphismus (in dieandere Rihtung) in Co.Fazit. Funktoren erhalten Isomorphismen.Verknüpfung von FunktorenDe�nition 5.20.(1) Seien C′ F−−→ C
G−−→ C′′ zwei kovariante Funktoren. Dann ist

G ◦ F : C′ → C′′als kovarianter Funktor de�niert durh(i) ∀A ∈ obj(C′) : (G ◦ F )(A) := G(F (A))(ii) ∀f ∈Mor(C′) : (G ◦ F )(f) := G(F (f))(2) Analog de�nieren wir dies für �ko ◦ kontra 7→ kontra�, �kontra ◦ ko 7→ kontra�, �kontra
◦ kontra 7→ ko�.FunktormorphismenDe�nition 5.21. Seien F : C → D, G : C → D zwei Funktoren gleihen Typs (alsobeide kovariant oder beide kontravariant).Ein Funktormorphismus (bzw. eine natürlihe Transformation) von F nah Gist eine Abbildung

h : obj(C)→ Mor(D)mit(i) ∀C ∈ obj(C) : h(C) ∈ HomD(F (C), G(C))(ii) ∀C1
f−→ C2 ∈ C kommutiert das Diagramm:

F (C1) G(C1)

F (C2) G(C2)

h(C1)

h(C2)

F (f) G(f)
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5.3 FunktorenDie Klasse der Funktormorphismen zwishen zwei Funktoren bezeihnen wir mit
HomFunc(F,G). HomFunc(F,G)De�nition 5.22. Ein Funktormorphismus h von F nah G, C

F−−→
G

D, heiÿt Funktor-isomorphismus, falls für alle C ∈ obj(C) gilt: h(C) : F (C) ∼= G(C) ist (kategorieller)Isomorphismus in D.De�nition 5.23. Für zwei Kategorien C und D ist Funct(C,D) die Kategorie der Funct(C,D)kovarianten Funktoren von C nah D:
obj(Funct(C,D)) := {F | F : C→ D (kovarianter Funktor)}

HomFunct(C,D)(F,G) := HomFunc(F,G)De�nition 5.24. Seien C und D zwei Kategorien.
• C und D heiÿen isomorphe Kategorien, falls es Funktoren

F : C→ D

G : D→ Cgibt, mit
F ◦G = idD

G ◦ F = idC .

• C und D heiÿen (kategoriell) äquivalent, falls
∃F : C→ D,

∃G : D→ C,

∃h ∈ IsomFunct(D,D)(F ◦G, idD),

∃l ∈ IsomFunct(C,C)(G ◦ F, idC).Bemerkung. Äquivalenz von Kategorien ist also o�enbar eine shwähere Bedingung alsIsomorphie.Adjungierte FunktorenDe�nition 5.25. Seien F : C → D und G : D → C kovariante Funktoren zwishenlokal kleinen Kategorien. Man erhält daraus zwei weitere Funktoren
Φ : C×D −→ Ens

Ψ : Co ×D −→ Ensvia
(C,D)

Φ7−→ HomD(F (C),D)

(C,D)
Ψ7−→ HomC(C,G(D)) 213



5 Grundbegri�e der Kategoriellen AlgebraMan nennt nun F und G adjungiertes Funktorenpaar (bzw. F linksadjungiert zu
G bzw. G rehtsadjungiert zu F ), falls

∃h ∈ Isom(Φ,Ψ).Bemerkung. Die Bedingung bedeutet, dass, für alle C1, C2 ∈ obj(C), D1,D2 ∈ obj(D),
f : C1 → C2, g : D1 → D2 das folgende Diagramm in Ens kommutiert:

HomD(F (C1),D1) HomC(C1, G(D1))

HomD(F (C2),D2) HomC(C2, G(D2))

h(C1,D1)

Φ(f,g) Ψ(f,g)

h(C2,D2)Bemerkung. Adjungierte Funktoren sind bis auf Isomorphie eindeutig, d.h. sind (F,G),
(F ′, G), (F,G′) jeweils adjungierte Funktorenpaare, so sind F und F ′ sowie G und G′ in
Funct isomorph.Beispiel 5.3.8. Seien C := D := ModA, M ∈ obj(ModA) �xiert,

F := �⊗AM : ModA → ModA,

G := HomA(M,�) : ModA → ModA .Diese beiden Funktoren sind adjungiert, mittels h(X,Y )(ϕ)(x)(m) := ϕ(x⊗m):
ϕ h(X,Y )(ϕ)

HomA(M ⊗A X,Y ) HomA(X,HomA(M,Y ))

L2
A(M,X;Y )

h(X,Y )

∼

∼ ∼Frage. Unter welhen Bedingungen besitzt ein Funktor F : C→ D einen linksadjungier-ten bzw. rehtsadjungierten Funktor G : D→ C?Beispiel 5.3.9. Der Vergissfunktor V : Ab→ Ens hat als Linksadjungierten den Funktor
FZ : Ens → Ab (FZ(X) :=

L
x∈X x · Z bezeihnet die freie abelshe Gruppe mit BasisFZ

X):
X G

FZ(X)

f

j f̂

HomEns(X,V (G)) ∼= HomAb(FZ(X), G)

f 7→ f̂

g ◦ j ← [ gDarstellbare FunktorenBetrahte einen Funktor
F : C −→ Ens

X 7−→ F (X)�
X

f−→ Y
�
7−→ F (f) ∈ Abb(F (X), F (Y ))214



5.3 FunktorenBeispiel 5.3.10. Sei A ∈ C �xiert, C lokal kleine Kategorie. Dann haben wir den Hom-Funktor
HomC(A,�) : C −→ Ens

X 7−→ HomC(A,X)

(X
f−→ Y ) 7−→

 
HomC(A,X)→ HomC(A,Y )

ϕ 7→ f ◦ ϕ

!De�nition 5.26. Ein Funktor F : C → Ens heiÿt darstellbarer Funktor, falls
∃A0 ∈ obj(C) und ∃h ∈ IsomFunct(HomC(A0,�), F ), d.h., für alle Y ∈ obj(C):

HomC(A0, Y )
∼−−→
hY

F (Y )und ∀(Y f−→ Z) ∈ Mor(C) kommutiert das Diagramm:
ϕ HomC(A0, Y ) F (Y )

f ◦ ϕ HomC(Ao, Z) F (Z)

h(Y )

∼

h(Z)

∼

hom(f) F (f)Satz 5.3.2. (Darstellbarkeit durh universelle Punkte)Sei F : C→ Ens kovarianter Funktor, C lokal-klein. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) F ist darstellbar (etwa durh A0 ∈ obj(C))(2) ∃A0 ∈ obj(C), ∃η ∈ F (A0) so dass ∀C ∈ obj(C),∀ω ∈ F (C):
∃!f ∈ HomC(A0, C) : f(η) = ω.Beweis. Übung.De�nition 5.27. Ein solhes Paar (A0, η) heiÿt auh universeller Punkt für F .

215



5 Grundbegri�e der Kategoriellen Algebra

216



Teil IIIAlgebraishe Geometrie I

217
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6 Einführung in die AlgebraisheGeometrie
6.1 Anliegen der algebraishen Geometrie und a�nealgebraishe MengenSei k Körper, n ∈ N, k[X1, · · · ,Xn] Polynomring über k in n Variablen. Jedes (formale) k[X1, · · · ,Xn]Polynom f ∈ k[X1, · · · ,Xn] hat die eindeutige Gestalt

f =
X
i∈Nn

0

ai1...in ·Xi1
1 · . . . ·Xin

n ,wobei ai1...in ∈ k und ai1...in = 0 p.p.Bemerkung.(1) k[X1, · · · ,Xn] ∼= k[X1, · · · ,ÓXi, · · · ,Xn][Xi], so dass f =Pn
ν=0 sν(X1, · · · , ,ÓXi, · · · ,Xn) ·Xν

i .(2) Man hat die natürlihe Bewertungsabbildung
β : k[X1, . . . Xn]→ Abb(kn, k)gegeben durh

β(f)(c1, · · · , cn) =
X

(i1,···,in)∈Nn
0

ai1...ii · ci11 · . . . · cinn ,für alle (c1, . . . cn) ∈ kn.Dabei sind k[X1, . . . Xn] und Abb(kn, k) kommutierende Ringe, sogar k-Algebren und
β ist o�enbar ein k-Algebra-Homomorphismus, d.h. Ringhomomorphismus, der k festlässt.De�nition 6.1.

Polyn(k) := im(β) ⊂ Abb(kn, k)heiÿt Ring der polynomialen Funktionen auf kn. Polyn(k)Es ist
Polyn(k) = {ϕ ∈ Abb(kn, k) | ∃f ∈ k[X1, . . . Xn] : ϕ = β(f)}Damit ist β : k[X1, · · · ,Xn] ։ Polyn(k) ein surjektiver Ringhomomorphismus. 221



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.1.1. Sei k Körper, n ∈ N, β der Bewertungshomomorphismus.Dann gilt:
k unendlih ⇔ β injektiv (⇔ β bijektiv).Beweis. ⇒ per Induktion über n:

n = 1: Wir betrahten k[X]
β
։ Polyn(k). Es ist

ker(β) =

(
rX
i=0

ai ·Xi ∈ k[X]

����� rX
i=0

ai · ci = 0∀c ∈ k
)
.D.h. jedes Element von kerβ muss unendlih viele Nullstellen haben, aber jedes

f ∈ k[X], f 6= 0 hat bekanntlih nur deg(f) < ∞ viele Nullstellen. Damit ist
ker(β) = 0, also β Monomorphismus (und damit Isomorphismus).

n ≥ 2: Wir betrahten also allgemein k[X1, · · · ,Xn]
β
։ Polyn(k). Jedes f ∈ k[X1, . . . Xn]hat dabei die Form

f =
NX
i=0

gi(X1, . . . Xn−1) ·Xi
n,mit gi(X1, · · · ,Xn−1) ∈ k[X1, . . . Xn−1]. Ist β(f) = 0, so gilt ∀c ∈ kn

0 =
nX
i=0

gi(c1, . . . cn−1) · cin,d.h. ∀c ∈ kn−1 hat
f̂c(Xn) :=

nX
i=1

gi(c1, · · · , cn−1) ·Xi
n ∈ k[Xn]unendlih viele Nullstellen in k. Damit ist f̂c = 0, also

gi(c1, · · · , cn−1) = 0 ∀i,∀c ∈ kn−1.Es ist also
β(gi) = 0 ∈ Polyn−1(k) ∀i,und nah Induktionsvoraussetzung gi = 0 ∀i, also

f =
NX
i=0

gi ·Xi
n = 0.Damit ist also auh hier ker(β) = (0), also

β : k[X1, · · · ,Xn] −̃→ Polyn(k)ist injektiv, also sogar Isomorphismus.222



6.1 Anliegen der alg. Geo. und a�ne alg. Mengen
⇐: Ist k endlih, dann ist k[X1, · · · ,Xn] trotzdem unendlih, aber

Abb(kn, k) ⊇ Polyn(k)hat Mähtigkeit |k||k|n <∞, also kann β niht bijektiv sein.Bemerkung. Z.B. ist, wenn k endliher Körper,
β
�
X |k|
n −Xn

�
= 0 ∈ Polyn(k)aber X |k|

n −Xn 6= 0.Fazit. Ist k unendlih, so darf man k[X1, . . . Xn] und Polyn(k) via β identi�zierten.Satz 6.1.2. Ist k = k ein algebraish abgeshlossener Körper, so ist
k unendlih (und also β Isomorphismus).Vereinbarung 6.2. Ab jetzt sei � falls es niht ausdrüklih anders gesagt wird � k alsunendliher Körper beliebiger Charakteristik vorausgesetzt (und also β ein Isomorphis-mus).Die Algebraishe Geometrie ist in der ursprünglihen und naivsten Form das Studiumder Nullstellenmengen polynomialer Gleihungssysteme.De�nition 6.3. Sei ∅ 6= S ⊂ k[X1, . . . Xn] Menge, S = {pi | i ∈ I} mit Indizierung. V (S)

V (pi | i ∈ I) := V (S) := {(α1, · · · , αn) ∈ kn | ∀f ∈ S : f(α1, · · · , αn) = 0}ist die Menge der gemeinsamen Nullstellen von aller f ∈ S oder auh kurz Nullstellen-menge von S. Eine so darstellbare Menge heiÿt auh (konkrete) a�ne algebraisheMenge in kn.Bemerkung. Man shreibt auh An
k := kn für den n-dimensionalen a�nen Raum über k. An

kDabei ignoriert man die Vektorraumstruktur von kn und betrahtet nur die a�ne (bzw.topologishe) Struktur, welhe durh die Nullstellenmengen (wie im folgenden betrahtet)induziert wird.Elementare Beispiele für a�ne algebraishe MengenBeispiel 6.1.1. n := 2, k := R. Betrahte 1

−1

1−1Einheitskreis• V (
�
X2 + Y 2 − 1

©
) =

�
(a, b) ∈ R2 | |a2 + b2 = 1

© ist der Einheitskreis.
• V (Y −X2) = V (

�
Y −X2

©
) ist die Normalparabel. 1

2

1−1−2Normalparabel• V (X · Y − 1) ist die Einheitshyperbel.
1

−1

−2

1−1−2 Hyperbel223



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeispiel 6.1.2. n = 2, k := R,
1

−1

−2

1−1

V (Y 2 −X3 −X2)

V (Y 2 −X3 −X2) =
�
(a, b) ∈ R2 | b2 = a3 + a2

©Bemerkung. Diese a�ne, algebraishe Menge V (Y 2 − X3 − X2) ist eine sogenannteebene a�ne Kurve vom Grad 3. Sie kann parametrisiert werden:
ϕ : R→ R2

t 7→ (t− 1, t3 − t)Behauptung.(1) ϕ(R) = V (Y 2 −X3 −X2)(2) ϕ|R\{−1,1} : R \ {−1, 1} −̃→ V (Y 2 −X3 −X2) \ {(0, 0)} ist sogarbijektiv.Beweis. Einsetzen (Y 2 −X3 −X2)(ϕ(t)) zeigt:
(t3 − t)2 = t6 − 2t4 + t2

=
�
t6 − 3t4 + 3t2 − 1

�
+
�
t4 − 2t2 + 1

�
= (t2 − 1)3 + (t2 − 1)2,damit haben wir die Inklusion ⊆ in (1).Umgekehrt: Für alle (a, b) ∈ V (Y 2 −X3 − X2) \ {(0, 0)}, d.h. mit a3 = b2 − a2 und

a 6= 0 ist
ϕ
� b
a

�
=

�
b2

a2
− 1,

b3

a3
− b

a

�
=

�
b2 − a2

a2
,
b(b2 − a2)

a3

�
=

�
a3

a2
,
ba3

a3

�
= (a, b) .Auÿerdem ist ϕ(1) = ϕ(−1) = (0, 0), also haben wir auh ⊇. (2) ergibt sih damit auh(Umkehrfunktion (a, b) 7→ b

a ).Dies ist ein Beispiel für eine singuläre elliptishe Kurve.Beispiel 6.1.3. n := 2, k := R, λ ∈ R. Wir de�nieren das Polynom1

−1

−2

1−1−2

V
−1 sλ :=

�
Y 2 −X · (X − 1) · (X − λ)

�
∈ R[X,Y ]und damit1

−1

−2

1 2 3

V0

Vλ := V (sλ) =
�
(a, b) ∈ R2 | b2 = a3− (λ+ 1)a2 + λa

©
.Es ist also:

1

−1

−2

1 2 3

V1

λ = −1 : V−1 = V
�
Y 3 −X3 −X

�
λ = 0 : V0 = V

�
Y 2 −X2(X − 1)

�
λ = 1 : V1 = V

�
Y 2 −X(X − 1)2

�
λ = 2 : V2 = V

�
Y 2 −X(X − 1)(X − 2)

�(In Beispiel 2.2.8 auf Seite 109 wurde gezeigt, dass sλ für λ 6∈ {0, 1} irreduzibel ist.)
1

−1

−2

1 2 3

V2
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6.1 Anliegen der alg. Geo. und a�ne alg. MengenBeispiel 6.1.4.(a) Betrahte SL(n,R)

SL(n,R) :=
�
A ∈ Rn×n | detA = 1

©
⊂ Rn2

,wobei det
det :=

X
σ∈Sn

sgn(σ) ·X1σ(1) · . . . ·Xnσ(n) ∈ R[X11, · · · ,Xnn]das Determinantenpolynom ist. Damit ist SL(n,R) = V (det−1) eine a�ne alge-braishe Menge. Aufgrund der mit der algebraishen struktur kompatiblen Gruppen-struktur redet man auh von einer linearen algebraishen Gruppe.(b) O(n,R) :=
�
A ∈ Rn×n | A ·At = En

© ist eine a�ne algebraishe Menge in Rn2 , O(n,R)de�niert durh n2 Gleihungen:
O(n,R) = V

 
nX
ν=1

Xiν ·Xνj − δij
����� 1 ≤ i, j ≤ n!

= V (X ·X − In)() U(n,C) :=
�
A ∈ Cn×n | At ·A = In

© und U(n,C)(d) SU(n,C) :=
�
A ∈ Cn×n | At · A = In ∧ detA = 1

© sind niht über C, wohl aber SU(n,C)über R a�ne algebraishe Mengen.Beispiel 6.1.5. Betrahte
ϕ : R→ R3

t 7→ (t, t2, t3)Behauptung. ϕ(R) ist a�ne algebraishe Menge, nämlih
V (Z −XY,Z −X3, Y −X2, Y · Z −X5, . . . )

= V (Z −XY, Y −X2).Beweis. Übungsaufgabe.Auÿerdem gilt:
ϕ(R) =

¨
(a, b, c) ∈ R3

�����Rg

�
1 a b
a b c

�
< 2

«
=
�
(a, b, c) ∈ R3 | 1b− aa = 0, 1c − ba = 0, ac− bb = 0

©Dies etabliert den Ort ϕ(R) als sogenannte Determinanten-Varietät (nah dem Mi-norenkriterium der linearen Algebra). 225



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie6.2 Topologie algebraisher MengenErinnerung. Sei k unendliher Körper, n ∈ N, An
k = kn. Sei ∅ 6= S ⊂ k[X1, · · · ,Xn]beliebige Menge von Polynomen. V (S) = {a = (a1, · · · , an) ∈ kn | f(a) = 0∀f ∈ S} heiÿtdann a�ne algebraishe Menge.Fragen.(1) Wann ist V (S) 6= ∅? (z.B. ist V (X2 + 1) = ∅ für k = R.(2) Falls V (S) 6= ∅, wie groÿ ist V (S)?(3) Welhe �geometrishen� Eigenshaften hat eine solhe Menge V (S), welhe topologi-shen?(4) Wie sind die algebraishen Mengen V (S) zueinander kon�guriert?Jedenfalls hat man eine Abbildung

V : P(k[X1, · · · ,Xn]) \ {∅}։ {Z ∈ P(An
k) | Z a�. alg. Menge}

S 7→ V (S)Bemerkung.(1) V (0) = Ak
n(2) V (α) = ∅ für α ∈ k[X1, · · · ,Xn]

∗ = k∗.Damit sind ∅ und An
k a�ne algebraishe Mengen.Erinnerung. Für ein Ideal a ⊂ A (in einem Ring A) ist√

a

√
a := {a ∈ A | ∃n : an ∈ a}das Radikal von a.Es gilt a ⊆ √a und È√a =
√

a, wir haben es also mit einem Hüllenoperator zu tun.Ein Ideal a mit a =
√

a nennt man auh radizielles Ideal.
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6.2 Topologie algebraisher MengenSatz 6.2.1. A�ne algebraishe Mengen in An
k , n ≥ 1 haben folgendeEigenshaften:(a) Sei ∅ 6= S ⊂ k[X1, · · · ,Xn],

aS := 〈S〉 := IdealS

:=

8<: rX
j=1

gi · fi

������ r ∈ N, fi ∈ S, gi ∈ k[X1, · · · ,Xn]

9=; ,dann ist V (S) = V (aS) = V (
√

aS).(b) ∀S gilt: V (S) = V (f1, · · · , fr), mit r ∈ N, fi ∈ aS .() Sind a, b ⊂ k[X1, · · · ,Xn], so
V (a) ∪ V (b) = V (a ∩ b) = V (a · b).(d) Sei (ai)i∈I Familie von Idealen, so gilt\
i∈I

V (ai) = V

 X
i∈I

ai

!
= V

 [
i∈I

ai

!
.(e)

T := {Z ⊃ An
k | Z a�. alg. Menge}de�niert abgeshlossene Mengen einer Topologie auf An

k . Sie heiÿtZariski-Topologie.

aS

〈S〉

Ideal(S)

Beweis. Allgemein gilt o�enbar:
∅ 6= S ⊆ S′ ⇒ V (S) ⊇ V (S′).(a) S ⊆ aS ⊆

√
aS ⇒ V (S) ⊇ V (aS) ⊇ V (

√
aS).Umgekehrt: Sei a ∈ V (S), f ∈ √aS . Dann ex. n ∈ N mit fn ∈ as, also

fn =
Pr
i=1 gi · fi, fi ∈ S, gi ∈ k[X1, · · · ,Xn]. Dann ist

fn(a) =
rX
i=1

gi(a) · fi(a)| {z }
=0

= 0,und da k ein Körper (also reduziert) ist, auh f(a) = 0. Also ist a ∈ V (
√

aS), also
V (S) ⊆ V (

√
aS). (a)Fazit. Z ∈ An
k ist a�ne algebraishe Menge

⇔

Z = V (a) für ein a mit a =
√

a. 227



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(b) V (S) ⊆ An
k algebraishe Menge, so ist V (S) = V (

√
as), aS ⊂ k[X1, · · · ,Xn],

k[X1, · · · ,Xn] noethersh nah Hilberts Basissatz. Damit ist aS endlih erzeugt, etwa
aS =

rX
i=1

k[X1, · · · ,Xn] · fi, fi ∈ aS , r ∈ N.Also ist V (S) = V (aS) = V (f1, · · · , fn). (b)() Seien V (a), V (b) ⊆ An
k a�ne, alg. Mengen. Es ist

a · b ⊆ a ∩ b

(
⊆ a

⊆ b
,also

V (a · b) ⊇ V (a ∩ b)

(
⊆ V (a)

⊆ V (b)
,d.h.

V (a) ∪ V (b) ⊆ V (a ∩ b) ⊆ V (a · b).Sei nun a ∈ V (a · b). Angenommen, a 6∈ V (a) ∧ a 6∈ V (b), dann
∃f ∈ a : f(a) 6= 0 ∧ ∃g ∈ b : g(a) 6= 0,also ist

0 6= f(a) · g(a) = (f · g)| {z }
∈a·b

(a) = 0.Somit ist die Annahme falsh und a ∈ V (a) ∪ V (b), also
V (a) ∪ V (b) = V (a · b) = V (a ∩ b). ()(d) Sei (ai)i∈I Familie von Idealen in k[X1, · · · ,Xn].

∀i ∈ I : ai ⊆
X
j∈I

aj

⇒ ∀i ∈ I : V

�X
j∈I

aj

�
⊆ V (ai)

⇒ V

�X
j∈I

aj

�
⊆
\
i∈I

V (ai)
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6.2 Topologie algebraisher MengenUmgekehrt: Sei a ∈ Ti∈I V (ai), f ∈ Pj∈I aj . Dann ist f =
Pr
k=1 fk mit r ∈ N,

i1, . . . ir ∈ I, (f1, · · · , fr) ∈
�r

k=1 aik . Damit ist
f(a) =

rX
k=1

fk(a)| {z }
=0

= 0 ⇒ a ∈ V
�X
j∈I

aj

�
. (d)(e) folgt aus (a), (b) und (). (e)Bemerkung. zu (b): Im Spezialfall k = R gilt sogar:

V (S) = V (f1, · · · , fr) = V (f2
1 , · · · , f2

r ) = V

 
rX
i=1

f2
i

!
,d.h. jede a�ne algebraishe Menge in An

R ist Nullstellenmenge shon eines einzigen Po-lynoms in R[X1, . . . Xn].Bemerkung.(1) k = R, A1
R = R. Es ist

AbgZar(R) = T = {V (f) | f ∈ R[X]} ,
R[X] ist Hauptidealring, d.h. T = {∅,R}∪ {Z ⊂ R | Z endlih} (etwa {a1, . . . an} =
V (X − a1, · · · ,X − an)), und

OffZar(R) = {∅,R} ∪ {Z ⊂ R | |R \ Z| <∞} .Allgemein gilt: Die Zariski-Topologie auf A1
k, k beliebiger unendliher Körper, istgenau die Ko�nite Topologie.(2) Ist k = R oder k = C, so ist die Zariski-Topologie auf An

k stets gröber als dieeuklidishe Topologie, d.h.
TZar $ Teukl.Die Zariski-abgeshlossenen Mengen in An

k sind i.a. (mit Ausnahme von An
k selbst)�sehr klein� (Maÿ 0), die Zariski-o�enen (auÿer ∅) �sehr groÿ�(3) Notwendiges Kriterium für die �Algebraizität� von Teilmengen Z ⊂ A2

k, k unend-lih: Sei ∅ 6= ZOV (F1, · · · , Fr) ⊂ A2
k eine ebene, a�ne algebraishe Menge über k,

Fi ∈ k[X,Y ] und L beliebige a�ne Gerade, d.h. L = V (l̃), l̃ = aX + bY + c. Ohne 1

−1

−2

1−1−2Kurve mit GeradeBeshränkung der Allgemeinheit ist a 6= 0, also L = V (l̃) = V (X + βY + γ| {z }
=:l

), mit
β = b

a , γ = c
a .Frage. Wie sieht Z ∩ L aus?Umstellen von l = 0 ergibt X = −βY −γ, einsetzen in Fi(X,Y ) liefert F̃i(Y ) ∈ k[Y ].

V (F̃i | i ∈ {1, . . . r}) ist also entweder ∅, ganz k oder endlih, also ist ebenso Z ∩ Lentweder L, ∅ oder endlih. 229



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieFazit. Die Shnittmenge einer algebraishen Menge in A2
k miteiner Geraden ist entweder leer, die ganze Gerade oder endlih.Beispiel 6.2.1.Behauptung. Z := {(t, sin t) | t ∈ R} $ A2

R, der Graph desSinus, ist niht algebraish.1

−1

−2

1 2−1−2

Y = sin( X
2π

) Beweis. Betrahte L := V (Y ) (X-Ahse). L ∩ Z = π · Z× {0} ist unendlih, erfülltalso das obige Fazit niht.Frage. Ist dieses Kriterium auh hinreihend?Antwort. Nein. Ein Gegenbeispiel ist Z :=
�
(t, et) | t ∈ R

©
( R2, Z erfüllt die Be-1

2

−1

1−1−2

Z
dingung, ist aber niht a�n algebraish.Bemerkung. Sei k unendliher Körper, n ∈ N, An

k := kn mit Zariski-Topologie.
OffZar(An

k) = {An
k \ V (a) | a ⊂ k[X1, · · · ,Xn] Ideal}

= {An
k \ V (f1, · · · , fr) | r ∈ N, fi ∈ k[X1, · · · ,Xn]}

=

(
An
k \

r\
i=1

V (fi)

����� r ∈ N, fi ∈ k[X1, · · · ,Xn]

)
=

(
r[
i=1

(An
k \ V (fi))

����� r ∈ N, fi ∈ k[X1, · · · ,Xn]

)Mit D(f) := An
k \ V (f) = {a ∈ kn | f(a) 6= 0} ergibt sih

OffZar(An
k) =

(
r[
i=1

D(fi)

����� r ∈ N, fi ∈ k[X1, · · · ,Xn]

)Da auÿerdem D(f)∩D(g) = D(f ·g) ist, bildet die Menge derNihtnullstellenmengenD(f)

{D(f) | f ∈ k[X1, · · · ,Xn]}eine Topologie-Basis der Zariski-Topologie.Unmittelbare Folgerungen:Satz 6.2.2. In An
k mit Zariski-Topologie ist jedes ∅ 6= S ⊂ An

kquasikompakt.Erinnerung. Eine Menge S in einem topologishen Raum X heiÿt quasikompakt, falls
S die Heine-Borel-Überdekungseigenshaft erfüllt, d.h. wenn es für jede Familie
(Ui)i∈I o�ener Mengen in X mit S ⊆ S

i∈I Ui eine endlihe Teilmenge {i1, · · · , it} ⊆ Igibt mit S ⊆ Stj=1 Uij . Kurz: Für jede o�ene Überdekung gibt es eine endlihe Teilüber-dekung.230



6.2 Topologie algebraisher MengenBeweis. Sei S ⊆ Si∈I D(ai), D(ai) =
Ssi
r=1D(fir), also

S ⊆
[
i∈I

1≤r≤si

D(fir)

= D

� X
i∈I

1≤r≤si

k[X1, · · · ,Xn] · fir

�
Da k[X1, · · · ,Xn] noethersh ist, ist das Ideal b :=

P
i∈I

1≤r≤si

k[X1, · · · ,Xn] · fir end-lih erzeugt, etwa durh g1, . . . gp ∈ b, gl =
Pml
q=1 filqrlq . Dadurh erhält man

b =
Pp
l=1

Pml
q=1 k[X1, · · · ,Xn] · filqrlq , d.h. (weil filqrlq ∈ ailq ) b =

Pp
l=1

Pml
q=1 ailq .

= D

�
pX
l=1

mlX
q=1

ailq

�
=

p[
l=1

ml[
q=1

D
�
ailq

�
Bemerkung. Es gilt für D weiterhin (und shon verwendet im obigen Beweis):
• D(a) ∪D(b) = D(a + b).
• Si∈I D(ai) = D

�P
i∈I ai

�
• D(a) ∩D(b) = D(a ∩ b) = D(a · b)Satz 6.2.3.
• D(0) = ∅, D(1) = An

k .
• Für D(a) 6= ∅ 6= D(b) ist auh D(a ∩D(b) 6= ∅.Beweis. Aufgrund der Basisdarstellung genügt es zu zeigen, dass

D(f) 6= 0 6= D(g) ⇒ D(f) ∩ F (g) = D(f · g) 6= ∅.Angenommen, dem wäre niht so, also D(f · g) = ∅, dann gilt ∀a ∈ An
k : 0 = f · g(a), also(da k unendlih) f · g = 0, also f = 0 oder g = 0. Damit ist D(f) = ∅ oder D(g) = ∅,im Widerspruh zur Vorausetzung.De�nition 6.4. Ein topologisher Raum X heiÿt irreduzibel, falls

∀A1, A2 ∈ Abg(X) : X = A1 ∪A2 ⇒ X = A1 ∨X = A2. 231



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.2.4. Sei X ein topologisher Raum. Dann sind folgende Be-dingungen äquivalent:(i) X ist irreduzibel.(ii) ∀U1, U2 ∈ Off(X) \ {∅} : U1 ∩ U2 6= ∅.(iii) ∀U ∈ Off(X) \ {∅} : U = X (d.h. nihtleere o�ene Mengen sinddiht in X).(iv) ∀U ∈ Off(X): X ist zusammenhängend.Beweis.(i) ⇒ (ii) Angenommen, U1∩U2 = ∅, U1 6= ∅ 6= U2. Dann ist X = X \(U1∩U2) = (X \
U1)∪(X \U2). Wegen (i) ist das ohne Beshränkung der Allgemeinheit X = X \U1,also U1 = ∅, im Widerspruh zur Annahme. (i) ⇒ (ii)(ii) ⇒ (iii) Sei U 6= ∅ o�en. Es ist X \ U o�en, und (X \ U) ∩ U = ∅. Wegen (ii) mussdann X \ U = ∅ sein, also X = U . (ii) ⇒ (iii)(iii) ⇒ (i), (iv) ⇒ (i), (i) ⇒ (iv) Übungsaufgabe. (Ein anderer Beweis dieses Satzes�ndet sih bei Satz 1.4.3 auf Seite 69.)Bemerkung.(1) X hausdor�sh und irreduzibel ⇔ |X| = 1(2) An
k mit Zariski-Topologie ist irreduzibel (also niht hausdor�sh für n > 0)De�nition 6.5. Sei X topologisher Raum. ∅ 6= S ⊆ X heiÿt irreduzibel, falls S mitder induzierten Topologie ein irreduzibler Raum ist.Beispiel 6.2.2. {x} ist irreduzibel ∀x ∈ X.Beispiel 6.2.3. Ist X irreduzibel, so ist auh jede o�ene Menge irreduzibel (aber nihtjede Teilmenge!) und umgekehrt.Beispiel 6.2.4. Sei X (niht notwendig irreduzibler) topologisher Raum, S ⊆ X. Danngilt: S irreduzibel ⇔ S irreduzibel.Beweis. ⇒: Sei S irreduzibel, S = A1∪A2, Ai abgeshlossen in S und damit auh in X.Es ist SS∩S = (S∩A1)∪(S∩A2), S∩Ai ist abgeshlossen in S, und da S irreduzibel ist,ist ohne Beshränkung der Allgemeinheit S = S ∩A1, also S ⊆ A1, folglih S ⊆ A1 ⊆ S,
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6.2 Topologie algebraisher Mengenalso S = A1. ⇒
⇐: Sei S irreduzibel, S = (S ∩A1) ∪ (S ∩A2), Ai ∈ Abg(X).

S = S ∩ (A1 ∪A2)

⇒ S = S ∩A1 ∪A2

= S ∩ (A1 ∪A2)

S = (S ∩A1) ∪ (S ∩A2)Da S irreduzibel ist, ergibt sih ohne Beshränkung der Allgemeinheit
⇒ S = S ∩A1

⇒ S ⊆ A1

⇒ S = A1 ∩ SDamit ist also auh S irreduzibel. ⇐De�nition 6.6. Sei X ein topologisher Raum. Eine Teilmenge ∅ 6= S ⊆ X heiÿt irre-duzible Komponente von X, falls S irreduzibel und S maximal mit dieser Eigenshaft(d.h. S ⊆ T , T irreduzibel ⇒ S = T ).Satz 6.2.5.(1) Jeder topologishe Raum hat irreduzible Komponenten.(2) Jede irreduzible Komponente ist abgeshlossen.(3) S
Z irred. Komp.Z = X(4) Jede irreduzible Teilmenge W ⊆ X liegt in (mindestens) einer ir-reduziblen Komponente.Beweis.(1) folgt aus (4) (da {x} irreduzibel für jedes x ∈ X).(2) Sei Z ⊆ X irreduzible Komponente, dann ist Z irreduzibel, Z irreduzibel, und auf-grund der Maximalität von Z ist Z = Z, also Z abgeshlossen.(3) folgt aus (4) (da {x} irreduzibel für jedes x ∈ X).(4) Sei M := {Z ⊆ X |W ⊆ Z,Z irreduzibel}. Es ist M 6= ∅, da W ∈M. (Wir wollenzeigen, dass M induktiv geordnet ist.)Sei N ⊆M totalgeordnet, so istW ⊆ V :=

S
Y ∈NY . Zu zeigen ist, dass V irreduzibelist. Seien dazu U1, U2 ∈ Off(X), so dass V1 := V ∩ U1 6= ∅ und V2 := V ∩ U2 6= ∅.233



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDann existieren Y1, Y2 ∈ N mit Y1 ∩ U2 6= ∅ und Y2 ∩ U2 6= ∅. Da N totalgeordnet,ist ohne Beshränkung der Allgemeinheit Y1 ⊇ Y2, also auh Y1 ∩ U2 6= ∅. Y1 istirreduzibel und Y1∩U2 sowie Y1∩U1 sind nihtleer und o�en in Y1, d.h. Y1∩U1∩U2 6=
∅. Damit ist insbesondere U1∩U2∩V 6= ∅, also V irreduzibel, d.h. V ∈M ist obereShranke für N.Damit ist M induktiv geordnete Menge, also können wir das Zornshe Lemma anwen-den, somit gibt es ein maximales Element in M. Ein solhes ist gerade eine irreduzibleKomponente von X.Beispiel 6.2.5. Ist X hausdor�sh, so ist X =

S
x∈X {x} Zerlegung in irreduzible Kom-ponenten.Beispiel 6.2.6. An

k ist Zariski-irreduzibel, daher ist An
k selbst irreduzible Komponente.Frage. Wieviele irreduzible Komponenten kann V (a) ⊆ An

k haben? Wie sehen sie aus?Dazu betrahten wir sogenannte noethershe topologishe Räume.Noethershe topologishe RäumeDe�nition 6.7. Sei X 6= ∅ topologisher Raum. X heiÿt noethersh, falls es in jedernihtleeren Menge S ⊆ Abg(X) (inklusions-)minimale Elemente gibt.Satz 6.2.6. Sei X 6= ∅ topologisher Raum. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(i) X ist noethersh.(ii) In jeder nihtleeren Menge I ⊆ Off(X) existieren maximale Ele-mente.(iii) Jede absteigende Inklusionskette Ai ∈ Abg(X),
X ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . .wird stationär.(iv) Jede aufsteigende Kette o�ener Mengen wird stationär.Beweis.(i) ⇔ (ii), (iii) ⇔ (iv) per Übergang zum Komplement.(i) ⇔ (iii) analog zur Noether-Eigenshaft für Ringe (siehe 1.2.2).Frage. Wenn X hausdor�sh und noethersh, ist dann |X| <∞?234



6.2 Topologie algebraisher MengenBemerkung 1.(1) Rn, Cn mit euklidisher Topologie sind niht noethersh.(2) Sei X noethersher top. Raum, ∅ 6= S ⊆ X. Dann ist auh Snoethersh mit der induzierten Topologie.(3) Jeder noethershe Raum ist quasikompakt.Beweis.(1) Klar.(2) Sei
S ⊇ A1 ∩ S ⊇ A2 ∩ S ⊇ A4 ∩ S . . .absteigende Kette abgeshlossener Mengen in S, d.h. Ai ∈ Abg(X). Damit ist
X ⊇ A1 ∩ S ⊇ A2 ∩ S ⊇ A3 ∩ S . . .absteigende Kette abgeshlossener Mengen in X. Da X noethersh ist, wird dieseKette stationär, d.h. Ai ∩ S = Ai+1 ∩ S ab einem i0. Shneiden mit S ergibt

Ai ∩ S ∩ S = Ai+1 ∩ S ∩ S
Ai ∩ SS = Ai+1 ∩ SSund da Ai ∩ S bereits abgeshlossen waren in S
Ai ∩ S = Ai+1 ∩ SDas heiÿt, auh unsere absteigende Folge in S wird stationär, also ist auh S noether-sher topologisher Raum.(3) Sei X noethersher topologisher Raum, X =

S
λ∈I Uλ o�ene Überdekung. Betrah-te

U :=

8<:[
j∈J

Uj

������J ⊆ I endlih9=; .Weil X noethersh ist, existiert ein maximales Element
U∗ =: Uj1 ∪ . . . ∪ Ujr ∈ U.Damit gilt

∀λ ∈ I : U∗ ∪ Uλ| {z }
∈U

⊃ U∗,
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6 Einführung in die Algebraishe Geometriewobei U∗ maximal ist, also
∀λ ∈ I : U∗ ∪ Uλ = U∗,

⇒ ∀λ ∈ I : Uλ ⊆ U∗und durh Vereinigung über λ erhalten wir
X =

[
λ∈I

Uλ ⊆ U∗ =
r[

u=1

Uju ⊆ X,also ist X = U∗ quasikompakt.Dies benutzen wir, um die noethershen Räume noh weiter zu harakterisieren:Satz 6.2.7. Sei X topologisher Raum. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(i) X ist noethersh.(ii) X ist endlihe Vereinigung noethersher Teilmengen.(iii) X ist endlihe Vereinigung o�ener noethersher Teilmengen.(iv) X jede Teilmenge S ⊆ X ist quasikompakt.Beweis.(i) ⇒ (iii) trivial, da X sih selbst noethersh, o�en überdekt.(iii) ⇒ (ii) trivial, jede o�ene endlihe noethershe Überdekung ist auh eine endlihenoethershe Überdekung.(ii) ⇒ (i) Sei X =
Sr
i=1 Si, Si ⊆ X noethersh, X ⊇ A1 ⊆ A2 ⊇ . . . absteigende Ketteabgeshlossener Mengen. Zu zeigen ist, dass die Kette stationär wird.

∀i : Si ⊇ (A1 ∩ Si) ⊇ (A2 ∩ Si) ⊇ . . .Da Si noethersh, werden alle diese Ketten stationär:
∀i : ∃mi ∈ N : ∀n > mi : An ∩ Si = An+1 ∩ Si.Mit m := max

1≤i≤r
mi ergibt sih
∀i,∀n > m : An ∩ Si = An+1 ∩ Si.
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6.2 Topologie algebraisher MengenShneiden über alle i ergibt
∀n > m : An ∩

r[
i=1

Si| {z }
=X

= An+1 ∩
r[
i=1

Si| {z }
=X

⇒ ∀n > m : An = An+1,d.h. die Kette wird stationär in X.(i) ⇒ (iv) Siehe letzte Bemerkung (und �Teilmengen noethersher Räume sindnoethersh�).(iv) ⇒ (i) Sei jede Teilmenge S ⊆ X quasikompakt und
U1 ⊆ U2 ⊆ . . . ⊆ Xaufsteigende Kette o�ener Mengen in X. Betrahte

U∗ :=
[
i∈N

Ui(o�ene Überdekung von U∗). U∗ ist quasikompakt nah Voraussetzung, d.h. end-lih o�en überdekt, also
∃s ∈ N : U∗ =

s[
i=1

Ui = Us.Damit ∀t > s : Ut = U∗, also wird diese Kette stationär.De�nition 6.8. Sei A ein kommutativer, unitärer Ring,
X := SpecA := {p ⊂ A | p Primideal}das Primspektrum von A. Für alle Ideale a ⊆ A sei SpecA

V (a)V (a) := {p ∈ SpecA | a ⊆ p} .Dann gilt o�enbar
V (a) = V

�√
a
�
,

V (a) ∪ V (b) = V (a ∩ b) = V (a · b),\
i∈I

V (ai) = V

 X
i∈I

ai

!
,

V (0) = SpecA = X,

V (1) = V (A) = ∅. 237



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie
X = SpecA trägt also eine natürlihe Topologie (Zariski-Topologie) mit abgeshlosse-nen Mengen V (a). O�ene Mengen sindD(a)

D(f) D(a) := SpecA \ V (a),eine Topologiebasis wird gebildet durh
B = {D(f) | f ∈ A} , mit

D(f) = {p ∈ SpecA | f 6∈ p}
= D

�
(f)
�
.Satz 6.2.8. X = SpecA ist quasikompakt, egal, wie A aussieht.Beweis. Sei X =

S
i∈I D(ai) Zariski-o�en überdekt, also

∅ =
\
i∈I

V (ai) = V

 X
i∈I

ai

!
.Damit ist Pi∈I ai = A, also

1 = αi1 + . . . + αir , mit αiν ∈ aiν , iν ∈ I ∀ν ∈ {1, · · · , r} .Damit ist auh
A =

rX
ν=1

aiν ⇒ ∅ =
r\

ν=1

V (aiν ),also
X = X \

r\
ν=1

V (aiν ) =
r[

ν=1

D(aiν )eine endlihe Teilüberdekung.Es gilt folgender Charakterisierungssatz:Satz 6.2.9. Sei A Ring, X = SpecA mit Zariski-Topologie, dannsind folgende Bedingungen äquivalent:(i) SpecA ist noethersher topologisher Raum.(ii) A ist radiziell noethersh, d.h. jede aufsteigende Kette radizi-eller Ideale wird stationär.Beweis.
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6.2 Topologie algebraisher Mengen(i) ⇒ (ii) Sei SpecA noethersher topologisher Raum. Sei
a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ Aaufsteigende Idealkette radizieller Ideale (d.h. ai =

√
ai) in A. Es ist dann

V (a1) ⊇ V (a2) ⊇ . . .absteigende Kette abgeshlossener Mengen in SpecA. Da SpecA noethersh ist,existiert ein n0 mit
∀n > n0 : V (an) = V (an+1),also
∀n > n0 : an =

√
an

=
\

p∈V (an)

p

=
\

p∈V (an+1)

p

=
√

an+1

= an+1,d.h. die Kette wird stationär.(ii) ⇒ (i) geht analog: Sei
V (a1) ⊃ V (a2) ⊃ . . .absteigende Kette in SpecA, dann ist
√

a1 ⊃
√

a2 ⊃ . . .aufsteigende Kette radizieller Ideale in A. Nah Voraussetzung ist√
an =

√
an+1 ∀n > n0, also auh

V (an) = V (
√

an) = V (
√

an+1) = V (an+1) ∀n > n0.Korollar. Ist A ein noethersher Ring, so ist SpecA ein noether-sher topologisher Raum.Frage. Gilt auh die Umkehrung?Antwort. Nein! Es gibt auh radiziell-noethershe Ringe, welhe niht noethersh sind,d.h. es existieren niht noethershe Ringe, deren Spektrum ein noethersher topologisherRaum ist.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeispiel 6.2.7. Sei A := Z[X1,X2, . . . ] = lim−→
n

Z[X1, . . . Xn] (induktiver Limes). Betrahtedie Idealkette
(X1) $ (X1,X2) $ (X1,X2,X3) $ . . .O�ensihtlih ist A niht noethersh. Es ist (X1, · · · ,Xk) ∈ SpecA (also insbesondereradiziell), da
A/(X1,···,Xk)

∼= Z[Xk+1,Xk+2, . . . ]

∼= Z[X1,X2, . . . ]ein Integritätsbereih ist. Daher ist A niht einmal radiziell noethersh, also SpecA keinnoethersher topologisher Raum.Betrahten wir in A nun das Ideal a := (Xi · Xj | i, j ∈ N). Dann gilt o�enbar
a ∩ Z = (0), a ⊆ (X1,X2, . . . ), a $ A. Betrahte jetzt den Faktorring

A�a = Z[X1,X2, . . . ]�(Xi ·Xj | i, j ∈ N).Sei P ∈ Spec(A�a). Dann ist P = p�a, mit p ∈ SpecA, a ⊆ p. Es gilt sogar:
Spec(A�a) ⇄ V (a) ⊆ Spec(A)

p�a
7−→←−[ pNun ist X2

i ∈ a∀i ∈ N, also
[Xi]

2
a = [X2

i ]a = [0]a ∈ P ⊆ A�a
P prim
=⇒ [Xi]a ∈ P = p�a

⇒ Xi + a ⊆ p, a ⊆ p

⇒ Xi ∈ p ∀i ∈ N
⇒ (X1,X2, . . . ) ⊆ pFür f ∈ A kann man f shreiben als f = a0 + g, mit a0 ∈ Z, g ∈ (X1,X2, . . . ). Für f ∈ pergibt sih dann a0 ∈ p ∩ Z = p · Z, p ∈ Z prim. Damit ist p = (p ∩ Z) + (X1,X2, . . . ),also

P = (p ∩ Z) + (X1,X2, . . . )�a.Fazit.(1) Spec(A�a) =
n
pZ + (X1,X2, . . . )�a

��� p ∈ Z primo.(2) Es besteht eine 1-1-Korrespondenz:
Spec(A�a) ⇄ Spec Z

pZ + (X1,X2, . . . )�a←− [ p · Z
P = p�a 7−→ p ∩ Z240



6.2 Topologie algebraisher Mengen(3) Diese Korrespondenz ist ein Zariski-Homöomorphismus, induziert durh die Ring-Homomorphismen
Z

i−֒−→ Z[X1,X2, . . . ]
pr
−−−։ Z[X1,X2, . . . ]�aund

Z[X1,X2, . . . ]
π−−−։ Z

f = a0 + g 7−−−→ a0 = f(0),wobei ker pr = a ⊆ ker π, also eine Faktorisierung induziert wird:
Z[X1,X2, . . . ]

π−−−−→ Z

pr
??y 

Z[X1,X2, . . . ]�a −−−−→
π̃

Z

mit π̃([f ]) := π(f)Das heiÿt,
(pr ◦ i)∗ : SpecA�a→ SpecZund π̃∗ : Spec Z→ SpecA�asind zueinander inverse, zariski-stetige Abbildungen, d.h. SpecZ ∼= SpecA�a, und da

Spec Z als Spektrum eines HIR noethersh ist, ist auh SpecA�a noethersh, aber
A�a ist kein nothersher Ring, weil

([X1]) $ ([X1] , [X2] $ . . .eine eht aufsteigende Idealkette in A�a ist. (Ansonsten wäre ja im Fall
(X1, · · · ,Xk)�a = (X1, · · · ,Xk+1)�a für ein k ∈ N auh

Xk+1 ∈ a + (X1, · · · ,Xk) = (Xi ·Xj | i, j ∈ N) + (X1, · · · ,Xk),was o�ensihtlih niht der Fall ist.)Fazit. Allgemein gilt:(1) Spec(B) noethersher topologisher Raum 6⇒ B noethersher Ring.(2) Z[X1,X2, . . . ]�(Xi ·Xj | i, j ∈ N) ist ein Beispiel für einen Ring, der radiziell-noethersh, aber niht noethersh ist.Irreduzible Komponenten noethersher topologisher Räume
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.2.10. Ein noethersher topologisher Raum X besitzt nurendlih viele irreduzible Komponenten.Beweis.(1) Wir zeigen (stärker):Behauptung. Jede abgeshlossene Menge A inX ist Vereinigungendlih vieler irreduzibler abgeshlossener Teilmengen.Angenommen,
M :=

8><>:A ⊆ X �������� A abgeshlossen, A 6= ∅,
A niht Vereinigung endl.vieler irreduz. abg. Teilmengen9>=>; 6= ∅.Weil X noethersh ist, besitzt M ein minimales Element A∗. Dann gilt: A∗ ist nihtirreduzibel, jede ehte abgeshlossene Teilmenge on A∗ ist Vereinigung endlih vielerirreduzibler abgeshlossener Mengen.Damit existieren B,C ∈ Abg(A∗)\{A∗}, sogar abgeshlossen in X, da A∗ ∈ Abg(X),mit A∗ = B ∪ C. Weil A∗ minimal, ist C = C1 ∪ . . . ∪ Cs, B = B1 ∪ . . . Bt, Bi, Cjabgeshlossen, irreduzibel, also ist

A∗ = C1 ∪ . . . ∪ Cs ∪B1 ∪ . . . ∪Btauh Vereinigung endlih vieler abgeshlossener, irreduzibler Mengen. Die Annahmeist also falsh, M = ∅, also gilt die Behauptung. (1)(2) Aus (1) folgt insbesondere, dass X = V1 ∪ . . . ∪ Vm, Vi abgeshlossen, irreduzibel.Sei nun Z ⊆ X irreduzible Komponente von X. Dann ist
Z = X ∩ Z = (V1 ∩ Z) ∪ . . . ∪ (Vm ∩ Z),wobei Z irreduzibel und Vi ∩ Z ∈ Abg(Z). Damit ∃i : Z = Vi ∩ Z, d.h. Z ⊆ Vi, undda Z als Komponente maximal ist, ist Z = Vi.Es gilt also: Ist X = Vi∪ . . .∪Vm unverkürzbare Zerlegung in irreduzible, abgeshlos-sene Teilmengen, so sind die Vi die irreduziblen Komponenten.Also hat X nur endlih viele irreduzible Komponenten.
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6.2 Topologie algebraisher MengenKorollar. Sei X 6= ∅ topologisher Raum, dann gilt:
X noethersh und hausdor�sh

⇔
X ist endlih mit diskreter Topologie.Beweis.

⇒ Da X noethersh, zerfällt X in (endlih viele) irreduzible Komponenten
X = Z1 ∪ . . . Zr . Da X hausdor�sh, sind die Komponenten von der Form
Zi = {xi}, also X = {x1, · · · , xr}.

⇐ Klar.Beispiel 6.2.8. Sei A noethersher Ring, also X = SpecA noethersh,
Nil(A) =

È
(0) =

\
p∈SpecA

p =
\

p∈SpecAminimal p = p1 ∩ . . . ∩ psdie Lasker-Noether-Zerlegung des Nilradikals. Da A noethersh ist, ist
{p ∈ SpecA | p minimal} =: {p1, · · · , pn} endlih. Damit ergibt sih

X = V (
È

(0)) = V (p1 ∩ . . . ∩ ps) = V (p1) ∪ . . . ∪ V (ps),wobei die V (pi) abgeshlossen und irreduzibel sind.Fazit. Die Lasker-Noether-Zerlegung des Nilradikals eines noether-shen Ringes A stiftet eine Zerlegung des noethershen topologishenRaumes X = SpecA in irreduzible abgeshlossene Teilmengen, welheüberdies auh noh unverkürzbar ist.Beweis der Unverkürzbarkeit. Sei È(0) = p1 ∩ . . . ∩ ps (LNZ). Dann ist
X = V

�È
(0)
�

= V (0) = V (p1) ∪ . . . ∪ V (ps).Angenommen, V (pi) ⊆
S
j 6=i V (pj), dann ist für p ∈ V (pi) auh p ∈ V (pjp ), mit

jp ∈ {1, · · · , s} \ {i}, d.h. p ⊇ pjp . Shneiden über alle p ∈ V (pi) ergibt
p1 ∩ . . . ∩��pi ∩ . . . ∩ ps ⊆

\
p∈V (pi)

p

=
√

pi

= piDas heiÿt (weil die pj Primideale sind), es existiert ein k 6= i mit pi = pk, im Widerspruhzur LNZ. Damit ist die Annahme falsh, also ist
X =

[
p∈SpecAminimal V (p)� im Falle noethersher Ringe � die Zerlegung in irreduzible Komponenten. 243



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieKorollar. Sei X noethersher Raum, X = W1∪. . .∪Wm Zerlegungin irreduzible abgeshlossene Teilmengen. Dann gilt(i) X = W1 ∪ . . . ∪Wm ist unverkürzbare Darstellung
⇔ Wi * Wj ∀i 6= j.(ii) Die Zerlegung X = Z1 ∪ . . . ∪ Zr von X in seine irreduziblemKomponenten ist die einzige unverkürzbare Zerlegung von X inirreduzible abgeshlossene Teilmengen.Beweis.(i) ⇒: Klar, da sonst niht unverkürzbar.

⇐: Sei Wi * Wj für i 6= j. Angenommen, X = W1 ∪ . . . ∪Wm ist doh verkürzbar,also Wi ⊆
S
j 6=iWj. Dann ist Wi =

S
i6=jWj ∩Wi, und da Wi irreduzibel ist, folgt

Wi ⊆Wk für ein k 6= i, im Widerspruh zur Voraussetzung. (i)(ii) Sei X = Z1∪ . . . Zr die Zerlegung des noethershen Raumes X in seine irreduziblenKomponenten und X = W1 ∪ . . .Wm eine unverkürzbare Zerlegung in abgeshlos-sene irreduzible Mengen. Dann gilt für i ∈ {1, . . . r}:
Zi = X ∩ Zi = (W1 ∩ Zi) ∪ . . . ∪ (Wm ∩ Zi),wobei die Wj ∩ Zi abgeshlossen in Zi sind. Da Zi irreduzibel ist, folgt

∃ki : Zi = Wki
∩ Zi ⇒ Zi ⊆WkiDa aber Zi als Komponente maximal ist, folgt

Zi = Wki
.Anderseits wissen wir, dass jede irreduzible Menge in einer irreduziblen Komponenteliegt, d.h. für alle j ∈ {1, · · · ,m} gilt:

∃i ∈ {1, · · · , r} : Wj ⊆ Zi = Wkiund wegen der Unverkürzbarkeit der Darstellung ist j = ki, d.h. Wj = Zi. Wirerhalten also
{Z1, · · · , Zr} = {W1, · · · ,Wm} . (ii)
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6.2 Topologie algebraisher MengenDie Zusammenhangskomponenten noethersher topologisher RäumeWir wissen, dass jede irreduzible Menge auh zusammenhängend ist. Daher betrahtenwir für einen noethershen topologishen Raum X seine Zerlegung in irreduzible Kom-ponenten X = Z1 ∪ . . . ∪ Zr. Falls r = 1 ist, ist X = Z1 selbst irreduzibel, d.h. XZariski-zusammenhängend, also X ist seine einzige Zusammenhangskomponente. DieserFall ist also uninteressant, also sei nun ohne Beshränkung der Allgemeinheit X nihtirreduzibel, also r ≥ 2, und sei X =
Ṡ
α∈IGα die Zerlegung von X in seine Zusammen-hangskomponenten.Lemma.(1) In der Zerlegung X =

Ṡ
α∈IGα ist |I| ≤ r (r = Anzahl der irredu-ziblen Komponenten)(2) Jede Zusammenhangskomponente Gα ist Vereinigung von irredu-ziblen Komponenten und Gα ist o�en (und abgeshlossen).Beweis.(1) Zi irreduzibel⇒ Zi zsh.⇒ ∃!α ∈ I : Zi ⊆ Gα. Da umgekehrt jedes Gα (da 6= ∅) min-destens ein Element enthält, welhes in mindestens einer irreduziblen Komponenteist (die dann komplett in Gα liegt), ist |I| ≤ r.(2)

Gα = Gα ∩X =
r[
i=1

(Gα ∩ Zi) =
r[
i=1

Gα∩Zi 6=∅

(Gα ∩ Zi) =

=
r[
i=1

Gα⊇Zi

(Gα ∩ Zi) =
r[
i=1

Gα⊇Zi

ZiBeispiel 6.2.9. Zur Anshauung ein Bild:
Z1

Z2

Z3

Z4

Z5

Z6

Z7Es sind G1 = Z1 ∪ Z2 ∪ Z3 und G2 = Z5 ∪ Z6 ∪ Z7 die Zusammenhangskomponentenvon X = G1 ∪̇G2. 245



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieFrage. Wann gehören in den Zerlegungen X = Z1 ∪ . . . ∪ Zr = G1 ∪̇ . . . ∪̇Gs (mit s ≤ r)zwei irreduzible Komponenten Zi, Zj zu einem Gα? Bzw. aus welhen Zi setzt sih ein
Gα zusammen?Dafür betrahten wir folgende Äquivalenzrelation auf der Menge J = {Z1, . . . Zn} derirreduziblen Komponenten:De�nition 6.9. Zi ∼verb Zj (Zi und Zj sind verbindbar), falls ∃Zi1 , . . . Zik :∼verb

Z1 ∩ Zi1 6= ∅, Zi1 ∩ Zi2 6= ∅, · · · , Zik−1
∩ Zik 6= ∅, Zik ∩ Zj 6= ∅.Behauptung. In einem Noethershen topologishen Raum X mit

X = Z1 ∪ . . . ∪ Zr Zerlegung in irreduzible Komponenten und
X = G1 ∪̇ . . . ∪̇Gs Zerlegung in Zusammenhangskomponenten gilt:Die Zusammenhangskomponenten sind genau die Vereinigungen der ir-reduziblen Komponenten einer Verbindungsklasse.Beweis. Wir haben die Zerlegungen X = Z1 ∪ . . . ∪ Zr in irreduzible Komponenten,

X = V1 ∪̇ . . . ∪̇Vt in Verbindungskomponenten und X = G1 ∪̇ . . . ∪̇Gs in Zusammen-hangskomponenten, wobei gilt
Vi =

[
Zk∩Vi 6=∅

Zk =
[

Zk∼verbZki

Zk(mit einem beliebigen ki mit Zki
∩ Vi 6= ∅) und
Gα =

[
Zi∩Gα 6=∅

Zi.Die Vi sind als endlihe Vereinigungen abgeshlossener Mengen abgeshlossen, und � danur endlih viele davon disjunkt vereinigt den ganzen Raum ergeben � auh o�en.Jedes Vi liegt o�ensihtlih in genau einer Zusammenhangskomponente. Umgekehrtliegt jede Zusammenhangskomponente Gα auh in einem Vi, da sonst Gα ∩ Vi 6= ∅und Gα ∩ Vj 6= ∅ mit i 6= j, also Gα niht zusammengängend wäre. Damit sind dieVerbindungskomponenten genau die Zusammenhangskomponenten.Beispiel 6.2.10.(1) A1
k ist irreduzibel und noethersh.(2) W $ A2

R (bzw. A2
C) mit W := V

�
Y · (Y 2 − 1) · (Y −X2)

� ist a�ne algebraisheMenge.
W

W = V (Y )| {z }
∼=A1

k

∪V (Y + 1)| {z }
∼=A1

k

∪V (Y − 1)| {z }
∼=A1

k

∪V (Y −X2)| {z }
∼=A1

k
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6.3 Vershwindungsideale und HNS 1.0Dies ist also die Zerlegung in abgeshlossene irreduzible Komponenten. Es gibt (für
k = R) zwei Verbindungskomponenten, nämlih

G1 = V (Y + 1)

G2 = V
�
Y · (Y − 1) · (Y −X2)

�Für k = C gibt es die entsprehenden 4 irreduziblen Komponenten, aber jetzt ist Wzusammenhängend, weil
(i,−1) ∈ V (Y + 1) ∩ V (Y −X2) 6= ∅(3) Der Kreis V (X2+Y 2−1) $ A2

k (char k 6= 2) ist irreduzibel (also zusammenhängend). 1

−1

1−1

V (X2 + Y 2 − 1)Beweis-Idee.(a) Parametrisiere:
ϕ : A1

k \
�
±
√
−1
©
−̃→ V (X2 + V 2 − 1) \ {0, 1}

t 7−→
�

2t

1 + t2
,
t2 − 1

1 + t2

�
a

1− b ←− [ (a, b)

ϕ ist bijektiv.(b) Zeige: ϕ ist Zariski-bistetig.() Folgere:
• A1

k ist irreduzibel, unendlih,
• A1

k \
�
±
√
−1
© ist o�en, irreduzibel, diht,

• V (X2 + Y 2 − 1) \ {(0, 1)} o�en, irreduzibel,
• V (X2 + Y 2 − 1) \ {0, 1} !

= V (X2 + Y 2 − 1) ist auh irreduzibel.Im allgemeinen gilt (für k = R,C): euklidish zsh. ⇒ Zariski-zsh., aber Zariski-zsh. 6⇒euklidish zsh. (Beispiel: Hyperbel).
V (X · Y − 1)6.3 Vershwindungsideale und Hilberts Nullstellen-Satz(1. Version)Sei k unendliher Körper, n ∈ N.De�nition 6.10. Wir bezeihnen mit AMn(k)

AMn(k) :=
�
V (a) ⊆ An

k | a =
√

a ⊆ k[X1, · · · ,Xn]
©die Menge der a�nen algebraishen Mengen in Ak

n und mit
RIn(k) :=

�
b ⊆ k[X1, · · · ,Xn] | b Ideal, b =

√
b
©die Menge der radiziellen Ideale. RIn(k)247



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDe�nition 6.11. Für S ⊆ An
k = kn heiÿtI(S)

I(S) :=

(
k[X1, · · · ,Xn] S = ∅
{f ∈ k[X1, · · · ,Xn] | f |S = 0} sonstdas Vershwindungsideal von S.O�ensihtlih ist I(S) immer ein radizielles Ideal (ist f r|S = 0 mit r ∈ N), so auh

f |S = 0, da k ein Körper). Wir haben also die Mengenabbildung
I : P(An

k)→ RIn(k)mit folgenden Eigenshaften:Eigenshaften.(1) I ist antimonoton: S1 ⊆ S2 ⇒ I(S1) ⊇ I(S2).(2) I(S) = k[X1, · · · ,Xn]⇔ S = ∅.(3) ∀a $ k[X1, · · · ,Xn] : I (V (a)) ⊇ √aBeweis für (3). Es gilt f ∈ a⇒ f ∈ I(V (a)), also a ⊆ IV (a). √� ergibt
√
a ⊆

È
IV (a) = IV (a).Bemerkung. Aber es ist niht unbedingt IV (a) =

È
(a), etwa in k = R, n = 1 mit

a = (X2 + 1) =
√

a ist
V (a) = ∅⇒ IV (a) = k[X] % (X2 + 1).Allgemein gilt: Ist k niht algebraish abgeshlossen (k 6= k), so existiert f ∈ k[X],

deg f ≥ 1, f irreduzibel ohne Nullstellen. Damit ist V (f) = ∅, also
IV (f) = k[X] %

È
(f).De�nition 6.12. Ein Körper k heiÿt HNS-Körper, falls gilt:

∀n ∈ N,∀a ⊆ k[X1, · · · ,Xn] : IV (a) =
√

aBemerkung. Wir wissen, dass (k 6= k ⇒ k kein HNS-Körper. Wir wollen nun untersu-hen, ob auh ⇐ gilt.Interpretation der HNS-EigenshaftHNS bedeutet für k: Sei {f1, . . . ft} ⊂ k[X1, · · · ,Xn], g ∈ k[X1, · · · ,Xn] weiteres Po-lynom mit g|V (f1,···,ft) = 0. Dann impliziert HNS: ∃N ∈ N : gN ∈ (f1, · · · , ft), d.h.
g ∈

È
(f1, · · · , ft) = IV (f1, · · · , ft).248



6.3 Vershwindungsideale und HNS 1.0Satz 6.3.1. Für unendlihe Körper k gilt:(1) V IV (a) = V (a) ∀a(2) ∀S ⊆ An
k : S

Zar
= V I(S)(3) V ◦ I = id{alg. Mengen}, d.h.
I : {alg. Mengen} →֒ {rad. Ideale}
V : {rad. Ideale}։ {alg. Mengen}(4) I bijektiv ⇔ V bijektiv ⇔ k ist HNS-Körper.Beweis.(1) Es gilt ja stets: a ⊆ √a ⊆ IV (a), also V (a) ⊇ V IV (a). Umgekehrt: Ist a ∈ V (a), sogilt ∀g ∈ IV (a) : g(a) = 0, d.h. a ∈ V IV (a).(2) Es ist

S ⊆ S =
\
a

V (a)⊇S

V (a)

I anti-
=====⇒monoton I(S) ⊇ I

�
S
�

V anti-
=====⇒monoton V I(S) ⊆ V I

�
S
� (1)

=== SAndererseits ist V I(S) eine a�ne algebraishe Menge, welhe S umfasst, also
V I(S) ⊇ SV (a)⊇S V (a) = S, also V I(S) = S.(3) Ist eine Umformulierung von (1).(4) Folgt aus (3) und den vorherigen Betrahtungen.Satz 6.3.2.(1) An

k ist noethersh (mit Zariski-Topologie).(2) Jede a�ne algebraishe Menge V (a) ⊆ An
k ist ebenfalls noethersh.(3) An

k ist irreduzibel.Beweis.
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(1) Sei
An
k ⊇W1 ⊇W2 ⊇ . . .absteigende Kette abgeshlossener Mengen.

⇒ (0) ⊆ I(W1) ⊆ I(W2) ⊆ . . . ⊆ k[X1, · · · ,Xn]| {z }noethersh
⇒ I(Wk) = I(Wk+1) ∀k ≥ k0

⇒ Wk = V I(Wk) = V I(Wk+1) = Wk+1

⇒ An
k noethersh.(2) Folgt aus (1) und der De�nition von noethersh, da abgeshlossene Mengen in V (a)auh abgeshlossen in An

k sind.(3) Angenommen, An
k wäre reduzibel, also An

k = V (a) ∪ V (b), V (a) 6= An
k 6= V (b). Dannist An

k = V (a · b), also
(0) = I(An

k) = I(V (a · b)) ⊇ a · b.Nun ist aber k[X1, · · · ,Xn] Integritätsbereih (d.h. (0) Primideal), also a · b = (0),somit a = (0) ∨ b = (0). Das heiÿt, V (a) = An
k oder V (b) = An

k , im Widerspruh zurAnnahme.Satz 6.3.3. Sei k unendliher Körper, dann gilt(1) ∀S, S′ ∈ An
k : I(S ∪ S′) = I(S) ∩ I(S′).(2) ∀(Si)i∈J : Si ⊆ An

k : I
�S

i∈J Si
�
⊇Pi∈J I(Si)Beweis.

f |S∪S′ = 0⇔ f |S = 0 ∧ f |S′ = 0.(1)
∀j :

\
i∈J

Si ⊆ Sj

⇒ ∀j : I(Sj) ⊆ I
 \
i∈J

Si

!
⇒

X
j∈J

I(Sj) ⊆ I
 \
i∈J

Si

!(2)
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6.3 Vershwindungsideale und HNS 1.0Satz 6.3.4. Charakterisierung der Irreduzibilität via ISei S ⊆ An
k , W = W ⊆ An

k . Dann(1) W irreduzibel ⇔ I(W ) prim.(2) S irreduzibel ⇔ I(S) prim.Beweis.(1) ⇒: Sei W = V (a) irreduzibel, f, g ∈ k[X1, · · · ,Xn] mit f · g ∈ I(W ).
=⇒
V

W = V I(W ) ⊆ V (f · g) = V (f) ∪ V (g)

⇒ W = (W ∩ V (f)) ∪ (W ∩ V (g))

W irred.
=====⇒oBdA W = W ∩ V (f)

⇒ W ⊆ V (f)

⇒ I(W ) ⊇ IV (f) ∋ f
⇒ f ∈ I(W ).

⇒
⇐: Sei W a�ne algebraishe Menge, I(W ) prim, und W = V (a) ∪ V (b). Dann ist

I(W ) = IV (a) ∩ IV (b)

I(W ) prim
======⇒oBdA IV (a) ⊆ I(W )

⇒ V (a) = V IV (a) ⊇ V I(W ) = W

⇒ W = V (a) ist irreduzibel.
⇐(1)(2) folgt aus (1): S irreduzibel⇔ S irreduzibel (1)⇐⇒ I(S) prim I(S)=I(S)⇐=====⇒ I(S) prim. (2)Bemerkung. Im allgemeinen gilt niht √a prim ⇔ V (a) irreduzibel.Beispiel 6.3.1. k = R, n = 1, a := (X · (X2 + 1)). Dann ist V (a) = V (X) irreduzibel,√

a = a, aber √a = (X · (X2 + 1)) kein Primideal.Ist k ein HNS-Körper, so ist aber wirklih V (a) irreduzibel ⇔ √
a prim (weil

IV (a) =
√

a.Satz 6.3.5. Es gilt: k HNS-Körper ⇔ k = k.Bemerkung. ⇒ wurde bereits gezeigt.Zunähst beweisen wir, dass Körper k = k mit überabzähhlbarer Mähtigkeit HNS-Körper sind (z.B. k = C). 251



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieLemma. Sei k = k überabzählbar, k ⊆ L Erweiterungskörper mit
dimk L ≤ card(N). Dann L = k.Beweis.(1) Ist L algebraish über k, d.h. ∀β ∈ L existiert p ∈ k[X] mit p(β) = 0, so ist k = L,weil k algebraish abgeshlossen (d.h. alle Nullstellen von p liegen shon in k).(2) Angenommen, k $ L. Dann ist L niht algebraish über k, d.h. es gibt mindestensein β ∈ L \ k, so dass p(β) 6= 0∀p ∈ k[X]. Dann hat

k(β) =
[

k⊆K⊆L
β∈K

K = Quot k[β]die Eigenshaften k[β] ∼= k[X] und k(β) ∼= k(X), mit k $ k(β) ⊆ L. Nah Voraus-setzung ist
card(N) ≥ dimk L ≥ dimk k(β) = dimk k(X).Nun existiert in k[X] die Familie � 1

X−a

��� a ∈ k© mit Mähtigkeit card k > card N.Diese Familie ist k-frei, denn sonst gäbe es (ai)
r
i=1 ∈ kr mit ai 6= aj∀i 6= j, und

(λi)
r
i=1 ∈ kr \ 0, mit

rX
i=1

λi
X − ai

= 0 ∈ k(X)

⇒
rX
i=1

λi ·
Y
j 6=i

(X − aj) = 0 ∈ k[X]

⇒ ∀l ∈ {1, . . . r} :
X

λi ·
Y
j 6=i

(al − aj) = 0und da Qj 6=i(al − aj) = 0 für i 6= l, folgt
⇒ ∀l ∈ {1, . . . r} : λl ·

Y
j 6=l

(al − aj) = 0

⇒ ∀l ∈ {1, . . . r} : λl = 0Somit ist card(N) ≥ dimk k(X) ≥ card(k) > card(N), was o�ensihtlih ein Wider-spruh ist. Somit ist unsere Annahme falsh, also stimmt der Satz.Satz 6.3.6. (Shwaher Hilbertsher Nullstellensatz)Sei k algebraish abgeshlossener, überabzählbarer Körper,
a $ k[X1, · · · ,Xn] ein Ideal. Dann ist V (a) 6= ∅.
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6.3 Vershwindungsideale und HNS 1.0Beweis. Sei a $ k[X1, · · · ,Xn], so existiert m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] mit a ⊆ m, also
V (m) ⊆ V (a). Es beleibt zu zeigen, dass V (m) 6= ∅. Betrahte

k
j−֒→ k[X1, · · · ,Xn]

π−−−։ k[X1, · · · ,Xn]�m = k[X1, · · · ,Xn] =: L

ϕ := π◦j ist injektiv, da Körperhomomorphismus. Damit ist L : ϕ(k) Körpererweiterung,
ϕ(k) ∼= k. Weiterhin ist

dimk L ≤ dimk k[X1, · · · ,Xn]

= dimk

M
(i1,···,in)∈Nn

k ·Xi1
1 · . . . ·Xin

n

= card Nn

= card N.Wegen card k > card N, k = k und dem Lemma folgt also k ∼= k[X1, · · · ,Xn]�m, d.h.
∃ψ : k[X1, · · · ,Xn]�m −̃→ k mit ϕ ◦ ψ = id:

k k[X1, · · · ,Xn]
k ←−−−−

ψ=ϕ−1

k[X1, · · · ,Xn]�m

i

ψ̃m πHierbei ist
ψ̃m := ψ ◦ π = (π ◦ j)−1 ◦ π ∈ Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k),mit ker ψ̃m = kerπ = m. Wir haben also

∀m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] :

∃!ψ̃m ∈ Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k) : ker ψ̃m = m.Damit haben wir eine bijektive Abbildung
ker : Homk-Alg (k[X1, · · · ,Xn], k) −̃→ Specm k[X1, · · · ,Xn].

ϕ 7−→ kerϕ

ψ̃m←− [ mSei nun a ∈ An
k mit ai := ψ(Xi) = ψ̃m(Xi). Dann folgt sofort:

m = ker ψ̃m(Xi)

= {f ∈ k[X1, · · · ,Xn] | f(a) = 0}
= I({a})
= (X1 − a1, · · · ,Xn − an)

⇒ V (m) = {a} 6= ∅Der Beweis zeigt: 253



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieKorollar. Ist k = k überabzählbarer Körper, dann gilt:(1) Die Kern-Abbildung
ker : Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k) −̃→ Specm k[X1, · · · ,Xn]ist bijektiv.(2) Das Maximalspektrum hat die Form

Specm k[X1, · · · ,Xn] = {(X1 − a1, · · · ,Xn − an) | (ai)ni=1 ∈ kn} .Es besteht also zumindest im Fall eines überabzählbaren k = k das kommutativeDiagramm
a ψ̃ma

An
k Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k)

a ψ̃m ψ

Specm k[X1, · · · ,Xn]
(X1 − a1, · · · ,Xn − an) =: ma

m
kerψKorollar. Sei k = k überabzählbar, A endlih erzeugte k-Algebra,etwa A ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a = k[X1, · · · ,Xn].Dann ist auh folgendes Diagramm kommutativ mit lauter Bijektionen:

Homk-Alg(A, k) SpecmA

V (a)

ker

∼

∼ ∼
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6.3 Vershwindungsideale und HNS 1.0Satz 6.3.7. Charakterisierung der HNS-KörperSei k ein Körper, dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) ∀n ∈ N : I : AMn(k)→ RIn(k) ist bijektiv.(2) ∀n ∈ N : V : RIn(k)→ AMn(k) ist bijektiv.(3) k ist HNS-Körper, d.h.
∀n ∈ N : ∀a ⊆ k[X1, · · · ,Xn] : IV (a) =

√
a.(4) ∀n ∈ N : ∀m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] : V (m) 6= ∅.(5) ∀n ∈ N : ∀m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] : ∃!a ∈ Ak

n :
m = ma = (X1 − a1, · · · ,Xn − an).(6) ∀n ∈ N : ∀a $ k[X1, · · · ,Xn] : V (a) 6= ∅.(7) ∀n ∈ N : ∀m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] : k

πm◦i−֒−−→ k[X1, · · · ,Xn]�m istIsomorphismus.(8) k = k und ∀n ∈ N,∀m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn] gilt:
k[X1, · · · ,Xn]�m : k ist algebraishe Erweiterung.Aussage (3) wird auh starker Hilbertsher Nullstellensatz genannt.Beweis.(1) ⇔ (2) V ◦ I = idAMn(k) ist bekannt.(1) ⇒ (3) Sei a =

√
a ⊆ k[X1, · · · ,Xn]. Wegen (1) ist dann √a = IV (b) für ein b.Folglih ist

V (a) = V (
√

a) = V IV (b) = V (b),also IV (a) = IV (b) =
√

a.(3) ⇒ (1) Für a =
√

a gilt wegen (3) auh a =
√

a = IV (a), d.h. a ∈ im(I). Damit ist
I surjektiv, also bijektiv.(3) ⇒ (4) Sei m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn]. Nah (3) ist m =

√
m = IV (m). Wäre nun

V (m) = ∅, so wäre m = I(∅) = k[X1, · · · ,Xn] (was der De�nition von Maximal-ideal widerspriht), also ist V (m) 6= ∅.(4) ⇒ (5) Sei m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn].(4)
=⇒ ∃a ∈ V (m) $ An

k

⇒ I(a) = (X1 − a1, · · · ,Xn − an) ⊇ IV (m) ⊇ m

m = (X1 − a1, · · · ,Xn − an) = ma 255



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(5) ⇒ (6) Sei a $ k[X1, · · · ,Xn]. Dann ∃m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn]: a ⊆ m. Es folgt
∅ 6= V (m) ⊆ V (a), also ∅ 6= V (a).(6) ⇒ (3) Dies zeigen wir mittels des Triks von Rabinovih.Sei also (6) erfüllt, d.h. es gelte V (a) 6= ∅∀a $ k[X1, · · · ,Xn]. Es genügt nun, füralle ehten Ideale a zu zeigen (da ja √a ⊆ IV (a) sowieso gilt), dass IV (a) ⊆ √a,d.h. g ∈ IV (a)⇒ ∃N ∈ N : gN ∈ a.Sei also a $ k[X1, · · · ,Xn] ehtes Ideal, g ∈ IV (a). Wir betrahten nun die Ringer-weiterung k[X1, · · · ,Xn] $ k[X1, · · · ,Xn,Xn+1] und darin das Ideal

b := (a ∪ {Xn+1 · g(X1, · · · ,Xn)− 1})k[X1,...Xn+1]

= aext + (Xn+1 · g − 1) ⊆ k[X1, · · · ,Xn−1]Es ergibt sih
V (b) =

(
(a1, · · · , an+1) ∈ An+1

k

����� (a1, · · · , an) ∈ V (a) ∧
an+1 · g(a1, · · · , an) = 1

)
⊆
(

(a1, · · · , an+1) ∈ An+1
k

����� g(a1, . . . an+1) = 0 ∧
an+1 · g(a1, · · · , an) = 1

)
⊆
�
(a1, · · · , an+1) ∈ An+1

k | an+1 · 0 = 1
©

= ∅Es ist also V (b) = ∅, und wegen (6) ist damit b = k[X1, · · · ,Xn+1], also 1 ∈ b.Das heiÿt, es existieren s ∈ N, f1, · · · , fs ∈ a, h1, . . . hs, h ∈ k[X1, · · · ,Xn+1] mit
1 =

sX
i=1

hi(X1, · · · ,Xn+1) · fi(X1, · · · ,Xn)+(⋆)

+ h(X1, . . . Xn+1) · (Xn+1 · g(X1, · · · ,Xn)− 1)

∈ k[X1, · · · ,Xn,Xn+1] ⊂ k(X1, · · · ,Xn)[Xn+1]Diese Identität gilt dann o�enbar für alle Einsetzungen ϕ(X1,···,Xn)
ψ(X1,···,Xn) ∈ k(X1, · · · ,Xn)für Xn+1. Speziell sei Xn+1 := 1

g(X1,···,Xn) . Es ergibt sih
1 =

sX
i=1

hi

�
X1, · · · ,Xn,

1

g(X1, · · · ,Xn)

�
· fi(X1, · · · ,Xn) + 0.Wählen wir nun N ∈ N groÿ genug, dass für alle i

h∗i := hi(X1, · · · ,Xn,
1

g
) · gN ∈ k[X1, · · · ,Xn]ist1, so ergibt sih

gN =
sX
i=1

h∗i · fi|{z}
∈a

,1N := 〈der gröÿte Exponent von Xn+1 in den hi〉 genügt256



6.4 Noether-Normalisierung von k-Algebren und der allgemeine HNSalso gN ∈ a, d.h. g ∈ √a.Wir haben also gezeigt, dass hier IV (a) ⊆ √a.(3) ⇒ (7), (7) ⇒ (8), (8) ⇒ (3) Übungsaufgabe.Korollar. Ist k = k und card k > card N, so ist k ein HNS-Körper,erfüllt also den starken HNS.Von unserem Ziel �k = k ⇔ k HNS-Körper� haben wir also bereits⇐ sowie ⇒ für denFall überabzählbarer Körper gesha�t.6.4 Noether-Normalisierung von k-Algebren und derallgemeine HNSWir betrahten im folgenden beliebige Körper (auh endlihe) sowie endlih erzeugte
k-Algebren

A = k[θ1, · · · , θn] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a.Wir interessieren uns für die feinere Struktur solher Algebren.Ziel. Ist A endlih erzeugte k-Algebra, so existiert eine Zwishenalgebra B (d.h.
k ⊆ B ⊆ A) mit(i) B ist k-Algebra-isomorph zu einer Polynomalgebra, d.h. B = k oder B rein tran-szendent (B ∼= k[Y1, · · · , Yd], d ≤ n).(ii) A ist als B-Modul endlih erzeugt.VorbereitungenLemma. (Kombinatorishes Lemma)Sei �i(s)1 , · · · , i(s)n

�
s∈S

eine endlihe Familie von n-Tupeln aus Nn, n ≥ 2,
S endlih.Dann existiert p1, · · · , pn−1 ∈ N, so dass für alle s, t ∈ S gilt:

n−1X
ν=1

pν · i(s)ν + i(s)n =
n−1X
ν=1

pν · i(t)ν + i(t)n(∗)

⇔�
i
(s)
1 , · · · , i(s)n

�
=
�
i
(t)
1 , · · · , i(t)n

�Beweis. per Induktion über n ≥ 2:
257



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie
n = 2: Setze p1 > max

n
i
(
2s) | s ∈ S

o. Dann ist (∗) gerade
p1 · i(s)1 + i

(s)
1 = p1 · i(t)1 + i

(t)
2

⇒ p1 ·
�
i
(s)
1 − i

(t)
1

�
= i

(s)
1 − i

(t)
2

⇒ p1 ·
���i(s)1 − i

(t)
1

��� = ���i(s)1 − i
(t)
2

���Nehmen wir an, es wäre i(s)1 6= i
(t)
1 , dann ist

p1 ≤ p1 ·
���i(s)1 − i

(t)
1

��� = ���i(s)1 − i
(t)
2

��� ≤ max
n
i
(s)
1 , i

(t)
2

o
< p1

p1 < p1,o�ensihtlih ein Widerspruh. Daher muss i(s)1 = i
(t)
1 und folglih auh i(s)2 = i

(t)
2sein.

n 7→ n+ 1: Wir haben also unsere endlihe Tupel-Familie �i(s)1 , · · · , i(s)n+1

�
s∈S

nah Vor-aussetzung. Wir wählen nun p2, . . . pn ∈ N∗ nah Induktionsvoraussetzung, so dassdie Bedingung des Lemmas für �i(s)2 , · · · , i(s)n+1

�
s∈S

erfüllt ist. Dann setzen wir
p1 > max

(
nX
ν=1

pν · i(s)ν + i
(s)
n+1

����� s ∈ S)Nun leistet p1, . . . pn ∈ N das Gewünshte für �i(s)1 , · · · , i(s)n+1

�
s∈S

(Beweis wie für
n = 2).Nun betrahten wir die algebraishen Konsequenzen daraus. Dieses kombinatorisheLemma ist eine Vorbereitung (Normierung) für Polynom-Algebren.Problem. Sei k Körper, n ∈ N, n ≥ 2, f ∈ k[X1, · · · ,Xn]. Beshreibe k[X1, · · · ,Xn]�(f),also dimKrull, Spec, Specm, . . .Lösungsidee. Finde einen k-Algebra-Isomorphismus σ : k[X1, · · · ,Xn] −̃→ k[X1, · · · ,Xn]derart, dass σ(f) einfahe Gestalt hat. Dann ist nämlih

k[X1, · · · ,Xn]�(f)
∼= k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f))
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6.4 Noether-Normalisierung von k-Algebren und der allgemeine HNSSatz 6.4.1. (Vorbereitungslemma)Sei k Körper, n ≥ 2, f ∈ k[X1, · · · ,Xn], deg f ≥ 1. Dann existieren
p1, . . . pn−1 ∈ N mit:(1) σ : k[X1, · · · ,Xn] −̃→ k[X1, · · · ,Xn], de�niert durh σ|k := idk,

σ(Xi) := Xi + Xpi
n (für i ≤ n − 1) und σ(Xn) := Xn, ist ein

k-Algebra-Isomorphismus.(2) σ(f) = a · Xd
n +

d−1P
i=0

gi(X1, · · · ,Xn−1) · Xi
n mit geeignetem d ∈ N,

a ∈ k∗.(3) k[X1, · · · ,Xn]�(f) ist k[X1, · · · ,Xn−1]-Modul, endlih erzeugtdurh n
1,Xn,Xn

2
, · · · ,Xn

d−1
o
⊂ k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f)),ja sogar frei vom Rang d.Beweis.(1) Es gilt sogar, dass jedes (q1, · · · , qn−1) ∈ Nn−1 einen solhen Isomorphismus. Dieserhat dann die Inverse σ−1 mit σ−1|k = idk, σ−1(Xi) = Xi −Xqi

n , σ−1(Xn) = Xn.(2) Sei
f =

X
s∈S

a
i
(s)
1 ,...i

(s)
n
·Xi

(s)
1

1 · · ·Xi
(s)
n
n ,mit |S| < ∞, ai(s) 6= 0, i(s)k ∈ N. Wir wählen nun zu �i(s)1 , · · · , i(s)n

�
s∈S

nah demkombinatorishem Lemma (p1, · · · , pn−1) ∈ Nn−1 derart, dass
n−1X
ν=1

pi
(s)
ν
ν + isn 6=

n−1X
ν=1

pi
(t)
ν
ν + itn ∀s 6= t ∈ S.Da diese Summen also alle vershieden sind, gibt es genau ein s∗, so dass

d :=
Pn−1
ν=1 p

i
(s∗)
ν
ν + isn die maximale Summe ergibt.Wir betrahten nun den durh (p1, . . . pn−1) induzierten k-Algebra-Isomorphismus σ.Dann wird

σ(f) =
X
s∈S

a
i
(s)
1 ,...i

(s)
n
· (X1 +Xp1

n )i
(s)
1 · . . . · (Xn−1 +Xpn−1

n )i
(s)
n−1 ·Xi

(s)
n
nund nah Ausmultiplizieren sowie Sortieren nah Potenzen von Xn ergibt sih

= a
i
(s∗)
1 ,...i

(s∗)
n| {z }

=:a

·Xd +
d−1X
i=0

gi(X1, · · · ,Xn−1) ·Xi
n.

259



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(3) Mit (2) wird
k[X1, · · · ,Xn]�(f)

∼−−→
σ

k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f)) =: k[X1, · · · ,Xn]Dabei ist wegen
σ(f) = a ·Xd

n +
d−1X
i=1

gi ·Xi
nmit a ∈ k∗ also

(σ(f)) =

 
Xd
n +

d−1X
i=1

gi
a
·Xi

n

!
,folglih

Xn
n =

d−1X
i=0

gi
a

(X1, · · · ,Xn−1) ·Xi
n.Weiterhin ist in

k[X1, · · · ,Xn−1]
j−֒→ k[X1, · · · ,Xn]

π−−−։ k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f))

π◦j

π ◦ j injektiv, da Xn 6∈ k[X1, · · · ,Xn−1]. Daher ist
k[X1, · · · ,Xn] ∼=

d−1X
i=1

k[X1, · · · ,Xn−1]Xn
i
,also k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f)) ein endlih erzeugter k[X1, · · · ,Xn−1]-Modul. Shlieÿlihist k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f)) auh frei über k[X1, · · · ,Xn−1], weil

0 =
d−1X
i=0

Pi(X1, · · · ,Xn−1) ·Xi
n = 0impliziert, dass

d−1X
i=0

Pi(X1, · · · ,Xn−1) ·Xi
n| {z }

degn≤d−1ein Vielfahes von
Xd
n +

d−1X
i=0

gi
a

(X1, · · · ,Xn−1) ·Xi
m| {z }

degn=dist, und aufgrund der Grade muss also hier Pi = 0 sein für alle i.260



6.4 Noether-Normalisierung von k-Algebren und der allgemeine HNSWir erhalten also
k[X1, · · · ,Xn]�(σ(f))

∼=k[X1,···,Xn−1] k[X1, · · · ,Xn−1]
d.Bemerkung. d ist keine Invariante, sondern von der k[X1, · · · ,Xn]-Modulstruktur ab-hängig, also von den pi.Bemerkung 1. Für card(k) ≥ card(N) (unendlihe Körper) reihensogar a�ne Transformationen:

Xi 7→ Xi + aiXn

Xn 7→ anXn (an 6= 0)Beweis. Übung. Hinweis: f ∈ k[X1, · · · ,Xn] kann geshrieben werden als f = f0 + . . .+
fd, d := deg f , wobei

fi =
X

ν1+...νn=i

aνX
ν1
1 · · ·Xνn

nhomogener Bestandteil vom Grad i.Beispiel 6.4.1. Betrahte f := X ·Y ∈ k[X,Y,Z]. Es ist f = a110|{z}
=1

X1Y 1Z0, d.h. |S| = 1,
S = {(1, 1, 0)}. Nah kombinatorishem Lemma erhalten wir p1 = 1, p1 = 2 und

σ(f) = (X + Z2)(Y + Z) = Z3 + (Y Z2 +XZ +XY ),und damit
k[X,Y,Z]�(XY )

∼= k[X,Y,Z]�Z3 + (. . . )
∼= k[X,Y ][Z]�(Z3 + (. . . ))Satz 6.4.2. (Existenz der allgemeinen Noether-Normalisierung)Sei k ein beliebiger Körper, n ∈ N, A endlih erzeugte k-Algebra, d.h.

A = k[v1, · · · , vn] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a.Dann existiert ein d ∈ {0, · · · , n} und eine Zwishenalgebra B,
k ⊆ B ⊆ A, derart, dass(1) B ∼= k[X1, · · · ,Xd] ist rein transzendent(2) A ist als B-Modul endlih erzeugt, d.h.

A =
rX
i=1

B · xi.Bemerkung. Als B-Algebra ist A ohnehin endlih erzeugt.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDe�nition 6.13. k ⊆ B ⊆ A (mit obigen Eigenshaften) heiÿt Noether-Normalisie-rung von A.Beweis. Der Beweis erfolgt durh Induktion über n, d.h. die Anzahl der Erzeugendenvon A über k.
n = 0: Dann ist A = B = k, d = 0.
n = 1: Wir haben

A = k[v1] ∼= k[X]�a
∼= k[X]�(f) weil k[X] HIR1. Fall: Ist f = 0, so auh a = (0), also A ∼= k[X]�(0) = k[X], d.h. B := A, d := 1erfüllt die Behauptung.2. Fall: f ∈ k[X] \ k, d.h. k[X] 6= a 6= (0), f = Xr + ar−1X

r−1 + . . . + a0. Wirwählen B := k, d = 0. Wir erhalten
k[X]�(f) =

rM
i=0

k ·Xi,das ist ein k-Vektorraum (und also auh freier B-Modul) vom Rang deg f = r.
n > 1: Sei A = k[v1, · · · , vn] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a k-Algebra mit n Erzeugenden.1. Fall: a = (0), So ist A = k[X1, · · · ,Xn], B := A und d := n tun es.2. Fall: a 6= (0), d.h. ∃f ∈ a \ (0), mit deg(f) ≥ 1. Mittels σ kann man annehmen,dass

σ(f) = aXd
n +

d−1X
i=0

gi(X1, · · · ,Xn−1)Ẋ
i
n,und wir erhalten

A ∼= k[X1, · · · ,Xn]�σ(a), σ(f) ∈ σ(a).Sei also nun ohne Beshränkung der Allgemeinheit f = σ(f). Wir betrahtendas Diagramm
A

0 a k[X1, · · · ,Xn]
k[X1, · · · ,Xn]�a 0

0 (f) k[X1, · · · ,Xn]
k[X1, · · · ,Xn]�(f) 0

k[X1, · · · ,Xn−1]

π

p1

j

ϕ

p1◦j262



6.4 Noether-Normalisierung von k-Algebren und der allgemeine HNSmit exakten Zeilen. Dabei ist (nah Isomorphiesatz)
A ∼=

�
k[X1, · · · ,Xn]�(f)

�
��a�(f)

�
,also A = k[X1, · · · ,Xn]�a ein zyklisher k[X1, · · · ,Xn]�(f)-Modul. ϕ = π ◦ ide�niert ϕ(k[X1, · · · ,Xn−1]) =: A′ ⊆ A, als k-Unteralgebra, welhe von n− 1Elementen ϕ(X1, . . . ϕ(Xn−1) erzeigt wird. Die Induktionsvoraussetzung lie-fert dafür: Es existiert eine Unteralgebra B, k ⊆ B ⊆ A′, B ∼= k[X1, · · · ,Xd],

A′ endlih erzeugter B-Modul. Die k[X1, · · · ,Xn−1]-Modulstruktur von A′ istdie von p1 ◦ j induzierte. Also: A ist als k[X1, · · · ,Xn]�(f)-Modul endlih er-zeugt und k[X1, · · · ,Xn]�(f) ist nah Satz 6.4.1 und wegen der Form von fein endlih erzeugter k[X1, · · · ,Xn−1]-Modul.
A =

X
(i,j)

k[X1, · · · ,Xn−1] · αi · ωj αi ∈ A,ωi ∈ k[X1, · · · ,Xn]�(f).

A ist also endlih erzeugter k[X1, · · · ,Xn−1]-Modul und auh als A′-Modulendlih erzeugt.Fazit.
k ⊆ B|{z}

=k[X1,···,Xd]

⊆ A′|{z}endl. erz.
B-Modul ⊆ A|{z}endl. erz.

A′-ModulDamit ist also A ein endlih erzeugter B-Modul, B ∼= k[X1, · · · ,Xd] Poly-nomalgebra, d ≤ n− 1 < n.Satz 6.4.3. (Zariski)Sei k Körper, A = k[v1, · · · , vn] endlih erzeugte k-Algebra. Ist A so-gar Körper, so ist A algebraish, und sogar endlih algebraish, d.h.
dimk A <∞.Beweis. Sei A Körper, k ⊆ C ⊆ A die Noether-Normalisierung von A, d.h. A endliherzeugter C-Modul, C ∼= k[T1, · · · , Td]. Sei c ∈ C \ {0}. Es gibt dann ein c−1 ∈ A. (Wir
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6 Einführung in die Algebraishe Geometriewollen zeigen: c−1 ∈ C.) Es ist
A =

rX
i=1

C · ωi, ωi ∈ A

⇒ ∀i ∈ {1, · · · , r} : c−1ωi =
rX
j=1

αjiωi, (αji ∈ C)

⇒ ∀i ∈ {1, · · · , r} : 0 =
rX
j=1

�
c−1δji − αji

�
· ωji

=====⇒Det-Trik 0 = det
�
(c−1δji − αji)ji

�
· A

⇒ 0 = det
�
(c−1δji − αji)ji

�
= c−r + γ1c

−r+1 + . . .+ γr−1c
−1 + γr (γi ∈ C)

===⇒
·cr−1

0 = c−1 + γ1 + γ2c+ . . .+ γrc
r−1

⇒ c−1 = −
�
γ1 + γ2c+ . . .+ γrc

r−1
�
∈ CDamit ist c ∈ C∗, also (weil c ∈ C \ {0} beliebig war) C ein Körper, also (weil

C rein transzendent) shon k = C. Weil A endlih erzeugter C-Modul ist, ist also
dimkA = dimC A <∞.Korollar. (Hilberts Nullstellensatz)

k = k ⇔ k ist HNS-Körper.Beweis. ⇐ haben wir bereits gesehen. Für ⇒: Betrahte k = k, A := k[X1, · · · ,Xn]�m,
m ∈ Specm k[X1, · · · ,Xn], k ⊆ A endlih erzeugte k-Algebra, sogar Körper (weil mMaximalideal). Satz 6.4.3 liefert, dass A : k algebraish, sogar endlih algebraish ist,d.h. k ⊆ A ⊆ k = k, also A = k. Damit ist Bedingung (8) aus Satz 6.3.7 erfüllt, also kein HNS-Körper.Korollar. Ist k = k, so ist (für n ∈ N) folgendes Diagramm kom-mutativ und alle vertikalen Abbildungen sind bijektiv:

Ak
n AMn(k) AMn(k)

⊂ ⊂

Specm k[X1, · · · ,Xn] Speck[X1, · · · ,Xn] RIn(k)
⊂ ⊂

IV IV IV
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6.5 Ganze Ringerweiterungen et.6.5 Ganze Ringerweiterungen, �going up�(Cohen/Seidenbergs) und weitere Folgerungen derNoether-NormalisierungSei k beliebiger Körper, A endlih erzeugte k-Algebra, k ⊆ C ⊆ A eine Noether-Normalisierung (C ∼= k[T1, · · · , Td]).Fragen.(1) Wenn W a�ne algebraishe Menge in Ak
n, A ∼= k[X1, · · · ,Xn]�I(W ), wie ist dann

C ∼= k[T1, · · · , Td] ⊆ k[X1, · · · ,Xn]�I(W ) geometrish zu interpretieren?(2) Inwieweit hängt d von A ab?De�nition 6.14. Sei A ⊆ B eine Ringerweiterung (unitärer Ringe). Ein Element b ∈ Bheiÿt ganz über A, falls es ein normiertes p = Xn + a1X
n−1 + . . .+ an ∈ A[X] ⊆ B[X]gibt mit p(b) = 0.Eigenshaften.(1) b ∈ A ⇒ b ist Nullstelle von X − b ⇒ b ganz.(2) Für Z ⊆ R und b =

√
2 �ndet sih X2 − 2, d.h. √2 ist ganz über

Z. 1
2 , π, e sind niht ganz.(3) Ist A = k Körper, so gilt �ganz� ⇔ �algebraish�, aber für Ringegilt i.a. nur �ganz� ⇒ �algebraish�.Satz 6.5.1. Charakterisierung für die Ganzheit von ElementenSei A ⊆ B Ringerweiterung, b ∈ B. Dann sind folgende Bedingungenäquivalent:(1) b ist ganz über A, d.h. ∃a0, ...an ∈ A: bn + a1b

n−1 + . . .+ an = 0.(2) A[b] ist ein endlih erzeugter A-Modul.(3) Es existiert ein Zwishenring C, A ⊆ C ⊆ B, welher als A-Modulendlih erzeugt ist und b ∈ C.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei b ∈ B ganz über A, bn + a1b
n−1 + . . .+ an = 0 eine Ganzheitsgleihung,

ai ∈ A. Dann ist
A[b] =

(
tX

r=0

αib
i

����� t ∈ N, αi ∈ A
)

=
n−1X
i=0

A · bi.
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(2) ⇒ (3): Ergibt sih durh C := A[b].(2) ⇒ (1): Sei A ⊆ C ⊆ B, b ∈ C, C =
Ps
i=1Aγi, γi ∈ C. Dann ist

∀i ∈ {1, · · · , s} : b · γi =
sX
j=1

αjiγi, αji ∈ A

=====⇒Det-Trik 0 = det ((δjib− αji)ji) · C

⇒ 0 = det ((δjib− αji)ji)
0 = bs + a1b

s−1 + . . . + as mit ai ∈ A, da αji ∈ ADamit ist b ganz über A.De�nition 6.15.
A
B

:= {b ∈ B | b ganz über A} ⊆ Bheiÿt ganzer Abshluss von A in B.A
B Satz 6.5.2. A

B ist eine A-Unteralgebra von B.Beweis. Zu zeigen ist:
∀b, c ∈ AB : b+ c, b · c ∈ AB .Es ist ja A ⊆ A[B] ⊆ A[b, c] ⊆ B. Nah Voraussetzung und Satz 6.5.1 gilt:(i) A[b] ist endlih erzeugter A-Modul.(ii) c ist ganz über A, also erst reht über A[b] ⊇ A.Damit ist auh A[b, c] = A[b][c] endlih erzeugter A[b]-Modul, also

A[b, c] =
rX
i=1

A[b] · ωi ωi ∈ A[b, c]

=
rX
i=1

 
tX
i=1

·Ayj
!
· ωi yj ∈ A[b]

=
X
i,j

A · (yi · ωj)Damit ist A[b, c] auh ein endlih erzeugter A-Modul. Nah Satz 6.5.1 sind b+ c ∈ A[b, c]und b · c ∈ A[b, c] also ebenfalls ganz über A, d.h. AB ist ein Ring, und wegen A ⊆ A
Bauh eine A-Unteralgebra von B.Es gibt die beiden folgenden Extremfälle:De�nition 6.16. Sei A ⊆ B Ringerweiterung.266



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.(1) Ist AB = A, so heiÿt A ganz abgeshlossen in B.(2) Ist AB = B, dann heiÿt B eine ganze Erweiterung von A (bzw. kurz ganz überA).De�nition 6.17. Ein Integritätsbereih A heiÿt normaler Ring, falls A ganz abge-shlossen in seinem Quotientenkörper Quot(A) ist (d.h. AQuot(A)
= A).Satz 6.5.3. Sei A faktorieller Ring, dann ist A normal. Die Umkeh-rung gilt niht.Beweis. Seien α, β ∈ A, so dass α

β ∈ A
Quot(A), mit ggT(α, β) = 1. Dann gibt es eineGanzheitsgleihung �

α

β

�n
+ a1 ·

�
α

β

�n−1

+ . . .+ an = 0 (ai ∈ A)

==⇒
·βn

αn + (a1β) · αn−1 + . . .+ anβ
n = 0

⇒ β · (a1α
n−1 + . . . + anβ

n−1) = −αn ∈ A
======⇒
A faktoriell β | αn

=======⇒
ggT(β,α)=1

β = 1

⇒ α

β
=
α

1
= α ∈ AAlso ist AQuot(A) ⊆ A, also A normal.De�nition 6.18. Sei K : Q algebraishe Erweiterung, z.B. K ∈ �Q(

√
2),Q(i)

©. Dannnennt man K einen algebraishen Zahlkörper und ZK heiÿt Ring der ganzen Zah-len in K.Satz ohne Nummer. Sei A ⊆ B ⊆ C Ringerweiterung, B ganzüber A (d.h. AB = B), C ganz über B (d.h. BC
= C). Dann ist Cganz über A, also AC = C.Besondere Eigenshaften ganzer RingerweiterungenDe�nition 6.19. Sei A ⊆ B Ringerweiterung. A ⊆ B heiÿt endlihe Ringerweite-rung, falls B endlih erzeugter A-Modul, d.h.

B =
tX
i=1

Aηi, t ∈ N, ηi ∈ B.Wegen Satz 6.5.1 gilt: A ⊆ B endlih ⇒ A ⊆ B ganz, aber niht umgekehrt. 267



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.5.4. Sei A ⊆ B ganze Ringerweiterung von Integritätsberei-hen. Dann gilt A ist Körper ⇔ B ist Körper.Beweis.
⇒: Sei A Körper, b ∈ B\{0}. (z.z.: b ist invertierbar.) Da A ⊆ B ganze Ringerweiterung,gibt es eine Ganzheitsgleihung

bn + a1b
n−1 + . . .+ an = 0 ai ∈ A.Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei diese so gewählt, dass n minimal ist, d.h.

an 6= 0 ∈ A.
⇒ ∃a−1

n ∈ A (weil A Körper)
⇒ b ·

�
bn−1 + a1b

n−2 + . . .+ an−1

�
= −an

⇒ b · b
n−1 + a1b

n−2 + . . . + an−1

−an
= 1

⇒ b ∈ B∗,also (da b ∈ B \ {0} beliebig) B∗ = B \ {0}, d.h. B Körper.
⇐: Sei B Körper, a ∈ A \ {0}. (z.Z: a−1 ∈ B ist shon in A.) Dies geht analog zumBeweis von 6.4.3:

(a−1)n + c1(a
−1)n−1 + . . .+ cn = 0 ci ∈ A

===⇒
·an−1

a−1 + c1 + . . .+ cn · an−1 = 0

⇒ −(c1 + . . .+ cn · an−1) = a−1 ∈ A.Bemerkung 1. Sei A ⊆ B beliebige Ringerweiterung (niht notwen-dig ganz). Dann hat man
A ⊆ A

B ⊆ B,ganze Erweiterung ganz abgeshlossenBeweis. Es ist zu zeigen, dass
A
B
B

= A
B
.Sei b ∈ ABB, d.h.

0 = bn + a1b
n−1 + . . .+ an,268



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.mit ai ∈ AB , d.h. b ganz über A[a1, · · · , an]. Die ai sind ganz über A, also ist A[a1, · · · , an]endlih erzeugter A-Modul (Satz 6.5.1). Damit ist auh
A[a1, · · · , an][b] = A[a1, · · · , an, b]endlih erzeugter A-Modul, also b ∈ AB , also ABB = A

B .Bemerkung 2. Sei A j−֒→ B ganze Ringerweiterung, b ⊆ B Ideal,
S ⊆ A multiplikatives System. Dann gilt:

A�b ∩A
j̄−֒→ B�b(i)

a+ b ∩A 7−→ a+ b
ist injektiv, ganze Er-weiterung.

S−1A = AS
jS−֒−→ BS = S−1B(ii)

a

s
7−→ a

s

ist ganze Ringerweite-rung, injektiv.Das heiÿt, ganze Ringerweiterungen sind verträglih mit Faktorisierun-gen und Lokalisierungen.Beweis.(i) Es ist für a ∈ A:
j̄(a) = 0̄⇔ a+ b ⊆ b⇔ a ∈ b ∩A,folglih ist j̄ injektiv. Weiterhin ist für b ∈ B: bn + a1b

n−1 + . . . + an = 0, mit
ai ∈ A, also [b]nb + [a1]b[b]

n
b + . . . + [an]b = [0]b, also [b]b ganz über A�b ∩A, d.h.

A�A ∩ b →֒ B�b ganze Erweiterung.(ii) jS ist o�ensihtlih injektiv, da S auh multiplikatives System in B ist. Für b ∈ Bgilt nun
bn + a1b

n−1 + . . .+ an = 0 mit ai ∈ Aund folglih gilt für beliebige s ∈ S:�
b

s

�n
+
a1

s

�
b

s

�n−1

+ . . .+
a1

sn
= 0als Ganzheitsgleihung für b

s ∈ BS über AS , und damit ist AS →֒ BS ganze Erwei-terung.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBemerkung 3. Sei A ⊆ B beliebige Ringerweiterung, AB der ganzeAbshluss von A in B, weiterhin S $ A multiplikatives System in A,mit AS ⊆ BS und ASBS als ganzen Abshluss von AS in BS . Dann gilt:
AS

BS =
�
A
B
�
S
,also: Lokalisierung und Abshluss sind vertaushbar.Beweis. Trivial.Bemerkung 4. Sei A Integritätsbereih mit Quotientenkörper

Quot(A) = Quot(Ap)∀p ∈ SpecA. Dann sind folgende Bedingungenäquivalent::(i) A normal, d.h. AQuot(A)
= A.(ii) ∀p ∈ SpecA : Ap ist normal, d.h. Ap

Quot(Ap)
= Ap.(iii) ∀m ∈ SpecmA : Am ist normalBemerkung. Daher sagt man die Normalität von Integritätsbereihen ist ein lokale Ei-genshaft, bzw. die Normalität genügt dem Lokal-Global-Prinzip.Beweis. Betrahte A ⊆ AQuot(A) ⊆ Quot(A). Es ist(i) ⇒ A = A

Quot(A)

⇒ ∀p ∈ SpecA : jp : Ap →֒
�
A

Quot(A)
�

p
= Ap

Quot(Ap) surjektiv
⇒ ∀p ∈ SpecA : Ap normal ⇔ (ii)
⇒ ∀m ∈ SpecmA : Am normal ⇔ (iii)
⇒ ∀m ∈ SpecmA : jm : Am →֒

�
A

Quot(A)
�

m
= Am

Quot(Am ) surjektiv
⇒ (i)Satz 6.5.5. Sei A ⊆ B ganze Ringerweiterung, P ∈ SpecB, danngilt

P ∈ SpecmB ⇔ p := P ∩A ∈ SpecmA.Ahtung. Dies gilt für allgemeine (niht-ganze) Ringerweiterungen niht: Betrahte
Z ⊆ Q, (0) ∈ SpecmQ, aber (0) ∩ Z = (0) 6∈ SpecmZ.
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6.5 Ganze Ringerweiterungen et.Beweis. Nah Bemerkung 2 gilt: A�P ∩A →֒ B�P ist ganze Erweiterung von Integri-tätsbereihen (da P prim, ebenfalls p ∩A prim). Damit gilt
P ∈ SpecmB

⇔ B�p ist Körper
⇐==⇒Satz 4 A�P ∩A ist Körper
⇔ P ∩A ∈ SpecmA.Satz 6.5.6. Going-Up-Theorem of Cohen-SeidenbergSei A i−֒→ B ganze Ringerweiterung. Dann gilt(i) ∀p ∈ SpecA : ∃P ∈ SpecB mit P ∩A = p.(Also: j∗ : SpecB ։ SpecA

Q 7→Q∩A
ist surjektiv.)(ii) ∀p ∈ SpecA, ∀P1,P2 ∈ SpecB: Wenn p = P1 ∩A = P2 ∩A und

P1 ⊆ P2, dann P1 = P2.(iii) dimKrullA = dimKrullB.Beweis.(i) Sei p ∈ SpecA. Betrahte das multiplikative System Sp := A \ p, also Ap = ASp .Nun existiert ein M ∈ Specm(BSp ) Nah Satz 6.5.5 ist M ∩ Ap ∈ SpecmAp, also
a a

A B b

a
1 ASp BSp

b
s

a
s

a
s

a
1

j

iA
Sp

jSp

iB
Sp

M∩Ap = p ·Ap (denn dies ist das einzige Maximalideal in Ap), und p ·Ap∩A = p.Andersherum: p = A ∩ (iB)−1(M). Also leistet P := (iBSp
)−1(M) das gewünshte.(ii) Wir haben p = P1 ∩A = P2 ∩A und P1 ⊆ P2. Betrahte wieder

p P1 ⊆ P2

A B

ASp BSp

p · Ap P1 · BSp ⊆ P2 ·BSp

j

iASp

jSp

iBSp

,
wobei Ap = ASp ⊆ BSpganz nah Bemerkung 2.Es ist also P1 ·BSp ⊆ P2 ·BSp , und jSp

−1(P1 ·BSp ) = jSp
−1(P2 ·BSp ) = p ·Ap. Nunist p ·Ap Maximalideal in Ap, also nah Satz 6.5.5 sind also P1 ·BSp und P2 ·BSpbeide maximal, und ineinander enthalten, folglih gleih. Shneiden mit B ergibt

P1 = P2.
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(iii) Sei A ⊆ B ganze Erweiterung von Integritätsbereihen, (0) $ p1 $ p2 $ . . . $ pseht aufsteigende Primidealkette in A.Behauptung: Dann existiert eine eht aufsteigende Primidealkette
(0) $ q1 $ q2 $ . . . $ qsin B mit qi ∩A = pi.Dies beweisen wir mittels Induktion über s.

s = 1: Wir haben (0) $ p1, und nah (i) existiert dann auh qi ∈ Spec(B) \ {(0)}mit q1 ∩A = p1.
s ≥ 2: Sei (0) $ p1 $ p2 $ . . . $ ps. Die Induktionsvoraussetzung liefert eine Kette

(0) $ q1 $ q2 $ . . . $ qs−1 mit qi ∩ A = p1 für alle i. Betrahte die (nahBemerkung 2 ganze) Ringerweiterung
ps�ps−1

⊆ A�ps−1
−֒→ B�qs−1

.Nah (i) existiert ein qs ∈ SpecB, so dass qs�qs−1
∩ A�ps−1

= ps�ps−1
, alsoauh qs ∩A = ps.Fazit. Jede Kette (0) $ p1 $ p2 $ . . . $ ps in A hat eine Liftung

(0) $ q1 $ q2 $ . . . $ qs in B.Andersherum shneidet jede ehte Kette in B herunter zu einer (wegen (ii) ehten)Kette in A. Also dimKrullA = dimKrullB für ganze Erweiterungen.Korollar. Sei k Körper, A endlih erzeugte k-Algebra, d.h.
A = k[v1, · · · , vn] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a, k ⊆ C ⊆ A eine Noether-Normalisierung (C ∼= k[T1, · · · , Td]. Dann gilt:

dimKrullA = dimKrullC = dimKrull k[T1, . . . Td].Beweis. A ist endliher C-Modul =====⇒det-Trik C ⊆ A ist ganze Ringerweiterung (Determi-nante ist Ganzheitsgleihung) Cohen-
======⇒Seidenberg dimC = dimA.Satz 6.5.7. Sei k Körper, d ∈ N, dann gilt für die Krulldimension:

dimKrull k[T1, . . . Td] = d.Beweis. (Per Induktion über d � Induktionsanfang klar.)Abshätzung nah unten: Es gibt die Primidealkette
(0) $ (T1) $ (T1, T2) $ . . . $ (T1, · · · , Td)der Länge d, also dimKrull k[T1, · · · , Td] ≥ d.272



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.Abshätzung nah oben: Sei (0) $ p1 $ . . . $ ps ehte Kette in k[T1, · · · , Td]. Dannexistiert f ∈ p1 \ (0). Ohne Beshränkung der Allgemeinheit ist f irreduzibel, also
(f) ∈ Speck[T1, · · · , Td]. Damit ist also (0) $ (f) $ p2 $ . . . $ ps auh eineaufsteigende Primidealkette in k[T1, · · · , Td]. Folglih gibt es die ehte Kette

(0) $ p2�(f) $ . . . $ ps�(f) im Faktorring k[T1, · · · , Td]�(f)der Länge s− 1. Nah dem Vorbereitungslemma (Satz 6.4.1) ist
k[T1, · · · , Td−1] ⊆ k[T1, · · · , Td]�(f)ganze, sogar endlihe Ringerweiterung, und Satz 6.5.6 sagt uns, dass

dim k[T1, · · · , Td]�(f) = dimk[T1, · · · , Td−1] =======Induktion d− 1.Folglih ist s− 1 ≤ d− 1, also s ≤ dWir erhalten dimKrull k[T1, · · · , Td] = d.Korollar. Ist A endlih erzeugte k-Algebra, k ⊆ C ⊆ A Noether-normalisierung mit C ∼= k[T1, · · · , Td], so ist
dimKrullA = d <∞.Beweis. Satz 6.5.7 und der vorhergehende Korollar.Satz 6.5.8. Sei A j

⊆ B ganze Erweiterung,
j∗ : SpecB −→ SpecA

P 7−→ p := P ∩A = j−1(P)die dazugehörige Zariski-stetige Abbildung der Spektren. Dann ist j∗abgeshlossen.Beweis. Betrahte j∗ : SpecB → SpecA sowie eine beliebige abgeshlossene Menge
V (b) = {P ∈ SpecB | P ⊇ b} .Es ist dann

j∗(V (b)) = {P ∩A | P ⊇ b,P ∈ SpecB}
⊆ {p ∈ SpecA | p ⊆ A ∩ b}
= V (A ∩ b) 273



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieLetzteres ist abgeshlossen in SpecA, wir müssen also nur zeigen, dass statt ⊆ sogar =gilt.Sei also p ∈ V (A∩b), also p ∈ SpecAmit p ⊇ A∩b. Wir betrahten die induzierte ganzeRingerweiterung A�b ∩A ⊆ B�b, mit p�b ∩A ∈ SpecA�b ∩A. Nah Cohen-Seidenberg(Satz 6.5.6) gibt es dann ein P ∈ SpecB, so dass P�b ∈ SpecB�b mit
P�b ∩ A�A ∩ b = p�A ∩ b.Das heiÿt, es gibt ein P ∈ SpecB, so dass P ⊇ b und p = P ∩A, also ist p ∈ j∗(V (b)),also gilt =, also ist j∗ eine Zariski-abgeshlossene Abbildung.Bemerkung. j∗ ist dominant, d.h. im(j∗) = j∗(SpecB) ist diht in SpecA.2 Das heiÿt,ist j∗ abgeshlossen, so ist j∗ auh surjektiv.De�nition 6.20. Sei f : A→ B Homomorphismus.

• f heiÿt ganz, falls f(A) ⊆ B ganze Ringerweiterung ist.
• f heiÿt endlih, falls f(A) ⊆ B endlihe Ringerweiterung, d.h.
B =

Pt
i=1 f(A) · bi.3Korollar. Sei f : A→ B ganz, dann ist f∗ : SpecB → SpecA eineabgeshlossene topologishe Abbildung.Beweis. Betrahte A f̂

−−−։ f(A)
i
⊆ B

f

, i ganze Ringerweiterung.Dann haben wir
SpecB Spec f(A) SpecA

SpecA�ker(f) V (ker(f))

f∗

i∗abgeshlossen f̂∗

∼

∼

abgeshlosseneEinbettungFolglih ist f∗ abgeshlossen als Komposition.Eine weitere Folgerung aus dem Noethershen Normalisierungssatz: DasExtensionstheoremWir untersuhen jetzt, wann sih Homomorphismen von Ringen auf Erweiterungsringefortsetzen lassen.2 Dies folgt bekanntlih aus der Injektivität von A
j−֒→ B, da im j∗

Spec A
= V (ker j) = V (0) = Spec A.3also B endlih erzeugter f(A)-Modul, via a · b := f(a) · b auh endlih erzeugter A-Modul.274



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.Satz 6.5.9. (Extensionslemma)Sei A ⊆ B eine ganze Ringerweiterung, L = L ein Körper,
ϕ ∈ HomURinge(A,L).Dann existiert ein ϕ̃ ∈ Hom(B,L) mit ϕ̃|A = ϕ. A⊆B

L

ϕ
ϕ̃

Beweis. Wir führen den Beweis auf zwei Spezialfälle zurük (mittels Cohen-Seidenberg).1. Fall Sei A ⊆ B ganze Erweiterung, A und B beide Körper. Dann ist B : A algebraisheKörpererweiterung. Betrahte
M := {(M,ψ) |M Körper, A ⊆M ⊆ B,ψ ∈ Hom(M,L), ψ|A = ϕ} .Es ist (A,ϕ) ∈M und daher M 6= ∅. De�nieren wir eine Ordnungsrelation in M: A⊆M⊆B

L

ϕ
ψ

(M,ψ) ≤ (M ′, ψ′) :⇔ A ⊆M ⊆M ′ ⊆ B ∧ ψ′|M = ψDamit wird (M,≤) o�enbar zu einer induktiv geordneten Menge. Das ZornsheLemma liefert, dass es in M ein maximales Element (M∗, ψ∗) geben muss. (Wennwir nohM∗ = B zeigen, sind wir fertig.) Angenommen,M∗ $ B, d.h. ∃b ∈ B\M∗.Wir haben dann das Diagramm
A⊆M∗$M∗(b)⊆B,

L

ϕ
ψ∗

wobei alle Homomorphismeninjektiv sind, da wir es mitKörpern zu tun haben.
b ∈ B \M∗ ist algebraish über A (da B : A ganze, also algebraishe Körperer-weiterung war), also ist erst reht b algebraish über M∗, mit Minimalpolynom
µb ∈ M∗[X]. Es ist deg µb ≥ 2, da b 6∈ M∗. µb ist normiert und irreduzibel, alsoist das Ideal (µb) ∈ SpecmM∗[X], und folglih ist M∗[X]�(µb)

∼= M∗[b]

X 7→ b

ein Körper,also M∗[b] = M∗(b).Betrahten wir nun ψ∗(µb) ∈ L[X]. Wegen L = L existiert ein λ ∈ L mit
ψ∗(µb)(λ) = 0. Wir erhalten das Diagramm

M∗ ⊆ M∗(b) b

L M∗[X]�(µb)
λ X

ψ∗

∼ψ̃∗ mit ψ̃∗|M∗ = ψ∗, ψ̃∗(b) = λDas heiÿt, ψ∗ ist auf M∗(b) fortsetzbar, also war (M∗, ψ∗) niht maximal, also warunsere Annahme M∗ 6= B falsh sein, also ist M∗ = B und ϕ̃ := ψ∗ erfüllt dieBehauptung.
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie2. Fall A ⊆ B sei ganze Ringerweiterung, (A,m) lokal mit m = kerϕ, wodurh es also(nah Satz 6.5.6) M ∈ SpecmB gibt mit m = M ∩ A. Wir erhalten hier das
0

m =kerϕ

A ⊆ B

ϕ(A)⊆ L

0

0

i

ϕ

0 induzierte Diagramm
A B

ϕ(A) A�m
B�M

L = L

ϕ

j

π

∼

j̃ ganze ErweiterungAus dem ersten Fall folgt nun die Existenz einer Extension j̃ von j : A�m auf B�M.Setzen wir nun ϕ̃ := j̃ ◦ π : B → L, so ist dies die gewünshte Extension von
ϕ : A→ L.3. Fall (Allgemeiner Fall) Betrahten wir also nun allgemein die Situation der Voraus-setzung. Es ist nun ϕ(A) ⊆ L immer ein Integritätsbereih (da Unterring einesA⊆B

L

ϕ Körpers), und A�kerϕ
∼= ϕ(A), also ist p := kerϕ ein Primideal. Wir haben daherdie Lokalisierungsringe Ap = AA\p und BA\p, und damit das Diagramm
A ⊆ B

Ap BA\p (ganze Erweiterung)
L = L

ip

ϕ̂

iA\p

∃ ˆ̂ϕ

ϕWir haben hierbei Ap als lokalen Ring, mit
ker ϕ̂ =

�
a

s

���� s 6∈ p,
ϕ(a)

ϕ(s)
=

0

1

�
=
§
a

s

����ϕ(a) = 0
ª

= p ·Ap,können also Fall 2 anwenden, und erhalten die Existenz von ˆ̂ϕ als Erweiterung von
ϕ̂. Damit ist dann ψ := ˆ̂ϕ ◦ iA\p eine Fortsetzung von ϕ auf B.Satz 6.5.10. Sei A endlih erzeugte k-Algebra, dann ist

Homk-Alg(A, k) 6= ∅.Beweis. Sei k ⊆ C ⊆ A Noethernormalisierung von A. Die Inklusion j : k → k besitzteine Fortsetzung ̂ : C → k, mittels ̂|k := idk, ̂(Ti) := 0.
k ⊆ C ⊆ A

k[T1, · · · , Td]

k

j

∼

̂

ϕ
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6.5 Ganze Ringerweiterungen et.Nah dem Extensionslemma (Satz 6.5.9) besitzt auh ̂ eine Fortsetzung
ϕ : A→ k als Ringhomomorphismus, welher als Erweiterung von j sogar ein k-Algebrahomomorphismus ist, also ist Homk-Alg(A, k) 6= ∅.Satz 6.5.11. Sei k Körper, A endlih erzeugte k-Algebra. Dann gilt:(1) Die Kernabbildung ker : Homk-Alg(A, k) ։ SpecmA ist wohlde�-niert und surjektiv.(2) Gal(k : k) :=

�
α ∈ Aut(k) | α|k = idk

© (die Gruppe der Dek-transformationen) operiert auf Homk-Alg(A, k) und dabei ist
Homk-Alg(A, k)�Gal(k : k)

∼−−→
ker

SpecmA

Gal

Beweis.(1) Betrahte A ϕ−→ k. Dann haben wir k ⊆ A
ϕ−→ ϕ(A) ⊆ k. Jedes Element in k hatein Minimalpolynom über k, also erst reht über ϕ(A) ⊇ k, also ist k ganz über

ϕ(A). ϕ(A) ist daher (Satz 6.5.4) auh ein Körper, also ist kerϕ ∈ SpecmA. Also ist
ker : Homk-Alg(A, k)→ SpecmA als Mengenabbildung wohlde�niert.Sei m ∈ SpecmA. Da A endlih erzeugte k-Algebra ist, ist A�m algebraishe Kör-pererweiterung von k, und man hat daher

k ⊆ A�m (ganz/algebraish)
k

∃ϕDamit ergibt sih das erweiterte Diagramm:
k ⊆ A A�m

k

πm

ξ

ϕWir haben also ξ := ϕ ◦ πm ∈ Homk-Alg(A, k) mit ker ξ = kerϕ = m. Damit ist also
ker : HomkAlg(A, k)→ SpecmA surjektiv.(2) Seien ϕ,ψ ∈ Homk-Alg(A, k) mit kerϕ = kerψ. Dann haben wir das Diagramm

0 kerϕ A ϕ(A) 0

0 kerψ A ψ(A) 0

∼

ϑ
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6 Einführung in die Algebraishe Geometriemit exakten Zeilen, und ϑ(ϕ(a)) := ψ(a)∀a ∈ A. Damit erhalten wir, da k algebra-ish über ϕ(A) ist, nah dem Extensionslemma (Satz 6.5.9) eine Liftung von ϑ zu
σ : k → k, mit σ|k = idk:

A A

ϕ(A) ψ(A)

k k

∼
ϑ

∼
σWir haben also ψ = σ ◦ ϕ, mit σ ∈ Gal(k : k), falls kerϕ = kerψ.Fazit.

kerψ = kerψ ⇔ ∃σ ∈ Gal(k : k) : ψ = σ ◦ ϕBetrahte nun die Gruppenwirkung der Galoisgruppe:
Gal(k : k)×Homk-Alg(A, k) −→ Homk-Alg(A, k)

(σ , ϕ) 7−→ σ ◦ ϕDann erhalten wir das kommutative Diagramm
Homk-Alg(A, k) SpecmA

Homk-Alg(A, k)�Gal(k : k)

ker

πGal

∼

Einige FolgerungenErinnerung. Ist k beliebiger Körper, A endlih erzeugte k-Algebra, dann ist
(∗) Homk-Alg(A, k)�Gal(k : k)

∼−−→
ker

SpecmAbijektiv.Bemerkung 1. Für k = k ergibt sih aus (∗):
Homk-Alg(A, k) ∼−−→

ker
SpecmA ist bijektivDies ist bereits bekannt (HNS) und (∗) ist � mutatis mutandis � eine Verallgemeinerungdavon.278



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.Bemerkung 2. Sei k beliebiger Körper, A endlih erzeugte k-Algebra. Dann ist \
m∈SpecmA

m = Nil(A) =
È

(0)Wir wissen, dass i.a. (für beliebige Ringe) shon gilt
Nil(A) =

\
p∈SpecA

p ⊆
\

m∈SpecmA

m i.a. 6=Beweis. A endlih erzeugte k-Algebra ⇒ SpecmA =
�
kerϕ | ϕ ∈ Homk-Alg(A, k)©, also\

m∈SpecmA

m =
\

ϕ∈Homk-Alg(A,k) kerϕ.Ist nun a ∈ Nil(A), so
aν = 0 für ein ν ∈ N

⇒ ϕ(aν) = ϕ(a)ν = 0 ∀ϕ ∈ Homk-Alg(A, k)
k

====⇒Körper ϕ(a) = 0 ∀ϕ ∈ Homk-Alg(A, k)
⇒ a ∈ kerϕ ∀ϕ ∈ Homk-Alg(A, k)
⇒ a ∈

\
ϕ

kerϕ =
\
m

mAlso ist Nil(A) ⊆ Tmm.4Umgekehrt: Ist a 6∈ Nil(A), so ist {aν | ν ∈ N0} ein multiplikatives System, und Aaexistiert als Lokalisierungsring. Aa ist dann auh endlih erzeugte k-Algebra, denn aus
A = k[ν1, · · · , νn] folgt Aa = k[ν1, · · · , νn, 1

a ]. Also ist Homk-Alg(Aa, k) 6= ∅, sei also etwa
ψ darin:

A
ia−֒−→ Aa

ψ−−→ k

ϕ:=ψ◦iaWir haben also ϕ ∈ Homk-Alg(A, k) mit
1 = ϕ(1) = ψ

�
1

1

�
= ψ

�
a

1
· 1
a

�
= ψ

�
a

1

�
· ψ
�

1

a

�
= ϕ(a) · ψ

�
1

a

�
,also ϕ(a) 6= 0, d.h. a 6∈ kerϕ ∈ SpecmA.Das heiÿt, a 6∈ Nil(A)⇒ a 6∈ Tmm.4Dies wussten wir eigentlih shon vorher . . . 279



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBemerkung 3. Sei k ein Körper, A endlih erzeugte k-Algebra, undwir betrahten SpecA mit der Zariski-Topologie. Dann gilt
Specm(A)

SpecA
= SpecA,d.h. für endlih erzeugte Algebren über einem Körper liegt das Maxi-malspektrum stets diht im Spektrum.Bemerkung. Dies gilt niht für beliebige Ringe, z.B. ist im Lokalisierungsring Z(2)

Spec(Z(2)) =
�
(0), 2 · Z(2)

© und Specm(Z(2)) =
�
2 · Z(2)

© ist einpunktig, d.h.
SpecmZ(2)

Spec Z(2) = Specm Z(2) $ SpecZ(2).Beweis.
SpecmA

SpecA
= V (I(SpecmA))

= V

� \
m∈SpecmA

m

�
= V (Nil(A))

= SpecAAhtung. Für k = k, V (a) ⊆ An
k ist (nah HNS) V (a) ∼= Specm

�
A�√a

�, also V (a) dihtin Spec
�
A�√a

�.Aber: Wenn k 6= k, so ist nur Specm
�
A�√a

� diht in Spec
�
A�√a

�, aber i.a.niht V (a) diht in Spec
�
A�√a

�, da V (a) $i.a. Specm
�
A�√a

�, sogar V (a) = ∅ist möglih, oder es kann V (a) endlih sein und Specm
�
A�√a

� unendlih (z.B.
a :=

�
X2(X2 − 1) + Y 2

�
$ k[X,Y ]).Bemerkung 4. Sei A ⊆ B beliebige Ringerweiterung. Dann liefertdas Going-Up-Theorem (Satz 6.5.6):

dimKrullA = dimKrullABWarnung. Dennoh können A und AB sehr vershieden sein, also insbesondere A 6∼= A
B:Beispiel 6.5.1.(a) Betrahte etwa A = Z, B = Q(i), dann ist cl[B]A = ZQ(i)

= Z[i]. dimKrull Z[i] = 1 =
dimKrull Z (da Z[i] Hauptidealring). Aber es ist Z 6∼= Z[i], denn sonst wären auh dieQuotientenkörper Q und Q(i) Körper-isomorph, also erst reht vektorraumisomorph,also 1 = dimQ Q = dimQ Q(i) = 2.280



6.5 Ganze Ringerweiterungen et.(b) Wählen wir A = Z, B = Q(
√
−5), so ist ZQ(

√
−5)

= Z⊕
√
−5 · Z, und dasist klar kein Hauptidealring, niht einmal faktoriell, obwohl trotzdem gilt

dimKrull(Z ⊕√−5Z) = 1 = dim Z.Bemerkung 5. Sei A j
⊆ B eine endlihe Erweiterung von k-Algebren,also B =

Pr
i=1Aωi endlih erzeugter A-Modul. Dann gilt:(1) j∗ : SpecB −→ SpecA ist surjektiv, abgeshlossen.(2) j∗|SpecmB : SpecmB −→ SpecmA ist wohlde�niert, und surjektiv,mit endlihen Fasern, d.h. ∀m ∈ SpecmA : |(j∗)−1(m)| <∞.Beweis.(1) ist bekannt, gilt sogar für ganze Erweiterungen (going-Up, Satz 6.5.6).(2) A ⊆ B ist insbesondere eine ganze Erweiterung, daher gilt:

∀m ∈ SpecmA : ∃P ∈ SpecB : A ∩P = m,wobei sogar P = M ∈ SpecmB ist, also M ∈ (j∗)−1(m), also ist j∗|SpecmB surjektiv.Sei nun für m ∈ SpecmA ein M aus der Faser (j∗)−1 ⊆ SpecmB gegeben, d.h.
M ∩A = M, also M ⊇ mext = m · B. Umgekehrt folgt aus M ⊇ (m ·B) auh

M ∩A ⊇ (m ·B) ∩A = (mext) ∩A ⊇ m,also ist
(j∗)−1(m) = {M ∈ SpecmB |M ⊇ m · B}Seien nun M1, · · · ,Ms ∈ (j∗)−1(m) paarweise vershieden, dann hat man den kano-nishen k-Algebra-Homomorphismus

B�mB
ϕ
−−−։ B� s\

i=1

Mi

∼−−−−−−−−−−−→Chin. Restsatz,
Mi+Mj=B∀i6=j

B�M1
× . . .×B�Ms

[b]mA 7−→ [b]T
i
MiAuÿerdem sind A�m →֒ B�Mi

jeweils ganze k-Algebra-Homomorphismen. Weiter-hin haben wir �A�m →֒ B�mB

�
∈ Homk-Alg, damit werden alle diese k-Algebra-Homomorphismen auh A�m-Vektorraum-Homomorphismen. Da ϕ surjektiv ist, istnun

dimA�m

B�mB ≥ dimA�m

�
B�M1

× . . .×B�Ms

�
=

sX
i=1

dimA�m

B�Mi| {z }
≥1

≥ s 281



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieWir haben also s ≤ dimA�m

B�mB ≤ RgAB < ∞, da ja B endlih erzeugt über Awar. Damit gibt es eine endlihe obere Shranke für ��(j∗)−1(m)
��, also sind die Fasernwirklih endlih.Bemerkung 6. Sei k Körper, A, B endlih erzeugte k-Algebren,

f ∈ Homk-Alg(A,B). Dann gilt:(1) Das Diagramm
ϕ ϕ◦f

Homk-Alg(B, k) Homk-Alg(A, k)
SpecmB SpecmA

hom(f)

ker ker

f∗|Specm Bist kommutativ mit wohlde�nierten Abbildungen.(2) ∀M ∈ SpecmB : f∗(M) = f−1(M) ∈ SpecmA.Ahtung. Für beliebige Ringhomomorphismen gilt dies i.a. niht, etwa Z →֒ Q, (0) ma-ximal in Q, aber (0) niht maximal in Z.Fazit. k-Algebra-Homomorphismen ziehen grundsätzlih Maximal-ideale auf Maximalideale zurük, wenn die k-Algebren endlih erzeugtsind.Beweis.(1) Wir betrahten das Teildiagramm
Homk-Alg(B, k) Homk-Alg(A, k)

ϕ ϕ◦f

M=kerϕ ker(ϕ◦f)

SpecmB SpecmA

hom(f)

ker ker
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen MengenIst nun M ∈ SpecmB, so ist M = kerϕ für ein ϕ ∈ Homk-Alg(B, k). Damit ist
ker(hom(f)(ϕ)) = ker(ϕ ◦ f) ∈ SpecmA

= {a ∈ A | (ϕ ◦ f)(a) = 0}
= {a ∈ A | ϕ(f(a)) = 0}
= {a ∈ A | f(a) ∈ ker(ϕ)}
= f−1(ker(ϕ))

= f−1(M)

= f∗(M)Also komplettiert f∗|SpecmB das Diagramm.(2) folgt direkt aus (1).6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nenalgebraishen MengenSei V := V (a) ⊆ An
k , k = k (also HNS-Körper). Ohne Beshränkung der Allgemeinheitsei a = IV (a) =

√
a.De�nition 6.21. Eine reguläre Funktion auf V ist eine Abbildung f : V → k,welhe polynomial ist, d.h. ∃p ∈ k[X1, · · · ,Xn] : p|V = f . Reg(V )

Reg(V ) := A[V ] := {f ∈ Abb(V, k) | ∃p ∈ k[X1, · · · ,Xn] : f(a) = p(a)∀a ∈ V }heiÿt Ring der regulären Funktionen auf V , auh Koordinatenring von V . A[V ]Bemerkung. Man hat einen kanonishen k-Algebra-Homomorphismus
π : k[X1, · · · ,Xn] −→ A[V ]

p 7−→ p|V ,welher nah De�nition surjektiv ist. Dabei ist
ker π = {p ∈ k[X1, · · · ,Xn] | p|V = 0} = I(V ),wir haben also

A[V ] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�I(V ).Aus den vorigen Betrahtungen ergibt sih folgender Satz:
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.6.1.(1) V ist irreduzibel ⇔ A[V ] ist Integritätsbereih.(2) V ist Zariski-zusammenhängend ⇔ A[V ] hat nur {0, 1} als idem-potente Elemente ⇔ A[V ] ist einfah .Ziel. Sind V ⊆ An
k und W ⊆ Am

k , dann
V �isomorph� W :⇔ A[V ] ∼= A[W ] als k-Algebren.Bemerkung. Für die relative Zariski-Topologie von W gilt:

Y ⊆W abgeshlossen in W
⇔ Y abgeshlossen in An

k

⇔ Y = V (a) ⊆ V I(W ), a =
√

a

⇔ Y = V (a) mit I(W ) ⊇ a, d.h. a�I(W) ⊆ A[W ] Ideal
⇔ Y = V (a�I(W )) ist Vershwindungsideal eines Ideals regulärer Funktionen
⇔ Y = V (A), A ⊆ A[W ] IdealDie o�enen Basismengen von W sind genau die Teilmengen W ∩ D(p)mit p ∈ k[X1, · · · ,Xn], das sind die Teilmengen D(p) = {a ∈W | p(a) 6= 0},

p ∈ k[X1, · · · ,Xn]�I(W ), also die Teilmengen D(f) mit f ∈ A[W ].Bemerkung 1. Ist W ⊆ An
k , W 6= ∅ a�ne algebraishe Menge,dann erfüllt das Paar (W,A[W ]) folgende Bedingungen:(1) W 6= ∅(2) A[W ] ⊆ Abb(W,k) ist k-Unteralgebra.(3) Die Bewertungsabbildung

χW : W
∼−−→ Homk-Alg(A[W ], k)

a 7−→ (f 7→ f(a))ist bijektiv.Beweis.(1) klar nah De�nition.(2) dito.
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen Mengen(3) Man hat
W Hom(A[W ], k)

Specm(A[W ])

∼
χW

∼

σ ker

∼wobei für a = (a1, · · · , an) ∈W , ϕ ∈ Hom, m ∈ Specm: k = k

A[W ]

A[W ]�m

incl

πm

(πm◦incl)−1∼

χ−1
W (ϕ) :=

�
ϕ(X1), · · · , ϕ(Xn)

�
∈W,

ker−1(m) := (πm ◦ incl)−1 ◦ πm,

σ(a) := (X1 − a1, · · · ,Xn − an)�I(W ),

σ−1
�
(X1 − a1, · · · ,Xn − an)�I(W )

�
= (a1, · · · , an) = aspeziell gilt also auh (3).Abstrakte a�ne k-VarietätenDie in der letzten Bemerkung erkannten Eigenshaften a�ner algebraisher Mengen wol-len wir jetzt verallgemeinern.De�nition 6.22. Ein Tupel (X,A, j) heiÿt abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät(kurz auh aaa-Varietät5), falls folgende Bedingungen erfüllt sind:(1) X 6= ∅ ist Menge(2) A ist endlih erzeugte, reduzierte k-Algebra.(3) j : A →֒ Abb(X, k), d.h. A ∼= j(A) kann mit einer Unteralgebra gewisser k-wertigerFunktionen auf X aufgefasst werden.(4) Die induzierte Bewertungsabbildung

χX : X
∼−−→ Homk-Alg(A, k)

x 7−→ (ϕ 7→ χX(x)(ϕ) := j(ϕ)(x))ist bijektiv.
X wird auh Trägermenge von (X,A, j) genannt, A die Algebra regulärer Funktio-nen.Bemerkung. Statt (4) kann man (jedenfalls für k = k) auh fordern:(4') Es existiert eine Bijektion β : X

∼−−→ SpecmA.5Die Abkürzung aaa-Varietät stammt von P.E. und war niht Teil der Vorlesung. 285



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieProminente BeispieleBeispiel 6.6.1. Die konkreten, d.h. in An
k eingebetteten, a�nen algebraishen Varietäten:�

W, k[X1,···,Xn]�I(W ), j : k[X1,···,Xn]�I(W ) −̃→ A[W ]
�ist auh eine abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät.Beispiel 6.6.2. Sei A endlih erzeugte, reduzierte k-Algebra. Dann ist (SpecmA,A, j)mit

j : A −֒→ Abb(Specm(A), k)

ϕ 7−→
 

((π� ◦ incl)−1 ◦ π�)(ϕ) : Specm(A)→ k

m 7→ ((πm ◦ incl)−1 ◦ πm)(ϕ)

!eine abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät.Beweis.(1) SpecmA 6= ∅.(2) A ist endlih erzeugt und reduziert nah Vorraussetzung.(3) j ist o�enbar injektiver k-Algebra-Homomorphismus.(4) Auh die Bewertungsabbildung
χSpecmA : SpecmA

∼−−→ Homk-Alg(A, k)
m 7−→ (πm ◦ incl)−1 ◦ πm)ist bijektiv, da k = k.Beispiel 6.6.3. Sei A := k[X1, · · · ,Xn], F ∈ Amit degF ≥ 1. Dann istD(F ) = An

k\V (F )o�ene Basismenge (6= ∅) in An
k und D(F ) ist niht abgeshlossen (da An

k zusammenhän-gend). Aber (D(F ), AF ,κ) mit AF :=
�
G
F ν | G ∈ A, ν ∈ N

© (Lokalisierungsring) und
κ : AF −→ Abb(D(F ), k)

G

F r
7−→

�
a 7→ κ

�
G

F r

�
(a) :=

G(a)

F (a)r

�(das ist wohlde�niert, da F (a) 6= 0 für a ∈ D(F )) ist abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät im Sinne der De�nition.Beweis. Übungsaufgabe 1 in Serie 7.Ahtung. Dies gilt niht für beliebige o�ene Mengen D(a) ⊆ An
k .
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen MengenSatz 6.6.2. Sei A beliebige endlih erzeugte reduzierte k-Algebra(k = k). Dann gilt:(1) Es existiert eine abstrakte k-Varietät (X,A) mit A als Algebraregulärer Funktionen.(2) Es gibt eine konkrete algebraishe a�ne Menge W ⊆ An
k mit

A[W ] ∼=k-Alg A.Beweis.(1) Setze X := Homk-Alg(A, k) oder X := SpecmA mit Beispiel 6.6.2.(2) Da A endlih erzeugt und reduziert ist, existiert n ∈ N und θ1, · · · , θn ∈ A, so dass
A = k[θ1, · · · , θn]. Damit haben wir den (surjektiven) k-Algebra-Homomorphismus

Θ̂ : k[X1, · · · ,Xn] −−−։ A = k[θ1, · · · , θn]
Xi 7−→ θimit a := ker Θ̂ und dem induzierten Isomorphismus

Θ : k[X1, · · · ,Xn]�a
∼−−→ k[θ1, · · · , θn] = A

X i 7−→ θiDabei ist (weil A reduziert6 ist) a =
√

a, folglih ist W := V (a) a�ne algebraisheMenge, mit
A[W ] ∼= k[X1, · · · ,Xn]�I(W ) = k[X1, · · · ,Xn]�a

∼= A.De�nition 6.23. Für A (endlih erzeugte reduzierte k-Algebra) bzw. (X,A) (abstraktea�ne algebraishe k-Varietät) heiÿt eine solhe (d.h. aus den Algebra-erzeugenden von
A gewonnene) konkrete a�ne algebraishe Menge W ⊆ An

k mit A[W ] ∼= A eine geome-trishe Realisierung von A, wobei X −̃→W bijektiv ist.Bemerkung. Es kann für A (bzw. (X,A)) viele geometrishe Realisierungen geben: Jenah der Wahl der k-Algebra-Erzeugenden von A eine mögliherweise andere.Satz 6.6.3. Sei (X,A) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät(k = k), dann existiert auf X eine natürlihe Zariski-Topologie (alsonoethersh, quasikompakt et.), die mit den Realisierungen verträglihist.6also (0) = Nil
�
k[X1, · · · , Xn]�a

�
= a�√a 287



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeweis. Betrahte A →֒ Abb(X, k) als Funktionenalgebra auf X. De�niere für Ideale
a ⊆ A und für ϕ ∈ A:

V (a) := {x ∈ X | ϕ(x) = 0∀ϕ ∈ a}
D(ϕ) := {x ∈ X | ϕ(x) 6= 0} = X \ V (ϕ)Morphismen von abstrakten a�nen VarietätenDe�nition 6.24. Seien (X,A), (Y,B) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät, also

A, B Algebren regulärer Funktionen. Wir nennen f : (X,A) → (X,B) Morphismus,(f ∈Mor(X,Y )), fallsMor(X,Y ) (1) f : X → Y ist Mengenabbildung und(2) für den induzierten k-Algebra-Homomorphismusf#

f# : Abb(Y, k) −→ Abb(X, k)

ϕ 7→ f#(ϕ) := ϕ ◦ fgilt: f#(B) ⊆ A.Bemerkung. Vulgär formuliert sagt (2): f zieht reguläre Funktionen auf Y auf reguläreFunktionen auf X zurük.Bemerkung. Es ist id#
X = idAbb(X,k) und (g ◦ f)# = f# ◦ g#, also ist (Abb(�, k),�#)ein kontravarianter Funktor von Ens nah k-Algred.Bemerkung. Sei f ∈ Mor(X,Y ), dann gilt:(1) f# ∈ Homk-Alg(B,A).(2) f ist (Zariski-)stetig, da f−1(D(ψ)) = D(ψ ◦ f) für alle ψ ∈ B.(3) f# : B → A induziert ein kommutierendes Diagramm

X Y

Homk-Alg(A, k) Homk-Alg(B, k)
f

χX

∼

χY

∼

hom(f#)
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen MengenBeweis. Für x ∈ X und ψ ∈ B ist
(χY ◦ f)(x)(ψ) = χY (f(x)) (ψ)

= ψ(f(x))

= (ψ ◦ f)(x)

= χX(x)(ψ ◦ f)

= χX(x)(f#(ψ))

= (χX(x) ◦ f#)(ψ)

= (hom(f#)(χX(x)))(ψ)

= (hom(f#) ◦ χX)(x)(ψ)Damit haben wir χY ◦ f = hom(f#) ◦ χX .Satz 6.6.4. Seien (X,A) und (Y,B) abstrakte a�ne algebraishe
k-Varietät, k = k. Dann:(1) Die Funktoren-Abbildung �# liefert eine Bijektion

Mor(X,Y )
∼−−→ Homk-Alg(B,A)

f 7−→ f#

χ−1
Y ◦ hom(ζ) ◦ χX =: ζ̌ ←−[ ϕ mit (ζ̌)# = ζ(2) Isom(X,Y )

∼−−−→
�#

Isomk-Alg(B,A)(3) Die Kategorie der konkreten a�nen algebraishen Mengen mit ab-strakten Morphismen (AMk), die Kategorie abstrakter a�ner alge-braisher Varitäten mit abstrakten Morphismen und die k-Algee,red-Kategorie sind paarweise äquivalente Kategorien.Beweis.
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(1) Wir kennen die Diagramme
X Y

Homk-Alg(A, k) Homk-Alg(B, k)
f

χX

∼

χY

∼
hom(f#)

Homk-Alg(A, k) Homk-Alg(B, k)
X Yg

χX ∼ χY∼

hom(g#)

für f, g ∈ Mor(X,Y ). Ist nun f# = g#, so ist auh hom(f#) = hom(g#), also auh
f = χ−1

Y ◦ hom(f#) ◦ χX = χ−1
Y ◦ hom(g#) ◦ χX = g.Daher ist �# injektiv.Sei umgekehrt ζ ∈ Homk-Alg(B,A). Wir setzen mit Hilfe des obigen Diagrammes

f := χ−1
Y ◦ hom(ζ) ◦ χX . Es ist χY ◦ f = hom(ζ) ◦ χX , also für alle x ∈ X:

χY (f(x)) = χX(x) ◦ ϕ. Für ψ ∈ B ergibt sih:
f#(ψ)(x) = ψ(f(x))

= χY (f(x))(ψ)

= χX(x)(ζ(ψ))

= ζ(ψ)(x),also ζ = f#. Damit ist auh f#(B) = ζ(B) ⊆ A, also f ∈ Mor(X,Y ).Also ist �# auh surjektiv, also insgesamt bijektiv.(2) Ist f ∈ Isom(X,Y ), so existiert g ∈ Mor(Y,X) mit f ◦ g = idY und g ◦ f = idX .Daher ist
g# ◦ f# = (f ◦ g)# = id#

Y = idB,und ebenso f# ◦ g# = idA, also sind f# und g# zueinander inverse k-Algebra-Homomorphismen, insbesondere f# ∈ Isomk-Alg(B,A).Umgekehrt: Ist f# ∈ Isomk-Alg(B,A), so existiert ein Inverses ζ ∈ Isomk-Alg(A,B),und nah Teil (1) haben wir auh g ∈ Mor(Y,X) mit g# = ζ. Wir erhalten
(f ◦ g)# = g# ◦ f# = ζ ◦ f = idB = id#

Y ,also (f ◦ g)# = id#
Y , und wegen der Bijektivität von �# auh f ◦ g = idY . Analogerhalten wir g ◦ f = idX . Also ist f ∈ Isom(X,Y ).290



6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen Mengen(3) Dies zeigen wir nah dem folgenden Diskurs (ab Seite 291).Diskurs über die Äquivalenz von KategorienDie grundlegenden Begri�e zu Kategorien sind in Kapitel 5 (ab Seite 203) zu �nden.De�nition 6.25. Sei F : C→ D ein (kovarianter) Funktor zwishen Kategorien C und
D. F heiÿt Äquivalenz-Funktor, falls(1) F ist volltreu, d.h. für C1, C2 ∈ obj(C) ist MorC(C1, C2)

∼−−→
F

MorD(F (C1), F (C2))bijektiv.(2) F ist im wesentlihen surjektiv, d.h.
∀D ∈ obj(D) : ∃C ∈ obj(C) : IsomD(D,F (C)) 6= ∅Analog ist dies für kontravariante Funktoren de�niert.Bemerkung. Dies ist äquivalent zu der in De�nition 5.24 verwendeten Charakterisierung

∃G ∈ Funct(D,C) : G ◦ F ∼= idC, F ◦G ∼= idD

�jeweils Funktorisomor-phie, siehe Def. 5.22 �Bemerkung. Salopp formuliert: Kategorien sind äquivalent, wenn die Äquivalenzklassenmodulo jeweiliger Isomorphie in (Funktor-)Bijektion stehen.Beweis von (3) aus Satz 6.6.4. Dies wenden wir nun an auf unsere Kategorien: AMk

AAVk

k-Algee,redAMk:
obj(AMk) = {V (a) ⊆ An

k | n ∈ N, a ⊆ k[X1, · · · ,Xn]}
Mor(AMk) = {(abstrakte) Morphismen a�ner algebraisher Mengen}

AAVk:
obj(AAVk) = {(X,A) | (X,A) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät}

Mor(AAVk) =
§
(X,A)

f−→ (Y,B) | f#(B) ⊆ A
ª

k-Algee,red:
obj(k-Algee,red) = {A | A endlih erzeugte reduzierte k-Algebra}

Mor(k-Algee,red) =
[̇

A,B∈obj

Homk-Alg(A,B)Wir haben folgende, gröÿtenteils kanonishe, Funktoren:den Koordinatenring-Funktor (kontravariant)
A[�] : AMk −→ k-Algee,red
An
k ⊇ V (a) 7−→ A[V (a)] = k[X1, · · · ,Xn]�a

f 7−→ f#, 291



6 Einführung in die Algebraishe Geometrieden Abstraktionsfunktor (kovariant)
A : AMk −→ AAVk

V (a) 7−→ (V (a), A[V (a)]) ,den Maximalspektrums-Funktor (kontravariant)
Specm: k-Algee,red −→ AAVk

A 7→ (SpecmA,A) ,den Projektionsfunktor (kontravariant)
π : AAVk −→ k-Algee,red

(X,A) 7−→ A

f 7−→ f#,sowie den Realisierungsfunktor (kontravariant)
R : k-Algee,red −→ AMk

A ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a 7−→ (V (a) ⊆ An
k , A[V (a)] ∼= A) .(Der Realisierungsfunktor R ist niht eindeutig bestimmt, er hängt von der Wahl derAlgebra-Erzeugenden von A (und damit des Ideals a) ab.)Man hat damit folgende Diagramme von Funktoren

AMk AAVk AMk AAVk

� �

k-Algee,red k-Algee,red
A

A[�] π

R◦π

R Specmsowie die bekannte Tatsahe
V (a) ∼=AMk

V (b)

⇔ (V (a), A[V (a)]) ∼=AAVk
(V (b), A[V (b)])

⇔ A[V (a)] ∼=k-Algee,red A[V (b)]Damit sind A, π und A[�] Äquivalenzfunktoren.
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen MengenKonkretisierung: Morphismen a�ner algebraisher MengenSeien V (a) ⊆ An
k , V (b) ⊆ Am

k , mit Idealen a ⊆ k[X1, · · · ,Xn], b ⊆ k[Y1, · · · , Ym]. Dannhaben wir ja
MorAMk

(V (a), V (b)) := Mor ((V (a), A[V (a)]), (V (b), A[V (b)]))
∼

====6.6.4 Homk-Alg (A[V (b)], A[V (a)]) .Frage. Wie sieht Mor(An
k ,A

m
k ) aus?Es ist

f : An
k → Am

k Morphismus a�ner algebraisher Mengen
⇔ f# : k[Y1, · · · , Ym]→ k[X1, · · · ,Xn] k-Algebra-Homomorphismus
⇔ f#(Q(Y1, · · · , Ym)) = Q(P1(X1, · · · ,Xn), · · · , Pm(X1, . . . Xn))mit f#(Yi) = Pi für alle i ∈ {1, · · · ,m}.Damit und mit unserem bekannten kommutativen Diagramm

An
k Am

k

Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k) Homk-Alg(k[Y1, · · · , Ym], k)

f

χAn
k

∼ χAm
k

∼

hom(f#)berehnet sih f aus f# wie folgt:
χAm

k
◦ f = hom(f#) ◦ χAn

k

⇒ ∀a ∈ An
k : χAm

k
(f(a)) = χAn

k
◦ f#

⇒ ∀a ∈ An
k ,∀i ∈ {1, · · · ,m} : χAm

k
(f(a))(Yi) = f#(Yi)(a)

⇒ ∀a ∈ An
k ,∀i ∈ {1, · · · ,m} : Yi(f(a))| {z }

i-te Komponende von f(a)

= Pi(a)

⇒ ∀a ∈ An
k : f(a) = (P1(a), · · · , Pm(a))

⇒ f = (P1, · · · , Pm) .Fazit.
Mor(An

k ,A
m
k ) = {f : An

k → Am
k | ∃P1, . . . Pm ∈ k[X1, · · · ,Xn] : f = (P1, · · · , Pm)}Frage. Sei f = (P1, · · · , Pm) ∈ Mor(An

k ,A
m
k ). Wie sehen dann f(An

k)
Am

k und A hf(An
k)

Am
k

iaus? Wann ist f(An
k) = f(An

k)
Am

k ?
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeispiel 6.6.4. Betrahte f : A2
k → A2

k, f(a, b) := (ab, b). ⇒ f ist Morphismus,
f = (X1 ·X2,X2). Es ist

f(A2
k) = A2

k \ {(t, 0) | t ∈ k∗} ,da
f
�
u

v
, v
�

= (u, v) ∀v ∈ k∗und
f(u, 0) = (0, 0) ∀u ∈ k,daher ist f auh niht injektiv. Es ist
f(A2

k) = V I(f(A2
k)),wobei

I(f(A2
k)) = {Q ∈ k[Y1, Y2] | Q(X1 ·X2,X2) = 0}Solhe Q kann man ja immer shreiben als Q(Y1, Y2) = S(Y1, Y2) · Y1 + T (Y2), und dannergibt sih 0 = Q(X1 ·X2,X2) = S(X1 ·X2,X2) ·X1 ·X2| {z }

degX1
≥1

+ T (X2)| {z }
degX1

=0

, d.h. S = 0, T = 0und damit Q = 0. Wir haben also
I(f(A2

k)) = (0)

f(A2
k) = V I(0) = A2

k 6= f(A2
k)Das heiÿt, f ist dominant, aber niht abgeshlossen.Fazit. Unter Morphismen sind Bilder algebraisher Mengen nihtnotwendig wieder algebraish.Weiterhin haben wir

A
�
f(A2

k)
�

= A[A2
k] = k[Y1, Y2].Bemerkung 1. Sei f : An

k → Am
k Morphismus, f = (P1, · · · , Pm),

Pi ∈ k[X1, · · · ,Xn]. Dann ist
A
�
f(An

k)
� ∼= k[P1, · · · , Pm] ⊆ k[X1, · · · ,Xn]Beweis. Wir haben

I(f(An
k)) = {Q ∈ k[Y1, · · · , Ym] | Q(P1, · · · , Pm) = 0}

=
�
Q ∈ k[Y1, · · · , Ym] | f#(Q) = 0

©
= ker(f#)294



6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen Mengenmit f# : k[Y1, · · · , Ym] → k[X1, · · · ,Xn], f#(Yi) = Pi, f#(Q) = Q(P1, · · · , Pm). Daherist
A
�
f(An

k)
�

= k[Y1, · · · , Ym]�I (f(An
k))

= k[Y1, · · · , Ym]�ker(f#)

∼= im f#

=
�
f#(Q)

���Q ∈ k[Y1, · · · , Ym]
©

= {Q(P1, · · · , Pn) | Q ∈ kY m}
= k[P1, · · · , Pn]
⊆ k[X1, · · · ,Xn]Korollar. Ist f = (P1, · · · , Pm) : An

k → Am
k dominant, dann gilt:

f Isomorphismus in AMk ⇐⇒ k[P1, · · · , Pm] ∼= k[X1, · · · ,Xm](Dies kann nur für m = n eintreten.)Für radizielle Ideale a =
√

a ⊆ k[X1, · · · ,Xn] und b =
√

b ⊆ k[Y1, · · · , Ym] gilt ja
Mor(V (a), V (b)) ∼= Homk-Alg �k[Y1, · · · , Ym]�b,

k[X1, · · · ,Xn]�a

�Sei f : V (a)→ V (b) Morphismus. Dann haben wir das Diagramm
k[Y1, · · · , Ym]�b

k[X1, · · · ,Xn]�a

k[Y1, · · · , Ym] k[X1, · · · ,Xn]

f#

π2 π1f
# ◦π2

Es ist ja f#(π2(Yi)) = f#(Yi) für i ∈ {1, · · · ,m}. Sei nun jeweils
Pi ∈ π−1

1

�
f#(Yi)

�
⊆ k[X1, · · · ,Xn]beliebig gewählt (das geht, da π1 surjektiv ist), also π1(Pi) = f#(Yi). Dann können wir

f̂(Yi) := Pi setzen, und erhalten durh Fortsetzung einen k-Algebra-Homomorphismus
f̂ , welher das Diagramm komplettiert:

k[Y1, · · · , Ym]�b
k[X1, · · · ,Xn]�a

k[Y1, · · · , Ym] k[X1, · · · ,Xn]

f#

π2 π1f
# ◦π2

∃f̂ 295



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDabei gilt f̂(b) ⊆ a. Wir erhalten nah Satz 6.6.4 einen Morphismus f̃ : An
k → Am

k , mit
(f̃)# = f̂ , und damit f̃ |V (a) = f , also ein Diagramm

V (a) ⊆ An
k

V (b) ⊆ Am
k

f f̃Dies führt zu folgendem Satz:Satz 6.6.5. Seien W1, W2 a�ne Mengen über k = k, W1 ∈ An
k ,

W2 ∈ Am
k , Wi = V I(Wi). Dann gilt

Mor(W1,W2) =

(
f ∈ Abb(W1,W2)

����� ∃P1, · · · , Pm ∈ k[X1, · · · ,Xn] :

f = (P1|W1 , · · · , Pm|W1)

)Beweis. Klar nah obiger Überlegung.Beispiel 6.6.5. Die Abbildung
A1
k

f−→ V (Y 2 −X3)

t 7−→ (t2, t3)ist Morphismus, denn
2

4

6

8

−2

−4

−6

−8

2 4−2

V (Y 2 −X3) (i) f ist komponentenweise polynomial(ii) im(f) = V (Y 2 −X3) ist altbekannt.Eigenshaften.(1) f ist abgeshlossen, sogar bijektiv und als Morphismus auh stetig.(2) f ist bijektiv, stetig, abgeshlossen, also Homöomorphismus.(3) f ist kein Isomorphismus, und überhaupt sind V (Y 2−X3) und A1
kniht isomorph in AMk (bzw. in AAVk).Beweis.(1) und (2) sind bekannt.(3) Wir haben

f# : A[V (Y 2 −X3)]| {z }
∼=k[X,Y ]�(Y 2−X3)

−→ k[T ]
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6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen Mengenmit f#(X) = T 2, f#(Y ) = T 3, also
f# : A[V (Y 2 −X3)]

∼−−→ k[T 2, T 3] $ k[T ]Das heiÿt, f# ist zwar injektiv, aber niht surjektiv, also kein k-Algebra-Isomorphismus. Nah Satz 6.6.4 ist also f kein Isomorphismus, sondern nur einbijektiver Morphismus.Behauptung. k[T ] und k[T 2, T 3] sind niemals isomorphe k-Algebren.Beweis. k[T 2, T 3] und k[T ] haben den gleihen Quotientenkörper k(T ). k[T ] istfaktoriell, also normal (ganz abgeshlossen im Quotientenkörper):
k[T ]

k(T )
= k[T ].Aber wir haben X2 − T 2 ∈ k[T 2, T 3][X] als normiertes Polynom, mit Nullstelle T ,also ist T ganz über k[T 2, T 3], d.h.

k[T 2, T 3]
k(T )

= k[T ].Es ist also k[T 2, T 3] niht normal, womit die beiden k-Algebren niht isomorph seinkönnen.Damit sind auh A1
k und V (Y 2 −X3) niht-isomorphe k-Varietäten.Beispiel 6.6.6. Betrahten wir nun

f : A1
k −→ V (Y −X2)

t 7−→ (t, t2)

f ist bijektiv, polynomial, abgeshlossen, also Zariski-Homöomorphismus. Wir haben
f# : k[X,Y ]�(Y −X2) −→ k[T ]

X 7−→ T

Y 7−→ T 2Es ist f(A1
k) = f(A1

k) = V (Y − X2) und A[V (Y − X2)] ∼= k[T, T 2] = k[T ]. Es ist 1

2

−1

1−1−2

V (Y −X2)also f# ein k-Algebra-Isomorphismus, also insbesondere f ein Isomorphismus der a�nenVaritäten A1
k und V (Y −X2). Der Umkehr-Isomorphismus ist

f−1 = π1 : V (Y −X2) −→ A1
k

(a, a2) 7−→ a 297



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeispiel 6.6.7. Betrahte k = C und
C2 f−→ C2

V (X2 + Y 2 − 1) −→ V (T · U − 1)

(x, y) 7−→ (y + iy, y − iy)

f ist sogar linearer Morphismus, mit Matrix � 1 −1
1 i

�
∈ GL2(C).1

−1

−2

1−1−2

V (X2 + Y 2 − 1)

1

2

−1

−2

−3

1−1−2

V (T · U − 1)

Behauptung. f induziert einen C-Isomorphismus zwishen demKreis V (X2 + Y 2 − 1) und der Hyperbel V (T · U − 1).Beweis. (x, y) mit x2 + y2 = 1 geht über in
(u, v) := (x+ iy, x− iy) mit
u · v = (x+ iy) · (x− iy)

= x2 + ixy − ixy − i2y2

= x2 + y2

= 1.umgekehrt geht (u, v) mit u · v = 1 via f−1 über in
f−1(u, v) =

�
u+ v

2
,−iu− v

2

�
=: (x, y),wobei

x2 + y2 =
u2 + 2uv + v2

4
− u2 − 2uv + v2

4

=
4uv

4
= uv

= 1.Es ist also V (X2 + Y 2 − 1) ∼= V (U · V − 1).Satz 6.6.6. Seien (X,A), (Y,B) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietäten, f ∈ Mor(X,Y ), f# ∈ Homk-Alg(B,A) der zugehörige Co-morphismus. Dann gilt:(1) f dominant ⇐⇒f# injektiv.(2) f# surjektiv ⇐⇒f : X →֒ Y ist abgeshlossene Einbettung.Beweis.298



6.6 Koordinatenringe und die Kategorie der a�nen algebraishen Mengen(1) Wir kennen ja f(X)
Y

= V I(f(X)), wobei
I(f(X)) = {ϕ ∈ B | ϕ(f(x)) = 0∀x ∈ X}

=
�
ϕ ∈ B | f#(ϕ)(x) = 0∀x ∈ X

©
=
�
ϕ ∈ B | f#(ϕ) = 0

©
= ker(f#)Daher haben wir

f dominant ⇐⇒ f(X)
Y

= Y ⇐⇒ V (ker(f#)) = Y

⇐=⇒HNS Èker f# = NilB
B⇐==⇒reduz. ker f# = (0)⇐⇒ f# injektiv.(2) Sei f#;B → A surjektiv, dann haben wir die Faktorisierung:

B A

B�ker f#

f#

π ∼
σ#Mit dem Äquivalenzsatz (6.6.4) ergibt sih daraus

Y X

V (ker f#) f(X)
Y

f

∼

σ
jDabei ist j# = π und σ ein Isomorphismus von X auf die (abgeshlossene) Teilmenge

f(X)
Y ⊆ Y . Also ist f = j ◦ σ eine abgeshlossene Einbettung.Satz 6.6.7. Geometrishe Bedeutung der Noether-NormalisierungSei (X,A) eine abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät (k = k) und

k ⊆ C ⊆ A mit C ∼= k[T1, · · · , Td] eine Noether-Normalisierung von A.Dann existiert ein Morphismus f : X → Ad
k mit:(1) f surjektiv(2) f# : k[T1, · · · , Td] →֒ A endlihe Erweiterung(3) Die Fasern f−1(a) sind endlih für alle a ∈ Ad

k, d.h. X ist endliheÜberlagerung eines a�nen Raumes der Dimension d = dimKrull(A).
Ad
k

X

Beweis. k ⊆ C ∼= k[T1, · · · , Td]
j−֒→ A induziert einen Morphismus X f−→ Aq

k mit f# = j.Da j injektiv und ganze Erweiterung ist, ist f dominant (Satz 6.6.6) und abgeshlossen(Going-Up-Theorem, Satz 6.5.6), also surjektiv. 299



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieEbenfalls aus dem Going-Up-Lemma ergab sih (das war irgendwann mal Be-merkung 5), dass für jedes a ∈ Ad
k die Menge der Urbilder Mi ∈ SpecmA von

ma ∈ Specm k[T1, · · · , Td] endlih ist, und damit auh die Faser in X ∼= SpecmA.6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringteRäumeDie Garbe der regulären Funktionen auf einer aaa-VarietätDe�nition 6.26. Sei (X,A) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät, k = k. Für alle
U ∈ Off ′(X) = Off(X) \ {∅} heiÿt

OAX(U) :=

8><>:f ∈ Abb(U, k)

�������� ∃ Überdekung U =
[
i∈I

D(hi), hi ∈ A,

gi ∈ A : f |D(hi) =
gi
hi

9>=>;die k-Algebra der regulären Funktionen auf U .Bemerkung. Es ist
OAX(U) =

8<:f ∈ Abb(U, k)

������ ∀x ∈ U : ∃g, h ∈ A :

x ∈ D(g) ∧ f |D(g) =
g

h

9=;und, falls X noethersh ist, auh
=

8>><>>:f ∈ Abb(U, k)

��������� ∃ Überdekung U =
s[
i=1

D(hi), hi ∈ A,

gi ∈ A : f |D(hi) =
gi
hi

9>>=>>;Bemerkung. OAX(U) ⊆ Abb(U, k) ist k-Unteralgebra, und als Menge betrahtet auh
OAX(U) ∈ P(Abb(U, k)) ⊂ P(P(X × k)).De�nition 6.27. Wir weiten die De�nition auf alle o�enen Mengen in X aus mittels

OAX(∅) := (0) $ AFazit. Wir haben also eine Abbildung
OAX : Off ′(X)→ P(P(X × k))mit den folgenden Eigenshaften:

∀U ∈ Off ′(X) : OAX(U) ⊆ Abb(U, k) ist k-Unteralgebra.(6.1)
∀U, V ∈ Off ′(X), U ⊆ V,∀f ∈ OAX(V ) : f |U ∈ OAX(U).(6.2)

∀U ∈ Off ′(X),∀(Ui)i, U =
[
i

Ui,∀(ϕi)i ∈ OAX(Ui) :�
∀i, j : ϕi|Ui∩Uj

= ϕj |Ui∩Uj

�
⇒ ∃!ϕ ∈ OAX(U) : ∀i : ϕ|Ui

= ϕi

(6.3)
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeDe�nition 6.28. OAX : Off ′(X) → P(P(X × k)) heiÿt auh Garbe der regulärenFunktionen auf der abstrakten a�nen algebraishen k-Varietät (X,A).Satz 6.7.1. Sei k = k, (X,A) abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät, OAX die Garbe der regulären Funktionen auf X bezüglih A.Dann gilt:(1) ∀g ∈ A \ {0} : OAX(D(g)) ∼= Ag =
�
f
gn | f ∈ A,n ∈ N

©(2) OAX(X) ∼= ABeweis.(2) ergibt sih aus (1), da X = D(1), also
OAX(X) = OAX(D(1)) ∼= A1 = A.(1) Sei D(g) o�ene Basismenge in X, g 6= 0 (d.h. D(g) 6= ∅). Sei ϕ ∈ OAX(D(g)), also

ϕ : D(g) → k mit Überdekung D(g) =
Ss
i=1D(gi) derart, dass ϕ|D(gi) = f(i)

g(i) ,
fi, gi ∈ A.Für i, j ∈ {1, · · · , s} ist dann auf D(gi)∩D(gj) = D(gi ·gj) also fi ·gj = fj ·gi, somitist gi · gj · (fi · gj − fj · gi) = 0 auf ganz X, insbesondere auf D(g).Setze qi := g2

i , pi := fi · gi∀i ∈ {1, · · · , s}. Dann ergibt sih:(a) D(qi) = D(g2
i ) = D(gi), und auf dieser Menge ist auh

ϕ|D(qi) =
fi
gi

=
fi · gi
g2
i

=
pi
qi(b) qj · pi = qi · pi für alle i, j ∈ {1, · · · , s} gilt auf ganz X, speziell auf D(g). Nunwar

D(g) =
s[
i=1

D(qi),d.h.
V (g) =

s\
i=1

V (qi)

= V

 
sX
i=1

(qi)

!und nah HNS È
(g) =

Ì
sX
i=1

(qi).
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDas heiÿt, es existiert ν ∈ N mit
gν ∈

sX
i=1

(qi),also
gν =

sX
i=1

hi · qi (hi ∈ A∀i ∈ {1, · · · , s}).Multiplizieren mit pj ergibt für alle j ∈ {1, · · · , s}:
gν · pj =

sX
i=1

hiqi · pj

=
sX
i=1

hipi · qj

= qj ·
sX
i=1

hi · pi| {z }
=:h∈ADas ergibt dann (auf dem Bereih, wo qj 6= 0 ist:)

ϕ|D(qj) =
pi
qi

=
h

gν
∀j ∈ {1, · · · , s} .Zusammensetzen ergibt auf ganz D(g):

ϕ =
h

gν
∈ AgWir haben also OAX(D(g)) ⊆ Ag, und Ag ⊆ OAX(D(g)) gilt ja shon nah De�ni-tion, also OAX(D(g)) = Ag.GarbenDiesen Begri� der Garbe wollen wir jetzt verallgemeinert de�nieren:De�nition 6.29. Sei X 6= ∅ topologisher Raum, E 6= ∅ Menge. Eine Garbe vonE-wertigen Funktionen auf X ist eine Abbildung F : Off ′(X) → P(P(X × E)) mitden folgenden Eigenshaften:(1) ∀U ∈ Off ′(X) : F(U) ⊆ Abb(U,E) ⊂ P(X × E)(2) (Einshränkungsaxiom) ∀U, V ∈ Off ′(X) mit U ⊆ V , ∀ϕ ∈ F(V ) gilt:

ϕ|U ∈ F(U).302



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume(3) (Verklebungsaxiom) ∀U ∈ Off ′(X), für alle o�enen Überdekungen U =
S
i∈I Ui,

∀(ϕi)i∈I ∈
�

i∈I F(Ui) mit �∀(i, j) ∈ I2 : ϕi|Ui∩Uj
= ϕj |Ui∩Uj

� gilt:
∃!ϕ ∈ F(U) : ∀i ∈ I : ϕ|Ui

= ϕi.Bemerkung. Ein paar Übersetzungen:7de Garbe Garbenen sheaf sheaveseo garbo garbojfr faiseau faiseauxBeispiel 6.7.1. Für beliebige (X,E) (X topologisher Raum, E Menge) ist
F : Off ′(X)→ P(P(X,E))

U 7→ Abb(U,E)trivialerweise eine Garbe E-wertiger Funktionen. (Dies ist die �gröÿte� solhe Garbe: beiallen anderen sind die Funktionswerte Teilmengen der Funktionswerte dieser Garbe.)Beispiel 6.7.2. Sei X topologisher Raum, dann ist
C : Off ′(X)→ P(P(X × R))

C(U) := {f : U → R | f stetig}eine Garbe R-wertiger Funktionen auf X, dieGarbe der stetigen reellen Funktionenauf X.Beispiel 6.7.3. Sei X di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, p ∈ N, dann bildet
Cp : Off ′(X)→ P(P(X × R))

Cp(U) := {f : U → R | f p-fah stetig di�erenzierbar}eine Garbe R-wertiger Funktionen auf X.Beispiel 6.7.4. Ist X komplexe Mannigfaltigkeit, dann ist
OX : Off ′(X)→ P(P(X × C))

U 7→ {f : U → C | f holomorph}eine Garbe C-wertiger Funktionen auf X.Beispiel 6.7.5. Sei X topologisher Raum, E Menge.
G : Off ′(X)→ P(P(X × E))

G(U) := {f : U → E | f konstant}ist eine Garbe nur, wenn X irreduzibel ist. Denn ansonsten gibt es disjunkte o�eneMengen U1 und U2, und die Funktionen const1 : U1 → R und const2 : U2 → R lassensih niht zu einer konstanten Funktion auf U1 ∪̇U2 verkleben.Hingegen bilden die E-wertigen lokal-konstanten Funktionen auf X stets eine Garbe
E-wertiger Funktionen.7Die Esperanto-Übersetzung habe ih (P.E.) hinzugefügt, die anderen hat Herr Kleinert shon ange-shrieben. Es waren (wenn ih mih rihtig erinnere) auh welhe in russish und italienish dabei,aber die sind in der Mitshrift niht überliefert ... 303



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.7.2. Kriterien für die Konstruktion von GarbenSei X 6= ∅ topologisher Raum, BX ⊆ Off ′(X) topologishe Basis,
E 6= ∅ Menge und

F′ : BX → P(P(X × E))eine Abbildung, in denen (1), (2), (3) aus De�nition 6.29 für BX statt
Off ′(X) gelten.Dann existiert genau eine Garbe E-wertiger Funktionen auf X,

F : Off ′(X)→ P(P(X × E)),mit F (U) = F ′(U) für alle U ∈ BX .Beweis.(a) Eindeutigkeit: Haben F und G die obige Eigenshaft, so gibt es für U ∈ Off ′(X)aufgrund der Basiseigenshaft eine Überdekung U =
S
i∈I Vi, Vi ∈ BX , und wegendes Verklebungsaxioms haben wir dann

F(U) =

(
ϕ : U → E | ∃

[
i

Vi, Vi ∈ BX : ϕ|Vi
∈ F′(Vi)

)
= G(U),also ist F aus F′ eindeutig bestimmt.(b) Existenz: Wie de�nieren einfah

F(U) =

(
ϕ : U → E | ∃

[
i

Vi, Vi ∈ BX : ϕ|Vi
∈ F′(Vi)

)und rehnen jetzt die Garben-Axiome (2) und (3) leiht nah.Bemerkung.(1) Für eine abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät (X,A) hätte man mit Hilfe von Satz6.7.2 und der De�nition OAX(D(g)) := Ag für g ∈ A \ {0} die Garbe OAX ebenfallsde�nieren können.(2) Dieser Ansatz ist besonders verallgemeinerungsfähig:Beispiel 6.7.6. Sei R Ring, X := Spec(R) mit Zariski-Topologie. Dann setzt man
OX(D(f)) := Rf für f ∈ R \ {0} und erhält dann

OX(U) = lim←−
D(f)⊆U

Rf .
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeCartanshe RäumeDe�nition 6.30. Sei E 6= ∅ beliebige Menge. Ein Paar (X,F) heiÿt Cartansher
E-Raum, falls X ein topologisher Raum und F eine Garbe von E-wertigen Funktionenauf X ist.Beispiel 6.7.7. (X,OAX ) für eine abstrakte a�ne algebraishe k-Varietät (X,A) (mit
k = k).Beispiel 6.7.8. (X,OX ) für eine komplexe Mannigfaltigkeit X mit ihrer Garbe der ho-lomorphen Funktionen.Beispiel 6.7.9. (X,Z) für einen irreduziblen topologishen Raum X, Z aufgefasst alsGarbe der konstanten, ganzzahligen Funktionen auf X.De�nition 6.31. Seien (X,F), (Y,G) Cartanshe E-Räume. Ein Morphismus
(X,F)

f−→ (Y,G) ist(1) eine stetige Abbildung f : X → Y mit(2) ∀V ∈ Off ′(Y ) gilt für die induzierte �Zurükziehungs�-Abbildung
f#
V : G(V ) −→ Abb(f−1(V ), E)

ϕ 7−→ ϕ ◦ f |f−1(V )die Inklusion f#
V (G(V )) ⊆ F(f−1(V )).Bemerkung. Die Cartanshen E-Räume nebst den oben de�nierten Morphismen zwi-shen solhen bilden eine Kategorie CartE . CartESatz 6.7.3. Charakterisierungssatz für Morphismen CartansherRäumeSeien (X,OX ) und (Y,OY ) Cartanshe E-Räume und seien BX , BYtopologishe Basen von X bzw. Y . Sei f ∈ Abb(X,Y ).Dann gilt f ∈ MorCartE

((X,OX ), (Y,OY )) genau dann, wenn
∀x ∈ X,∀V ∈ BY mit f(x) ∈ V : ∃W ∈ BX :

x ∈W ⊆ f−1(V ) und f#|V (OY (V )) ⊆ OX(W ).Das heiÿt, f ist für alle x lokal ein Morphismus:
x

W

f−1(V )

X

f(x)

f(W )

V

Y

f
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeweis. relativ klar, aber tehnish (Übung).Bemerkung 1. Seien (X,A) und (Y,B) zwei abstrakte a�ne al-gebraishe k-Varietäten, k = k und (X,OAX ), (Y,OBY ) die assoziiertenCartanshen k-Räume, f : X → Y Abbildung. Dann gilt:
f ∈ MorAAVk

((X,A), (Y,B)) ⇐⇒ f ∈ MorCartk
((X,OAX ), (Y,OBY )).Korollar. Der kanonishe kovariante Funktor

κ : AAVk −→ Cartk

(X,A) 7−→ (X,OAX )�
(X,A)

f−→ (Y,B)
�
7−→

�
(X,OAX )

f−→ (Y,OBY )
�ist eine volle Einbettung, d.h. injektiv auf Objekten und volltreu.Beweis der Bemerkung.

⇐: klar, denn es ist
f#(B) = f#(OBY (Y )) ⊆ OAX(f−1(Y )) = OAX(X) = A,d.h. f#(B) ⊆ A, also f ∈ MorAAVk

.
⇒: Ist f : (X,A)→ (Y,B) Morphismus von abstrakten k-Varietäten, so ist f stetig und

f#(B) ⊆ A. Für ϕ ∈ B \ {0} ergibt sih dann durh Lokalisierung die Abbildung
f#
ϕ : Bϕ −→ Af#(ϕ)

ψ

ϕn
7−→ f#(ψ)

f#(ϕ)nd.h.
f#
ϕ : OBY (D(ϕ)) −→ OAX(D(f#(ϕ)))Wir erhalten also

f |D(f#(ϕ)) = f |f−1(D(ϕ)) : D(f−1(ϕ)) −→ D(ϕ)als �lokalen� Morphismus in Cartk. Nah Satz 6.7.3 ist dann also
f ∈MorCartk

((X,OAX ), (Y,OBY )).
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeDe�nition 6.32. Wir bezeihnen mit Carta�k die volle Unterkategorie von Cartk, deren Carta�kObjekte die sogenannten a�nen Cartanshen k-Räume sind, d.h.:
(X,OX ) ∈ obj(Carta�k ) :⇔ ∃(Z,C) ∈ obj(AAVk) : (X,OX ) ∼=Cartk

(Z,OCZ )Bemerkung. Dies ist äquivalent zur folgenden Bedingung:
. . .⇔ ∃A ∈ obj(k-Algee,red) : (X,OX ) ∼= (SpecmA,OSpecmA)Bemerkung. Der Funktor

κ̃ : AAVk → Carta�k ⊆ Cartk

κ̃((X,A)) = κ((X,A)) = (X,OAX )

κ̃(f) = fhat einen �pseudoinversen Funktor�
˜̃κ : Carta�k → AAVk

(X,OX ) 7→ (X,OX (X))

f 7→ fDabei gibt es für (X,OX ) immer eine k-Algebra A und einen Isomorphismus
(X,OX )

∼−−→
θ

(SpecmA,OSpecmA),also ist OX(X) ∼= OSpecmA(SpecmA) = A endlih erzeugt, reduziert.Das heiÿt, κ̃ und ˜̃κ vermitteln eine Äquivalenz zwishen den Kategorien AAVk und
Carta�k .Fazit. Die folgenden Kategorien sind äquivalent:

AMk, AAVk, k-Algee,red, Carta�kund in jeder dieser Kategorien kann man arbeiten sowie je nah Bedarf zwishen ihnenhin- und herpendeln.Induzierte Cartanshe RäumeDe�nition 6.33. Sei k = k, (X,OX ) ∈ obj(Cartk) und ∅ 6= Z ⊆ X, Z betrahtet mitder Relativtopologie.Dann sei für alle W ∈ Off ′(Z), etwa W = Z ∩ U0, U0 ∈ Off ′(X) de�niert:
OX |Z(W ) :=

¨
ϕ ∈ Abb(W,k)

����� ∀x ∈W : ∃U ∈ Off(X),∃ψ ∈ OX(U) :

x ∈ U,ϕ|U∩W = ψ|U∩W

«Die so de�nierte Garbe k-wertiger Funktionen OX |Z =: OZ heiÿt Einshränkung der OX |ZStrukturgarbe OX auf die Teilmenge Z ⊆ X.Der Cartanshe Raum (Z,OZ) heiÿt Cartansher Unterraum von (X,OX ). 307



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBemerkung.(1) Ist Z ′ ⊆ Z ⊆ X, (X,OX ) ∈ obj(Cartk), so gilt
OX |Z′ = (OX |Z) |Z′(2) (Z,OZ)

incl−֒−−→ (X,OX ) ist Morphismus Cartansher k-Räume.(3) Seien (X,OX ), (Y,OY ) ∈ obj(Cartk), und X =
S
i∈I Ui o�en überdekt,

fi : (Ui,OUi
)→ (Y,OY ) Morphismen ∀i ∈ I, mit fi|Ui∩Uj

= fj|Ui∩Uj
, dann

∃!f ∈ MorCartk
((X,OX ), (Y,OY )) mit f |Ui

= fi.Das heiÿt, auh für Morphismen haben wir so eine Verklebungseigenshaft.PrävarietätenDe�nition 6.34. Sei (X,OX ) Cartansher k-Raum derart, dass ∀U ∈ Off ′(X) dieMenge OX(U) ⊆ Abb(U, k) shon eine k-Unteralgebra ist. Dann nennen wir (X,OX )einen geringten Raum.Beispiel 6.7.10. Alle (X,OX ) ∈ obj(Carta�k ) sind geringte Räume.De�nition 6.35. Ein geringter Raum (X,OX ) heiÿt eine k-Prävarietät, falls(1) X ist als topologisher Raum kompakt.(2) Es existiert eine o�ene Überdekung X =
S
i∈I Ui, so dass (Ui,OUi

) ∈ obj(Carta�k )für alle i ∈ I, d.h. (Ui,OUi
) ∼=Carta� (SpecmAi,OSpecmAi

) mit endlih erzeugten,irreduziblen k-Algebren Ai.Bemerkung.(a) Als äquivalente De�nition kann statt (1) auh �X noethersh� verwendet werden(mit gleihem (2)), oder direkt: �X besitzt eine endlihe Überdekung X =
Ss
i=1 Ui,so dass (Ui,OUi

) ∈ obj(Carta�k )�.(b) Jeder a�ne Cartanshe k-Raum ist trivialerweise eine k-Prävarietät.Beispiel 6.7.11. A2
k \ {0} = D(X1) ∪D(X2) ist k-Prävarietät, denn D(X1) und D(X2)sind o�ene a�ne Cartanshe Unterräume von (A2

k,OA2
k
), mit OA2

k
= k[X1,X2]. Es istdabei für U ⊆ A2

k \ {0}
OA2

k
\{0}(U) = OA2

k
(U).Aber A2

k \ {0} ist niht a�n, wie der folgende Satz zeigt.De�nition 6.36. Die volle Unterkategorie der Prävarietäten in Cartk heiÿt PreVark.PreVark
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeSatz 6.7.4. (Charakterisierung a�ner k-Varietäten (= a�neCartan-Räume) innerhalb der k-Prävarietäten)Sei (X,OX ) ∈ obj(PreVark) eine k-Prävarietät. Dann sind folgende Be-dingungen äquivalent:(a) (X,OX ) ∈ obj(Carta�k ), d.h. (X,OX ) ist a�n.(b) ∀(Y,OY ) ∈ obj(PreVark) ist die kanonishe Abbildung
�# : MorPreVark

(Y,X)
∼−−→ Homk-Alg(OX(X),OY (Y ))

f 7−→
 
f# : OX(X)→ OY (Y )

ϕ 7→ ϕ ◦ f

!bijektiv und OX(X) ist endlih erzeugte k-Algebra.() Es ist OX(X) eine endlih erzeugte k-Algebra und die dann exis-tierende kanonishe Abbildung
�# : MorPreVark

(SpecmOX(X),X)
∼−−→ Homk-Alg(OX(X),OX (X))

f 7−→ f#ist bijektiv.Beweis.(a) ⇒ (b): Sei (X,OX ) = (X,OAX ) a�n. Dann ist OX(X) = A endlih erzeugt. Sei Yeine beliebige k-Prävarietät, etwa Y =
Ss
i=1 Ui, Ui ∈ Off ′(Y ), (Ui,OY |Ui

) a�n ∀i.Dann ist die Abbildung
MorPreVark

(Y,X)
�#

−−−→ Homk-Alg(OX(X),OY (Y ))

f 7−→ f#kanonish existent, aufgrund der Eigenshaften von Morphismen Cartansher Räu-me.Zu zeigen bleibt, dass �# bijektiv ist. Sei f ∈ MorPreVark
(Y,X). Dann sind

fi := f |Ui
: (Ui,OUi

) −→ (X,OX)ebenfalls Morphismen für alle i. Die Inklusionen νi : Ui →֒ Y induzieren auÿer-dem Homomorphismen ν#
i : OY (Y ) → OUi

(Ui). Wir erhalten ein kommutatives
309



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDiagramm
f (f |Ui

)i∈I = (fi)i∈I

MorPreVark
(X,Y )

s�

i=1

MorPreVark
(Ui,X)

Homk-Alg(OX(X),OY (Y ))
s�

i=1

Homk-Alg(OX(X),OUi
(Ui))

ϑ

�# �
hom(ν#

i
)
�s

i=1

∼
θ

Die Bijektivität von θ =
�s

i=1 �
#
i , ergibt sih aus der Bijektivität der einzelnen

�
#
i : Mor(Ui,X)→ Homk-Alg(OX(X),OUi

(Ui)),welhe ja aufgrund der A�nität von Ui und X bekannt ist. Damit haben wir eineinjektive Abbildung
θ ◦ ϑ =

�
hom(ν#

i )
�s
i=1
◦�#also ist auh �# injektiv.Sei nun ζ ∈ Homk-Alg(OX(X),OY (Y )). Betrahten wir (für jedes i ∈ {1, · · · , s})

OX(X)
ζ−→ OY (Y )

ν#
i−−→ OY |Ui

(Ui) = OUi
(Ui) = Ai

ζ̃i
(mit SpecmAi ∼= Ui)Es sind Ui und X a�n, also ist ζ̃ induziert von einem Morphismus in Carta�k , etwa

ζi : Ui → X. Da Y =
Ss
i=1 Ui a�n überdekt ist, gilt für alle (i, j):

ζi|Ui∩Uj
= ζj|Ui∩Uj

,da entsprehendes für die ζ̃i und ζ̃j aufgrund ihrer Konstruktion galt. Damit ver-kleben sih die ζi zu einem ζ̌ : Y → X mit ζ̌# = ζ. Also ist �# auh surjektiv, alsobijektiv.(b) ⇒ (): Sei also OX(X) endlih erzeugte k-Algebra und
�# : MorPreVark

(Y,X)→ Homk-Alg(OX(X),OY (Y ))stets bijektiv für alls k-Prävarietäten (Y,OY ). Mit Y := SpecmOX(X) erhalten wirspeziell die Bijektion
MorPreVark

(Specm(OX(X)),X)
∼−−−→

�#
Homk-Alg(OX(X),OX (X))
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume() ⇒ (a): Sei also OX(X) endlih erzeugte k-Algebra und die Bijektion
MorPreVark

(Specm(OX(X)),X)
∼−−−→

�#
Homk-Alg(OX(X),OX (X)).Da insbesondere idOX(X) ∈ Homk-Alg(OX(X),OX (X)) ist, hat dieses genau einUrbild, nennen wir es f :

f ←− [ idOX(X)

f# = idOX(X)Weil id ein Isomorphismus ist, ist also auh f : SpecmOX(X) −̃→ X einer, d.h. Xist a�n.Beispiel 6.7.12. Sei n ≥ 2, (X,OX ) := (An \ {0} ,OAn\{0}). Dann haben wir die of-fene Überdekung X =
Sn
i=1D(Xi) und (D(Xi),OD(Xi)) ist der Cartanshe Raum zu

(D(Xi), k[X1, · · · ,Xn]Xi
). Wir berehnen die Algebra der globalen regulären Funktionenauf X = An \ {0}:Ist ϕ ∈ OX(X), so ist ϕ|D(Xi) ∈ OX(D(Xi)) = k[X1, · · · ,Xn]Xi

, also ϕ|D(Xi) = g̃i

X
mi
i

,mit gi ∈ k[X1, · · · ,Xn], für alle i ∈ {1, · · · , n}. Durh m := maximi, gi := g̃i · Xm−mi
ierhalten wir ϕ|D(Xi) = gi

Xm
i
. Dies ergibt für (i, j):

gi
Xm
i

=
gj
Xm
j

auf D(Xi) ∩D(Xj) = D(Xj ·Xj)

⇒ Xm
j · gi = Xm

i · gj auf D(Xi) ∩D(Xj)

⇒ Xm+1
j ·Xi · gi = Xm+1

i ·Xj · gj auf An
k (d.h. in k[X1, · · · ,Xn])

k[X1,···,Xn]
=======⇒faktoriell Xm

j · gi = Xm
i · gj und Xm

j |gj ,Xm
i |gi

⇒ ϕ|D(Xi) =
gi
Xm
i

=: hi ∈ k[X1, · · · ,Xn],

hi − hj = 0 auf D(Xi ·Xj)| {z }o�en, diht ⊆ An

⇒ hi = hj =: h ∈ k[X1, · · · ,Xn] ∀i, j ∈ {1, · · · , n}Da umgekehrt trivialerweise jedes Polynom auh eine globale reguläre Funktion ist, gilt
⇒ OAn

k
\{0}(An

k \ {0}) = k[X1, · · · ,Xn] = OAn
k
(An

k).Nehmen wir nun an, An
k \ {0} wäre a�n, dann hätten wir

MorPreVark
(An

k ,A
n
k \ {0}) f

Homk-Alg(k[X1, · · · ,Xn], k[X1, · · · ,Xn]) id

MorPreVark
(An \ {0} ,An) g

∼

�#

∼ �#
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieWir haben also f# = id = g#, damit (g◦f)# = id und (f ◦g)# = id, mithin g◦f = idAn
k
,

f ◦ g = idAn\{0}, also f und g zueinander inverse Isomorphismen von k-Varietäten.Für g : An
k \ {0} → An

k gilt dann wegen g# = id

∀x ∈ An
k \ {0} ,∀ψ ∈ k[X1, · · · ,Xn] : χg(x)(ψ) = ψ(g(x))

= (g#(ψ))(x)

= ψ(x)Einsetzen der Xi für ψ ergibt
g(x) = x,also ist g gleihzeitig Inklusion (d.h. kein Element bildet auf 0 ab) und bijektiv (d.h. 0hat ein Urbild), das ist ein Widerspruh.Fazit. Für n ≥ 2 ist An

k \ {0} eine Prävarietät, aber keine a�neVarietät.Bemerkung. Für n = 1 ist A1 \ {0} = D(X) a�n.Der Projektive Raum Pn(k)Allgemeines zu FaktorräumenErinnerung. Sei (G, ·) eine Gruppe mit neutralem Element e, X eine Menge. Eine Ab-bildung G×X ϕ−→ X heiÿt Gruppenwirkung auf X, falls:(1) ∀x ∈ X : ϕ(e, x) = x(2) ∀g, h ∈ G,∀x ∈ X gilt ϕ(g · h, x) = ϕ(g, ϕ(h, x)).Bemerkung. Jede Gruppenwirkung ϕ induziert eine Einbettung
(G, ·) −֒→ (Bij(X), ◦)

g 7−→ ϕ(g,�) : X → X.So eine Einbettung heiÿt auh Darstellung von (G, ·) in (Bij(X), ◦).De�nition 6.37. Eine Gruppenwirkung ϕ : G×X → X induziert eine Äquivalenzrela-tion auf X:∼G
∀x, y ∈ X : x ∼G y :⇐⇒ ∃g ∈ G : gx = yDie Menge G · x := {g · x = ϕ(g, x) | g ∈ G} heiÿt G-Orbit von x ∈ X.G · x Bemerkung. Dabei ist
Gx = Gy ⇔ x ∈ Gy ⇔ y ∈ Gx ⇔ x ∼G y,d.h. es ist Gx = [x]∼G
die Äquivalenzklasse von x.312



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeDe�nition 6.38. Die Menge
X�G := X�∼G = {Gx | x ∈ X}heiÿt Orbitraum von X modulo G. X�GBemerkung. Wir haben die kanonishe Projektion

π : X −−։ X�G
x 7−→ Gxwelhe für jede weitere Menge E eine Bijektion der Abbildungsmengen induziert:

π# : Abb(X�G,E)
∼−−→ Abb(X,E)G ⊆ Abb(X,E)�

f : X�G→ E
�
7−→

 
f ◦ π : X → E

x 7→ f(Gx)

! 
g̃ : X�G→ E

[x] 7→ g(x)

!
←−[ (g : X → E)mit
Abb(X,E)G := {f : X → E | f auf G-Orbits konstant}

= {f : X → E | ∀x ∈ X,∀g ∈ G : f(gx) = f(x)}Ist E = k ein Körper, so ist Abb(X, k)G die k-Unteralgebra der G-Invarianten in Abb(X,E)G

Abb(X, k).Einführung des Pn(k)Bemerkung. Wir haben für einen Körper k auf dem Raum An+1
k \ {0} ja eine Wirkungder Gruppe k∗ = k \ {0}, nämlih die Einshränkung der üblihen Skalarmultiplikation:

k∗ × An+1
k \ {0} −→ An+1

k \ {0}
(λ, (a0, · · · , an)) 7−→ (λa0, · · · , λan)Gemäÿ obigen Betrahtungen induziert dies die Äquivalenzrelation ∼k∗ und einen Orbit-raum.De�nition 6.39. Wir nennen den Orbitraum Pnk

Pnk := An+1
k \ {0}�k∗ = An+1

k \ {0}�∼k∗den n-dimensionalen projektiven Raum über k, shreiben für die Äquivalenzklassen(= Elemente von Pnk) (a0 : . . . : an)

(a0 : . . . : an) := k∗ · (a0, · · · , an) = {(λa0, · · · , λan) | λ ∈ k∗}und nennen a0, · · · , an die homogenen Koordinaten von (a0 : . . . : an) ∈ Pnk . 313



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBemerkung. Ist ξ = (a0 : . . . : ai : . . . : an) ∈ Pnk mit ai 6= 0, so ist auh
ξ =

�
a0

ai
: . . . : 1 : . . . :

an
ai

�
.Bemerkung. Die allgemein für Orbiträume existierende Bijektion ergibt hier

Abb(Pnk , k) ∼= Abb(An+1
k \ {0} , k)k∗ .Dabei ist An+1

k \ {0} =
Sn
i=1D(Xi) f+r n ≥ 1 eine Prävarietät, welhe niht a�n ist.Etwa allgemeiner kann man auh de�nieren:De�nition 6.40. Für einen beliebigen k-Vektorraum V nennen wirPk(V)

Pk(V) := V�k∗den projektiven Raum von V.Bemerkung. Es ist o�enbar Pk(kn+1) = Pnk .
k-Cartan-Struktur auf PnkDe�nition 6.41. Pnk erhalte die Quotiententopologie von An+1

k \ {0} via
π : An+1

k \ {0} −→ Pnk .Bemerkung. Dann ist
Z ⊆ Pnk abgeshlossen
⇔ π−1(Z) ⊆ An+1

k \ {0} abgeshlossen
⇔ π−1(Z) = V (a) ∩ An+1

k \ {0}
⇔ π−1(Z) = V (a) \ {0}
⇔ π−1(Z) ∪ {0} = V (a) ⊆ An+1

k ,mit a = IV (a). Dabei gilt für ϕ ∈ a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] und a ∈ An+1
k :

ϕ(a) = 0 ⇐⇒ ϕ(λa) = 0 ∀λ ∈ k∗.Ist nun d = degϕ, so lässt sih ϕ in seine homogenen Komponenten zerlegen:
ϕ = ϕ0 + ϕ1 + . . . + ϕd,

ϕi =
X
ν∈Nn,P
νj=i

aν ·Xν1
1 · . . . ·Xνn

n

ϕ(a) = ϕ0 + ϕ1(a) + . . .+ ϕd(a)

ϕ(λa) = ϕ0 + λϕ1(a) + . . .+ λdϕd(a)314



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeSetzen wir d+ 1 vershiedene Werte λi ∈ k∗ ein, so erhalten wir
0 = ϕ(a) ⇐⇒ (∀i ∈ {1, · · · , d+ 1} : ϕ(λia) = 0)

⇐⇒

�
1 λ1 . . . λd1... ... ...
1 λd+1 . . . λdd+1

Ǒ
·

�
ϕ0

ϕ1(a)...
ϕd(a)

�
=

�
0...
0

Ǒ
Da diese Vandermondematrix regulär ist:

⇐⇒ ϕ0 = ϕ1(a) = . . . = ϕd(a) = 0Zusammengefasst ergibt sih hier:
∀ϕ ∈ a, mit ϕ = ϕ0 + . . .+ ϕd, ϕi homogen, deg(ϕi) = i∀i :

∀a ∈ V (a),∀i : ϕi(a) = 0,also ϕi ∈ a für alle i. Folglih ist a ein homogenes Ideal, d.h. a enthält mit jedemPolynom auh dessen homogene Summanden.Fazit. Z ⊆ Pnk ist abgeshlossen ⇐⇒ π−1(Z) ∪ {0} = V (a) ⊆ An+1
k , mit

a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] homogenes Ideal.Lemma. Sei a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] Ideal und für λ ∈ k
aλ := {f(λX0, · · · , λXn) | f ∈ a} .Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(i) a homogenes Ideal, d.h. für jedes Polynom in a sind auh dessenhomogene Komponenten in a(ii) a besitzt ein endlihes Erzeugendensystem aus homogenen Poly-nomen(iii) a = aλ für alle λ ∈ k∗.

aλ

Beweis. Einfah.Fazit. Z ⊆ Pnk ist abgeshlossen ⇐⇒ π−1(Z) ∪ {0} = V (f1, · · · , fs), mit
fi ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogen.De�nition 6.42. Seien f1, · · · , fs ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogene Polynome. Dann sei V+(f1, . . . fs)

V+(a)

D+(a)

V+(f1, · · · , fs) := π(V (f1, . . . fs) \ {0})
= {ξ = (a0 : . . . : an) ∈ Pnk | fi(a1, · · · , an) = 0 ∀i} . 315



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieFür ein homogenes Ideal a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] sei
V+(a) := π(V (a) \ {0})

= {ξ = (a0 : . . . : an) ∈ Pnk | ∀ϕ ∈ a : ϕ(a1, · · · , an) = 0}und
D+(a) := Pnk \ V+(a)

= {(a1 : . . . : an) | ∃ϕ ∈ a : ϕ(a1, · · · , an) 6= 0}Fazit.(1) Die abgeshlossenen Mengen des Pnk sind
Abg(Pnk) = {V+(f1, · · · , fn) | fi ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogen}

= {V+(a) | a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] homogenes Ideal}(2) Die o�enen Mengen sind
Off(Pnk) = {D+(a) | a homogenes Ideal}mit den o�enen Basismengen

BPn
k

= {D+(f) | f ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogen} .Dieser Topologie verpassen wir nun eine Strukturgarbe:De�nition 6.43. Für alle U ∈ Off ′(Pnk) sei
OPn

k
(U) := Abb(π−1(U), k)k

∗ ∩ OAn+1
k

\{0}(π
−1(U))

= OAn+1
k

(π−1(U))k
∗
,also die Algebra der k∗-invarianten regulären Funktionen auf π−1(U).Bemerkung. OPn

k
: Off ′(Pnk)→ k-Alg ist o�enbar eine Garbe, weil OAn+1

k
eine solhe ist.

OPn
k
ist Garbe von k-Algebren k-wertiger Funktionen auf Pnk , und damit wird (Pnk ,OPn

k
)ein Cartansher Raum, ja sogar ein geringer Raum.
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeSatz 6.7.5. Sei k = k, n ∈ N. Dann gilt:(1) (Pnk ,OPn
k
) ist Prävarietät über k.(2) Für alle homogenen f ∈ k[X0, · · · ,Xn] ist

OPn
k
(D+(f)) =

8><>: g

f ν

����
D(f)

�������� g ∈ k[X0, · · · ,Xn],

g homogen mit
deg g = ν · deg f = deg(f ν)

9>=>; .(3) Die global regulären Funktionen sind
OPn

k
(Pnk) = OPn

k
(D+(1)) = k ⊂ k[X0, · · · ,Xn],also nur die konstanten Funktionen.(4) Pnk ist für n ≥ 1 niht a�n.Beweis. Es ist ja

Pnk =
n[
i=0

D+(Xi),mit
D+(Xi) = π(D(Xi))

= {(a0 : . . . : an) | ai 6= 0}
= {(b0 : . . . : 1 : . . . : bn) | (b0, · · · , �1, · · · , bn) ∈ An

k} .ad (2): Wir haben für homogenes F ∈ k[X0, · · · ,Xn] mit degF ≥ 1:
OPn(D+(F )) = OAn+1

k
(π−1(D+(F )))k

∗

= OAn+1
k

(D(F ))k
∗

=

8><>: H

F ν

������� H ∈ k[X0, · · · ,Xn],

∀λ ∈ k∗,∀a ∈ D(F ) :
H(λa)

F (λa)ν
=

H(a)

F (a)ν

9>=>;Für ein solhes H gilt dabei
H(λa) =

F (λa)ν

F (a)ν
·H(a)

=
λdeg F ·ν · F (a)ν

F (a)ν
·H(a)

= λdeg F ·ν ·H(a) 317



6 Einführung in die Algebraishe Geometriefür alle λ ∈ k∗ und a ∈ D(F ), also (weil D(F ) ⊆ An+1
k diht ist) für alle λ ∈ k∗:

Hλ(X0, · · · ,Xn) = H(λX0, · · · , λXn)

= λdeg F ·ν ·H(X0, · · · ,Xn),d.h.
Hλ = λdeg F ·ν ·H.Eine kurze Betrahtung der Zerlegung von H in homogene Komponenten liefert,dass H homogen vom Grad degF · ν sein muss. Wir erhalten

OPn
k

(D+(F )) =

�
H

ν

����H ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogen mit degH = deg(F ν)

�ad (1): Aufgrund der bereits festgestellten Überdekung durh die o�enen D+(Xi) ge-nügt es zu zeigen, dass (D+(Xi),OD+(Xi)) ∈ Carta�k ist.Wir betrahten dazu die Abbildungen
An
k

fi−�==�−
gi

D+(Xi) ⊆ Pnk für i ∈ {0, · · · , n}

(a1, · · · , an) 7−→ (a1 : . . . : ai : 1 : ai+1 : . . . : an)�
b0
bi
, · · · , �1, · · · ,

bn
bi

�
←−[

�
b0
bi

: . . . : 1 : . . . :
bn
bi

�
= (b0 : . . . : bi : . . . : bn)O�enbar sind fi und gi jeweils zueinander inverse Abbildungen. Für eine o�eneMenge D+(F ) ⊆ D+(Xi) ist auh

f−1
i (D+(F )) = {(a1, · · · , an) ∈ An

k | F (a1, · · · , 1, · · · , an) 6= 0}
= D(F ♭i )mit
F ♭i (T1, · · · , Tn) := F (T1, · · · , Ti, 1, Ti+1 . . . Tn),also ist das Urbild einer o�enen Basismenge wieder eine o�ene Menge, d.h. fi iststetig.Bemerkung.(i) Wir haben also die Abbildung (sogar k-Algebra-Homomorphismus)�♭

i

�♭
i : k[X0, · · · ,Xn] −→ k[T1, · · · , Tn]

Xj 7−→

8><>:Tj+1 j < i

1 j = i

Tj j > i
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume(mit k-Algebra-Fortsetzung). Für homogene F ist F ♭i i.a. niht mehr homo-gen, deswegen nennt man diese Abbildung (bzw. das Ergebnis davon) eineDehomogenisierung. Es gilt jedoh für homogene F
F (X0, · · · ,Xn) = Xdeg F

i · F ♭i
�
X0

Xi
, · · · ,

�
�
�Xi

Xi
, · · · , Xn

Xi

�
,bei Kenntnis des Grades sind die homogenen Polynome also aus ihren Deho-mogenisierungen reproduzierbar.(ii) �♭

i induziert einen k-Algebra-Homomorphismus
ϕi : OPn

k
(D+(Xi)) −→ k[T1, · · · , Tn]

G

Xν
i

7−→ G♭i(iii) Man hat auh umgekehrt eine Abbildung
�
♮
i : k[T1, · · · , Tn] −→ k[X0, · · · ,Xn]

P (T1, · · · , Tn) 7−→ P ♮i (X0, · · · ,Xn)

:= Xdeg P
i · P

�
X0

Xi
, · · · , �1, · · · ,

Xn

Xi

�
,die sogenannte Homogenisierung. (Dies ist kein k-Algebra-Homomorphis-mus.) �

♮
i induziert nun eine Abbildung

ψi : k[T1, · · · , Tn] −→ OPn
k
(D+(Xi))

P (T1, · · · , Tn) 7−→ P

�
X0

Xi
, · · · , �1, · · · ,

Xn

Xi

�
=

1

Xdeg P
i

· P ♮i (X0, · · · ,Xn),welhe nun ein k-Algebra-Homomorphismus ist. O�enbar sind ϕi und ψi zu-einander invers, also haben wir
OAn

k
(An

k) = k[T1, · · · , Tn]
ψi−�===�−
ϕi

OPn
k
(D+(Xi)),als isomorphe k-Algebren, und beide endlih erzeugt.(iv) Die Abbildung gi : D+(Xi)→ An

k ist ebenfalls stetig, weil
g−1
i (D(P )) = D+(P ♮i ) ∩D+(Xi)o�en in D+(Xi) ist.(v) Aus der Konstruktion folgt, dass für f#

i : OPn
k
(D+(Xi))) → OAn

k
(An

k) gilt
f#
i

�
G
Xν

i

�
= G♭i , also f#

i = ϕi. Ebenso gilt g#
i = ψi. 319



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieFazit. Die Abbildungen
An
k

fi−�==�−
gi

D+(Xi)sind zueinander inverse Homöomorphismen und auh zueinander inverse Morphis-men Cartansher Räume, also Cartan-Isomorphismen. Damit sind dieD+(Xi) a�n,also Pnk =
Sn
i=0D+(Xi) eine Prävarietät.Ad (3): Wir haben
OPn

k
(Pnk) = OPn

k
(D+(1))

= {G ∈ k[X0, · · · ,Xn] | G homogen vom Grad 0}
= k ( k[X0, · · · ,Xn]Ad (4): Wäre (Pnk ,OPn

k
) a�n, so wäre
Pnk ∼= Specm(OPn

k
(Pnk))

(3)
=== Specmk = {(0)} ,und das ist für n ≥ 1 ein Widerspruh (für n = 0 ist es trivial).Bemerkung 1. Sei (X,OX ) eine k-Prävarietät, x ∈ X, dann ist

{x}X = {x}.Beweis. Ist X =
Ss
i=1 Ui Überdekung durh a�ne o�ene Teilmengen, dann haben wir
{x}X ∩ Ui = {x}Ui

= {x} für die i mit x ∈ Ui,also
{x}X =

s[
i=1

�
xX ∩ Ui

�
=

s[
i=1

{x} = {x} .UnterprävarietätenDe�nition 6.44. Für einen topologishen Raum X bezeihne
Abg′(X)

• Abg′(X) := Abg(X) \ {∅} die Menge der nihtleeren abgeshlossenen Mengen in
X,

Loc ab(X)

• Loc ab(X) := {X = A ∩ U | A ∈ Abg(X), U ∈ Off(X)} die Menge der lokal ab-geshlossenen Mengen und
Loc ab′(X)

• Loc ab′(X) := Loc ab(X) \ {∅} die Menge der nihtleeren lokal abgeshlossenenMengen.
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeSatz 6.7.6. Sei (X,OX ) eine k-Prävarietät (k = k), dann gilt:(1) ∀U ∈ Off ′(X) ist (U,OU ) eine Prävarietät.(2) ∀A ∈ Abg′(X) ist (A,OA) eine Prävarietät.(3) ∀Z ∈ Loc ab′(Z) ist (Z,OZ) eine Prävarietät.Beweis. Sei jeweils X =
Ss
i=1 Ui eine o�ene a�ne Überdekung von X, d.h. (Ui,OUi

)a�n.(1) Wir haben, da die Ui a�n sind,
U =

s[
i=1

Ui ∩ U =
s[
i=1

ri[
j=1

D(fij)| {z }
=Ui∩U⊂Ui

,mit fij ∈ OUi
(Ui) = OX(Ui), und D(fij) a�n, also ist U =

S
i,jD(fij) Prävarietät.(2) Es ist A =

Ss
i=1 Ui∩A, und (Ui∩A) ∈ Abg(Ui)∩Off(A), also a�n, also ist dies eineÜberdekung von A durh o�ene, a�ne Teilmengen. Damit wird (A,OA) zu einer

k-Prävarietät.(3) Es ist Z = A∩U mit U ∈ Off ′(X), A ∈ Abg′(X). Damit ist U Prävarietät nah (1),und Z ∈ Abg(U), also Z Prävarietät nah (2).De�nition 6.45.(1) Sei (X,OX ) eine k-Prävarietät, Z ⊆ X Teilmenge, Z 6= ∅. Wir nennen Z ei-ne Unterprävarietät von X, falls Z ∈ Loc ab′(X) und betrahten in diesem Fall
(Z,OZ := OX |Z).(2) Man nennt auh lax eine beliebige Prävarietät (Y,OY ) Unterprävarietätvon (X,OX ), falls es einen Isomorphismus ϕ ∈ IsomPreVark

(Y,Z) gibt, und
Z ∈ Loc ab′(X).De�nition 6.46. Die Unterprävarietäten von An

k heiÿen quasi-a�ne Varietäten, dieabgeshlossenen Unterprävarietäten von An
k heiÿen a�ne Varietäten, die Unterpräva-rietäten von Pnk heiÿen quasi-projektive Varietäten, die abgeshlossenen Unterpräva-rietäten von Pnk (also V+(F1, · · · , Fn), Fi homogen) heiÿen projektive Varietäten.Allgemeiner bezeihnen wir auh dazu isomorphe Varietäten (die rein formal nihtsmit An

k oder Pnk zu tun haben müssen) jeweils genauso.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBemerkung. Wir haben also bisher folgende Hierarhie:
{ a�. Var.}

{ quasi-a�. Var.} {proj. Var.}
{ quasi-proj. Var.}
{ Prävar.}

$

$ $

$Frage. Was ist { proj. Var. } ∩ { a�. Var.}?Varietäten (bzw. separierte Prävarietäten)Aus der Topologie ist folgender Charakterisierungssatz für die T2-(d.h. Haus-dor�-)Eigenshaft bekannt (für den wir erst einmal ein paar Begri�e de�nieren müssen).De�nition 6.47. Seien X und Y Mengen, f, g : Y → X Abbildungen. Dann ist
• ∆X := {(x, x) | x ∈ X} ⊆ X ×X die Diagonale von X ×X,∆X

• Ỹ (f, g) := {y ∈ Y | f(y) = g(y)} der Di�erenzkern von f und g undỸ (f, g)

• Γf := {(y, f(y)) | y ∈ Y } ⊆ Y ×X der Graph von f .Γf Satz 6.7.7. (Charakterisierungssatz für die T2-Eigenshaft)Sei X 6= ∅ topologisher Raum. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) X ist T2-Raum.(2) Die Diagonale ∆X ⊆ X ×X ist abgeshlossen in der Produkttopo-logie.(3) Für alle Y ∈ obj(Top), für alle stetigen f, g : Y → X (d.h.
f, g ∈MorTop(Y,X)) gilt: Ỹ (f, g) ist abgeshlossen in Y .(4) Für alle Y ∈ obj(Top), für alle f ∈ MorTop(Y,X) gilt: Der Graph
Γf ist abgeshlossen in Y ×X bezüglih der Produkttopologie.

Ỹ (f, g)

Beweis.(1) ⇔ (2) ist bekannt.(2) ⇒ (3): Es ist Ỹ (f, g) = (f, g)−1(∆) mit der stetigen Abbildung (f, g) : Y → X×X.(3) ⇒ (2): Es ist (mit den kanonishen Projektionen π1, π2 : X ×X → X):
∆x = {(x, y) ∈ X ×X | π1((x, y)) = π2((x, y))} = Ỹ (π1, π2).322



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume(2) ⇒ (4) Sei Y f−→ Y stetig, so ist auh Y × X
f×id−−−−→ X × X stetig. Wir habenauÿerdem Γf = (f × id)−1(∆X). Weil ∆X abgeshlossen ist, ist also auh Γf abge-shlossen.(4) ⇒ (2) Sind alle Graphen von stetigen Abbildungen nah X abgeshlossen, so istinsbesondere auh ΓidX

= ∆X abgeshlossen.Wir wollen nun ein Analogon zum Hausdor�-Begri� in der Welt der Prävarietäten (dieja bekanntlih auÿer im einelementigen Fall sämtlih niht hausdor�sh sind) sha�en.Dazu verwenden wir eine Variante der dritten Bedingung:De�nition 6.48. Eine k-Prävarietät (X,OX ) heiÿt separierte Prävarietät oder auhVarietät, falls für alle k-Prävarietäten (Y,OY ) und für jedes Paar von Morphismen
f, g : (Y,OY )→ (X,OX) gilt:̃

Y (f, g) := {y ∈ Y | f(y) = g(y)}ist abgeshlossene Untervarietät von Y .Die volle Unterkategorie der Varietäten in PreVark bezeihnen wir mit Vark. VarkDiese Bedingung nennt man auh kategoriales Hausdor�-Axiom für die Kategorie
PreVark. Allgemeiner:De�nition 6.49. Sei C eine Kategorie mit Vergissfunktor V : C → Top. Ein Objekt
X ∈ obj(C) erfüllt das kategoriale Hausdor�-Axiom für C, falls
∀Y ∈ obj(C),∀f, g ∈ MorC(Y,X) :

Ỹ (f, g) := {y ∈ V (Y ) | V (f)(y) = V (g)(y)} ∈ Abg(V (Y )).Bemerkung. Für C := Top (mit V := idTop) ist das kategoriale auh das übliheHausdor�-Axiom, wie Satz 6.7.7 aussagt.Satz 6.7.8. Charakterisierung der Separiertheit von PrävarietätenSei (X,OX ) eine k-Prävarietät, k = k. Dann sind folgende Bedingungenäquivalent:(1) (X,OX ) ist separiert, also k-Varietät.(2) Für alle Y ∈ obj(PreVark
a�), für alle Morphismen Y

f
=→→
g

X gilt:
Ỹ (f, g) ∈ Abg(Y ).(3) ∀Y ∈ obj(PreVark), ∀f, g ∈ MorPreVark

(Y,X):
f = g ⇐⇒ ∃S ⊆ Y diht : f |S = g|SBeweis. 323



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(1) ⇒ (2) ist klar.(2) ⇒ (1): Sei Y Prävarietät, Y =
Ss
i=1 Ui o�ene a�ne Überdekung, Y f

=→→
g

X Mor-phismen. Wir betrahten nun für i ∈ {1, · · · , s} die Verknüpfungen Ui ⊆ Y
f
=→→
g
Xund erhalten (aufgrund (2)), dass für alle i

Ỹ (f, g) ∩ Ui = Ũi(f |Ui
, f |Ui

) ∈ Abg(Ui)ist. Daher ist Ỹ (f, g) ∈ Abg(Y ).(1) ⇒ (3): Sei X separiert, S ⊆ Y diht, Y f
=→→
g
X Morphismen mit f |S = g|S . Es ist

S ⊆ Ỹ (f, g), und nah (1) ist Ỹ (f, g) abgeshlossen, also
Y = S

Y ⊆ Ỹ (f, g) ⊂ Y,also Ỹ (f, g) = Y , d.h. f = g.(3) ⇒ (1): Seien Y
f
=→→
g

X Morphismen und gelte (3). Für Ỹ (f, g) = ∅ ist shon
Ỹ (f, g) ∈ Abg(Y ). Ansonsten haben wir

∅ 6= Ỹ (f, g) ⊆diht Ỹ (f, g)
Y f

=→→
g
Xmit f |Ỹ (f,g) = g|Ỹ (f,g) per De�nition, und nah (3) auh f |

Ỹ (f,g)
Y = g|

Ỹ (f,g)
Y , also

Ỹ (f, g)
Y
⊆ Ỹ (f, g), d.h. Ỹ (f, g) ist abgeshlossen in Y .Satz 6.7.9.(1) Sei (X,OX ) eine k-Varietät, also separiert, (Z,OZ) Unterprävarie-tät von (X,OX ), so ist auh (Z,OZ ) separiert.(2) Jede quasi-a�ne Prävarietät ist separiert.(3) Jede quasi-projektive Prävarietät ist separiert.Wir haben also die quasi-a�nen und quasi-projektiven Prävarietäten zu Reht gleihVarietäten genannt.Beweis.(1) Sei (X,OX ) k-Varietät, Z ⊆ X Unterprävarietät mit OZ = OX |Z und�

Y
f
=→→
g
Z
�
∈ Mor(PreVark). Dann haben wir

Y
f
=→→
g
Z ∈ Mor(PreVark)

i−֒→ X,wobei Ỹ (f, g) = Ỹ (i ◦ f, i ◦ g), also abgeshlossen ist (weil X separiert).324



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume(2) Nah (1) reiht es zu zeigen, dass An
k separiert ist für n ∈ N. Wir betrahten alsoMorphismen Y f

=→→
g

An
k in PreVark, Y a�n, sowie die Koordinatenmorphismen

πi : An
k −→ A1

k = k

(a1, · · · , an) 7−→ ai.Es ist dann
Ỹ (f, g) =

n\
i=1

Ỹ (πi ◦ f, πi ◦ g)

=
n\
i=1

V
� ∈OY (Y )z }| {
πi ◦ f − πi ◦ g

�| {z }
∈Abg(Y )

∈ Abg(Y ),also ist An
k separiert, also k-Varietät.(3) kommt später.Studium der Morphismen Pnk → Pmk in PreVarkErinnerung. Im a�nen Fall ist ja

MorPreVark
(An

k ,A
m
k ) ∼= Homk-Alg(k[Y1, · · · , Ym], k[X1, · · · ,Xn]) ∼= k[X1, · · · ,Xn]

mFür den projektiven Raum wird aber alles ganz anders.Lemma. Sei f : Pn → X Mengenabbildung, X k-Varietät, dann sindfolgende Bedingungen äquivalent:(1) f ∈ MorPreVark
(Pn,X)(2) Mit der Projektion π : An+1

k \ {0}։ Pn ist
π ◦ f ∈ MorPreVark

(An+1
k \ {0} ,X)

Pnk X

An
k \ {0}

π

f

π◦fBeweis. geht mittels Lokal-Global-Prinzip für Morphismen.Sei nun f : Pnk → Pmk ein Morphismus in PreVark. Zunähst studieren wir f lokal.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSei a = (a0 : . . . : an) ∈ D+(Xi) ⊂ Pnk beliebig, f(a) ∈ D+(Yj) ⊂ Pmk für ein
(i, j) ∈ {1, · · · , n} × {1, · · · ,m}. Dann haben wir den eingeshränkten Morphismus

D+(Xi) ∩ f−1(D+(Yj))| {z }
∋a

f−→ D+(Yj).Es ist D+(Xi)∩f−1(D+(Yj)) o�en in D+(Xi) ∼= An
k , also existiert eine o�ene Basismenge

D+(F ) ⊂ Pnk mit F ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogen, degF = d ≥ 1, so dass
a ∈ D+(F ) ⊆ D+(Xi) ∩ f−1(D+(Yi)) ⊆ D+(Xi).Wir erhalten das Diagramm:

D+(F ) D+(Y ) Am
k

π−1(D+(F )) D(F ) ⊆ An+1 \ {0}

π

f ∼

f◦πDabei ist D(F ) bekanntlih a�n in An+1
k . Wegen OAn+1

k
(D(F )) = (k[X0, · · · ,Xn])F (Lo-kalisierungsring) folgt aus der Beshreibung von Morphismen zwishen a�nen Varietäten:

∀b ∈ D(F ) : (f ◦ π)(b) =

�
H0

F ν
(b) : . . . : 1 : . . . :

Hm

F ν
(b)

�
,wobeiH0, · · · ,��Hj, · · · ,Hm homogene Polynome in k[X0, · · · ,Xn] vom Grad ν·degF = ν·dsind. Das ergibt

∀b ∈ D(F ) : (f ◦ π)(b) = (H0(b) : . . . : F ν(b) : . . . : Hm(b))und mit Hj := F ν :
= (H0(b) : . . . : Hj(b) : . . . : Hm(b))Das führt zu folgendem Satz:Satz 6.7.10. Sei f : Pnk → Pmk Mengenabbildung. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) f ∈MorPreVark

(Pnk ,P
m
k )(2) Es gibt m + 1 homogene Polynome H0, · · · ,Hm ∈ k[X0, · · · ,Xn]vom gleihen Grad d ohne gemeinsame Faktoren und mit

V (H0, · · · ,Hm) ⊆ {0} $ An+1
k , so dass f global durh H0, · · · ,Hndarstellbar ist.Beweis.326



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räume(2) ⇒ (1): Ist klar nah Beshränkung auf die �a�nen Teile� von Pnk und Pmk und derCharakterisierung von Morphismen zwishen a�nen Varietäten (+ Lokal-Global-Prinzip für Morphismen).(1) ⇒ (2): Sei f : Pnk → Pmk Morphismus. Dann existiert für alle a ∈ Pnk eine o�ene a�neUmgebung Wa (das ist D+(F ) in obiger Betrahtung) derart, dass f |Wa : Wa → Pnkgegeben ist durh
f |Wa = (H0|Wa : . . . : Hm|Wa) ,wobei die Hi Polynome wie in (2).Sind nun auÿerdem b ∈ Pnk , Wb Umgebung von b und H̃i die zugehörigen Polynomemit (2), dann ist Wa ∩Wb 6= ∅ o�en, also diht in Pnk , und wir haben
Wa ∩Wb

f−→ Pnk

y 7→ (H0(y) : . . . : Hm(y))

= (H̃0(y) : . . . : H̃m(y)),Aufgrund der Dihtheit ist Hi = λH̃i für alle i, auf ganz Pnk .Fazit. Ist f ∈ MorPreVark
(Pnk ,P

m
k ), so existieren homogene Polynome H0, · · · ,Hmmit (2), so dass f = (H0 : . . . : Hm).Beispiel 6.7.13. Betrahten wir den Fall m := 1. Im A�nen ist dann

MorPreVark
(An

k ,A
1
k)
∼= Homk-Alg(k[Y ], k[X1, · · · ,Xn])

∼= k[X1, · · · ,Xn] = OAn
k
(An

k)Im Kontrast dazu steht das Verhalten im Projektiven:Ist (für n ≥ 2) f : Pnk → P1
k Morphismus, so erhalten wir nah Satz 6.7.10

f(a) = (H0(a) : H1(a)) für alle a ∈ Pn,mit H0,H1 homogen vom gleihen Grad d und V (H1,H0) ⊆ {0} $ An+1
k .Das heiÿt, f ist entweder konstant (also d = 0) oder es ist d ≥ 1 und V (H0,H1) = {0}.Wir wissen aber im zweiten Fall, dass

dimV (H0) = dimV (H1) = (n + 1)− 1 = n,ist, also
dim(V (H0) ∩ V (H1)) ≥ n− 1 ≥ 1,also muss insbesondere V (H0)∩ V (H1) = V (H0,H1) unendlih sein, im Widerspruh zu

V (H0,H1) = {0}.Also bleibt nur, dass f konstant ist.
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieDer Veronese-Morphismus vdDe�nition 6.50. Seien n, d ∈ N, d ≥ 2. Dann de�nieren wirΞd

Ξd := {(ν0, · · · , νn) ∈ Nn
0 |
Pn
i=0 νi = d}und damit

vd : Pnk −→ P(n+d
d )−1

k

(a0 : . . . : an) 7−→ (. . . : (aν00 · . . . · aνn
n ) : . . . )ν∈Ξd

.

vd
vd heiÿt Veronese-Morphismus8 von Pnk . Es ist vd = (. . . : Mν : . . . )ν∈Ξd

, wobei
Mν := M(ν0,···,νn) := Xν0

0 · . . . ·Xνn
n ist, und die Monome in lexikographisher AnordnungMν aufgereiht seien.Beispiel 6.7.14. Wir haben P1 vd−֒−→ Pd und speziell

P1 v2−֒−→ P2

(a : b) 7−→ (a2 : ab : b2) ∈ V +(Y0 · Y2 − Y 2
1 )Bemerkung.(1) vd ist wohlde�niert als Abbildung, da für a = (a0 : . . . : an) mit ai 6= 0 auh

M(0,···,0, d
i

,0,···,0)(a) = adi 6= 0 ist.(2) vd ist auh ein Morphismus in PreVark, denn die Monome Mν sind homogen vomselben Grad d und haben wegen (1) auÿer 0 ∈ An+1
k keine gemeinsamen Nullstellen.(3) Das Bild im(vd) = vd(Pnk) $ PN , N :=

�
n+d
d

�
− 1

k
, liegt in der projektiven Unterva-rietätṼ+

Ṽ+ := V+ ({Yν · Yµ − Yκ · Yλ | ν, µ,κ, λ ∈ Ξd, ν + µ = κ + λ}) .Es gilt sogar:Satz 6.7.11. Der Veronese-Morphismus vd : Pnk →֒ P(n+d
d )−1 ist eineabgeshlossene Einbettung mit Bild

Ṽ+ = V+

 (
Yν · Yµ − Yκ · Yλ

����� ν, µ,κ, λ ∈ Ξd,

ν + µ = κ + λ

)!
8Die Veronese-Abbildung wurde niht nah dem Renaissane-Künstler Paolo Veronese, sondern nahdem Mathematiker Guiseppe Veronese, 1854�1917, benannt.
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6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeBeweis.(a) vd ist injektiv:Sei vd(a) = vd(b), so gibt es ein λ ∈ k∗ mit Mν(b) = λ ·Mν(a) für alle ν ∈ Ξ, speziell
∀i ∈ {0, · · · , n} : adi = M(0,···,0,···, d

i

,···,0)(a)

= λ ·M(0,···,0,···, d
i

,···,0)(b)

= λ · bdiund
∀i 6= j ∈ {0, · · · , n} : ad−1

i · aj = M(0,···, 1
j

,···,d−1
i

,···,0)(a)

= λ ·M(0,···, 1
j

,···,d−1
i

,···,0)(b)

= λ · bd−1
i · bj.Etwas Umformen ergibt bi · aj = bj · ai, und wenn wir ein i mit ai 6= 0, d.h. bi 6= 0wählen, haben wir bj = µ · aj, für alle j, mit µ := bi
ai
∈ k∗. Es ist also a = b ∈ Pnk ,also vd injektiv.(b) Sei a ∈ Pnk , a ∈ D+(Xi), also ai 6= 0. Dann ist

vd|D+(Xi) =: v
(i)
d : D+(Xi) →֒ Ṽ+ ∩D(Y(0,···, d

i

,···,0))die Einshränkung der Veronese-Abbildung auf D+(Xi). Es gilt dabei
Ṽ+ =

n[
i=0

 
D+(Y(0,···, d

i

,···,0)) ∩ Ṽ+

!
,denn: Sei b = (. . . : bξ : . . . )ξ∈Ξ ∈ Ṽ+, mit bν 6= 0 für ein ν ∈ Ξ.1. Fall: Ist auh b(0,···, d

i

,···,0) 6= 0 für ein i, so ist b ∈ D(Y(0,···, d
i

,···,0)), alsoin der rehten Seite der Gleihung enthalten, und wir sind fertig.2. Fall: Andernfalls sei ν = (ν0, · · · , νn) ∈ Ξ von minimaler lexikographi-sher Ordnung gewählt, so dass bν 6= 0. Es gibt dann (weil niht dererste Fall eintrat) ein Paar (i, j) mit 0 ≤ i < j ≤ n, νi > 0 und νj > 0.Folglih haben wir (aufgrund der De�nition von Ṽ+) auh
0 6= bν · bν = b(ν0,···,νi−1

i

,···,νj+1
j

,···,νn) · b(ν0,···,νi+1
i

,···,νj−1
j

,···,νn),
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6 Einführung in die Algebraishe Geometriealso sind auh die beiden rehten Faktoren niht 0. In lexikographisherOrdnung ist aber
(ν0, · · · , νi − 1

i

, · · · , νj + 1

j

, · · · , νn) < (ν0, · · · , νi
i

, · · · , νj
j

, · · · , νn) = ν,was im Widerspruh zur Minimalität von ν steht. Damit tritt Fall 2niht auf.Wir haben also wirklih
Ṽ+ =

n[
i=0

 
D+(Y(0,···, d

i

,···,0)) ∩ Ṽ+

!
.Betrahten wir nun erneut die Einshränkung

v
(i)
d : D+(Xi)| {z }a�n −֒→ Ṽ+ ∩D(Y(0,···, d

i

,···,0))| {z }a�nund konstruieren zu v(i)
d einen inversen Morphismus als

wi : Ṽ+ ∩D(Y(0,···, d
i

,···,0)) −→ D+(Xi)

b = (bν)ν∈Ξ 7−→
�
. . . : b(0,···, 1

j

,···,d−1
i

,···,0)

j

: . . . : b(0,···,···, d
i

,0,···,0)

i

: . . .
�

wi ist wohhlde�niert, weil b(0,···,···, d
i

,0,···,0) 6= 0 ist. Auÿerdem ist wi ein Morphismus,weil es aus den homogenen Monomen Xd−1
i ·Xj vom Grad d besteht. Weiterhin gilt

330



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räumefür die Verknüpfung wi ◦ v(i)
d :

a

D+(Xi) (a1 : . . . : an)

Ṽ+ ∩D(Y(0,···, d
i

,···,0)) (. . . : Mν(a)
ν

: . . . )

D+(Xi)
�
M(1,0,···,d−1

i

,···,0)(a) : . . . : M(0,···, d
i

,···,0)(a)

i

: . . . : M(0,···,d−1
i

,···,0,1)(a)
�

(a0 · ad−1
i : . . . : ad

i

i

: . . . : an · ad−1
i )

(a0 : . . . : ai : . . . : an)

a

v
(i)

d

wi

Das heiÿt, wir haben wi ◦ v(i)
d = idD+(Xi), und da die v(i)

d injektiv sind, auh
v
(i)
d ◦ wi = idṼ+∩D(Y(0,···, d

i

,···,0))
,also wi =

�
v
(i)
d

�−1, auh als Morphismus.Aufgrund der Injektivität von vd sind die wi miteinander verträglih (d.h. auf ge-meinsamen De�nitionsbereih jeweils identish), es existiert also eine Verklebung
w : Ṽ+ =

n[
i=0

 
Ṽ + ∪D(Y(0,···, d

i

,···,0))

!
−→

n[
i=0

D+(Xi) = Pnkmit w|Ṽ+∪D(Y(0,···, d

i

,···,0))
= wi für alle i. Es ist also w = v−1

d inverse Abbildung, undnah dem Lokal-Global-Prinzip ist w auh ein Morphismus.De�nition 6.51. vd : Pnk → P(n+d
n )−1

k heiÿt auh Veronese-Einbettung von Pnk .Für n = 1 und
vd : P1

k −֒−→ P(1+d
1 )−1

k = Pdk

(a : b) : 7−−→ (bd : bd−1 · a : . . . : ad) 331



6 Einführung in die Algebraishe Geometrieheiÿt vd(P1
k) $ Pdk auh die Normalkurve im projektiven Raum. Diese ist isomorphzu P1

k.Beispiel 6.7.15.
d = 2: Hier ist

v2 : P1
k →֒ P2

k

(a : b) 7→ (b2 : ab : a2)mit v2(P1
k) = V+(Y0 · Y2 − Y 2

1 ).
d = 3: Hier haben wir

v3 : P1
k →֒ P3

k

(a : b) 7→ (b3 : b2a : ba2 : a3)und v3(P1) = V+(Y0 · Y3 − Y1 · Y2, Y0 · Y2 − Y 2
1 , Y1 · Y3 − Y 2

2 ) ist die projekti-ve räumlihe Normalkurve im Raum P3
k, welhe zwar Durhshnitt von dreiHyper�ähen ist, aber niht Durhshnitt zweier projektiver Hyper�ähen (ohneBeweis) und damit Kronekers Kurven-Problem9 löst.Bemerkung. Im A�nen ist die Veronese-Abbildung zwar injektiv, aber niht mehr ab-geshlossen.Bemerkung. Der projektive Raum lässt sih darstellen als disjunkte Vereinigung a�nerRäume:

Pn ∼= An
k ∪̇Pn−1

k

∼= . . .

∼= An
k ∪̇An−1

k ∪̇ . . . ∪̇A1
k ∪̇A0

kSatz 6.7.12. Automorphismen-Gruppe des Pnk(1) AutPreVark
(Pnk) = PGLk(n) := GLk(n+ 1)�k∗(2) AutPreVark
(Pnk) = Autlinear(Pnk)PGLk(n)

Beweis. Sei f : Pnk → Pnk ein Varietäten-Automorphismus, f = (H0 : . . . : Hn), Hihomogen vom Grad d, ohne gemeinsame Nullstelle (auÿer 0 ∈ An+1
k ). Sei g : Pnk → Pnkder inverse Automorphismus zu f , etwa g = (G0 : . . . : Gn), Gi homogen, deg gi = e,keine gemeinsamen Nullstellen auÿer 0. Wir haben dann

f ◦ g = idPn
k

= g ◦ f,9ih habe im Netz gerade überhaupt nihts zu diesem Problem gefunden ...332



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räumeund damit für alle a ∈ Pnk :

(X0(a) : . . . : Xn(a)) = a

= g(f(a))

= (G0(f(a)) : . . . : Gn(f(a)))

= (G0(H0(a) : . . . : Hn(a)) : . . . : Gn(H0(a) : . . . : Hn(a)))Das ergibt also
X0 ∼k∗ G0(H0 : . . . : Hn)... ...

Xn|{z}
deg �=1

∼k∗ Gn(H0 : . . . : Hn)| {z }
deg �=e·d(Die Gradbetrahtung gilt für alle Zeilen, obwohl uns eine genügt.) Damit ist 1 = e · d,also e = d = 1, also sind die Hi und Gi lineare Polynome, also sind f und g projektivelineare Abbildungen, homogen und umkehrbar. Wir erhalten

(∗) f(a) = A ·

�
a0...
an

Ǒ
,mit A ∈ GL(n+ 1, k) = GLk(n+ 1). A ist bis auf k∗-Äquivalenz eindeutig, also de�niert

f genau ein Ã ∈ PGLk(n). Umgekehrt de�niert auh jede Matrix Ã ∈ PGLk(n) mittels
(∗) einen Morphismus f : Pnk → Pnk , welher f−1 � Ã−1 als inversen Morphismus hat.Etwas nahrehnen zeigt, dass

AutPreVark
(Pnk)

∼−−→ PGLk(n)

f 7−→←−[ Asogar ein Gruppenisomorphismus ist.Satz 6.7.13. Sei F ∈ k[X0, · · · ,Xn], F homogen, degF > 1 und
D+(F ) ⊆ Pnk die dazugehörige o�ene quasiprojektive Untervarietät.Dann ist (D+(F ),OD+(F )) sogar shon a�n.Bemerkung. Dies ist niht trivial! Man kann niht wie folgt argumentieren:Betrahte

An+1
k \ {0} π−−−։ Pnkund

π−1(D+(F )) = D(F )
πD+(F )

−−−−−−−։ D+(F ), 333



6 Einführung in die Algebraishe Geometriewobei D(F ) a�n und k∗-invariant ist, mit 0 6∈ D(F ). Es ist im topologishen Sinne
D+(F ) = D(F )�k∗.Aber aus der A�nität von D+(F ) folgt niht automatish, dass D(F )�k∗ a�n ist, dennes ist ja

OD+(F )(D+(F )) = OPn
k
(D+(F )) = OAn+1

k
(D(F ))k

∗
.Dabei ist OAn+1

k
(D(F )) = (k[X0, · · · ,Xn])F ∼= k[X0, · · · ,Xn, Y ]�(Y · F − 1) eine endliherzeugte k-Algebra, und es ist überhaupt niht klar, warum dann auh OAn+1

k
(D(F ))k

∗endlih erzeugt sein soll, denn Unterringe von noethershen Ringen sind niht notwendignoethersh.Beweis. Sei degF = d ≥ 1, F homogen, etwa
F =

X
ν∈Ξd

aν ·Xν0
0 · . . . ·Xνn

n .Betrahten wir die d-te Veronese-Abbildung
vd : Pnk

∼−−→ Ṽ+ = vd(Pnk) $ P(n+d
d )−1

kund erhalten
vd(D+(F )) = Ṽ+ ∩D+

� X
ν∈Ξd

aν · Yν
�

= Ṽ+∩
�
P(n+d

d )−1

k \ V+

� X
ν∈Ξd

aν · Yν| {z }lineares Polynom�| {z }projektive Hyperebene �Die markierte Hyperebene im P(n+d
d )−1

k entsteht als Bild der Projektion
π∗ : A(n+d

d )
k \ {0} → P(n+d

d )−1

k aus der a�nen Hyperebene
H = V

�X
ν∈Ξd

aν · Yν
�
.

H ist sogar ein k-Untervektorraum von A(n+d
d ) der Kodimension 1. Es gibt daher einenAutomorphismus σ̃ ∈ Autk(A

(n+1
d )

k ), σ̃ � B ∈ k(n+d
d )×(n+d

d ), der H in
σ̃(H) = V (Y(d,0,···,0))transformiert. σ̃ stiftet ein σ̌ ∈ PGLk(

�
n+d
d

�
− 1), also einen Automorphismus

σ ∈ AutPreVark

�
P(n+d

d )−1

k

�. Es ergibt sih
(σ ◦ vd)(D+(F )) = σ(Ṽ+)| {z }abgeshlossen∩ D+(Y(d,0,···,0))| {z }bekanntermaÿen a�n,334



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte Räumealso ist (σ ◦vd)(D+(F )) als abgeshlossene Teilmenge einer a�nen Menge ebenfalls a�n.Damit ist D+(F ) (da isomorph dazu) ebenfalls a�n.Es gilt also insbesondere:
OD+(F )(D+(F )) = OAn+1

k
(D(F ))k

∗ist endlih erzeugt.Bemerkung. Hiermit wurde für einen Spezialfall (A = OAn+1
k

(D(F )), G := (k∗, ·)) einepositive Antwort auf das sogenannte 14. Hilbertshe Problem gegeben. Hilbert fragte: Sei
G Grupppe, die auf k[X1, · · · ,Xn] als k-Algebren-Automorphismengruppe operiert. Istdann k[X1, · · · ,Xn]

G endlih erzeugte k-Algebra?Verallgemeinerung. Sei A beliebige endlih erzeugte k-Algebra,
(G, ·) Gruppe und

G×A ϕ−→ A

(g, α) 7−−→ ϕ(g, α) =: g · αeine Gruppenwirkung mit:(1) Für alle g ∈ G ist λg : A −→ A

α 7−→ g · α
ein k-Algebra-Homomorphismus.(2) G ist lineare algebraishe Gruppe, d.h. G ⊆ GLk(m) ist Un-tergruppe, Zariski-abgeshlossen, so dass die Gruppenoperationen

· und �−1 stetig sind.Dann gilt: AG ist stets eine endlih erzeugte k-Algebra.Beispiel 6.7.16.(a) GLk(n) ist algebraishe Gruppe, denn GLk(n) = D(det) ⊆ An2

k und
det : An2

k −→ k

(x11, · · · , xnn) 7−→
X
σ∈Sn

sgnσ · x1σ(1) · . . . · xnσ(n)ist eine reguläre Funktion. Dabei ist
An2

k ⊃ D(det) ∼= V (Y · det−1) ⊆ An2+1
kmit

A
h
An2+1
k

i
= k[X11, · · · ,Xnn, Y ],also

A[GLk(n)] ∼= k[X11, · · · ,Xnn, Y ]�(Y · det−1),und Y · det−1 ist irreduzibel nah Eisenstein. Damit ist (GLk(n), A[GLk(m)]) einea�ne Varietät. 335



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(b) (k∗, ·) ist ebenfalls algebraishe Gruppe:
k∗ = D(T ) ⊆ A1

k

∼= V (Y · T − 1) ⊆ A2
k.und sogar lineare Gruppe mit der Einbettung

k∗ →֒ GLk(m)

λ 7→

0BBBBBB�λ 1
λ 0

1

0
. . .

1

1CCCCCCA ,wobei
k∗ ∼= V (X11 ·X22 − 1,X33 − 1, · · · ,Xnn − 1,Xij | i 6= j)() Ist G endlihe Gruppe, dann ist G a�n und sogar linear.Beweis. (G,Abb(G, k)) ist o�enbar k-Varietät. Es ist

Abb(G, k) = k[δg | g ∈ G] = k[G]mit
δg : G→ k

γ 7→ δgγ =

(
1 γ = g

0 γ 6= gDamit wird G a�n linear, via G →֒ GLk(m), m geeignet. Darstellung z.B. als Trans-lation
g : km → km in GLk(m)

x 7→ g · x(d) SLk(n) ⊆ GLk(n) ist ebenfalls lineare algebraishe Gruppe, es ist
k[X11, · · · ,Xnn]

SLk(n) =
n
P | P (γ−1 ◦ A ◦ γ) = P (A)∀A ∈ kn2

, γ ∈ SLk(n)
oHilbert zeigte 1891, dass k[X11, · · · ,Xnn]

SLk(n) endlih erzeugt ist.1958 gab Nagata ein Gegenbeispiel für das 14. Hilbertshe Problem. Es stellt sih dieFrage. Für welhe Gruppen G ⊆ GLk(m) ist die Hilbertshe Vermutung noh rihtig?336



6.7 Rationale Funktionenkörper, Garben und geringte RäumeDe�nition 6.52. Eine lineare algebraishe Gruppe G heiÿt reduktiv, falls für alle(endlihen, d.h. dimV <∞) Gruppendarstellungen ρ ∈ HomGr(G,GL(V )), V beliebigerVektorraum,
ρ : G→ GL(V )und die induzierte Wirkung

G× V → V

(g, x) 7→ g · x := ρ(g)(x)gilt:(1) ∀ Untervektorräume W ⊆ V , W G-invariant (also ρ(g)(W ) ⊆ W ∀g ∈ G) und
W ⊕ Y = V ist Y ebenfalls G-invariant.(2) G wirkt auf einer endlih erzeugten k-Algebra A als Automorphismengruppe, d.h.

∀g ∈ G :

 
λg : A→ A

x 7→ g · x

!
∈ Autk-Alg(A) ⊆ GL(A),d.h. G →֒ Autk-Alg(A)

g 7→ λgSatz 6.7.14. (Nagata)Sei G eine reduktive lineare algebraishe Gruppe, A endlihe erzeugte
k-Algebra, k = k, dann ist AG ebenfalls endlih erzeugt.Beweis für den Spezialfall einer endlihen Gruppe. Sei G × A ϕ−→ A Gruppenwirkung,

G endlih, A endlih erzeugte k-Algebra mit zugeordneter Darstellung (niht notwendi-gerweise injektiv)
G −→ Autk-Alg(A)

g 7−→ λg.Es ist zu zeigen, dass AG nun ebenfalls endlih erzeugt ist. (G ist o�enbar reduktiv, aberdas brauht man hier gar niht explizit.)Betrahte die k-Unteralgebra
AG = {α ∈ A | g · α = α ∀g ∈ G} ⊆ A.Sei α ∈ A \ {0}, dann gilt für das spezielle Polynom Pα(T ) :=

Q
g∈G(T − g · α) ∈ A[T ]:Wenn G = {e = g1, g2, · · · , gd} ist, so ist Pα(α) = 0 (denn α = eα).

337



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieNun ist
Pα(T ) = (T − g1α) · . . . · (T − gdα)

= T d +
dX
i=1

(−1)i · σk(g1α, · · · , gdα) · T d−i,wobei
σk(X1, · · · ,Xd) =

X
1≤i1<...<ik≤d

Xi1 · . . . ·Xikdie k-te elementarsymmetrishe Funktion in d Variablen ist. Für die elementarsym-σk metrishen Polynome gilt:
σ1(X1, · · · ,Xd) = X1 + . . .+Xd

σ2(X1, · · · ,Xd) = X1X2 + . . .+X1Xd +X2X3 + . . . +Xd−1Xd...
σd(X1, · · · ,Xd) = X1 · . . . ·Xd,und Sk hat in dieser Darstellung �dk� Summanden.Auÿerdem ist natürlih σk(g1α, · · · , gdα) ∈ AG, da

gj · σk(g1α, · · · , gdα)

=
X

1≤i1<...<ik≤d
gj · (gi1 · α) · . . . · gj · (gikα)

=
X

1≤i1<...<ik≤d
(gj · gi1)| {z }

=:gj1

·α · . . . · (gj · gik)=:gjk
α(Vershieben der Summationsindies)

= σk(g1α, · · · , gkα)Folglih ist Pα(T ) ∈ AG[T ] ⊆ A[T ] und Pα(T ) ist normiert mit Pα(α) = 0, also ist
AG ⊆ A ganze Erweiterung.Behauptung. AG ⊆ A ist sogar endlihe Erweiterung, d.h. A istendlih erzeugter AG-Modul.Beweis. Sei A = k[η1, · · · , ηs], die ηi ganz über AG. Dann haben wir

AG ⊆ AG[η1] ⊆ AG[η1, η2] ⊆ . . . ⊆ AG[η1, · · · , ηs] = Gwobei aufgrund der Ganzheit von η1 der Ring AG[η1] nah Satz 6.5.1 endlih erzeugter
AG-Modul ist, und ebenso AG[η1, η2] = AG[η1][η2] ein endlih erzeugter AG[η1]-Modul,also auh endlih erzeugter AG-Modul ist usw.338



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner VarietätenBetrahte nun Pηi
(T ) mit Pηi

(ηi) = 0 wie oben. Wir erhalten
k@ := k[· · · Koe�zienten der Pηi

| i ∈ {1, · · · , s}] ⊆ AG ⊆ Aals endlihe Erweiterungen. Dabei ist k@ noethersher Ring und A endlih erzeugterModul darüber, also ebenfalls noethersh.
AG ist dann als Untermodul des noethershen ModulsA wieder noethersh, also endliherzeugt.Bemerkung. In diesem Fall ist AG i−֒→ A endlihe Erweiterung endlih erzeugter k-Algebren und damit existiert ein k-Varietäten-Morphismus

X := SpecmA
q
−−։ SpecmAG =: Y,surjektiv nah Satz 6.5.6 (Cohen-Seidenberg), mit q# = i : AG → A. q# ist damitendliher Morphismus mit endlihen Fasern, also dimKrullA = dimKrullAG.6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner Varietäten(Hilbert-Nagata-Mumford-Theorie)Problem. (14. Hilbertshes Problem)(a) Sei k ⊆ K ⊆ k(X1, · · · ,Xn) Körperturm. Ist dann K∩k[X1, · · · ,Xn] endlih erzeugt?(b) Sei k Körper, A endlih erzeugte k-Algebra, G lineare algebraishe Gruppe,

ρ : G→ Autk-Alg(A) eine Darstellung, die eine Wirkung
G×A→ A

(g, α) 7→ g · α := ρ(g)(α)induziert.Ist dann AG := {α ∈ A | gα = α∀g ∈ G} endlih erzeugt?Sehen wir uns zunähst das weniger shwere (b) an, und geben eine partielle Antwort.(1) Ist G endlih, k = k, so ist AG endlih erzeugt. (Dies hatten wir als Spezialfall vonSatz 6.7.14 im letzten Kapitel bewiesen.)(2) Ist G reduktiv, k = k, so ist AG endlih erzeugt. (Satz 6.7.14, von Nagata 1958bewiesen.)(3) Ist G niht reduktiv, k = k, so muss AG niht endlih erzeugt sein. (Ein Beispielwurde von Nagata 1985 gegeben.)
339



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(Literatur dazu: Masayoshi Nagata; M Pavaman Murthy, Letures on the fourteenthproblem of Hilbert, Bombay, Tata Institute of Fundamental Researh, 1965.)Wir haben gesehen:Ist A endlih erzeugte k-Algebra, G×A→ A Wirkung mit Darstellung
ρ : G→ Autk-Alg(A), dann ist AG ⊆ A ganze, sogar endlihe Erweiterung.Geometrishe InterpretationSei (X,OX (X) =: A) a�ne k-Varietät, G ⊆ GLk(n) endlihe algebraishe lineare Grup-pe, G×X → X algebraishe Wirkung von G auf X, dann haben wir hier eine Darstellung
ρ : G→ AutVark

(X). Dann hat man via
π : X → X�G

x 7→ Gxauh X�G als topologishen Quotienten. Zudem hat man noh den kategoriellen Quo-tienten X��G := SpecmAG. Da G endlih ist, ist AG endlih erzeugt, also (X��G,A
G)X��G a�ne k-Varietät. X�G, der Orbitraum, ist a priori nur topologisher Raum mit Zariski-Quotiententopologie von X.Frage. Sind X��G (mit AG-Zariski-Topologie) und X�G mit π-Quotienten-Topologie ho-möomorph, so dass (X�G,A

G) wieder a�ne Varietät ist?Antwort. Wenn G endlih ist, dann ja. Ist G nur reduktiv, dann ist AG zwar endliherzeugt, aber X�G niht unbedingt a�ne Varietät, wie wir im Folgenden sehen werden.Satz 6.8.1. (Endliher Fall)Sei (X,OX(X) =: A) a�ne k-Varietät, G endlihe, lineare, algebrai-she Gruppe, die auf X als algebraishe Transformationsgruppe wirkt,
X��G := SpecmAG der kategorielle Quotient. Dann hat (X��G,A

G)die folgende Universaleigenshaft bezüglih (X,G):(1) Der kanonishe Morphismus X q−→ X��G mit q# = i : AG →֒ A istsurjektiv und konstant auf den Orbits:
∀X ∈ X,∀g ∈ G : q(g(x)) = q(x) bzw. q(Gx) = {q(x)} .(2) IstX f−→ Y , f ∈ MorVara�k

(X,Y ) und f konstant auf den G-Orbits,dann existiert genau ein Morphismus h : X��G→ Y mit f = h ◦ q:
X Y

X��G

f

q ∃!hBeweis.340



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner Varietäten(1) Die Surjektivität von q mit q# = i folgt aus der Endlihkeit von i : AG →֒ A undkommutativer Algebra (Satz 6.5.6).Bemerkung. Man kann dies auh ad ho zeigen und diese Methode ist so-gar verallgemeinerbar auf allgemeine reduktive Gruppen (Methode der Reynolds-Operatoren/Averaging Operators):De�nition 6.53. Für k = k, G eine endlihe Gruppe, die auf A operiert,
char(k) 6 | |G| heiÿt die Abbildung

R : A −→ AG

f 7−→
X
g∈G

g · fder Reynolds-Operator zu G auf A.
R ist o�enbar k-linear, R(f) ∈ AG für f ∈ A und R(f) = f für f ∈ AG,
R2 = R (also R surjektiv), R(f · h) = f · R(h) ∀f ∈ AG, h ∈ A.Fazit. Wir haben also A R−−−։ AG

i−֒→ A mit R ◦ i = idAG .Lemma. Für alle Ideale a ⊆ AG (niht notwendig auhIdeale in A) gilt: (a · A) ∩AG = a.Beweis. ⊃ ist klar. Umgekehrt: Sei f ∈ (a · A) ∩ AG, dann ist f =Ps
i=1 αi · hi ∈ AG, mit αi ∈ a, hi ∈ A. Daher ist

f = R(f) =
sX
i=1

R(αihi) =
sX
i=1

αi|{z}
∈a

·R(hi)| {z }
∈AG

∈ a.Bemerkung. Es gilt eine 1�1-Korrespondenz:( Idealein AG) ∼−−→
( Idealein A )

a 7−→ a ·A
a ∩AG ←− [ a,die sogar inklusionserhaltend ist. Dies beweist im ganz allgemeinen Fallfür char(A) 6 | |G| ∈ N, G × A → A, A Ring, G endlihe Gruppe, mitDarstellung ρ : G → AutRinge(A), dass A genau dann noethersh ist,wenn AG noethersh ist.Betrahte nun noh einmal X q−→ X��G, q# = i ist injektiv, also qdominant. 341



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSei y ∈ X��G, y = m ∈ Specm(AG). Dann ist q−1(y) = V (
√

mA) ⊆ X,mit A = OX(X).Angenommen, q ist niht surjektiv, also ∃y : q−1(y) = ∅. Dann existiert
m ∈ SpecmAG mit mA = A, also m = (mA)∩AG = AG, im Widerspruhzu m ∈ SpecmAG.Es bleibt zu zeigen, dass q auf den G-Orbits konstant ist. Das bekannte Diagramm

X X��G

	

Homk-Alg(A, k) Homk-Alg(AG, k)
q

χX
χ(X��A)

hom(i)ist kommutativ. Daher gilt für alle x ∈ X und g ∈ G:
∀x ∈ X : q(gx) = q(x)

⇔ ∀x ∈ X : χ�X��G
�q(gx) = χ�X��G

�q(x)
⇔ ∀x ∈ X : ∀f ∈ AG : f(q(gx)) = f(q(x))

⇔ ∀x ∈ X : ∀f ∈ AG : q#(f)(gx) = q#(f)(x)(q# = i)
⇔ ∀x ∈ X : ∀f ∈ AG : f(gx) = f(x)und das letzte ist bekanntlih erfüllt (das ist ja gerade die De�nition von AG).(2) Sei X f−→ Y Morphismus a�ner Varietäten, konstant auf den G-Orbits in X,

A := OX(X), B := OY (Y ). Dann haben wir auh f# : B → A. Für alle β ∈ Bgilt dann
f#(β)(gx) = β(f(gx))

= β(f(x)) (da f auf G-Orbits konstant)
= f#(β)(x),also ist f#(β) ∈ AG. Damit entsteht die (eindeutige) Faktorisierung

B A

AG,

f#

f̃# iwelhe ihrerseits eine Faktorisierung von f induziert:
Y X

X��G

f

q∃!h:=f̃Damit ist unser Satz bewiesen.342



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner VarietätenWeitere harakteristishe Eigenshaften von X
q−→ X��G im endlihen FallSatz 6.8.2. (G-Abgeshlossenheit von q)SeienX und G wie üblih,W ∈ Abg(X) G-invariant, d.h. g·W ⊆W füralle g ∈ G. Dann ist q(W ) ∈ Abg

�
X��G

� (d.h. abgeshlossen bezüglihder AG-Zariski-Topologie auf X��G = SpecmAG).Beweis. Sei W = V (a), I(W ) =: a, a ⊆ A radizielles Ideal, also A[W ] = A�a. Da W
G-invariant ist, gilt für f ∈ a:

∀x ∈W : f(x) = 0

⇒ ∀g ∈ G : ∀x ∈W : f(gx) = 0

⇒ ∀g ∈ G : ∀x ∈W : (gf)(x) = 0

⇒ ∀g ∈ G : gf ∈ a,also ist G · a ⊆ a, d.h. a ist G-invariantes Ideal. Da W G-invariant und a�n ist, existiertder kategoriale Quotient W��G mit A hW��G
i

=
�
A�a

�G. Somit hat man für
W

q
−−։ q(W ) ⊆ q(W )| {z }a�n ⊆ X��G

q1

q2das entsprehende Diagramm der Koordinatenringe:
A�a

AG�√
AG

= AG�aG aG := a ∩AG�
A�a

�Gq#1

π̃G
jSatz 6.8.1 und die Konstanz von q1 auf den Fasern liefern eine Faktorisierung von q1unter W��G. π : A ։ A�a ist G-invarianter Homomorphismus, da a G-invariant ist. Alsogibt es πG : AG ։
�
A�a

�G, und dies ist surjektiv wegen der Existenz der Reynolds-Operatoren für A und A�a. Der Homomorphiesatz liefert π̃G : A
G
�kerπG

∼=
�
A�a

�G, undes gilt kerπG = a. Zurük auf den de�nierenden Varietäten ergibt dies
W q(W ) ⊆ q(W )

W��G

l

q

q2mit l# = π̃G. Also ist q(W ) = q(W ) ∈ Abg(X��G). 343



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieSatz 6.8.3. (G-Trennungseigenshaft von X q−→ X��G)Sei G endlihe Gruppe G×X → X algebraishe Gruppenwirkung auf
X ∈ obj(Vara�k ), �X��G,OX(X)G

� der kategorielle Quotient. Danngilt:Sind V,W ⊆ X abgeshlossen und G-invariant, q : X → X��G dieQuotientenabbildung, dann ist q(V ∩W ) = q(V ) ∩ q(W ).Beweis. Da V und W abgeshlossen und G-invariant sind, gilt dies auh für V ∩W .Folglih sind q(V ), q(W ), q(V ∩W ) sämtlih nah Satz 6.8.2 abgeshlossen in X��G. FürMengen-Abbildungen gilt ja allgemein q(V ∩W ) ⊆ q(V ) ∩ q(W ). Wir müssen zeigen,dass die Einbettung j : q(V ∩W ) →֒ q(V ) ∩ q(W ) auh surjektiv ist.Betrahten wir dazu den adjungierten k-Algebra-Homomorphismus
j# : A[q(V ) ∩ q(W )] ։ A[q(V ∩W )].Seien a := I(V ), b := I(W ) die (radiziellen) Vershwindungsideale von V und W in

OX(X) =: A, also V = V (a), W = V (b). Dann sind auh a und b G-invariant, da diesfür V und W galt. Seien aG := a ∩AG, bG := b ∩AG die Zurükziehungen auf AG ⊆ A,dann haben wir ja
j# : A

G
�È

aG + bG
։
AG�√

a + b
G,wobei (wegen f ∈

√
aG + bG ⇒ ∃ν ∈ N : f ν ∈ aG + bG ⊆ a + b ⇒ f ∈

√
a + b

f∈AG

===⇒
f ∈
√

a + b
G) shon gilt È

aG + bG ⊆
√

a + b
G in AG.Wir wollen nun noh zeigen, dass j# ein Isomorphismus ist, also ker j# = (0), also√

a + b
G

=
√

aG + bG. Die eine Hälfte (⊇) haben wir gezeigt, die andere hier:Sei f ∈ √a + b
G, dann existiert ein ν ∈ N mit f ν = α+ β, α ∈ a, β ∈ b. Dann habenwir den Reynolds-Operator R : A → AG, R(ϕ) = 1

|G| ·
P
g∈G gϕ, für den dann wegen

f ∈ AG R(f) = f gilt. Weiter ist
f ν = R(f ν) = R(α) +R(β) ∈ aG + bG,

f ∈
√

aG + bG. Insgesamt ist also wirklih √a + b
G

=
√

aG + bG, damit ist j# Isomor-phismus, also q(V ∩W ) = q(V ) ∩ q(W ).Bemerkung. Beim Beweis war wieder die Existenz des Reynolds-Operators R wihtig,mit
R : A→ A, im(R) = AG, R2 = R.
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6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner VarietätenKorollar. Ist G endlih, G×X → X eine Wirkung, X a�n,
q̃ : X�G→ X��G die durh die Universaleigenshaft von X��G gege-bene Abbildung.

X X��G

	

X�G

q

π=G·� ∼

q̃Dann ist q̃ bijektiv.Beweis. G ist endlih, also ist ∀x ∈ X auh Gx endlih, also Gx ∈ Abg(X). Gx ist auh
G-invariant, ist also nah Satz 6.8.2 q(Gx) abgeshlossen in X��G. Nah Satz 6.8.3 giltdann für Gx 6= Gy (d.h. Gx ∩Gy = ∅) auh q(Gx) ∩ q(Gy) = ∅, also q̃(Gx) 6= q̃(Gy).Das heiÿt q̃ ist injektiv, surjektiv sowieso, also bijektiv.Satz 6.8.4. Sei G endlihe Gruppe, G ×X → X algebraishe Wir-kung, X a�n, X q

−−։ X��G = SpecmAG der kategoriale Quotient,
q# = i : AG →֒ A = OX(X). Dann gilt: Die AG-Zariski-Topologieauf X��G stimmt mit der durh q : X → X��G erzeugten Quotienten-Topologie überein.Beweis. Wir müssen zeigen: S Zariski-abgeshlossen in X��G ⇐⇒ q−1(S) ist abge-shlossen in X (d.h. S ist q-Quotienten-topologish abgeshlossen).

⇒: q ist als Morphismus stetig.
⇐: Sei S ⊆ X��G und q−1(S) ∈ AbgX. Dann ist q−1(S) = π−1(q̃−1(S)), also G-invariant. Nah Satz 6.8.2 ist also q(q−1(S)) ∈ Abg(X��G). Da q surjektiv ist, ist

S = q(q−1(S)), also S abgeshlossen in X��G.Korollar. In dem Diagramm
X X��G OX(X)G-Zariski-Topologie

	

X�G π-Quotienten-Topologie
q

π ∼

q̃ist q̃ ein Homöomorphismus. 345



6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeweis. Wir müssen zeigen, dass q̃ bijektiv, stetig und abgeshlossen ist.
• Die Bijektivität haben wir in dem letzten Korrollar (auf Seite 345) gezeigt.
• q̃ ist stetig, denn ist S ∈ Abg(X��G), so ist q−1(S) = π−1(q̃−1(S)) abgeshlossenin X, also q̃−1(S) ∈ Abg(X�G).
• q̃ ist abgeshlossen, denn ist T ∈ Abg(X�G), so ist π−1(T ) abgeshlossen und G-invariant in X, also ist (nah Satz 6.8.2) auh q(π−1(T )) abgeshlossen in X��G,wobei

q(π−1(T )) = q̃(π(π−1(T ))) = q̃(T ).Also ist q̃ : X�G
∼−−→ X��G ein Homöomorphismus.Fazit. Ist G endlihe Gruppe, G × X → X algebraishe Wirkungauf a�ner Varietät X, dann ist�
X�G,OX(X)G

�
∼=Vara�k

�
X��G,OX(X)G

�und X�G ist auh eine a�ne Varietät mit Universaleigenshaft,
π : X → X�G ist der universelle Morphismus.Erinnerung. X��G heiÿt geometrisher Quotient von X und G, falls X��G kategori-eller Quotient und q̃ : X�G→ X��G Homöomorphismus ist.Fazit. Ist G endlih, X a�n, dann existiert stets der geometrisheQuotient X��G = X�G.Da X��G a�n ist, existiert ein N ∈ N mit

X��G ⊆ AN
k $ PNk ,und folglih ist X��G

PN
k eine möglihe Komplettisierung (Kompakti�zierung).Beispiel 6.8.1. G := Sn, X := An

k mit der Wirkung
Sn × An

k −→ An
k

(σ, a) 7−→ σa := (aσ(1), · · · , aσ(n))Wir haben dann
An
k��Sm

∼= An
k�Sn346



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner Varietätenund
An
k

q
−−։ An

k��SnDabei sind die Fasern von q endlih mit je n! Elementen, weil |Sn| = n! und es ist
A
h
An
k�Sn

i
= A

h
An
k��Sn

i
= k[X1, · · · ,Xn]

Sn

=
�
P ∈ k[X1, · · · ,Xn] | ∀σ ∈ Sn : P (X1, · · · ,Xn) = P (Xσ(1), · · · ,Xσ(n))

©
= k-Algebra der symmetrishen Polynome in n Variablen.Man weiÿ:(1) k[X1, · · · ,Xn]

Sn = k[σ1, · · · , σn], wobei
σk(X1, · · · ,Xn) :=

X
1≤i1<...<ik≤n

Xi1 · . . . ·Xikdie k-te elementarsymmetrishe Funktion in n Variablen ist. (Beweis später). σk(2) k[σ1, · · · , σn] ∼= k[T1, · · · , Tn], denn {σ1, · · · , σn} sind algebraish unabhängig, d.h.
Q(σ1, · · · , σn) = 0⇔ Q = 0.Daher ist

An
k��Sm

∼= An
k�Sn

∼= An
k

An
k
∼= An

k�Sn

)
An
k

Wir haben hier also eine verzweigte Überla-gerung, etwa verzweigt an der Diagonalen,wie noh besser im folgenden Beispiel zu er-kennen ist.Beispiel 6.8.2. Der Raum A2
k�S2

ist verzweigt an der Diagonalen. V (X−Y )1

2

−1

−2

1 2 3−1−2Beispiel 6.8.3. Wir betrahten die unendlihe Gruppe G := k∗ mit k = k, X := A2
k unddie Wirkung

k∗ × A2 −→ A2

(λ, (a, b)) 7−→ (λa,
1

λ
b)und haben folgendeFragen. 347



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie(1) Ist k[X,Y ]k
∗ bzgl. dieser Wirkung endlih erzeugte k-Algebra?(2) Falls ja, ist dann A2

k��k∗ = Specm
�
k[X,Y ]k

∗� sogar geometrisher Quotient, alsohomöomorph zu A2
k�k∗?ad (1) Es ist

k[X,Y ]k
∗

=
§
P (X,Y ) | ∀λ ∈ k∗ : P (λX,

1

λ
Y ) = P (X,Y )

ª
=

8<:X
(i,j)

aijX
iY j | ∀λ ∈ k∗ :

X
(i,j)

aijλ
i−jXiY j =

X
(i,j)

aijX
iY j

9=;
=
�X

ai(XY )i | ai ∈ k
©

= k[X · Y ] $ k[X,Y ].Folglih ist k[X ·Y ]k
∗

= k[X ·Y ] endlih erzeugt (von X ·Y ), also existiert A2
k��k∗.ad (2) Damit haben wir die (universelle) Quotientenabbildung q mit dem induzierten q̃:

A2
k

A2
k��k∗ mit q# = i : K[X · Y ] ⊆ k[X,Y ]

A2
k�k∗

q

π q̃Dabei haben wir
k[T ]

∼−−→
θ

k[X · Y ]

T 7−→ X · Y,denn θ ist surjektiv und wegen P (X,Y ) = 0 ⇔ P = 0 auh injektiv. Unser Dia-gramm lässt sih also erweitern zu:
A2
k��k∗ A1

k

A2
k�k∗ A2

k

q̃

∼
h

q

πDie Fasern von q sind dabeiFasern von q
q−1(q(a, b)) = V (X · Y − a · b),insbesondere
q−1(q(0, 0)) = V (X · Y ).Sehen wir uns nun noh die Orbits (d.h. die Elemente von X�G) an:348



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner Varietäten(1) Für (a, b) ∈ A2 mit a · b 6= 0 ist
(u, v) ∈ k∗ · (a, b)⇔ ∃λ ∈ k∗ : u = λa ∧ λv = b⇔

⇔ u · v − a · b = 0⇔ (u, v) ∈ V (X · Y − a · b)Hier entspriht also jeder Orbit einer Faser von q.(2) Für die (a, b) ∈ A2 mit a · b = 0 (d.h. (a, b) ∈ q−1(q((0, 0))) ergeben sihdagegen die 3 Orbits {(0, 0)}, V (X) \ {0} und V (Y ) \ {0}.Also ist X�G
q̃
−−։ X��G in diesem Fall niht injektiv.Fazit. A2

k��k∗ existiert als kategorialer Quotient, obwohl k∗ niht endlih ist, aber nihtals geometrisher!Frage. Für welhe niht-endlihen, linearen algebraishen Gruppen G ⊆ GLk(N)(Zariski-abgeshlossene Untergruppen) und ihre Wirkungen auf a�nen algebraishen Va-rietäten X kann man erwarten, dass OX(X)G endlih erzeugt ist und damit der katego-riale Quotient X��G existiert?Die Antwort liefert uns die Hilbert-Nagata-Theorie.De�nition 6.54. Sei G ⊆ GLk(N) (N ∈ N) eine lineare algebraishe Gruppe. G heiÿtreduktiv, falls für alle endlihen (d.h. dimV < ∞) Darstellungen ρ : G → GL(V ) gilt:Ist W ⊆ V ein G-invarianter Untervektorraum (also GW ⊆ W ), so hat W in V ein
G-invariantes Komplement, d.h. es existiert W ′ ⊆ V mit W ′⊕W = V und W ′ ebenfalls
G-invariant.De�nition 6.55. Sei G lineare algebraishe algebraishe Gruppe, ρ : G → GL(V )beliebige lineare Darstellung, dimk V beliebig.(a) ρ heiÿt lokal-endlihe Darstellung, falls für alle x ∈ V ein G-invarianter Unter-vektorraum W ⊆ V existiert, so dass x ∈W und dimkW <∞.(b) Entsprehend heiÿt die zugehörige Wirkung ϕ : G × V → V lokal-endlihe Wir-kung.Bemerkung. Die induzierte Darstellung ρ̃ : G → GL(W ) ist dann wieder eine endliheDarstellung.Satz 6.8.5. Existenzsatz für Reynolds-Operatoren bei lokal-endlihenWirkungen reduktiver linearer algebraisher GruppenSei G eine reduktive lineare algebraishe Gruppe, G × V ϕ−→ V lokal-endlihe Wirkung. Dann gilt:(1) V G := {x ∈ V | ∀x ∈ X : gx = x} besitzt genau ein G-invariantesKomplement VG, so dass V = V G ⊕ VG.(2) Es existiert ein Operator R := RV : V → V mit R2 = R und

R(V ) = V G.
V G
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6 Einführung in die Algebraishe GeometrieBeweis.(1) V G ist ein G-invarianter Unterraum. Betrahten wir nun
M :=

(
W ⊆ V

����� W ist k-UVR und G-invariant
W ∩ V G = (0)

)
.

(M,⊆) ist o�ensihtlih induktiv geordnet. Das Zornshe Lemma liefert uns, dass esin M mindestens ein maximales Element VG gibt, also VG∩V G = (0), V G⊕VG ⊆ Vund VG ist G-invariant. Wir zeigen im folgenden, dass VG auh eindeutig ist:Sei W ∈M, W 6= ∅ (für M = {∅} ist die Behauptung trivial). Da die Wirkung von
G lokal-endlih ist, erhalten wir

∀x ∈W : ∃W ′ ⊆W : x ∈W,W G-invariant,dimkW
′ <∞.Da G reduktiv ist, haben wir

W ′ = (W ′ ∩ VG)⊕W ′′,

W ′′ ⊆ W ′ ist endlih-dimensionales G-invariantes Komplement von W ′ ∩ VG in W ′.Es ergibt sih
(W ′ ∩ VG)G ⊕W ′′G = W ′G = (0),denn es ist W ′ ⊆ W ∈ M, also (W ′)G ⊆ WG = W ∩ V G = (0). Damit ist auh

W ′′G = (0), also W ′′ ∩ V G = (0). Es ergibt sih, dass auh
(VG +W ′′) ∩ V G = (0)ist, folglih VG ⊆ VG+W ′′, also (da VG ein maximales Element in M war) W ′′ ⊆ VG.Damit ist

x ∈W ′ = (W ′ ∩ VG)⊕W ′′ ⊆ VG,also x ∈ VG, d.h. W ⊆ VG.Es bleibt zu zeigen, dass V G ⊕ VG = V ist. Sei dazu x ∈ V beliebig. Aufgrund derlokal-endlihen Wirkung von G existiert ein Untervektorraum W ′ ⊆ V mit x ∈ W ′,
dimkW

′ <∞ und G ·W ′ ⊆W ′. G ist reduktiv, daher haben wir wieder
W ′ = (W ′ ∩ V G)⊕W ′′,

G ·W ′′ ⊆W ′′,

W ′′ ∩ V G = (0),

⇒ W ′′ ∈M

⇒ W ′′ ⊆ VG.Daher können wir alle y ∈ W ′ als y = u+ v shreiben, mit u ∈ W ′ ∩ V G ⊆ V G und
v ∈W ′′ ⊆ VG. Insbesondere geht diese Zerlegung für unser x ∈ V , also haben wir

V G ⊕ VG = V.350



6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner Varietäten(2) Aufgrund der Zerlegung V = V G ⊕ VG mit eindeutigem VG existiert eine Projektion
π : V ։ V G

x = u+ v 7→ uund damit ein Reynolds-Operator
V

π−−−։ V G i−֒→ V

RVmit
R2
V = RV , imRV = imπ = V G, kerRV = VGFazit. Bei lokal endlihen Wirkungen reduktiver linearer algebraisher Gruppen aufbeliebige k-Vektorräume existiert stets ein Reynolds-Operator, der i.a. niht explizit be-shreibbar ist (da mit Zornshem Lemma gewonnen).Eigenshaften des Reynolds-OperatorsDe�nition 6.56. Seien ρ : G → GL(V ), ω : G → GL(W ) zwei beliebige lineareDarstellungen der reduktiven linearen algebraishen Gruppe G, f ∈ Homk(V,W ). f heiÿt

G-äquivariant (d.h. mit den Wirkungen verträglih), falls für alle x ∈ X, für alle g ∈ Ggilt:
f(gx)| {z }

f(ρ(g)(x))

= gf(x)| {z }
ω(g)(f(x))

.Lemma. Sei G reduktiv, ρ, ω lokal endlihe Darstellungen (wie oben),
f ∈ Homk(V,W ) G-äquivariant, RV ∈ Endk(V ), RW ∈ Endk(W ) dieentsprehenden Reynolds-Operatoren für ρ und ω.(a) Dann ist das Diagramm

V W

V G WG

f

RV RW

f |
V Gwohlde�niert und kommutativ.(b) Ist f surjektiv, so ist auh f |V G : V G ։ WG surjektiv.Beweis.(a) Wohlde�niertheit: Ist x ∈ V G, so ist gx = x ∀g ∈ G, also f(x) = f(gx) = gf(x)(aufgrund der Äquivarianz von f), also f(x) ∈WG.Kommutativität: Aufgrund der Linearität sämtliher Abbildungen genügt es zu zei-gen, dass das Diagramm für x ∈ V G und x ∈ VG kommutiert. 351



6 Einführung in die Algebraishe Geometrie
• Sei x ∈ V G, so ist f(x) ∈ WG, also RW (f(x)) = f(x) und RV (x) = x,damit

f(RV (x)) = f(x) = RW (f(x).

• Sei x ∈ VG, dann existiert (aufgrund der lokal-Endlihkeit der Darstel-lung) ein W ′ ⊆ VG mit dim′
W < ∞, GW ′ ⊆ W ′. Da G reduktiv ist, ist

W ′ = (W ′ ∩ ker f)⊕W ′′, mit W ′′ ⊆ W ′, GW ′′ ⊆ W ′′ (da ker f ein G-invarianter Unterraum ist, weil f G-äquivariant ist). Wir haben also
W ′′ ∼−−→

f
f(W ′),und die G-Äquivarianz von f liefert noh einmal

(W ′′)G ∼=f f(W ′)G = (0),d.h. f(W ′) ⊆WG, also f(x) ∈WG = kerRW . Es ergibt sih
f(RV (x)) = f(0) = 0 = RW (f(x)),also haben wir auh hier die Kommutativität.Lemma. Sei G reduktive lineare algebraishe Gruppe, A eine k-Algebra ρ : G → AutA ⊆ GLk(A) lokal-endlihe Darstellung von G,

RA der zugehörige Reynolds-Operator. Dann gilt:
∀(f, h) ∈ AG ×A : R(fh) = f(Rh)und speziell f ∈ AG ⇒ RA(f) = f .Bemerkung. RA ist i.a. kein Ringhomomorphismus, sondern nur k-linear.Beweis. Dieses Lemma ist ein Spezialfall des vorherigen Lemmas: A �·f−−−→ A ist k-linear,

G-äquivariant, daher kommutiert das Diagramm
A A

AG AG

�·f

RA RA

�·fund wir haben also RA(h · f) = RA(h) · f .De�nition 6.57. Sei G algebraishe Gruppe, damit auh a�ne Varietät, X weiterea�ne Varietät. Eine Gruppenwirkung G × X ϕ−→ X heiÿt rationale Wirkung von Gauf X, falls auh ϕ ∈ MorVara�k
(G×X,X).Bemerkung. Sei G algebraishe Gruppe (also auh a�ne Varietät), X a�ne Varietät, soist (G×X,A[G] ⊗ OX(X)) ebenfalls a�ne Varietät mit

rX
i=1

γi ⊗ fi(g, x) :=
rX
i=1

γi(g) · fi(x).
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6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner VarietätenSatz 6.8.6. (Hilbert-Nagata � Geometrishe Variante)Sei X a�ne k-Varietät, A = OX(X) reduzierte k-Algebra, G reduktivelineare algebraishe Gruppe, G ⊆ GLk(A), G × X
ϕ−→ X rationaleWirkung von G auf X.Dann gilt für die induzierte Wirkung

G× OX(X) −→ OX(X)

(g, f) 7−→ g · f : X → k

x 7→ f(g−1(x))

:(1) AG = OX(X)G ist endlih erzeugte k-Algebra.(2) X��G := Specm(OX(X)G) existiert als kategorieller Quotientmit allen Eigenshaften: G-Abgeshlossenheit, G-Trennungseigen-shaft, Universalität, wie im Fall endliher Gruppen (mit RA statt
1
|G|
P
g∈G g�). Allerdings gilt niht, dass q̃ Homöomorphismus ist:
q# = i : AG → A X X��G

X�G

q

π
q̃Vielmehr sind die Fasern von q Vereinigungen von Orbits.Beweis. Später.Beispiel 6.8.4. Sei G := GL2(C), X := C2×2 ∼= C4 = A4

C. Dann haben wir
OX(X) = C[X11,X12,X21,X22]und
G×X −→ X

(S,A) 7→ S · A := A ◦ A ◦ S−1 (Konjugation)Es ergibt sih für den Koordinatenring
C[X11, · · · ,X22]

GL2(C) = C[Spur,det] ∼= C[T1, T2]Wir erhalten das Diagramm
C2×2

��GL2(C) A2
C

C2×2
�GL2(C) C2×2

∼

q
λ

π

q̃
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6 Einführung in die Algebraishe Geometriemit λ(A) := (a, b), wobei λA =: X2 + aX + b das harakteristishe Polynom zu A ist.Allerdings gibt es Matrizen mit gleihem harakteristishem Polynom, die niht ähn-lih sind, d.h. q̃ ist niht Homöomorphismus, also ist C2×2
��GL2(C) kein geometrisherQuotient.
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6.8 Geometrishe Invariantentheorie a�ner VarietätenÜberblik der Vorlesung�1 Produkte und komplette Prävarietäten�2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietäten�3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietäten (k = k̄, char(k) 6∈ {2, 3})�4 (Übershrift fehlt)�5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher Vektorbündel und lineare Unter-räume in projektiven Flähen
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6 Einführung in die Algebraishe Geometrie
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7 Algebraishe Geometrie II
7.1 Produkte und komplette VarietätenDe�nition 7.1. Sei k = k ein algebraish abgeshlossener Körper.Eine k-Prävarietät ist ein Paar (X,OX ), wobei X ein topologisher Raum und OXeine Garbe endlih erzeugter reduzierter k-Algebren ist, und eine o�ene Überdekung
X =

Sr
i=1 Ui derart existiert, dass (Ui,OX |Ui

) o�ene a�ne Varietät ist.Frage. Gibt es in den Kategorien PreVark und Vark kategorielle Produkte?De�nition 7.2. Sei C eine Kategorie, seien A,B Objekte in C. Ein kategoriellesProdukt (auh kurz Produkt) von A und B ist ein Tripel (C, p, q) derart, dass(1) C ∈ obj(C), p ∈ MorC(C,A), q ∈ MorC(C,B).(2) Für alle Tripel (D,ϕ,ψ) (mit D ∈ obj(C), ϕ ∈ MorC(D,A), ψ ∈ MorC(D,B))existiert genau ein h ∈MorC(D,C), so dass ϕ = p ◦ h, ψ = q ◦ h.
A C B

D

p q

ϕ ψ
∃!hBemerkung. Das kategorielle Produkt ist o�enbar ein universelles Objekt.Allgemeiner stellt sih die Frage so:Frage. Ist C als Kategorie gegeben, hat dann C Produkte für je zwei Objekte?De�nition 7.3. (Verallgemeinerung) Sei C eine Kategorie, n ∈ N (n ≥ 2), A1, · · · , AnObjekte in C. Ein Produkt von A1, · · · , An ist ein (n+ 1)-Tupel (C, p1, · · · , pn) mit(1) C ∈ obj(C), ∀i ∈ {1, · · · , n} : pi ∈ MorC(C,Ai)(2) Für alle Tupel (D,ϕ1, · · · , ϕn) mit (1) gibt es genau ein h ∈ MorC(D,C) derart, dass

pi ◦ h = ϕi für alle i ∈ {1, · · · , n}.
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7 Algebraishe Geometrie II
A1

A2

C
... D

An

p1

p2

pn

ϕ1

ϕ2

ϕn

∃!hBemerkung 1.(1) Falls das Produkt einiger Objekte existiert, so ist es bis auf Iso-morphie (in C) eindeutig.(2) Bezeihnet man ein Produkt von A1, · · · , An mit Qn
i=1Ai = A1 ×

A2 × . . .×An, so ist für σ ∈ Sn

nY
i=1

Ai ∼=C

nY
i=1

Aσ(i)und es ist für n ∈ {2, · · · , s− 1}:
nY
i=1

Ai ∼=C

 
sY
i=1

Ai

!
×
�

nY
i=s+1

Ai

�Insbesondere ist
nY
i=1

Ai ∼=C A1 × (A2 × (. . .× (An−1 ×An) . . .))Beispiel 7.1.1. In der Kategorie Ens der Mengen ist für X,Y ∈ obj(Ens) das kartesisheProdukt X×Y mit den kanonishen Projektionen πX : X×Y → X und πY : X×Y → Yein (kategorielles) Produkt von X und Y .Beispiel 7.1.2. Ist C = Top, X,Y ∈ obj(Top), dann ist X×Y mit der Produkttopologieund den kanonishen Projektionen ein kategorielles Produkt.Beispiel 7.1.3. Für C = Mfdiff , die Kategorie der di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten,ist X×Y mit Produkttopologie und der durh Produktatlas eindeutig festgelegten Di�e-renzierbarkeitsstruktur sowie den kanonishen Projektionsabbildungen ein kategoriellesProdukt.De�nition 7.4. Ein Koprodukt von A,B ∈ obj(C) (oft mit A∐B bezeihnet) ist einA∐ B Produkt von A und B in der oppositionellen Kategorie Co (analog für höhere Produkte).Bemerkung. Das heiÿt, (C, p, q) ist ein Koprodukt von A und B, falls(1) C ∈ obj(C), p ∈ MorC(A,C), q ∈ MorC(B,C)360



7.1 Produkte und komplette Varietäten(2) Für alle Tripel (D,ϕ,ψ) (mit D ∈ obj(C), ϕ ∈ MorC(A,D), ψ ∈ MorC(B,D))existiert genau ein h ∈ MorC(C,D), so dass ϕ = h ◦ p, ψ = h ◦ q.
A C B

D

p q

ϕ ψ
∃!hProdukte in Vara�kWir wissen (Satz 6.6.4), dass Vara�k kategoriell äquivalent ist zu k-Algee,red, der Kategorieder endlih erzeugten reduzierten k-Algebren, mittels der kontravarianten Funktoren

A[�] : Vara�k −→ k-Algee,red
(X,OX ) 7−→ OX(X) =: A[X]

An
k ⊇W 7−→ A[W ] := k[X1, · · · ,Xn]�I(W )und

Specm : k-Algee,red −→ Vara�k
B 7−→ (Specm(B),OSpecm(B))Das heiÿt, die Produkte in Vara�k entsprehen den Koprodukten in k-Algee,red. Undletzteres Problem kann sogar etwas allgemeiner gelöst werden.Sei R ein (wie immer kommutativer und unitärer) Ring, seien R ϕ−→ A und R ψ−−→ Bzwei R-Algebren (mit Strukturmorphismen).Ziel. Konstruktion eines Koproduktes von (A,ϕ) und (B,ψ) in R-Alg.Satz 7.1.1. In R-Alg existieren Koprodukte (von endlih vielen

R-Algebren), für jeden Ring R.Beweis. A und B sind (via ϕ und ψ) auh R-Moduln, und damit existiert A⊗R B als
R-Modul. Für (a, b) ∈ A×B hat man die Abbildung

θ(a,b) : A×B −→ A⊗R B
(α, β) 7−→ θ(a,b)(α, β) := a · α⊗ b · β.

θ(a,b) ist bilinear, liftet (aufgrund der Universaleigenshaft des Tensorproduktes) also zu
θ̂(a,b) : A⊗R B −→ A⊗R B

rX
i=1

ai ⊗ bi 7−→
rX
i=1

(a · ai ⊗ b · bi),
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7 Algebraishe Geometrie IIwas ein Endomorphismus in A⊗R B ist. Damit hat man auh eine Abbildung
θ̂ := θ̂� : A×B −→ EndR(A⊗R B).

(a, b) 7−→ ⊗̂(a,b)

θ̂ ist ebenfalls bilinear, liftet also zum R-Modulhomomorphismus
ˆ̂
θ : A⊗R B −→ EndR(A⊗R B)

a⊗ b 7−→ θ̂(a,b)

θ̂(a,b)(α⊗ β) = a · α⊗ b · β.

ˆ̂
θ wiederum liefert eine Multiplikationsabbildung :

· : (A⊗R B)× (A⊗R B) −→ A⊗R B

(t, s) 7−→ t · s :=
ˆ̂
θ(t)(s)�X

i

ai ⊗ bi,
X
j

αj ⊗ βj

�
7−→

X
i,j

(ai · αj)⊗ (bi ⊗ βj)Man sieht sofort, dass (A⊗RB,+, ·) ein (k&u-)Ring ist, und sogar R-Algebra mit Struk-turmorphismus jA ◦ ϕ = jB ◦ ψ (d.h. das folgende Diagramm ist kommutativ:)
R A a

B A⊗R B a⊗ 1B

b 1A ⊗ b

ϕ

ψ jA

jBEs bleibt zu zeigen, dass (A ⊗R B, jA, jB) wirklih ein Koprodukt in R-Alg ist, d.h. dieUniversaleigenshaft erfüllt. Sei also D eine beliebige R-Algebra mit zwei R-Algebra-Homomorphismen f : A→ D und g : B → D.Wir müssen zeigen, dass es dann genau eine gemeinsame Faktorisierung h ∈
HomR-Alg(A⊗R B,D) gibt, so dass das folgende Diagramm kommutiert:

A A⊗R B B

D

jA jB

f g
∃!hEindeutigkeit: Angenommen, es gäbe eine solhe Faktorisierung h : A⊗R B. Dann gilt

h(a⊗ 1) = (h ◦ jA)(a)

= f(a)362



7.1 Produkte und komplette Varietätensowie
h(1 ⊗ b) = (h ◦ jB)(b)

= g(b),Damit ist
h(a⊗ b) = h((a ⊗ 1) · (1⊗ b))

= h(a⊗ 1) · h(1⊗ b)
= f(a) · g(b)Damit (und additiver Fortsetzung) ist h � falls existent � eindeutig durh f und gbestimmt.Existenz: Wir betrahten die bilineare Abbildung

λ : A×B −→ D

(a, b) 7−→ f(a) · g(b),welhe liftet zu
h : A⊗R B −→ D

a⊗ b 7→ λ(a, b) = f(a) · g(b),und hier ist o�enbar (h ◦ jA)(a) = h(a⊗ 1) = f(a) · g(1) = f(a) sowie (h ◦ jB)(b) =
h(1 ⊗ b) = f(1) · g(b) = g(b), d.h. h erfüllt die Bedingung.Frage. Existieren Koprodukte auh in den Unterkategorien k-Algee und k-Algred? Bzw.landet (A⊗R B) in k-Algee bzw. k-Algred, falls A und B aus k-Algee bzw. k-Algred?Satz 7.1.2. (Tensorprodukte von Faktormoduln)Seien R ein Ring,

0→ E′ f−֒→ E
g
−−−։ E′′ → 0und

0→ F ′ s−֒→ F
t−−։ F ′′ → 0zwei kurze exakte Sequenzen von R-Moduln. Dann gilt:(1) Die Abbildung

g ⊗ t : E ⊗R F −→ E′′ ⊗ F ′′

x⊗ y 7−→ g(x) ⊗ t(y) (und additive Fortsetzung)ist surjektiv.(2) ker(g ⊗ t) = im(f ⊗ idF ) + im(idE ⊗f)(3) E′′ ⊗R F ′′ ∼= E ⊗R F�im(f ⊗ idF ) + im(idE ⊗s) 363



7 Algebraishe Geometrie IIKorollar. Sei k Körper.(1) Seien k[X1, · · · ,Xn] und k[Y1, · · · , Ym] zwei Polynomringe über k.Dann ist
k[X1, · · · ,Xn]⊗k k[Y1, · · · , Ym]

∼−−→ k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym],als Lift von
k[X1, · · · ,Xn]× k[Y1, · · · , Ym] −→ k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym]

(f(X1, · · · ,Xn), g(Y1, · · · , Yn)) 7−→ f(X1, · · · ,Xn) · g(Y1, · · · , Yn)(2) Seien A und B endlih erzeugte k-Algebren. Dann ist A⊗kB wiederendlih erzeugte k-Algebra.Beweis des Korollars.(1) Für eine bilineare Abbildung ϕ : k[X1, · · · ,Xn] × k[Y1, . . . Ym] → D (mit einembeliebigen k-Vektorraum D) de�nieren wir die Abbildung
ϕ̂ : k[X1, · · · ,X][Y1, · · · , Yn] −→ DX

(i1,···,im)

Pi1,···,im(X) · Y i1
1 · . . . · Y im

m 7−→
X

(i1,···,im)

ϕ
�
Pi1,···,im(X), Y i1

1 · . . . · Y im
m

�Für (f, g) ∈ k[X1, · · · ,Xn]× k[Y1, · · · , Ym] ist dann
ϕ̂(f(X) · g(Y)) = ϕ̂

�
f(X) ·

X
(i1,···,im)

bi1...im · Y i1
1 · . . . Y im

m

�
= ϕ̂

� X
(i1,···,im)

bi1...im · f(X) · Y i1
1 · . . . Y im

m

�und nah unserer De�nition von ϕ̂ ist das
=

X
(i1,···,im)

ϕ
�
bi1...im · f(X), Y i1

1 · . . . Y im
m

�
=

X
(i1,···,im)

ϕ
�
f(X), bi1...im · Y i1

1 · . . . Y im
m

�
= ϕ

�
f(X),

X
(i1,···,im)

bi1...im · Y i1
1 · . . . Y im

m

�
= ϕ(f(X), g(Y)).
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7.1 Produkte und komplette VarietätenWir haben also · ◦ ϕ̂ = ϕ (für alle ϕ und D), das heiÿt,
(k[X1, · · · ,Xn][Y1, · · · , Ym] = k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym], ·)erfüllt die Universaleigenshaft des Tensorproduktes, es ist also

k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym] ∼= k[X1, · · · ,Xn]⊗k k[Y1, · · · , Ym].(2) Sei etwa A ∼= k[X1, · · · ,Xn]�a, B ∼= k[Y1, · · · , Yn]�b. Dann ist nah dem Satz
A⊗k B ∼= k[X1, · · · ,Xn]⊗k k[Y1, · · · , Ym]�a · k[Y1, · · · , Ym] + k[X1, · · · ,Xn] · bund nah (1)

∼= k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym]�a · k[Y1, · · · , Yn] + b · k[X1, · · · ,Xn]

∼= k[X1, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym]�Ideal(a ∪ b),und dies ist als Faktorring einer endlih erzeugten k-Algebra ebenfalls endlih erzeugt.Beweis von Satz 2. Seien also R ein Ring,
0→ E′ f−֒→ E

g
−−−։ E′′ → 0und

0→ F ′ s−֒→ F
t−−։ F ′′ → 0zwei kurze exakte Sequenzen von R-Moduln. Dann induzieren g und t eine R-bilineareAbbildung

⊗ ◦ (g × t) : E × F −→ E′′ ⊗R F ′′

(x, y) 7−→ g(x) ⊗ t(y),welhe also zur R-linearen Abbildung
g ⊗ t : E ⊗R F −−։ E′′ ⊗R F ′′

x⊗ y 7−→ g(x) ⊗ t(y)
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7 Algebraishe Geometrie IIliftet. Wir haben das folgende kommutative Diagramm:
E′ ⊗ F ′ E ⊗ F ′ E′′ ⊗ F ′ 0

E′ ⊗ F E ⊗ F E′′ ⊗ F 0

E′ ⊗ F ′′ E ⊗ F ′′ E′′ ⊗ F ′′ 0

0 0 0

f⊗idF ′ g⊗idF ′

f⊗idF g⊗idF

f⊗idF ′′ g⊗idF ′′

idE′ ⊗s

idE′ ⊗t

idE ⊗s

idE ⊗t

idE′′ ⊗s

idE′′ ⊗t

f⊗s

g⊗t

g⊗s

f⊗t

Die Zeilen und Spalten sind exakt, weil � ⊗ X und X ⊗ � ja rehtsexakte Funktorensind. Davon betrahten wir im folgenden Ausshnitte.(1) g ⊗ t ist surjektiv, weil g und t dies sind.(2) Wir müssen jetzt also ker(g ⊗ t) berehnen. Sei ξ ∈ ker(g ⊗ t). Wegen (g ⊗ t)(ξ) = 0

E ⊗ F E′′ ⊗ F

E′′ ⊗ F ′′

g⊗idF

idE′′ ⊗t
g⊗t ist auh

(idE′′ ⊗t)((g ⊗ idF )(ξ)) = 0,also
(g ⊗ idF )(ξ) ∈ ker(idE′′ ⊗t).Aufgrund der Exaktheit von E′′ ⊗ F ′ idE′′ ⊗s−−−−−−→ E′′ ⊗ F idE′′ ⊗t−−−−−→ E′′ ⊗ F ′′ → 0 istdamit
(g ⊗ idF )(ξ) ∈ im(idE′′ ⊗s),d.h. es existiert ein η ∈ F ′′ ⊗ F mit
(idE ⊗s)(η) = (g ⊗ idF )(ξ).Da auh g ⊗ idF ′ surjektiv ist, gibt es ein ω ∈ E ⊗ F ′ mit

η = (g ⊗ idF ′)(ω).Nun betrahten wir das folgende (kommutative) Teildiagramm:
E ⊗ F ′ E′′ ⊗ F ′

E ⊗ F E′′ ⊗ F

g⊗idF ′

idE′′ ⊗sidE ⊗s

g⊗idF

g⊗s366



7.1 Produkte und komplette VarietätenEs ist hierbei
(g ⊗ idF )(ξ) = ((idE ⊗s) ◦ (g ⊗ idF ′))(ω)

= (g ⊗ s)(ω)

= ((g ⊗ idF ) ◦ (idE ⊗s))(ω),wir haben also
(g ⊗ idF )(ξ − (idE ⊗s)(ω)) = 0,

(ξ − (idE ⊗s)(ω)) ∈ ker(g ⊗ idF ),und da auh E′ ⊗ F f⊗idF−−−−−→ E ⊗ F g⊗idF−−−−−→ E′′ ⊗ F exakt ist:
(ξ − (idE ⊗s)(ω)) ∈ im(f ⊗ idF )Es existiert also ein α ∈ E′ ⊗ F mit

(f ⊗ idF )(α) = ξ − (idE ⊗s)(ω)

⇒ ξ = (f ⊗ idF )(α) + (idE ⊗s)(ω)

∈ im(f ⊗ idF ) + im(idE ⊗s)Insgesamt haben wir also die Inklusion
ker(g ⊗ t) ⊆ im(f ⊗ idF )| {z }

=ker(g⊗idF )

+ im(idE ⊗s)| {z }
=ker(idE ⊗t)

,und die umgekehrte Inklusion ist durh die Inklusionen ker(g⊗ idF ) ⊆ ker(g⊗ t) und
ker(idE ⊗t) ⊆ ker(g ⊗ t) auh gegeben. Wir haben also insgesamt

ker(g ⊗ t) = im(f ⊗ idF ) + im(idE ⊗s).Der Homomorphie-Satz liefert aus (1) und (2) einen R-Modul-Isomorphismus
E ⊗ F�im(f ⊗ idF ) + im(idE ⊗s)

∼= E′′ ⊗ F ′′,welher sih auh als R-Algebra-Isomorphismus erweist.Fazit. Auh in k-Algee existieren Koprodukte.
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.1.3. In der Kategorie k-Algee,red ist A ⊗k B ebenfalls einKoprodukt.Beweis. Zu zeigen ist, dass für reduzierte, endlih erzeugte k-Algebren A⊗kB ebenfallsreduziert ist.Sei also t =
Pr
i=1 ai ⊗ bi ∈ Nil(A⊗k B). (Zu zeigen ist t = 0.)Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei r minimal gewählt, also {a1, · · · , ar} und

{b1, · · · , br} jeweils k-frei. Betrahte für m ∈ Specm(A) die Tensorabbildung ψm, gegebendurh
A⊗k B

πm⊗idB−−−−−−−։ A�m⊗k B
∼−−→ k ⊗k B ∼= B

ψmDabei ist die erste Isomorphie gegeben durh das Extensionslemma aus AlgebraisherGeometrie I (Satz 6.5.9, mit k = k).k
i−֒→ A

πm−−։ A�m

k

∼ Da t ∈ Nil(A⊗k B) ist, ist auh
ψm(t) ∈ Nil(B),also
ψm(t) = 0,

rX
i=1

[ai]m · bi = 0Da nun die {b1, · · · , br} k-frei sind, ist
∀i ∈ {1, · · · , r} : [ai]m = [0]m,und zwar für alle m ∈ Specm(A), d.h.

ai ∈ m ∀m ∈ Specm(A)

ai ∈
\

m∈Specm(A)

m,und weil B eine endlih erzeugte k-Algebra ist, ist dies (nah Bemerkung 2 auf Seite 279)äquivalent zu
ai ∈

È
(0)

= (0), weil B reduziert ist.Damit ist t = 0 und A⊗k B ist reduziert, also ein Koprodukt in k-Algee,red.
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7.1 Produkte und komplette VarietätenSatz 7.1.4. Auh in k-Algee,IntB, der Kategorie der endlih erzeugten
k-Integritätsalgebren, ist A⊗k B ein Koprodukt von A und B.Beweis. Seien t =

Pr
i=1 ai ⊗ bi, σ =

Ps
j=1 αj ⊗ βj ∈ A ⊗k B mit t · σ = 0. OhneBeshränkung der Allgemeinheit seien r und s jeweils minimal gewählt, so dass {bi}i und

{βj}j jeweils k-frei sind.Wir haben wieder ψm : A⊗k B → A�m⊗k B ∼= B, mit
ψm(t) · ψm(σ) = ψ(t · σ) = ψ(0) = 0.Da B ein Integritätsbereih ist, ist mindestens einer der Faktoren 0, ohne Beshränkungder Allgemeinheit etwa 0 = ψm(t) =

Pr
i=1[ai]m · bi. Da {b1, · · · , br} ein k-freies Systemist, muss (analog zum letzten Beweis) [ai]m = 0 sein für alle i und m, also ai = 0 unddamit t = 0.Korollar. In Vara�k existieren Produkte, ebenso in Vara�,irrk (derKategorie der irreduziblen a�nen Varietäten).Beshreibung der algebro-geometrishen ProdukteSeien X und Y a�ne Varietäten, A := OX(X), B := OY (Y ), also (X,OX ) ∼=

(Specm(A),OSpecm(A)) und (Y,OY ) ∼= (Specm(B),OSpecm(B)). Nah obigen Sätzen istalso Specm(A⊗kB) ein Produkt von X und Y in Vara�k . Nun haben wir ja ebenfalls dasmengentheoretishe Produkt X × Y , und mengentheoretish (d.h. in Ens) haben wir
X × Y Specm(A) × Specm(B)

Homk-Alg(A, k) ×Homk-Alg(B, k)
Specm(A⊗k B) Homk-Alg(A⊗k B, k)

∼

ker× ker∼

ϑ∼

ker

∼

βx×βy

∼

β

∼ψ

∼

als Bijektionskette. Hierbei sind βX : X → Homk-Alg(A, k) und βY : Homk-Alg(B, k) diebekannten Bewertungsfunktionen, ebenso wie β : X × Y → Homk-Alg(A⊗B, k).Wir nehmen nun X × Y (als Mengen-Produkt) und transportieren via ψ die a�neVarietätenstruktur von (Specm(A×B),OSpecm(A×B)) darauf.Eine Topologie-Basis auf X × Y ist nun gegeben durh
BX×Y =

(
D(t)

����� t =
X
i

fi ⊗ gi ∈ OX(X)⊗ OY (Y )

)
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7 Algebraishe Geometrie IImit
D(t) = {(x, y) ∈ X × Y | t(x, y) 6= 0}

=

(
(x, y) ∈ X × Y

�����X
i

fi(x) · gi(x) 6= 0

)De�nition 7.5. Diese Topologie heiÿt Zariski-Topologie von X × Y , und X × Ymit OX×Y (D(T )) := (OX(X) ⊗ OY (Y ))t (üblihe Lokalisierung) und den Projektionen
πX : (X × Y,OX×Y )→ (X,OX ) und πY : (X × Y,OX×Y )→ (Y,OY ) heiÿt das Produktvon (X,OX ) und (Y,OY ).Ahtung. Die Zariski-Topologie auf X×Y ist i.a. niht die Produkttopologie der Zariski-Topologien auf X und Y , sondern feiner als diese.Jede Basismenge der Produkttopologie ist von der Form D(f)×D(g) = D(f ⊗g), alsoauh eine Basismenge der Zariski-Topologie des Produktes. Die Umkehrung gilt niht:Beispiel 7.1.4. In A1

k × A1
k (mit unendlihem k) ist

A1
k × A1

k \∆A1
k

= D(T1 ⊗ 1− 1⊗ T2) =: EZariski-o�en, aber niht o�en in der Produkt-Topologie, E enthält niht einmal eineo�ene Basismenge D(f)×D(g) 6= ∅:
D(f)×D(g) ⊆ E

⇒ V (f ⊗ g) ⊇ ∆A1
k

⇒ ∀t ∈ k : (f ⊗ g)(t, t) = 0

⇒ ∀t ∈ k : f(t) · g(t) = 0

⇒ f oder g hat unendlih viele Nullstellen
⇒ f = 0 oder g = 0

⇒ D(f)×D(g) = ∅,Produkte in PreVarkSei k = k (algebraish abgeshlossener Körper), X eine k-Prävarietät, Y auh, etwa
X =

Sr
i=1 Ui, Ui ∈ Offa�(X), Y =

Ss
j=1 Vj , Vj ∈ Offa�(X).Ziel. Wir wollen das mengentheoretishe Produkt X×Y mit einer Topologie und Struk-turgarbe OX×Y von k-wertigen Funktionen versehen, so dass(1) (X × Y,OX×Y ) eine Prävarietät und(2) (X × Y,OX×Y ) sogar Produkt von (X,OX ) und (Y,OY ) in PreVark ist.
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7.1 Produkte und komplette VarietätenMengentheoretish ist ja
X × Y =

 
r[
i=1

Ui

!
×
�

s[
j=1

Vj

�
=

r[
i=1

s[
j=1

Ui × Vj,und die Ui×Vj sind a�ne Varietäten nah der Produktkonstruktion für a�ne Varietäten.Wir de�nieren eine Topologie auf X × Y durh
Off(X × Y ) :=

(
U ⊆ X × Y

����� ∀(i, j) ∈ {1, · · · , r} × {1, · · · , s} :

U ∩ (Vi × Vj) ∈ Off(Ui × Vj)

)
Bemerkung 1.(1) X ×Y ist damit ein topologisher Raum, ebenfalls noethersh unddamit quasikompakt.(2) Diese Topologie auf X×Y hängt o�enbar niht von den gewähltena�nen Überdekungen (Ui)i und (Vj)j ab.De�nition 7.6. Auf X × Y mit dieser (induzierten) Topologie ist eine Garbe OX×Y

k-wertiger Funktionen wie folgt de�niert:
∀U ∈ Off(X × Y ) :

OX×Y (U) :=

8><>:f ∈ Abb(U, k)

�������� ∀i, j :

f |U∩(Vi×Vj) ∈ OU∩(Vi×Vj)(U ∩ (Vi × Vj))
= (OX(Ui)⊗ OY (Vj))(U ∩ (Ui ∩ Vj))

9>=>;Bemerkung 2.(1) OX×Y ist wirklih eine Garbe, da durh Verklebung aus den Garben
OUi×Vj

entstanden.(2) (X × Y,OX×Y ) ist dann eine Prävarietät mit a�ner Überdekung
X × Y =

S
i,j Ui × Vj.Satz 7.1.5. In PreVark ist (X × Y,OX×Y ) ein Produkt (das soge-nannte gute Produkt von (X,OX ) und (Y,OY )).
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7 Algebraishe Geometrie IIBeweis. Seien X
f−→ X und Z

g−→ Y Morphismen in PreVark und X =
Sr
i=1 Ui,

Y =
Ss
j=1 Vj a�ne o�ene Überdekungen. Dann ist

Z =
r[
i=1

f−1(Ui) =
s[
j=1

g−1(Vj),wobei die f−1(Ui) und g−1(Vj) o�en in Z sind. Damit ist
Z =

[
(i,j)

f−1(Ui) ∩ g−1(Vj)

=
[
(i,j)

f−1(Ui)∩g−1(Vj)6=∅

f−1(Ui) ∩ g−1(Vj)(endlihe) o�ene Überdekung. Damit hat man die Morphismen
Ui

f−1(Ui) ∩ g−1(Vj)

Vj.

f

gIst W l
ij ∈ Offa�(X × Y ) mit W l

ij ⊆ f−1(Ui) ∩ g−1(Vj) (etwa aus einer a�nen o�enenÜberdekung SlW l
ij = f−1(Ui) ∩ g−1(Vj)), so ergibt sih das Diagramm:

Ui

W l
ij f−1(Ui) ∩ g−1(Vj) Ui × Vj

Vj

f

g

⊆

πUi

πVj∃!hl
ijAufgrund der Universaleigenshaft von Ui × Vj (in Vara�k ) gibt es nun einen (eindeutigbestimmten) Morphismus hlij : W l

ij → Ui × Vj mit hlij(z) = (f(z), g(z)) für alle z ∈W l
ij.Damit verkleben sih die �hlij©(i,j,l)

zu einem Morphismus h : Z → X×Y , h = (f, g).De�nition 7.7. Für (X,Y ) ∈ obj(PreVark)
2 bezeihne (X×Y,Ox×y) das oben de�nierte(X × Y,Ox×y) gute Produkt von (X,OX) und (Y,OY ).Korollar. Seien X f−→ Y und X ′ f ′−−→ Y ′ Morphismen in PreVark.Dann ist auh

f × f ′ : X ×X ′ −→ Y × Y ′

(x, x′) 7−→ (f(x), f ′(x′))ein Morphismus in PreVark.372



7.1 Produkte und komplette VarietätenBeweis. Wir haben folgendes Diagramm von Morphismen in PreVark:
X Y

X ×X ′ Y × Y ′

X ′ Y ′

πX

πX′

πY

πY ′

f

f ′

∃!hDie Universaleigenshaft von Y × Y ′, angewandt auf f ′ ◦ πX′ und f ◦ πX liefert eineneindeutigen faktorisierenden Morphismus h : X ×X ′ → Y × Y ′, welher das Diagrammkommutativ maht. Dabei ist dann für alle (x, x′) ∈ X ×X ′:
πY (h(x, x′)) = f(x),

πY ′(h(x, x′)) = f ′(x)und damit
h(x, x′) = (f(x), f ′(x′))

= (f × f ′)(x, x′).Satz 7.1.6. Sei X ∈ obj(Vara�k ) eine a�ne k-Varietät, X × X das(a�ne!) Produkt mit der Produktstruktur. Dann ist die Diagonale
∆X = {(x, x) | x ∈ X} stets abgeshlossen in X ×X.Beweis. Sei (x, y) ∈ (X × X) \ ∆X beliebig, d.h. x 6= y. Jetzt hat man die bijektiveEvaluierungsabbildung

β : X −̃→ Homk-Alg(OX(X), k)

x 7−→ β(x) : OX(X)→ k

ϕ 7→ ϕ(x)

,daher ist β(x) 6= β(y). Das heiÿt, es gibt ein ϕ ∈ OX(X) mit ϕ(x) = β(x)(ϕ) 6= β(y)(ϕ) =
ϕ(y), und damit ist (x, y) ∈ D(ϕ ⊗ 1 − 1 ⊗ ϕ) ∈ Off(X,X), mit D(ϕ ⊗ 1 − 1 ⊗ ϕ) ⊆
X × Y \ ∆X . O�enbar existiert für alle (x, y) 6∈ ∆X eine solhe Umgebung, damit ist
X × Y \∆X o�en, und ∆X abgeshlossen.Erinnerung. Sei X topologisher Raum, ∅ 6= Z ⊆ X Teilmenge. Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) Z = U ∩A, U o�en in X, A abgeshlossen.(2) Z ∈ Off((Z)

X
).(3) ∀z ∈ Z : ∃Uz ∈ Off(z) : z ∈ Uz, Z ∩ Uz ∈ Abg(Uz).(4) Es existiert eine o�ene Überdekung Z ⊆ Ti∈I Ui, so dass Z ∩ Ui ∈ Abg(Ui) ist füralle i ∈ I. 373



7 Algebraishe Geometrie IIWenn Z die äquivalenten Bedingungen (1) bis (4) erfüllt, so heiÿt Z eine lokal abge-shlossene (oder lokal-abgeshlossene) Teilmenge von X.Erinnerung. Ist (X,OX ) Prävarietät, ∅ 6= Z ⊆ X, Z lokal abgeshlossen, so ist (Z,OX |Z)wieder eine Prävarietät (eine sogenannte Unterprävarietät).Korollar. Seien X,Y ∈ obj(PreVark) und Y f−→ X Morphismus.Dann:(1) ∆X ⊆ X ×X ist lokal abgeshlossen.(2) Γf = {(y, f(y)) | y ∈ Y } (der Graph von f) ist ebenfalls lokal ab-geshlossen, d.h. Unterprävarietät von X × Y .Beweis.(1) Sei X =
Sr
i=1 Ui mit Ui ∈ Offa�(X)∀i. Für alle x ∈ X gilt dann (x, x) ∈ ∆X , und esgibt ein i mit x ∈ Ui, also

(x, x) ∈ Ui × Ui ∈ Offa�(X ×X).O�enbar ist sogar (x, x) ∈ (Ui×Ui)∩∆X = ∆Ui
, und ∆Ui

ist abgeshlossen in Ui×Uinah Satz 7.1.6. Damit ist eine Bedingung für lokal abgeshlossene Mengen erfüllt.(2) Das Diagramm Y XX

f

idX

induziert den Produktmorphismus f× idX : Y ×X → X×X,wobei
Γf = {(y, x) ∈ Y ×X | f(y) = x} = (f × idX)−1(∆X)ist. Da ∆X lokal abgeshlossen und f× idX stetig ist, ist Γf auh lokal abgeshlossen.Fazit. Graphen sind stets lokal abgeshlossen.Separierte Prävarietäten (= Varietäten)De�nition 7.8. Eine k-Prävarietät (X,OX ) heiÿt separiert oder Varietät, falls füralle k-Prävarietäten Y und alle Morphismenpaare f, g : Y =→→ X der Di�erenzkern

Ỹ (f, g) = {y ∈ Y | f(y) = g(y)}abgeshlossen in Y ist.Erinnerung. Diese De�nition entspriht dem kategorialen Hausdor�-Axiom in PreVark.
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7.1 Produkte und komplette VarietätenSatz 7.1.7. Sei X ∈ obj(PreVark). Dann sind folgende Bedingungenäquivalent:(1) X ist k-Varietät (d.h. separiert).(2) ∆X ∈ Abg(X ×X).Beweis.(1) ⇒ (2): Setze Y := X ×X, f := π1, g := π2, dann liefert (1):
∆X = X̃ ×X(π1, π2) ∈ Abg(X ×X).(2) ⇒ (1): Seien X f

=→→
g
X Morphismen. Dann ergibt sih das Diagramm:

X

Y X ×X

X.

(f,g)
π1

π2

f

gWir haben also Ỹ (f, g) = (f, g)−1(∆X), und da (f, g) stetig und nah (2) ∆Xabgeshlossen ist, ist auh Ỹ (f, g) ∈ Abg(Y ).Ahtung. Es gibt niht-separierte Prävarietäten!Beispiel 7.1.5. Betrahte die disjunkte Vereinigung A1
k ∐ A1

k = A1
k × {1, 2} mit denbeiden kanonishen Einbettungen A1

k
j1
=→→
j2

A1
k ∐A1

k, und darauf die Äquivalenzrelation ∼,de�niert durh
(x, 1) ∼ (y, 2)⇔ x = y 6= 0, (x, 1) ∼ (y, 1)⇔ x = y, (x, 2) ∼ (y, 2)⇔ x = y.Dies induziert die Faktor-Prävarietät X := A1

k ∐ A1
k�∼ mit b

b

π

A1
k

A1
k ∐ A1

k
A1
k ∐ A1

k�∼

A1
k

j1

j2

π

Der Di�erenzkern von π ◦ j1 und π ◦ j2 ist dannÝA1
k(π ◦ j1, π ◦ j2) =

�
x ∈ A1

k | π(j1(x)) = π(j2(x))
©

=
�
x ∈ A1

k | π(x, 1) = π(x, 2)
©

=
�
x ∈ A1

k | (x, 1) ∼ (x, 2)
©

= A1
k \ {0} , 375



7 Algebraishe Geometrie IIund das ist keine abgeshlossene Menge in A1
k.Korollar. Weitere äquivalente SepariertheitsbedingungSei X ∈ obj(PreVark). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) X ∈ obj(Vark), d.h. X ist separiert.(2) Für alle Y ∈ obj(PreVark) und alle Morphismen Y

f−→ X gilt:
Γf ∈ Abg(Y ×X).Bemerkung 1.(1) Sei X eine k-Varietät, Z ⊆ X Unterprävarietät (d.h. lokal abge-shlossen in X). Dann ist Z ebenfalls k-Varietät.(2) Seien X und Y k-Varietäten. Dann ist X × Y ebenfalls eine k-Varietät.Beweis.(1) Seien Y f

=→→
g
Z Morphismen in PreVark. Dann haben wir mit der Einbettung Y f

=→→
g

Z
i−֒→ X, und es ist

Ỹ (f, g) = {y ∈ Y | f(y) = g(y)}
= {y ∈ Y | i(f(y)) = i(g(y))}
= Ỹ (i ◦ f, i ◦ g)
∈ Abg(Y ),weil X separiert ist.(2) Seien V f

=→→
g
X×Y Morphismen in PreVark. Mit den kanonishen Projektionen habenwir

V X

X × Y

V Y

πX

πY

πY ◦f

πY ◦g

πX◦g

πX◦f

f

gund es ist o�enbar
Ṽ (f, g) = Ṽ (πX ◦ f, πX ◦ g) ∩ Ṽ (πY ◦ f, πY ◦ g) ∈ Abg(V ),denn es sind ja X und Y separiert.376



7.1 Produkte und komplette VarietätenFrage. Wir wissen, dass a�ne Varietäten separiert sind. Sind auh projektive Varietätensepariert?Ahtung. Es geht hier niht so einfah wie bei a�nen Varietäten, wo ja An
k = A1

k×. . .×A1
kwar, und damit (induktive Anwendung der vorherigen Bemerkung) separiert.Es ist aber Pnk × Pmk 6∼= PN für beliebige n,m,N ≥ 1.Satz 7.1.8. (Groÿes Separiertheitskriterium)Sei X ∈ obj(PreVark), k = k. Dann sind folgende Bedingungen äquiva-lent:(1) X ist eine k-Varietät.(2) ∆X ∈ Abg(X ×X).(3) Für alle Y ∈ obj(PreVark), ∀f ∈ MorPreVark

(Y,X) ist Γf ∈
Abg(Y ×X).(4) ∀U, V ∈ Offa�(X) gilt:(a) U ∩ V 6= ∅ ⇒ U ∩ V ∈ Offa�(X) (nihtleere Durhshnitteo�ener a�ner Mengen sind wieder a�n)(b) Der kanonishe k-Alg-Homomorphismus

OX(U)⊗ OX(V ) −→ OX(U ∩ V )

f ⊗ g 7−→ f |U∩V · g|U∩Vist surjektiv.(5) Es existiert eine endlihe o�ene a�ne Überdekung X =
Sr
i=1 Ui,

Ui ∈ Offa�(X), so dass(a) ∀(i, j) : Ui ∩ Uj 6= ∅⇒ Ui ∩ Uj a�n(b) ∀(i, j) mit Ui ∩ Uj 6= ∅ ist
OX(Ui)⊗ OX(Uj) −→ OX(Ui ∩ Uj)

f ⊗ g 7−→ f |Ui∩Uj
· g|Ui∩Ujsurjektiv.Beweis. Zunähst eine (triviale) Vorbemerkung: Ist f : X → Y Morphismus in Vark, sohaben wir auh die Graphenabbildung γf := (idX , f) : X → X×Y , die o�enbar ebenfallsMorphismus ist. Es ist im(γf ) = γf (X) = Γf , und γf : X

∼−−→ Γf ist Isomorphismus (mitinversem Morphismus π1|Γf
).(1) ⇔ (2) ⇔ (3): Ist bekannt.(4) ⇒ (5): Ist klar (Spezialfall, Existenz der Überdekung wegen Quasi-kompaktheit.)377



7 Algebraishe Geometrie II(2) ⇒ (4): Seien U und V o�en und a�n in X mit U ∩ V 6= ∅. Dann haben wir denInklusionsmorphismus U ∩ V i−֒→ X, und es ist
U ∩ V ∼=γi

Γi ⊆ (U ∩ V )×X ⊆ X ×XDabei ist Γi = {(x, x) | x ∈ (U ∩ V )} = (U×V )∩∆x, wobei U×V a�n ist. Da ∆Xabgeshlossen ist, ist auh Γi abgeshlossen in U × V , also ebenfalls a�n. Damitist auh U ∩ V a�n. Damit haben wir
OX(U ∩ V ) OΓi

(Γi)

OX(U)⊗ OX(V )�I(Γi)

OX(U)⊗ OX(V )

∼
γ∗i

π

ψ

ψ ist surjektiver k-Algebra-Homomorphismus, wobei
ψ(f ⊗ g) = π(f ⊗ g) ◦ γiist, also für x ∈ U ∩ V :

ψ(f ⊗ g)(x) = (f ⊗ g)(x, x)
= f(x) · g(x),

ψ ist also gerade die zu untersuhende kanonishe Abbildung, letztere ist also sur-jektiv.(5) ⇒ (2): Sei X Prävarietät, X =
Sr
i=1 Ui, mit Ui o�en und a�n, und(i) ∀(i, j) ist Ui ∩ Uj a�n, falls niht ∅.(ii) Die kanonishe Abbildung

OX(Ui)⊗ OX(Uj)
ρij−−→ OX(Ui ∩ Uj)

f ⊗ g 7−→ f |Ui∩Uj
· g|Ui∩Ujist surjektiv. Wir müssen nun zeigen, dass ∆X ∈ Abg(X ×X) ist.Wir haben wieder (für Ui ∩ Uj 6= ∅) die Inklusion

Ui ∩ Uj
κ−֒→ Xund deren Graphenabbildung

γκ = (id,κ) : Ui ∩ Uj ∼−−→ Γκ = (Ui × Uj) ∩∆X ,378



7.1 Produkte und komplette Varietätenwas auh a�n ist, da γκ ja ein Isomorphismus ist, und eingebettet ist via
(Ui × Uj) ∩∆X

λ−֒→ Ui × Uj.Dies induziert folgendes Diagramm von k-Algebra-Morphismen:
OX(Ui)⊗k OX(Uj) OΓκ (Γκ)

OX(Ui)⊗k OX(Uj)�ker(ρij)
OX(Ui ∩ Uj)

λ#

γ#
κρij

π

∼Dieses Diagramm ist kommutativ:
(γ#

κ ◦ λ#)(f ⊗ g)(x) = (λ ◦ γκ)#(f ⊗ g)(x)
= (f ⊗ g)((λ ◦ γκ)(x))

= (f ⊗ g)(λ(γκ(x))

= (f ⊗ g)(x, x)
= f(x) · g(x) = ρij(f ⊗ g)(x)Es ist also

γ#
κ ◦ λ# = ρij,und damit ist auh λ# surjektiv, also

Ui × Uj) ∩∆X = Γκ = V (ker(ρij)) = V (ker(λ#)) ⊆ Ui × Uj ,insbesondere also abgeshlossen in Ui×Uj. Da dies für alle (i, j) mit Ui∩Uj 6=
∅ gilt (die zusammen ja eine o�ene Überdekung von X × X bilden), ist
∆X ∈ Abg(X ×X).Korollar. Pnk ist Varietät, und damit ist auh jede quasi-projektiveVarietät separiert.Beweis. Wir haben die üblihe o�ene a�ne Überdekung Pnk =

Sn
i=0D+(Xi), mit

D+(Xi) = {(a0 : . . . : an) ∈ Pnk | ai 6= 0} ∼=PreVark
An
k .Wir prüfen die Bedingung (5) in Satz 7.1.8:(a) Es ist D+(Xi) ∩D+(Xj) = D+(Xi ·Xj), Xi ·Xj ist homogenes Polynom vom Grad2, und nah Satz 6.7.13 ist D+(F ) für homogene F immer a�n.
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7 Algebraishe Geometrie II(b) Wir haben
OPn

k
(D+(Xi ·Xj)) =

(
G

(Xi ·Xj)k

����� k ∈ N0,degG = 2 · k,
G homogen )und

OPn(D+(Xi))⊗k OPn(D+(Xj)) =

(
H

Xν
i

����� deg(H) = ν,

H homogen)⊗ ( L

Xµ
j

����� deg(L) = µ,

L homogen)Der kanonishe Morphismus ist gegeben durh
ψ : OPn(D+(Xi))⊗k OPn(D+(Xj)) −→ OPn

k
(D+(Xi ·Xj))

H

Xν
i

⊗ L

Xµ
j

7−→ H · L
Xν
i ·X

µ
jIst nun

G =
X

(i0,···,in)
i0+...+in=2k

αi0...in ·Xi0
0 · . . . ·Xin

neines der Zählerpolynome für OPn
k
(D+(Xi ·Xj)), so können wir die Indies aufteilenin î0 + . . . + în = k und (i0 − î0) + . . .+ (in − în) = k, und damit G darstellen als

G =
X
...

�
αi0...in ·X î0

0 · . . . ·X în
n

�
·
�
Xi0−î0

0 · . . . ·Xin−în
n

�und damit
G

(Xi ·Xj)k
=
X
...

αi0...in ·X î0
0 · . . . ·X în

n

Xk
i

· X
i0−î0
0 · . . . ·Xin−în

n

Xk
j

= ψ

�X
...

αi0...in ·X î0
0 · . . . ·X în

n

Xk
i

⊗ Xi0−î0
0 · . . . ·Xin−în

n

Xk
j

�Das heiÿt, ψ ist surjektiv.Weitere Beispiele für VarietätenAlgebraishe GruppenDe�nition 7.9. Eine algebraishe Gruppe über k = k ist ein Quadrupel
(G,OG, µ, inv) mit folgenden Eigenshaften:(1) (G,OG) ist eine k-Prävarietät.(2) µ : G×G→ G und inv : G→ G sind Morphismen in PreVark.380



7.1 Produkte und komplette Varietäten(3) (G,µ) ist Gruppe und für g ∈ G gilt µ(g, inv(g)) = eG (d.h. g−1 = inv(g)).Mit anderen Worten: Eine Algebraishe Gruppe ist eine (abstrakte) Gruppe mit �xier-ter Prävarietäten-Struktur derart, dass die Verknüpfung und die Inversenbildung Mor-phismen sind.Beispiel 7.1.6. Lineare algebraishe Gruppen, (d.h. abgeshlossene Untergruppen von
GL(n, k)), etwa
• GL(n, k) = D(det) ⊆ An2

k

• SL(n, k) = V (det−1) ⊆ GL(n, k).Diese Gruppen sind sogar a�n.Satz 7.1.9. Algebraishe Gruppen sind stets separiert, also stetsVarietäten.Beweis. Sei (G,OG, µ, inv) eine algebraishe Gruppe. (Wir wollen zeigen, dass ∆X ∈
Abg(G×G) ist.) Dazu betrahten wir die Morphismenfolge

G×G idG × inv−−−−−−→ G×G µ−→ G

(g, h) 7−−−−−−→ (g, h−1) 7−→ g · h−1 = µ(g, h−1)

= µ(g, inv(h)).Da {eG} ∈ Abg(G) ist (eG bezeihne das neutrale Element von G), ist auh
∆G = (µ ◦ (idG× inv))−1({e}) ∈ Abg(G×G),und damit G separiert.Rationale Gruppenwirkungen auf VarietätenDe�nition 7.10. Sei (G,OG)1 algebraishe Gruppe, X ∈ obj(Vark). Eine rationaleWirkung von G auf X ist eine Gruppenwirkung ϕ : G×X → X (im üblihen Sinne2),wobei ϕ überdies auh ein Morphismus in Vark ist.Beispiel 7.1.7. Sei X = An2

k
∼= Mk(n, n) und G := GL(n, k). Dann ist

ϕ : GL(n, k)×Mk(n, n) −→Mk(n, n)

(S,A) 7−→ S ·A · S−1eine algebraishe Gruppenwirkung.1(G, OG) sei hier als Kurzshreibweise für (G, OG, ·, �−1) aufgefasst.2ϕ Gruppenwirkung heiÿt ϕ(g · h, x) = ϕ(g, ϕ(h, x)) und ϕ(eG, x) = x. 381



7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung. Ist G × X → X rationale Gruppenwirkung in Vark, so induziert ϕ eineWirkung ϕ̂ von G auf OX(X) via
ϕ̂ : G× OX(X) −→ OX(X)

(g, ψ) 7−→ g · ψ : X → k

x 7→ ψ(g−1 · x)
intertextalso(ϕ̂(g, ψ))(x) = ψ(ϕ(g−1, x)).Bemerkung. Für g ∈ G haben wir

λg : X −→ X

x 7−→ g−1 · x = ϕ(g−1, x)als Morphismus, sogar k-Isomorphismus, weil λg ◦ λg−1 = id.Frage. Ist die Invariantenalgebra
OX(X)G = {f ∈ OX(X) | g · g = f∀g ∈ G}endlih erzeugte k-Algebra, falls OX(X) eine solhe ist?Dies ist eine Variante des 14. Hilbertshen Problems von 1900.Erinnerung. Sei G eine Gruppe, V ein k-Vektorraum, θ : G×V → V lineare Wirkungvon G auf V (d.h. die λg : V → V

x 7→ g · x sind lineare Automorphismen für allle g ∈ G).
θ heiÿt lokal-endlihe Wirkung, falls für alle v ∈ V ein G-invarianter Unterraum

W ⊆ V existiert (d.h. G ·W = W ) mit dimk(W ) <∞ und v ∈W .Dann heiÿt die Gruppendarstellung ρθ : G→ GLk(V )
g 7→ λg

lokal-endlihe Gruppendar-stellung.Satz 7.1.10. Sei G a�ne algebraishe Gruppe, X ∼= Spec(OX(X))a�ne Varietät, ϕ : G ×X → X rationale Wirkung von G auf X (d.h.Morphismus in Vark).Dann ist die induzierte Wirkung ϕ̂ : G × OX(X) → OX(X) lokal end-lih.Beweis. Wir müssen für f ∈ OX(X) einen passenden G-invarianten k-Unterraum Wkonstruieren. Wir haben G und X als a�ne Varietäten, ϕ : G × X → X, also ϕ# :
OX(X) → OX×X(G × X) = OG(G) ⊗k OX(X), es ist also ϕ#(f) =

Pr
i=1 γi ⊗ hi mit

382



7.1 Produkte und komplette Varietäten
r ∈ N, γi ∈ OG(G), hi ∈ OX(X). Andererseits ist

(g · f)(x) = ϕ̂(g, f)(x)

= f(g−1 · x)
= f(ϕ(g−1, x))

= ϕ#(f)(g, x)

=

 
rX
i=1

γi ⊗ hi
!

(g−1, x)

=
rX
i=1

γi(g
−1) · hi(x),für alle g ∈ G und x ∈ X. Das heiÿt, wir haben

g · f = ϕ̂(g, f)

=
rX
i=1

γi(g
−1)| {z }

∈k

·hi,und damit ist für g ∈ G
g · f ∈ spank {h1, · · · , hr} ,was ein endlih-dimensionaler k-Vektorraum ist (dim(. . . ) ≤ r). Es ist also auh Wf :=

spank({g · f | g ∈ G}) (ein Unterraum davon) endlih-dimensional. Wf enthält f = e · fund ist G-invariant, und damit ist die induzierte Wirkung ϕ̂ lokal-endlih.Korollar. Seien G a�ne Gruppe, X a�ne Varietät, ϕ : G×X → Xrationale Wirkung, ϕ̂ die induzierte Wirkung auf OX(X).Dann ist OX(X) = k[θ1, · · · , θs] mit spank({θ1, · · · , θs}) G-invariantund dimk(spank({θ1, · · · , θs})) = s.Beweis. Sei OX(X) = k[η1, · · · , ηt] beliebige Darstellung von OX(X) als endlih er-zeugte k-Algebra. Nah Satz 7.1.10 gibt es für jedes der ηi einen G-invarianten k-Untervektorraum Wηi
von OX(X) mit dimk(Wηi

) <∞. Es ist damit
spank(η1, · · · , ηt) ⊆

tX
i=1

Wηi
= spank(θ1, · · · , θs),letzteres via Basiswahl. Dies ist als Summe G-invarianter Räume immer noh G-invariant,und es ist

OX(X) = k[η1, · · · , ηt] ⊆ k[θ1, · · · , θs] ⊆ k[η1, · · · , ηt],also insgesamt
OX(X) = k[θ1, · · · , θs],wobei die θi linear unabhängig sind und einen G-invarianten k-Unterraum aufspannen.
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7 Algebraishe Geometrie IIErinnerung. Sei G eine algebraishe lineare Gruppe (d.h. G ⊆ GL(n, k) abgeshlosseneUntergruppe). G heiÿt reduktive Gruppe, falls für jede endlih-dimensionale Darstel-lung ρ : G→ GL(V ) mit dimk(V ) <∞ mit induzierter Wirkung
ϕρ : G× V −→ V

(g, x) 7−→ ρ(g)(x)gilt:Ist W ⊆ V ein G-invarianter Unterraum, so existiert ein G-invarianter Unterraum
W ′ ⊆ V derart, dass V = W ⊕W ′.Aus der Algebraishen Geometrie I kennen wir folgendeFakten über lineare reduktive Gruppen. Sei G reduktive li-neare Gruppe (also insbesondere a�n).(a) Ist G×V ϕ−→ V lokal endlihe Wirkung auf einem k-Vektorraum Vund ist V G := {v ∈ V | g · v = v} der Unterraum der g-invariantenElemente von V , so existiert genau ein G-invarianter Unterraum

VG mit VG ⊕ V G = V .(b) Die eindeutige k-lineare Projektionsabbildung (Vektorraumepimor-phismus) RV := Rϕ : V ։ V G heiÿt der Reynoldsoperator (auf
V bzgl. der Wirkung ϕ der Gruppe G).() Ist G × A ϕ−→ A lokal-endlihe Wirkung von G auf einer endliherzeugten k-Algebra A, so ist für f ∈ AG und h ∈ A immer RA(f ·
h) = f · (RA(h)).Satz 7.1.11. (Endlihkeitssatz von Hilbert-Nagata-Mumford)Sei G a�ne reduktive algebraishe Gruppe, X ∼= Specm(OX(X)) einea�ne Varietät, ϕ : G ×X → X eine rationale Wirkung von G auf X,

ϕ̂ : G× OX(X)→ OX(X) die induzierte Wirkung.Dann ist
OX(X)G = {f ∈ OX(X) | g · f = f∀g ∈ G}

= {f ∈ OX(X) | f(g · x) = f(x)∀(g, x) ∈ G×X}eine endlih erzeugte k-Algebra.Beweis. ϕ̂ ist nah Satz 7.1.10 lokal endlihe Wirkung, und nah dem folgenden Ko-rollar haben wir also OX(X) = k[θ1, · · · , θs] mit G-invariantem W = spank(θ1, · · · , θs),
dimkW = s. G operiert auf W lokal endlih (da W endlih-dimensional),

ϕ̂|G×W : G×W −→W384



7.1 Produkte und komplette VarietätenDamit operiert G auh auf dem Dualraum W ∗:
G×W ∗ −→W ∗

(g, h) 7−→ g · h : W → k

v 7→ h(g−1 · v) = h(v(g ·�))und damit auh auf
Symd(W ∗, k) =

8<:ψ : W ∗ × . . .×W ∗| {z }
d mal → k

������ψ ist d-linear und symmetrish9=;mittels
G× Symd(W ∗, k) −→ Symd(W ∗, k)

(g, ψ) 7−→ g · ψ : (W ∗)d → k

(h1, · · · , hd) 7−→ ψ(g−1 · h1, · · · , g−1 · hd)(Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass Symd(W ∗, k) ebenfalls endlih-dimensionalist, mit dimk(Symd(W ∗, k)) =
�
s+d−1
d

�, eine Basis ist {ψi1...id | 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ id ≤ s},mit ψi1...is(θk1 , · · · , θkd
) = δi1k1 · . . . · δidkd

.) G operiert damit (summandenweise) auh aufdem k-Vektorraum
Sym(W ∗) =

M
d≥0

Symd(W,k)

= k ⊕W ⊕ Sym2(W ∗, k)⊕ . . . ,Diese Wirkung bleibt ebenfalls lokal-endlih. Analog dazu gibt es nun den Po-lynomring k[X1, · · · ,Xs] und darin die Mengen (k-Untervektorräume) Sd =
{f ∈ k[X1, · · · ,Xs] | f homogen,deg f = d} der homogenen Polynome. Es ist

k[X1, · · · ,Xs] =
X
d≥0

Sdund dimk(Sd) =
�
s+d−1
d

�, mit Basis {Xµ1
1 · . . . X

µs

S | µ1 + . . . µs = d}. Diese Betrahtungführt natürlih zum den k-Vektorraumisomorphismen
Θd : Symd(W ∗, k)

∼−−→ Sd

ψi1...id 7−→ Xi1 · . . . ·Xid ,welhe sih zusammensetzen zu einem k-Vektorraum-Isomorphismus
Θ : Sym(W ∗)

∼−−→ k[X1, · · · ,Xs]. 385



7 Algebraishe Geometrie IIDadurh erhält auh Sym(W ∗) eine k-Algebra-Struktur, und SymW ist als k-Algebraisomorph zu k[X1, · · · ,Xs] (niht kanonish, sondern abhängig von der Basiswahl
{θ1, · · · , θs} von W .) G operiert auf Sym(W ∗) lokal endlih und graderhaltend, unddamit wird

Θ : Sym(W ∗)
∼−−→ k[X1, · · · ,Xs]ein G-äquivarianter Isomorphismus der k-Algebren. Dieser induziert (durh Verkettungmit Xi 7→ θi) einen surjektiven k-Algebra-Homomorphismus

ϑ : Sym(W ∗) −−։ k[θ1, · · · , θs] = OX(X)

ψi1...id 7−→ θi1 · . . . · θid ,welher wohlde�niert und ebenfalls G-äquivariant ist. Insgesamt haben wir folgendesDiagramm G-äquivarianter k-Algebra-Homomorphismen:
Sym(W ∗) k[θ1, · · · , θs]

k[X1, · · · ,Xs]

ϑ

Θ
∼

ρDa G immer noh reduktiv ist und ρ surjektiv und äquivariant, ist
ρ|... : k[X1, · · · ,Xs]

G → k[θ1, · · · , θs]Gebenfalls surjektiv. Es genügt also, das folgende Lemma zu zeigen, dann ist unser Satzbewiesen.Lemma. Operiert eine reduktive Gruppe G auf dem Polynomring
k[X1, · · · ,Xs] (lokal endlih und) graderhaltend, so ist k[X1, · · · ,Xs]

Gendlih erzeugte k-Unteralgebra.Beweis des Lemmas. Sei also G × k[X1, · · · ,Xs] → k[X1, · · · ,Xs] graderhaltende Wir-kung und G reduktiv. Dann betrahten wir das Ideal
I := Idealk[X1,···,Xn]

�8><>:f ∈ k[X1, · · · ,Xs]

�������� deg f ≥ 1,

f homogen,
f G-invariant9>=>;�

= Idealk[X1,···,Xn]

�[
g≥0

SGd

�Da k[X1, · · · ,Xs] noethersh ist3, ist I endlih erzeugtes Ideal, also etwa
I = (h1, · · · , hr), hi ∈ SGdi

,deg(hi) = di ≥ 13Hilberts Basissatz, übrigens für diesen Beweis 1890 gefunden386



7.1 Produkte und komplette VarietätenBehauptung. Es ist SGd ⊆ k[h1, · · · , hr] für alle d ≥ 0.Dies zeigen wir per Induktion über d:Induktionsanfang: Für d = 0 ist o�enbar S0 = SG0 = k ⊆ k[h1, · · · , hr].Induktionsshluss: Sei f ∈ SGd . Dann ist f ∈ I, also f =
Pr
i=1 gi · hi, wobei hi homogenvom Grad di ist, also muss gi (falls niht 0) homogen vom Grad d − di sein, also

gi ∈ Sd−di
, mit d− di < d.Weil G reduktiv ist, gibt es den zugehörigen (ebenfalls graderhaltenden) Reynolds-operator R : k[X1, · · · ,Xs] ։ k[X1, · · · ,Xs]

G, und es ist
f = R(f)

= R

 
rX
i=1

gi · hi
!

=
rX
i=1

R(gi · hi)(hi ist G-invariant)
=

rX
i=1

R(gi) · hiNun ist R(gi) ∈ SGd−di
, und nah Induktionsvorraussetzung R(gi) ∈ k[h1, · · · , hr].Also

f ∈ k[h1, · · · , hr]für alle f ∈ SGd .Damit ist
k[X1, · · · ,Xs]

G =
M

SGd

⊆ k[h1, · · · , hr]
⊆ k[X1, · · · ,Xs]

G,also
k[X1, · · · ,Xs]

G = k[h1, · · · , hr],also endlih erzeugte Unteralgebra.
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7 Algebraishe Geometrie IIKorollar. (Fortsetzungssatz)Sei X a�ne k-Varietät, G a�ne reduktive Gruppe, ϕ : G × X → Xrationale Wirkung von G auf X.Dann gibt es ein s ∈ N sowie eine rationale Wirkung von G auf As
k der-art, dass dazu eine G-äquivariante abgeshlossene Einbettung X →֒ As

kexistiert.Beweis. Konstruiere θ1, · · · , θs wie im Endlihkeitssatz, mit OX(X) = k[θ1, · · · , θs], {θi}
k-frei und spank({θi}i) G-invariant.Dann folgt die Existenz des G-äquivarianten k-Algebra-Homomorphismus

ρ : k[X1, · · · ,Xs] ։ OX(X),so dass es den assoziierten Morphismus gibt,
Specm(OX(X)) Specm(k[X1, · · · ,Xs])

X As
k

f ′

∼ ∼

fmit (f ′)# = f# = ρ (surjektiv), also ist f abgeshlossene Einbettung und G-äquivariant.Korollar. Seien G, X, ϕ wie bisher. Dann gilt:(1) Es gibt eine k-Prävarietät X��G (kategorieller Quotient von Xbzgl. der Wirkung von G) mit einem surjektiven Morphismus
q : X → X��G, welher G-äquivariant ist, wobei die Wirkung von Gauf X��G die triviale Wirkung ist, d.h. q ist auf G-Orbits konstant.(2) Es existiert ein kommutatives Diagramm mit dem topologishenQuotienten X�G (= Orbitmenge):

x q(x)

x X X��G q(x)

G · x X�G G · x

q

pr q̂

Hierbei sind die Fasern von q Vereinigungen von Orbits:
∀y ∈ X��G : q−1(y) =

[
x

q(x)=y

G · x
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7.1 Produkte und komplette VarietätenBeweis. Es ist OX(X)G eine endlih erzeugte k-Algebra, reduziert sowieso. Damitexistiert X��G := Specm(OX(X)G) und die Inklusion OX(X)G →֒ OX(X) induziertden dominanten Morphismus q : X → X��G, welher sogar surjektiv ist, wegen
(a · OX(X)) ∩ OX(X)G = a für alle Ideale a ⊆ OX(X).Frage. Wie ist die (stetige) Abbildung q̂ : X�G → X��G besha�en, d.h. wie sehen dieFasern von q̂ aus?Insbesondere: Wann ist q̂ bijektiv (oder Homöomorphismus), so dass X�G doh dieStruktur einer (eventuell gar a�nen?) Varietät erhält, mit pr ∈ MorPreVark

?Dazu ein universell wihtiges Lemma der algebraishen Geometrie:Lemma. Seien k = k, (X,Y ) ∈ obj(PreVark), f : X → Y Morphis-mus in PreVark, f dominant (d.h. mit dihtem Bild). Dann existiert
U ∈ Off(Y ) mit U ⊆ f(X) ⊆ Y .Beweis.Fall 1: Seien zunähst X und Y a�n sowie X irreduzibel (d.h. f(X) irreduzibel, unddamit f(X)

Y
= Y irreduzibel), mit Specm(OX(X)) = X und Specm(OY (Y )) = Y .Wir haben dann

f# : OY (Y ) →֒ OX(Y )als Monomorphismus der k-Algebren, da f dominant ist, und
A := f#(OY (Y )) ⊆ OX(X) =: B = k[η1, · · · , ηn]als Erweiterung von k-Integritäts-Algebren, mit ηi ∈ B. Mit A ⊆ B haben wir auh

Q(A) ⊆ Q(B), mit Q(A) ⊆ Q(A)·B ⊆ Q(B). Dabei istQ(A)·B = Q(A)[η1, · · · , ηn],also endlih erzeugte Q(A)-Algebra.Nah dem Noethershen Normalisierungslemma (Satz 6.4.2) gibt es eine Zwi-shenalgebra C = Q(A)[θ1, · · · , θs] ∼= Q(A)[T1, · · · , Ts] (θi ∈ Q(A)[η1, · · · , ηn]), d.h.
C transzendent über Q(A), mit endliher Erweiterung C j−֒→ Q(A)[η1, · · · , ηn].Insbesondere existiert ein ρ ∈ A, so dass ρ·θi ∈ A[η1, · · · , ηn] (etwa ein Hauptnennerfür alle θi). Wegen der Endlihkeit der Inklusion j ist j insbesondere auh eine ganzeErweiterung, das heiÿt, die ηi sind Nullstellen ganzer Polynome:Es gibt (für i ∈ {1, · · · , s}) qi ∈ N und (pij)

qi−1
j=0 ∈ Q(A)[T1, · · · , Tn]qi , so dass

ηqii +
qi−1X
j=0

pij(θ1, · · · , θs) · ηji = 0.Auh für die pij gibt es wieder einen Hauptnenner τ ∈ A, so dass
p̂ij := τ · pij ∈ A[T1, · · · , Ts] bzw. τ · oij(θ1, · · · , θs) ∈ A[θ1, · · · , θs] 389



7 Algebraishe Geometrie IIist, für alle i und j. Damit haben wir
0 = τ · ηqii +

qi−1X
j=0

p̂ij(θ1, . . . θs) · ηji

0 = (t · ηi)qi +
qi−1X
j=0

tqi−1−j · p̂ij(θ1, · · · , θs) · (t · ηi)j

= (t · ηi)qi +
qi−1X
j=0

ˆ̂pij(θ1, · · · , θs) · (t · ηi)j ,(*)mit ˆ̂p ∈ A[T1, · · · , Ts] = f#(OY (Y ))[T1, · · · , Ts]. Zunähst ist (*) eine Ganzheits-gleihung für t·ηi über A[θ1, · · · , θs], und weil ηi ∈ (B)t = 1
t ·B, wird das äquivalente�

etai
1

�q
i

+
qi−1X
j=1

ˆ̂pj(θ1, · · · , θs)
tqi−1−j ·

�
ηi
1

�jzu einer Ganzheitsgleihung für ηi über At[θ1, · · · , θs], und θ1, · · · , θs ist o�enbarauh transzendent über At ⊆ Q(A).Fazit.(1) Bt ist ganz über At[θ1, · · · , θs], und wir haben
At ⊆|{z}transzendente ErweiterungAt[θ1, · · · , θs]

ganze Erweiterungz}|{
⊆ Bt(2) Rükübersetzung in die geometrishe Situation:Mit ω ∈ (f#)−1(t) ⊆ OY (Y ) erhalten wir

f#(OY (Y )ω) = f#(OY (Y ))f#(ω)

⊆ f#(OY (Y ))f#(ω)[θ1, · · · , θs]
⊆ OX(X)f#(ω).(3) Insgesamt haben wir das folgende Diagramm:

OY (Y ) OX(X)

OY (Y )ω OY (Y )ω[θ1, · · · , θs] OX(X)f#(ω)

Q(OY (Y )) Q(OX(X))

f#

⊆ f#
ω

Q(f#)

⊆
⊆

⊆
⊆Dabei ist

OY (Y )ω[θ1, · · · , θs] = OY (Y )⊗ k[θ1, · · · , θs] = A[D(ω)× As
k].390



7.1 Produkte und komplette Varietäten(4) Auf die Varietätenebene übertragen ergibt dies:
X Y

D(f#(ω)) D(ω)

D(ω)×As
k

f

f |
D(f#(ω))endlih,dominant

⇒ surjektiv pr1

⊆ ⊆

(5) Damit ist
f |D(f#(ω)) : D(f#(ω)) = f−1(D(ω)) −→ D(ω)selbst surjektiv, also leistet die o�ene Menge D(ω) = f(f−1(D(ω))) ⊆ f(X)das gewünshte.Fall 2: Sei nun X beliebige irreduzible Prävarietät, Y a�n und f : X → Y dominant.(Es ist dann Y = f(X)

Y auh irreduzibel.) X lässt sih bekanntlih überdekendurh a�ne o�ene Mengen, etwa X =
Sr
i=1 Ui, Ui ∈ Offa�(X). Da f(X) diht istin Y , ist

Y = f(X)
Y

= f

 
r[
i=1

Ui

!Y
=

r[
i=1

f(Ui)

Y

=
r[
i=1

f(Ui)
Y
,als Überdekung durh irreduzible (abgeshlossene) Mengen. Aufgrund der Irredu-zibilitätseigenshaft von Y gibt es dann ein i0 ∈ {1, · · · , r} mit

Y = f(Ui)
YDas heiÿt, es ist shon

fi0 := f |Ui0
: Ui0 −→ cl[Y ]f(Ui) = Ydominant, und Ui0 ist a�n. Wir können Fall 1 anwenden und erhalten, dass es eineo�ene Menge W ⊆ f(Ui0) ⊆ f(X) gibt, womit wir fertig sind.Fall 3: Seien X und Y nun beliebige Prävarietäten, X weiterhin irreduzibel, f : X → Ydominant. Sei Y =

Ss
j=1 Vj a�ne o�ene Überdekung von Y . Da f dominant ist,ist f(X) diht in Y , also ist

f(X) ∩ Vj 6= ∅ ∀j ∈ {1, · · · , s} , 391



7 Algebraishe Geometrie IIalso f−1(Vj) 6= ∅ o�en in X (und damit irreduzibel, weil X irreduzibel) mit
fj = f |f−1(Vj) : f−1(Vj) −→ Vj ,wobei Vj a�n ist. Wir können also auf fj Fall 2 anwenden und erhalten

∀j ∈ {1, · · · , s} : ∃Wj ∈ Off(Vj) ⊆ Off(Y ) : Wj ⊆ f(f−1(Vj)).Für die Vereinigung W :=
Ss
j=1Wj gilt nun

W ⊆
s[
j=1

f(f−1(Vj)) = f

�[
j

f−1(Vj)

�
⊆ f(X),wir haben also auh in Fall 3 die Existenz einer passenden o�enen Menge gezeigt.Fall 4: Seien nun X, Y wirklih beliebig und f : X → Y dominant. X und Y seien inirreduzible Komponenten zerlegt via

X =
r[
i=1

Zi

Y =
s[
j=1

SjDa f dominant ist, ist auÿerdem
Y = f(X)

Y

=
r[
i=1

f(Zi)
Yeine weitere Zerlegung in irreduzible Komponenten. Da diese Komponenten eindeu-tig sind, ist s ≤ r und

Sj = f(Zij)
Yfür passende ij (für jedes j � niht unbedingt eindeutig, es können ja mehrere Zi aufdie selbe Komponente Sj abgebildet werden). Betrahten wir nun die (dominanten)Morphismen

fi : Zij → Sj = f(Zij)
YFall 3 liefert uns für alle j ∈ {1, · · · , s}:

∃Wj ∈ Off(Sj) : Wj ⊆ f(Zij ) ⊆ Sj
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7.1 Produkte und komplette VarietätenBetrahten wir nun die Mengen
W̃j := Wj \

[
i6=ij

Si

∈ Off
�
Sij \

[
i6=ij

Si
�und wegen Y =

S
Si ist das

= Off
�
Y \

[
i6=ij

Si|{z}abgeshlossenin Y| {z }abgeshlossen in Y| {z }o�en in Y
�

⊆ Off(Y )Wir haben also die in Y o�enen Mengen
Wj ⊆ f(Zj) ⊆ f(X) ⊆ Y,und mindestens eine davon ist niht leer. Damit ist auh Fall 4 (der allgemeine Fall)erledigt, und das Lemma bewiesen.Anwendungen auf Gruppenwirkungen und QuotientenKommen wir also zurük zum Fall X ∈ Vara�k , G a�ne Gruppe über k, ϕ : G×X → X ra-tionale Wirkung von G auf X. Wir wissen (Hilbert/Nagata/Mumford, Satz 7.1.11): Ist Greduktiv, so ist OX(X)G endlih erzeugt, und damit existiert X��G := Specm(OX(X)G)als a�ne Varietät. Wir haben also

X X��G

X�G

q

pr=G·�
q̃wie üblih, mit

q−1(y) =
[
x∈X
q(x)=y

G · x.Mit dem vorherigen Lemma kommen wir nun zu folgendem Satz:
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.1.12. Sei G reduktive a�ne algebraishe Gruppe, die auf dera�nen Varietät X rational operiert und
x q(x)

x X X��G q(x)

G · x X�G G · x

q

pr q̂

das kommutative Standarddiagramm von Epimorphismen. Dann gilt:(1) Für alle x ∈ X ist G ·x ∈ Off(G ·XY
), d.h. jeder Orbit ist o�en indeinem Abshluss (d.h. der Faser von q, in der er liegt), also lokalabgeshlossen, und damit selbst eine Prävarietät. (Dies gilt immer,auh ohne die Reduktivität der Gruppe und ohne A�nität von X.)(2) Für y ∈ X��G enthält die Faser q−1(y) =

S
x∈X
q(x)=y

G · x genaueinen abgeshlossenen Orbit. (Dies benutzt die Reduktivität von Gentsheidend.)(3) Der kategoriale Quotient X��G ist ein geometrisher Quotient (d.h.
q̂ : G�X → G��X ist sogar bijektiv) genau dann, wenn alle Orbitsvon G abgeshlossen sind (d.h. G operiert mit abgeshlossenen Or-bits).Beweis.(1) Wir haben für jedes x ∈ X das Diagramm

G G× {x} G · x

G×X X

(id,constx)

∼
ϕ|...

ϕx=ϕ(�,x)

ϕ

⊆ ⊆Damit ist o�enbar
ϕx : G −→ G · xX

g 7−→ g · xein dominanter Morphismus. Das Lemma liefert uns die Existenz einer o�enen Menge
U ∈ Off(G · xX), so dass U ⊆ G · x ⊆ G · xX . Für u ∈ U ist dann u = g · x bzw.394



7.1 Produkte und komplette Varietäten
x = g−1 · u für ein g ∈ G, also ist G · x ⊆ G · U ⊆ G · x, d.h. es ist sogar

G · x = G · U =
[
g∈G

g · U|{z}o�en in
G·xX| {z }o�en in G · xX

∈ Off
�
G · xX

�
.O�enbar wurde weder die A�nität noh die Reduktivität verwendet, nur die Ratio-nalität von ϕ und das vorherige Lemma.(2) Sei y ∈ X��G, etwa y = q(x) für ein x ∈ X, so dass

q−1(y) = q−1(q(x))

=
[
z∈X
q(z)=y

G · z

=
[
z∈X
q(z)=y

G · zXBetrahten wir nun die Menge
My =

n
G · zX | G · z ⊆ q−1(y)

o
=
n
G · zX | z ∈ X, q(z) = y

o
⊆ Abg(X)Da X als Varietät insbesondere auh noethersh ist, hat My (als Menge abgeshlos-sener Mengen in X) ein minimales Element, etwa G · x0

X .Behauptung. Es ist G · x0 = G · x0
X , d.h. G · x0 ist abgeshlos-sener Orbit.Beweis. Andernfalls hätten wir G · x0

X \ G · x0 6= ∅, also existiert ein Element zdarin, d.h. z ∈ G · x0
X und G · z ∩G ·x0 = ∅. Damit ist G · z ⊆ G · x0

X \G ·x0, also
G · zX $ G · x0

X , im Wiederspruh zur Minimalität von G · x0
X in Y .Behauptung. Es ist G·x0 sogar der einzige abgeshlossene Orbitin q−1(y).Beweis. Sei G · z = G · zX ein (weiterer) abgeshlossener Orbit in q−1(y). Dann ist

q(G ·x0) = {y} = q(G ·z), also q(G ·x0)∩q(G ·z) = {y} 6= ∅. Da G reduktiv ist und qdie G-Trennungseigenshaft hat (Satz 6.8.3), ist q(Gx0∩Gz) = q(Gx0)∩ q(Gz) 6= ∅,also Gx0 ∩Gz 6= ∅, also sind die beiden Orbits gleih: Gx0 = Gz. 395



7 Algebraishe Geometrie II(3) Ist q̂ bijektiv, so ist jede Faser ein Orbit, und da Fasern abgeshlossen sind, ist auhjeder Orbit abgeshlossen.Umgekehrt: Ist jeder Orbit abgeshlossen, so kann nah (2) in jeder Faser nur einOrbit liegen, also ist jede Faser ein Orbit, also ist q̂ bijektiv.Bemerkung. (Seien die Bezeihnungen wie im Beweis verwendet.)In q−1(y) hat der einzige abgeshlossene Orbit Gx0
X

= Gx0 eine ganz merkwürdigeLage:(1) Ist G · z ⊆ q−1(y), dann ist
Gx0 ⊆ ∂(Gz) = Gz

X \Gz, falls z 6∈ Gx0.(2) Der Rand von Gz hat die Form
∂(Gz) = Gz

X \Gz =
[
i∈I

Gyi
Y
, mit Gyi ⊆ q−1(y)(3) Gx0 ist der einzige Orbit in der Faser q−1(y), der im Abshluss jedes anderen Orbitsder Faser liegt.Bemerkung.(1) Ist G reduktiv, so gilt die Äquivalenz:

X��G ist geometrisher Quotient (d.h. q̂ ist bijektiv)⇐⇒ G operiert mit abgeshlos-senen Orbits.(2) Ist G niht reduktiv, so kann G mit abgeshlossenen Orbits operieren, ohne dassjeder Orbit eine Faser ist.Beispiel 7.1.8. Betrahte die Gruppe G+ := (k,+) (die additive Gruppe des Körpers)und ihre Operation auf A2
k durh

ϕ : G+ × A2
k −→ A2

k

(λ, (α, b)) 7−→ (α, b+ λ · α)(die Gruppe der Sherungen entlang der y-Ahse). Diese Wirkung ist o�enbar rational(da polynomial gegeben). Die induzierten Operation auf OA2
k

= k[X,Y ] ist
ϕ̂ : G+ × k[X,Y ] −→ k[X,Y ]

(λ, f(X,Y )) 7−→ f(X,Y − λX).Der Orbitraum (topologishe Quotient) istb

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Orbits
A2
k�G+

=
�
{α} ×A1

k | α ∈ A1
k \ {0}

©
∪
�
{(0, b)} | b ∈ A1

k

©
396



7.1 Produkte und komplette VarietätenO�enbar sind alle Orbits abgeshlossen (entweder einelementig oder isomorph zum A1
k).Die Invariantenalgebra ist

k[X,Y ]G+ = {f ∈ k[X,Y ] | ϕ̂(λ, f) = f∀λ ∈ G+}
= {f ∈ k[X,Y ] | f(X,Y ) = f(X,Y − λX)∀λ ∈ G+ = k}
= {f ∈ k[X,Y ] | f(X,Y ) = g(X), g ∈ k[X]}
= k[X] ⊆ k[X,Y ]Damit ergibt sih der kategorielle Quotient zu

A2
k��G+

= Specm(k[X,Y ]G+)

= Specm(k[X])

= A1
k,und q wird die kanonishe Projektion A2

k −→ A1
k

(x,y) 7−→ x

mit dem Faserraum�
{α} × A1

k | α ∈ A1
k

©Die Fasern von q stimmen also jeweils mit den Orbits überein, bis auf die Faser Fasernq−1((0, 0)) = {0} ×A1
k, welhe Vereinigung von vielen (einpunktigen) Orbits ist � damitist q̃ niht bijektiv.Wir haben also wirklih eine (niht reduktive) Gruppe mit rationaler Wirkung auf einera�nen Varietät, bei der kategorieller und topologisher Quotient niht homöomorph sind.Randglossen zum Lemma(A) Als Verallgemeinerung (ohne die Dominanzvoraussetzung): Sind X und

Y ∈ obj(PreVark) beliebige Prävarietäten und f : X → Y beliebiger Morphismus(niht dominant), so existiert eine o�ene Menge U ∈ Off(Y ) mit
∅ 6= U ∩ f(Y )

Y| {z }
∈Off′(f(X)

Y
)

⊆ f(X).(Dies erhält man mit der Zerlegung X f̂−→ f(X)
Y incl−֒−−→ Y von f und der Anwendungdes Lemmas auf den dominanten Morphismus f̂ .)(B) Wir haben ja im Beweis des Lemmas im Fall 1 (X, Y a�n, f dominant) das Dia-gramm:

X Y

D(f#(s)) D(s)

D(s)× Ar
k

f

f |
D(f#(ω))endlih π1

⊆ ⊆
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7 Algebraishe Geometrie IIDabei ist D(s) × Ar
k interpretierbar als triviales k-Vektorraumbündel vom Rang rüber D(s), d.h.:Fazit. Mit einer geeigneten o�enen Menge U ist f : f−1(U) → U eine endliheÜberlagerung eines k-Vektorbündels.Bemerkung. Sei G a�ne reduktive Gruppe, X a�ne Varietät, ϕ : G×X → X rationaleWirkung und

X X��G

X�G

q

pr
q̃das Standarddiagramm.(1) X�G parametrisiert die Orbits Gx (für x ∈ X) und ist im allgemeinen keine Varietät.(2) X��G parametrisiert die abgeshlossenen Orbits und ist (a�ne) Varietät.Wir können also das Diagramm erweitern zu:n

x ∈ X
���Gx = Gx

Y
o

=: T ′ ⊆ X X��G

X�G

T :=
n
Gx

���x ∈ X,Gx = Gx
Y
o

q

pr

⊆
q̃

∼ q̃|T

Es ist also X��G ∼= T ′
�G eine Varietät.Komplette VarietätenErinnerung.(a) In Top gilt ja bekanntlih (für Hausdor�räume, d.h. T2):Ist X kompakt, so ist für alle Y ∈ obj(Top) die kanonishe Projektionsabbildung

πY : X × Y| {z }Produkttopologie−→ Yeine abgeshlossene (stetige) Abbildung (d.h. abgeshlossene Mengen inX×Y werdenauf abgeshlossene Mengen in Y abgebildet).(b) Ist X ein T4-Raum4 mit abzählbarer Topologie-Basis (wie etwa Rn mit der euklidi-shen Topologie und seine Unterräume), so gilt sogar die Äquivalenz:
X ist genau dann kompakt, wenn für alle Y ∈ obj(Top) die Projektionsabbildung
πY : X × Y → Y abgeshlossen ist.4d.h. disjunkte abgeshlossene Mengen lassen sih durh o�ene Umgebungen trennen398



7.1 Produkte und komplette VarietätenVarietäten sind ja (auÿer im endlihen Fall) keine Hausdor�räume, erfüllen aber we-nigstens das kategorielle Hausdor�-Axiom für PreVark (Separiertheitsbedingung). Analogdazu wollen wir jetzt vorgehen, um Kompaktheit zu übertragen.De�nition 7.11. Sei X ∈ obj(Vark), also separiert. X heiÿt komplette algebraisheVarietät, falls für alle Y ∈ obj(Vark) der Projektionsmorphismus
πY : X × Y| {z }Zariski-Topologie−→ Yein abgeshlossener Morphismus ist.Beispiel 7.1.9. An

k ist (für unendlihe k, und wir betrahten nur solhe) niht komplett.Beweis. Betrahte den Morphismus π2 : An
k ×A1

k → A1
k, und die abgeshlossene Menge

A = V (X1 · . . . ·Xn ·Xn+1 − 1) = {((a1, · · · , an), an+1) | a1 · . . . · an · an+1 = 1} .Es ist π2(A) = A1
k \ {0} = D(X) 6∈ Abg(A1

k).Satz 7.1.13. (Äquivalente Charakterisierungen der Komplettheit)Sei X ∈ obj(Vark). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) X ist komplett, d.h.
∀Y ∈ obj(Vark) ist X × Y πY−−→ Y abgeshlossen.(2) ∀Y ∈ obj(Vara�k ) ist X × Y πY−−→ Y abgeshlossen.(3) ∀Y ∈ obj(Varirrk ) ist X × Y πY−−→ Y abgeshlossen.(4) ∀n ≥ 0 ist X ×An

k

π(An
k
)

−−−−→ An
k abgeshlossen.Beweis. Die Folgerungen (1) ⇒ (2) ⇒ (4) und (1) ⇒ (3) ⇒ (4) sind klar (es handeltsih jeweils um Spezialfälle).(2) ⇒ (1): Sei Y beliebige Varietät, etwa Y =

Sr
i=1 Ui mit Ui ∈ Offa�(Y ). Dann ist

X × Y =
r[
i=1

X × Ui.Sei Z ∈ Abg(X × Y ). Dann ist (lokal) auh Z ∩ (X × Y ) ∈ Abg(X × Ui), mita�nem Ui. Nah (2) ist damit
πY (Z) ∩ Ui = πY (Z ∩ (X × Ui))abgeshlossen in Ui für alle i, also πA(Z) abgeshlossen in Z. 399



7 Algebraishe Geometrie II(4) ⇒ (2): Sei Y ∈ obj(Vara�k ) a�ne Varietät, ohne Beshränkung der Allgemeinheit
Y ⊆ An

k , Y = V (a), und Z ∈ Abg(X × Y ). Dann haben wir das kommutativeDiagramm
Z
abg.
⊆ X × Y

abg.
⊆ X × An

k

Y
abg.
⊆ An

k

πY π2und damit ist πY (Z) = π2(Z)∩Y , und da π2(Z) abgeshlossen ist, ist auh πY (Z)abgeshlossen in Z.Frage. Bisher wissen wir nur, dass An
k niht komplett ist. Gibt es überhaupt kompletteVarietäten?Um Kandidaten zu �nden, hilft uns der folgende Satz:Satz 7.1.14. (Eigenshaften kompletter Varietäten)Sei X ∈ obj(Vark) eine komplette algebraishe Varietät. Dann gilt:(1) Ist Z ∈ Abg(X), so ist Z (als Untervarietät) ebenfalls komplett.(2) Ist Y auh komplett, so ist auh X × Y komplett.(3) Ist Y ∈ obj(Vark), f : X → Y ein Morphismus, Z ∈ Abg(X), soist f(Z) ebenfalls abgeshlossen (in Y ) und komplett.Eine andere Formulierung für (3) ist:

• Morphismen, die von kompletten Varietäten ausgehen, sind abgeshlossen.
• Bilder kompletter Varietäten sind stets wieder komplett.Beweis.(1) Sei also X komplett, Z ∈ Abg(X), Y ∈ obj(Vark) beliebig. Dann induziert dieabgeshlossene Einbettung Z →֒ X das Diagramm

Z × Y X × Y

Y

⊆(abg.)
πY prYmit πY = prY |Z×Y . Für A ∈ Abg(Z × Y ) ist dann auh A ∈ Abg(X × Y ), also (da

X komplett ist) ist prY (A) = prY (A) ∈ Abg(Y ).(2) Seien also nun X und Y komplette Varietäten, W beliebige Varietät, Z ∈ Abg((X ×
Y ) ×W ). (Wir müssen die Abgeshlossenheit von πW (Z) ⊆ W zeigen.) Dazu be-
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7.1 Produkte und komplette Varietätentrahten wir das (kommutative) Diagramm:
Z (X × Y )×W W

Z ′ X × (Y ×W ) Y ×W

⊆(abg.)
⊆(abg.)∼ ∼

πW

prY ×W

prYEs ist Z ′ ∈ Abg(X × (Y ×W )), also (da X komplett ist) prY×W (Z) ∈ Abg(Y ×W ).Da auh Y komplett ist, ist auh πW (Z) = prW (prY×W (Z ′) ∈ Abg(W ).(3) Sei Y wieder beliebige Varietät, X weiter komplett. Dann haben wir die Morphis-menfolge
X

γf−−→ X × Y πY−−→ Ymit der Graphen-Abbildung γf = (id, f), wodurh o�enbar f = πY ◦ γf wird.Da Y separiert ist, ist Γf = γf (X) ∈ Abg(X × Y ), und da X komplett ist, ist
f(X) = πY (Γf ) ∈ Abg(Y ).Sei nun weiterhin Z ∈ Abg(X), damit f |Z : Z → Y Morphismus mit
Z komplett (wegen (1)). Aufgrund der eben gemahten Betrahtung ist auh
f |Z(Z) = f(Z) ∈ Abg(Y ), also f ein abgeshlossener Morphismus.(Es bleibt zu zeigen, dass f(Z) auh komplett ist.)SeiW ∈ obj(Vark), F ∈ Abg(f(Z)×W ). (Wir müssen zeigen, dass πW (F ) ∈ Abg(W )ist.) Wir haben dann das (etwas gröÿere) Diagramm:

F f(Z)×W Y ×W W

pr−1
23 (F ) X × Y ×W X ×W

F ′ := pr−1
23 (F ) ∩ (Γf ×W ) Γf ×W

⊆(abg.) ⊆(abg.)
⊆(abg.)

⊆(abg.)
pr2

pr23pr23 |
pr−1

23
(F )

pr13

π2

πW

⊆ ⊆

pr13 |Γf×W

γf
×idW∼

ϕ

Dieses Diagramm ist o�enbar kommutativ, und für (f(z), w) ∈ F ist (z, f(z), w) ∈
Γf ×W , mit (f(z), w) = pr23(z, f(z), w), also (z, f(z), w) ∈ pr−1

23 (F ) ∩ (Γf ×W ) �es ist also ϕ surjektiv. Damit ist
πW (F ) = (πW ◦ ϕ)(F ′) = πW ◦ pr23(F

′) = π2(pr13(F
′)),und da F ′ abgeshlossen in Γf × W ist, ist pr13(F

′) ∈ Abg(X × W ), und da Xkomplett ist, ist πW (F ) = π2(pr13(F
′)) ∈ Abg(W ).Das heiÿt, πW : f(Z) ×W → W ist abgeshlossener Morphismus, also auh f(Z)komplett. 401



7 Algebraishe Geometrie IIKorollar. Sei X komplette Varietät, Y a�ne Varietät, f : X → YMorphismus in Vark. Dann:(1) f(X) ist eine endlihe Menge und OX(X) ∼=
Ls
α=1 k, wobei

s die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von X ist (und
s ≥ |f(X)|).(2) Ist X zusätzlih irreduzibel, so ist f(X) = {y0}, d.h. f ist konstant,und OX(X) ∼= k.(3) Allgemeiner: IstX zusammenhängend (und komplett), so ist f kon-stant und OX(X) ∼= k.Beweis.(1) Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit Y = V (a) ∈ Abg(An

k), wobei wir die Pro-jektionen πi : An
k ։ A1

k haben, und f : X → Y . Da X komplett ist, sind (nahdem eben bewiesenen Satz 7.1.14) für alle i die Verkettungen πi ◦ f : X → A1
kabgeshlossen mit abgeshlossenem und komplettem Bild im(πi ◦ f). Da A1

k bekann-termaÿen niht komplett ist, ist also im(πi ◦ f) = (πi ◦ f)(X) jeweils endlih (andereabgeshlossene Mengen gibt es in A1
k ja niht).Damit gilt für das Bild von f :

im(f) = f(X) ⊆ (π1 ◦ f)(X)× . . .× (πn ◦ f)(X)| {z }endlih
f(X) ist also ebenfalls endlih.(2) folgt aus (3), weil irreduzible Mengen insbesondere zusammenhängend sind.)(3) Ist X zusammenhängend und komplett, so ist f(X) endlih (nah (1)) und zusam-menhängend (weil f als Morphismus insbesondere stetig ist). Damit ist f(X) = {y0},also f konstant.Shlieÿlih: Sei ϕ ∈ OX(X) = Mor(X,A1

k) für zusammenhängendes X. Dann ist ϕ kon-stant, also haben wir OX(X) = k.Ist X =
Ṡr
α=1Xα Zerlegung in Zusammenhangskomponenten, so ist ein ϕ ∈ OX(X)auf jedem Xα konstant. Damit ist

OX(X)
∼−−→

rM
α=1

OX(Xα) ∼=
rM

α=1

k

ϕ 7−→ (ϕ|X1 , · · · , ϕ|Xr )bijektiv, sogar k-Algebra-Isomorphismus.
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenKorollar. Sei X a�ne Varietät (X ∈ obj(Vara�k ). Dann gilt dieÄquivalenz:
X ist komplett ⇐⇒X ist endlih.Beweis. Vorhergehender Korollar.Stille Ho�nung:Da OPn

k
(Pnk) = k ist, käme Pnk als komplette Varietät in Betraht (und damit dann alleprojektiven Varietäten).7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelsheVarietätenDie Komplettheit projektiver VarietätenErinnerung.(1) Ein Polynom f ∈ k[X0, · · · ,Xn] heiÿt homogen vom Grad d, falls es sih shreibenlässt als

f(X0, · · · ,Xn) =
X

(ν0,···,νn)
ν0+...+νn=d

aν0...νn ·Xν0
0 · . . . ·Xνn

n , mit aν0...νn ∈ k(d.h. als Summe von Monomen gleihen Grades).(2) Wir bezeihnen die Mengen (k-Untervektorräume) der homogenen Polynome gleihenGrades in k[X0, · · · ,Xn] mit Sd

Sd := {f ∈ k[X0, · · · ,Xn] | f homogen,deg f = d} .(3) Ein Ideal a ⊆ k[X0, · · · ,Xn] heiÿt homogen, falls für jedes f ∈ a auh für derenhomogene Komponenten fi ∈ Si (nah folgender direkter Zerlegung) fi ∈ a ist.Bemerkung. Es ist
k[X0, · · · ,Xn] =

M
d≥0

Sdals (unendlihe) direkte Summe von k-Untervektorräumen.
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.2.1. (Projektiver Hilbertshe Nullstellensatz)Betrahte k[X0, · · · ,Xn] für n ≥ 1 und Pnk , ein homogenes Ideal
a ⊆ k[X0, · · · ,Xn], etwa a = (f1, · · · , fs) mit jeweils fi ∈ Sdi

. Dannsind folgende Bedingungen äquivalent:(1) V+(a) = ∅(2) (X0, · · · ,Xn) ⊆
√

a(3) Es gibt r0 ∈ N, so dass Xr
i ∈ a für i ∈ {0, · · · , n}, t ≥ r0.(4) Es gibt ein d0 ∈ N, so dass Sd ⊆ a für alle d ≥ d0.(5) Es gibt ein t0 ∈ N, so dass (X0, · · · ,Xn)

t ⊆ a für alle t ≥ t0.De�nition 7.12. Das Maximalideal (X0, · · · ,Xn) ∈ Specm(k[X0, · · · ,Xn]) heiÿt auhdas projektiv irrelevante Ideal.Beweis.(1) ⇔ (2): Es ist
V+(a) = ∅

⇔ V (a) ⊆ {0} ⊆ An+1
kHNS⇐=⇒

√
a ⊇ I({0}) = (X0, · · · ,Xn)(2) ⇒ (3): Ist (X0, · · · ,Xn) ∈

√
a, so ist insbesondere Xri

i ∈ a (mit ri ∈ N passend ge-wählt). Mit r := max {ri | i ∈ {0, · · · , n}} erhalten wir Xr
i ∈ a, und daraus folgend(3).(3) ⇒ (4): Sei Xr

i ∈ a für alle i, d0 := r · (n + 1). Für i0 + . . . + in ≥ d0 ist dann
Xi0

0 · . . . ·Xin
n ∈ a, da es dann immer ein k gibt mit ik ≥ r, also Xik

k ∈ r. Damit ist
Sd ⊆ a für alle d ≥ d0.(4) ⇒ (5): Sei Sd ⊆ a für alle d ≥ d0. Die Idealpotenz ist gegeben durh

(X0, · · · ,Xn)
t = Ideal(

�
Xi0

0 · . . . ·Xin
n | i0 + . . . + in = t

©
)

= Ideal(St)Mit t0 := d0 wird also
(X0, · · · ,Xn)

t = Ideal(St) ⊆ afür alle t ≥ t0, weil St ⊆ a.(5) ⇒ (2): Sei (X0, · · · ,Xn)
t ⊆ a, dann ist Xt

i ∈ a für alle i, also Xi ∈
√

a. Das heiÿt,
(X0, · · · ,Xn) ⊆

√
a.404



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenKorollar. Seien die Vorraussetzungen wie im letzten Satz(a = (f1, · · · , fs) homogenes Ideal, fi ∈ Sdi
). Dann sind folgende Be-dingungen äquivalent:(1) V+(a) = ∅(2) Für t ≥ t1 := max {d1, · · · , ds, d0}, das d0 aus (4) in Satz 7.2.1, istder k-Algebra-Homomorphismus

βt :
sM
i=1

St−di
−→ St

(g1, · · · , gs) 7−→
sX
i=1

gi · fisurjektiv.Beweis.(1) ⇒ (2): Es ist o�enbar im(βt) = St∩a. Aus (1) folgt ja (nah Satz 7.2.1), dass St ⊆ aist für t ≥ d0, also erst reht für t ≥ t1 � es ist also im(βt) = St ⊆ a, βt ist alsowirklih surjektiv.(2) ⇒ (1): Sei βt surjektiv für t ≥ t1, dann ist für jedes (normierte) Monom M vomGrad t
M = Xj0

0 · . . . Xjn
n ∈ im(β) ∩ a ⊆ a,also auh St ⊆ a (weil St von den (normierten) Monomen erzeugt ist). Damit habenwir Punkt (4) aus Satz 7.2.1, also auh (1).Hieraus folgern wir nun die Komplettheit von Pnk .Satz 7.2.2. Für k = k und n ∈ N ist Pnk eine komplette Varietät.Beweis. Wir haben zu zeigen:

πY : Pnk × Y ։ Yist (für alle Varietäten Y ) ein abgeshlossener Morphismus, d.h. überführt Zariski-abgeshlossene Mengen in solhe.Nah Satz 7.1.13 reiht es aus, Y = An
k zu betrahten (also a�n und irreduzibel),also mit OY (Y ) als Integritätsalgebra, Y ∼= Specm(OY (Y )). Sei Z ∈ Abg(Pnk × Y ). Wirmüssen zeigen, dass πY (Z) ∈ Abg(Y ) ist.Sei weiter prP : An+1

k → Pnk die kanonishe Projektion auf den projektiven Raum, pr2 :
An+1 × Y → Y die kanonishe Projektion auf die zweite Komponente. Dann bezeihne
Z ′ := (prP× id)−1(Z), und C(Z) := Z ′A

n+1
k

×Y den dazugehörigen �Kegel�. Dabei ist
Z ′ = Z ′(A

n+1
k

\{0})×Y
= C(Z) \ ({0} × Y ). 405



7 Algebraishe Geometrie IIBetrahte dazu das Diagramm
Z Pnk × Y Y

(pr× id)−1(Z) =: Z ′ (An+1
k \ {0})× Y Y

C(Z) An+1
k × Y Y

⊆(abg)
⊆(abg)

⊆(abg)
πY

pr2

prP × id

⊆⊆Es ist nun C(Z) ∈ Abg(An+1
k × Y ), also von der Form C(Z) = V (f1, · · · , fs), mit

fi ∈ OAn+1×Y (An+1 × Y ) = k[X0, · · · ,Xn]⊗k OY (Y ) = OY (Y )[X0, · · · ,Xn],und fi homogen in X0 . . . Xn, weil C(Z) Kegel ist. Daher gilt für alle y ∈ Y :
y ∈ πY (Z)⇐⇒ ∃a ∈ An+1

k \ {0} : (a, y) ∈ C(Z)

⇐⇒ ∃a ∈ An+1
k \ {0} : ∀i : fi(a, y) = 0

⇐⇒ ∃a ∈ An+1
k \ {0} : a ∈ V (f1(�, y), · · · , fs(�, y)).Umgekehrt heiÿt das für alle y ∈ Y :

y 6∈ πY (Y )⇐⇒ V (f1(�, y), · · · , fs(�, y)) ⊆ {0} ⊆ An+1
k .Nah Satz 7.2.1 und dem Korollar daraus gibt es dann ein t0 (ausreihend groÿ), so dassfür t > t0

βy :
sM
i=1

St−di
−→ St

(g1, · · · , gs) 7−→
sX
i=1

gi · fi(�, y)ein k-Algebra-Epimorphismus ist. Das heiÿt,
y ∈ πY (Z)⇐⇒ ∀t≫ 0 : βy :

sM
i=1

St−di
→ St ist niht surjektiv.Global hat man aber nun:

β :
sM
i=1

(St−di
⊗OY (Y )) −→ St ⊗ OY (Y ) ⊆ OY (Y )[X0, · · · ,Xn]

(ϕ1, · · · , ϕs) 7−→
X
i

ϕi · fi

406



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietäten
β ist o�enbar Homomorphismus der freien OY (Y )-Moduln vom RangPs

i=1

�
n+t−di

n

� bzw.�
n+t
n

�, wird also beshrieben durh eine Matrix B ∈ MOY (Y )

��
n+t
n

�
,
Ps
i=1

�
n+t−di

n

�� fürhinreihend groÿe t. Es ist daher
y ∈ πY (Z)⇐⇒ ∀t≫ 0 : Rgk(B(y)) <

�
n+ t

n

�Wir können für t ∈ N betrahten
Et := {y ∈ Y | B(y) ist keine Surjektion}

=

¨
y ∈ Y

�����Rgk(B(y)) <

�
n+ t

t

�«
=

¨
y ∈ Y

����� Alle �n+t
t

�-Minorenvon B(y) vershwinden« = V (· · · ,MB
α , . . . ),wobei {Mα | α ∈ I} die �n+t

n

�-Minoren von B bezeihne. Et ist also eine Determinanten-untervarietät von Y (was a�n und irreduzibel ist), also insbesondere Et ∈ Abg(Y ).Fazit.(1) y ∈ πY (Z) ⇔ y ∈ Tt≫0Et, d.h.
πY (Z) =

\
t≫0

Et.(2) πY (Z) ∈ Abg(Y ).(3) Pkn ist komplett.Korollar.(1) Ist X projektive Varietät (also X ∼= V+(a) ⊆ Pnk), so ist X kom-plett.(2) OPn
k
(Pnk) ∼= k, da Pnk irreduzibel und komplett ist.5(3) Ist X eine projektive irreduzible Varietät, so ist OX(X) ∼= k.Eine wihtige Folgerung daraus ist:

5Uns ist diese Tatsahe aber shon längst bekannt, von Satz 6.7.5 in Algebraisher Geometrie I. 407



7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.2.3. (Hauptsatz der Eliminationstheorie)Sei R = k[X0, · · · ,Xn, Y1, · · · , Ym] = k[Y1, · · · , Ym][X0, · · · ,Xn] Poly-nomring (mit k = k) in n + m + 1 Variablen, n ∈ N, m ∈ N,
f1, · · · , fs ∈ R Polynome, die homogen in X0, · · · ,Xn sind (d.h.
fi(r · b, a) = rn+1 · fi(b, a) für alle b ∈ An+1

k , a ∈ Am
k .)Dann existieren g1(Y1, · · · , Ym), · · · , gs(Y1, · · · , Ym) ∈ k[Y1, · · · , Ym], sodass für a ∈ Am

k gilt:
g1(a) = . . . = gs(a) = 0⇐⇒

⇐⇒ ∃b ∈ An+1
k \ {0} : f1(b, a) = . . . = fs(b, a) = 0In unserer Shreibweise:

a ∈ V (g1, · · · , gs)⇐⇒ ∃b ∈ An+1
k \ {0} :

b ∈ V (f1(�, a), · · · , fs(�, a)) bzw. (b, a) ∈ V (f1, · · · , fs)oder noh einfaher:
V (g1, · · · , gs) = πAm

k
(V (f1, · · · , fs))Beweis. Satz 7.2.2 (Komplettheit von Pnk) mit Y := Am

k (und Verarbeitung der Mino-rengleihungen unter Elimination algebraish über�üssiger Minorengleihungen).Bemerkung.(1) Wir haben gesehen, dass projektive Varietäten stets komplett sind. Die Umkehrunggilt niht.6(2) Damit zeigt man ganz leiht, dass D+(F ) ⊆ Pnk , mit F ∈ Sd ⊆ k[X0, · · · ,Xn], d ≥ 1,stets a�n ist.Beweis. Betrahte den Morphismus
f : Pnk −→ P(n+d

n )
k

[a0 : . . . : an] = [a] 7−→ [vd(a) : F (a)],mit dem Veronese-Morphismus vd : Pnk → P(n+d
n )−1

k . Da Pnk komplett ist, ist
f(Pnk) ∈ Abg(P(n+d

n )
k ) und es ist sogar

f : Pnk
∼−−→ f(Pnk) ⊆ P(n+d

n )
k6Ein Beispiel dafür fand Heisuke Hionaka 1966.408



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietätenein Isomorphismus. Entsprehendes gilt für die Einshränkung auf D+(F ):
f |D+(F ) : D+(F )

∼−−→ f(Pnk) ∩D+(Z(n+d
n ))

D+(Z(n+d
n )) ist o�en und a�n, f(Pnk) ist abgeshlossen, die Shnittmenge ist damit ab-geshlossen in D+(Z(n+d

n )) und als solhe ebenfalls a�n.Damit ist auh D+(f) a�n.Abelshe VarietätenWir betrahten weiterhin k = k und Vark (die Kategorie der k-Varietäten). Sei
(G,+, invG) eine algebraishe Gruppe (über k), (also (G,+, invG) Gruppe, G Varietät,
+ und invG Morphismen in Vark).De�nition 7.13. Eine algebraishe Gruppe G heiÿt abelshe Varietät, falls G alsVarietät irreduzibel und komplett ist.Beispiel 7.2.1. Sei G endlihe Gruppe, dann ist G auh a�n, und (weil endlih) komplett,aber nur für G 6= (0) irreduzibel (bzw. zusammenhängend).

(0) ist die einzige endlihe abelshe Varietät.Beispiel 7.2.2. k∗ = A1
k \{0} (mit ·) ist irreduzible algebraishe Gruppe, auh quasia�nund unendlih, damit niht komplett, also keine abelshe Varietät.Beispiel 7.2.3. GLk(n) und SLk(n) (für n ≥ 2) sind unendlihe, quasia�ne Varietäten,auh irreduzibel, aber niht komplett, also keine abelshen Varietäten.Aber es gibt auh nihttriviale abelshe Varietäten!Beispiel 7.2.4.De�nition 7.14. Wir bezeihnen die obere komplexe Halbebene mit H

H = {z ∈ C | Im(z) > 0}und nennen sie auh Siegelshe Halbebene.Betrahte k = C, τ ∈ H. Dann haben wir Λτ := Z + τZ als Gitter in C ∼= R2,also diskrete Untergruppe mit dimR(Λτ ) = 2. Betrahte nun (C�Λτ ,+). Dies ist eine 1
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Λ(0.3,0.7)
abstrakte Gruppe, auh komplexe Mannigfaltigkeit der C-Dimension 1, wobei Additionund Inversenbildung sogar holomorph sind.Topologish (mit euklidisher Quotienten-Topologie) ist C�Λτ homöomorph zu
R2

�Z2 ∼=homöo S−1 × S1 = T 2, dem Torus.Für o�ene Mengen U ∈ Offeukl(C�Λτ ) ist ja π−1(U) ∈ Offeukl(C), und wir haben einenRing holomorpher Funktionen auf U mit
OHol

C�Λτ

=

(
f : π−1(U)→ C

����� f holomorph,
∀z ∈ U : f(z) = f(z + 1) = f(z + τ)

)Es bildet damit (C�Λτ ,O
Hol
C�Λτ

) einen Cartanshen Raum von Algebren C-wertiger Funk-tionen, sogar eine komplexe Mannigfaltigkeit. 409



7 Algebraishe Geometrie IIDe�nition 7.15. C�Λτ heiÿt 1-dimensionaler komplexer Torus zum Modul τ ∈ H.Nun weiÿ man aus der elementaren Funktionentheorie (zu elliptishen und doppelt-periodishen Funktionen), dass τ ∈ H eine meromorphe Funktion ℘τ de�niert:℘τ

℘τ : C 99K C

z 7→ 1

z2
+

X
(m,n)∈Z2\{0}

�
1

(z −m− nτ)2 −
1

(m+ nτ)2

�
℘τ ist wohlde�niert (und sogar holomorph) auf C \ Λτ , Λτ -periodish und wird Weier-straÿshe ℘-Funktion für τ ∈ H genannt.Bemerkung 1. ℘τ erfüllt die folgende Funktionalgleihung :

(℘′
τ )

2 = 4℘3
τ + g2(τ) · ℘τ + g3(τ),mit den Eisenstein-Reihen

g2(τ) = 60 ·
X

(m,n)6=0

1

(m+ nτ)4
und g3(τ) = 140 ·

X
(m,n)6=0

1

(m+ nτ)6
,wobei ∆(g2, g3) = 4g3

2 + 12g2
3 6= 0 ist.

g2(τ)

g3(τ)

Damit induziert ℘τ eine holomorphe Abbildung
ϕτ : C \ Λτ −→ P2

C

z 7−→ (℘τ (z) : ℘′
τ (z) : 1)mit meromorpher Fortsetzung auf ganz C:

ϕ̂τ : C −→ P2
C

m+ nτ 7−→ (0 : 1 : 0)Aufgrund obiger Bemerkung ist
im(ϕ̂τ ) ⊆ V+

�
Y 2 · Z − 4 ·X3 − g2 ·X · Z2 − g3 · Z3

�Man kann zeigen, dass hier sogar Gleihheit besteht, und stärker:Bemerkung 2. ϕ̂τ induziert einen analytishen Isomorphismus
ˆ̂ϕτ : C�Λτ

∼−−→ Vτ := V+

�
Y 2 · Z − 4 ·X3 − g2 ·X · Z2 − g3 · Z3

�
⊆ P2

C

Vτ

Vτ ist auh Zariski-abgeshlossen in P2
C, also auh projektive (d.h. komplette) Varietät.
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenFazit. C�Λτ ist vermöge ˆ̂ϕτ auh als eine komplette irreduzible al-gebraishe Gruppe au�assbar und als solhe eine abelshe Varietät.Bemerkung. Sei L = ω1Z + ω2Z ein Gitter in C (niht unbedingt der Form ω1 = 1,
ω2 = τ). Dann gibt es die meromorphe Funktion ℘L

g3(L)

g3(L)

℘L : C −→ C

z 7−→ 1

Z
+

X
ω∈L\{0}

�
1

(z − ω)2
− 1

ω2

�
,die wie oben mit den Eisensteinreihen

g2(L) = 60 ·
X

ω∈L\{0}

1

ω4und
g3(L) = 140 ·

X
ω∈L\{0}

1

ω6die Funktionalgleihung
(℘′

L)2(z) = 4℘3
L(z) + g2(L)℘L(z) + g3(L)erfüllt, mit einem entsprehenden VL ⊂ P2

C. Für L = Lτ ergibt sih genau das obengenannte.Kommen wir zurük zu den abelshen Varietäten (A,+, invA). Wir wollen einige Ei-genshaften abelsher Varietäten aufspüren.Satz 7.2.4. (Rigidity-Lemma (Starrheitslemma))Sei k = k, X,Y,Z k-Varietäten mit(a) X, Y irreduzibel,(b) X komplett() f : X × Y → Z Morphismus in Vark, so dass
∃(x0, y0, z0) ∈ X × Y × Z : f({x0} × Y = f(X × {y0}) = {z0}Dann ist f insgesamt konstant, d.h. f(X × Y ) = {z0}.Beweis.Fall 1: Sei zunähst Z eine endlihe Varietät. Da X×Y irreduzibel ist, ist auh f(X×Y )irreduzibel, also einelementig, d.h. f konstant. 411



7 Algebraishe Geometrie IIFall 2: Sei Z niht endlih. Wir wählen dann eine o�ene a�ne Umgebung U0 ∈ Offa�(Z)mit z0 ∈ U0 6= Z (das geht, weil Z unendlih ist). Dann ist Z \ U0 ∈
Abg′(Z), und B := f−1(Z \ U0) ∈ Abg(X × Y ). Da X komplett ist, ist auh
W := πY (B) ∈ Abg(Y ). Daher gilt für y ∈ Y :

y ∈W ⇐⇒ ∃x ∈ X : f(x, y) 6∈ U0und umgekehrt
y 6∈W ⇐⇒ ∀x ∈ X : f(x, y) ∈ U0

⇐⇒ f(X × {y}) ⊆ U0Nun ist X × {y} ∼= X, also ebenfalls komplett und irreduzibel, und U0 a�n, unddamit (nah dem Korollar auf Seite 402)
y 6∈W =⇒ f(X × {y}) = {f(x0, y)} = {z0} .Wir haben also

f(X × (Y \W )| {z }o�en, irred. in Y| {z }o�en, irred. in X × Y

) = {z0} .

f stimmt also auf einer o�enen (und daher dihten) Teilmenge von X × Y mit
constz0 überein, also (weil die Übereinstimmungsmenge stetiger Funktionen ja ab-geshlossen ist) auf ganz X × Y .Bemerkung. Der Beweis benötigte gar niht f(X × {y0}) = {z0}, also können wir statt() auh die Bedingung(�) f : X × Y → Z Morphismus in Vark mit

∃(x0, z0) ∈ X × Z : f({x0} × Y ) = {z0}verwenden.De�nition 7.16. Die Kategorie der abelshen Varieteäten bezeihnen wir mit AVk,AVk wobei
obj(AVk) = {abelshe Varietäten}

MorAVk
(A,B) = MorVark

(A,B) ∩HomGroups(A,B).
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenSatz 7.2.5. (Struktur der Morphismen zwishen abelshen Varietä-ten)Seien A,B ∈ obj(AVk), mit den jeweiligen neutralen Elementen eA und
eB . Dann:(1) Sei f ∈ MorVark

(A,B). Dann ist
f ∈ HomAVk

(A,B)⇐⇒ f(eA) = eB .(2) Die kanonishe Abbildung
Θ : B ×HomAVk

(A,B) −→ MorVark
(A,B)

(b, g) 7−→ λb ◦ gist eine Bijektion. (Dabei bezeihnet λb : B → B
b′ 7→b+b′

die Linkstrans-lation in B).Beweis. Zunähst ist für b ∈ B die Linkstranslation
λb : B → B

b′ 7→ b+ b′als Komposition der Morphismen
B

∼−−→ {b} ×B ⊆−−→ B ×B +−−→ Btatsählih Morphismus von Varietäten, sogar (Varietäten-)Isomorphismus von B (mitInverser λ−1
b = λ−b).(1) ⇒: Ist f ein Gruppenhomomorphismus, so gilt f(eA) = eB trivialerweise.

⇐: Sei also f(eA) = eB . Betrahte
ϕf : A×A −→ B

(a, a′) 7−→ f(a+ a′)− f(a′)− f(a).Dies ist o�enbar (weil zusammengesetzt aus Morphismen) wieder ein Morphis-mus. Auÿerdem ist für a, a′ ∈ A:
ϕf (eA, a

′) = f(eA + a′)− f(a′)− f(eA)

= f(a′)− f(a′)− eB
= eBund

ϕf (a, eA) = f(a+ eA)− f(a)− f(eA)

= f(a)− f(a)− eB
= eB , 413



7 Algebraishe Geometrie IIalso ϕf ({eA} × A) = ϕf (A × {eA} = {eB}. Damit ist (mit A als abelsher,also kompletter, Varietät) die Voraussetzung für das Starrheitslemma gegeben,also ist ϕf (A × A) = {eB}, d.h. f(a + a′) = f(a) + f(a′). Es ist also auh
f ∈ HomGroups(A,B), d.h. f ∈ HomAVk

(A,B).(2) Injektivität von Θ: Ist für (b, c) ∈ B ×B und (g, h) ∈ HomAVk
(A,B)2

λb ◦ g = Θ(b, g) = Θ(c, h) = λc ◦ h,so ergibt eine Auswertung auf eA, dass b = c ist, also λb = λc. Da die λs injektivsind, ist auh g = h, also (b, g) = (c, h).Surjektivität: Sei f ∈ MorVark
(A,B). Sei b := f(eA) ∈ B. De�niere dann

f̂ := λ−b ◦ f . Dabei ist
f̂(eA) = f(eA)− b = b− b = eB,also ist (weil f̂ auh ein Morphismus ist), nah (1) shon f̂ ∈ HomAVk

, also
f = Θ(f(eA), f̂). Damit ist Θ auh surjektiv, also bijektiv.Korollar. Jede abelshe Varietät ist eine kommutative Gruppe(d.h. der Name abelsh wurde zu Reht verliehen).Beweis. Sei also (A, ·, inv) abelshe Varietät, mit inv ∈ MorVark

(A,A). Wegen
inv(eA) = eA ist dann nah Satz 7.2.5 sogar inv ∈ MorAVk

(A,A) ⊆ EndGroups(A). Für
b, a ∈ A ist dann

b · a = inv(inv(a) · inv(b)) ====
End

inv(inv(a)) · inv(inv(b)) = a · b,d.h. · ist kommutative Operation, A eine kommutative Gruppe.Abelshe Varietäten über CBetrahten wir wieder k = C, und sei A abelshe Varietät über C.Bemerkung.(1) Wir wissen bereits:(a) Projektive Varietäten sind komplett, aber umgekehrt niht unbedingt (Hironaka,1966).(b) Abelshe Varietäten sind per de�nitionem komplett, aber niht a priori projek-tiv. (Unser Beispiel war dies aber shon.)(2) André Weil stellte (gegen 1946) diese Probleme auf:(a) Sind komplette Varietäten stets projektiv?414



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietäten(b) Falls niht, sind wenigstens abelshe Varietäten immer projektiv?(3) 1953 lieferten (unabhängig voneinander) Jaobo Bersotti (Italien) und T. MatsuakaBeweise, dass Abelshe Varietäten stets projektiv sind.(4) 1957 fand A. Weil einen shönen Beweis dafür.Hier noh einmal als Satz:Satz 7.2.6. Sei A ∈ obj(AVk) abelshe Varietät. Dann existiertein N ∈ N und f1, · · · , fs ∈ k[X0, · · · ,Xn], fi homogen, so dass
A ∼= V+(f1, · · · , fs) $ PNk ist.Beweis. (niht hier.)Sei A�C komplexe abelshe Varietät (d.h. A ∈ obj(AVC). Dann haben wir ja (nahSatz 7.2.6) eine abgeshlossene Einbettung

ϕ : A →֒ PNC .Dabei ist A ∼= ϕ(A), und nah Identi�zierung ist A als algebraishe Varietät in PNk auhbezüglih der euklidishen Topologie eine abgeshlossene kompakte, zusammenhängendekomplexe Untermannigfaltigkeit, mit Gruppenstruktur, sogar kommutativ.Fazit. Komplexe abelshe Varietäten sind spezielle komplexe Lie-Gruppen, nämlih kom-pakt, zusammenhängend, kommutativ.Frage. Kann man alle solhen (d.h. kompakten zusammenhängenden kommutativen)komplexen Lie-Gruppen beshreiben?Antwort. Sei X eine solhe Lie-Gruppe. Man hat dann die (holomorphe) Abbildung
exp : Lie(X) = Te(X) −→ Xvom Tangentialraum des neutralen Elementes e (welher als Vektorraum auh eine Lie-Algebra gleiher Dimension ist) nah X. exp hat folgende Eigenshaften:(a) exp(0) = e(b) (d exp)0 : T0(Te(X)) −→ Te(X) ist (nah kanonisher Identi�zierung) die Identität.() exp : Te(X) −→ X ist lokal holomorph umkehrbar, d.h. analytisher Isomorphismus.(d) exp : Te(X) → X ist Gruppen-Homomorphismus, falls X kommutativ ist, d.h. imFall abelsher Varietäten.Fazit. In unserem Fall (X = A, abelshe Varietät) ist exp : TeA → A ein analytisherHomomorphismus, auÿerdem lokal analytisher Isomorphismus.
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.2.7. Sei A komplexe abelshe Varietät.(1) exp : Te(A)→ A ist surjektiv und ker(exp) ⊆ Te(A) ist (euklidish)diskrete abgeshlossene Untergruppe von (Te(A),+).(2) Als komplexe Lie-Gruppe (im klassishen Sinne) ist A isomorph zu
Te(A)�ker(exp)

∼= Cdim(A)
�Λ,wobei Λ ⊆ Cdim(A) ein Gitter ist (d.h. dim R(Λ⊗ZR) = 2dimC(A)).Mit anderen Worten: Eine abelshe Varietät ist (analytish) ein komplexer Torus, d.h.komplexe Mannigfaltigkeit der Gestalt Cg

�L, L ⊂ CG Gitter, dimR(L⊗Z R) = 2g.Topologish ist sogar
A ∼= Cg

�L ∼= Cg�Z2g ∼=
�
C�Z2

�g ∼= �
R�Z

�2g
= (S1)2gBeweis.(1) Wir wissen: exp(0) = e ∈ A (e ist das neutrale Element). Da exp (lokal) biholomorphist, existiert U ∈ Off(Te(A)) mit 0 ∈ U und

U
∼−−−→

exp
exp(U) =: V ∈ Off(A)

0 7−→ eWir haben also V ∈ Off(A) mit e ∈ V und V ⊆ im(exp) =: H. H ist (als Bildeiner Gruppe unter einem Homomorphismus) Untergruppe von A, d.h. wir haben für
h ∈ H die Linkstranslation λh (Homöomorphismen von H und A), und für diese gilt
h ∈ λh(V ) ⊆ H. Insgesamt erhalten wir[

h∈H
λh(V ) = H,d.h. H ist in A eine o�ene Untergruppe. Andererseits ist

A = H ∪̇
 [
i∈I

λgi
(H)

!(Zerlegung in Nebenklassen bezüglih H), und alle diese sind o�en. H ist also auhabgeshlossen, auÿerdem bekanntlih niht leer (e ∈ H), und A ist zusammenhän-gend. Damit muss A = H sein, d.h. exp : Te(A) ։ A ist surjektiv.Betrahte nun ker(exp).(a) ker(exp) = exp−1(e) ist abgeshlossen, weil {e} abgeshlossen ist und exp stetig.
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietäten(b) Sei v ∈ ker(exp) und v ∈ Uv ∈ Off(Te(A)), so dass
Uv

∼−−−→
exp

exp(UV )

v 7−→ exp(v) = e(das geht, weil ja exp lokaler Isomorphismus ist). Für w ∈ Uv \ {v} ist dann
exp(w) 6= e, also w 6∈ ker(exp). Damit haben wir Uv ∩ ker(exp) = {v}, also ist
ker(exp) auh diskrete Untergruppe von Te(A).(2) Wir haben also ker(exp) ⊆ TeA ∼= Cs als diskrete Untergruppe.

ker(exp)× TeA +−−→ TeA

(v,w) 7−→ v + wist Gruppenoperation, die �xpunktfrei ist (d.h. v + w 6= w∀v 6= 0) Damit ist
TeA�ker(exp) (mit der Quotiententopologie und induzierten Operationen und Man-nigfaltigkeitsstruktur) wieder komplexe Lie-Gruppe, undÞexp : TeA�ker(exp)

∼−−→ Aist analytisher Isomorphismus.Satz 7.2.8. (Charakterisierung der diskreten Untergruppen von
(Rn,+))Sei Γ ⊆ Rn eine diskrete (additive) Untergruppe. Dann gilt:(1) Γ ist freie Untergruppe vom Rang

r := dimR(spanR(Γ)) = dimR(Γ⊗Z R) ≤ n(2) Γ =
Ln
i=1 Zεi, und Rn

�Γ ist kompakt genau dann, wenn r = n.Beweis. Γ ⊆ Rn sei diskret, d.h. Γ∩K endlih für jedes Kompaktum K. Sei {e1, · · · , er}eine maximale R-freie Teilmenge von Γ. (O�ensihtlih ist r ≤ n.) Für x ∈ Γ ist dann
x =

P
i λi · ei, mit eindeutigen λi ∈ R. Betrahte das Parallelepiped

K =

(
rX
i=1

λi · ei | λi ∈ [0, 1]

)
.

K ist kompakt, Γ ∩K endlih, etwa Γ ∩K = {y1, · · · , ys}.
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7 Algebraishe Geometrie IISei x ∈ Γ wieder dargestellt als x =
P
i λi · ei. Dann sei für k ∈ Z de�niert:

xk := k · x|{z}
∈Γ

−
rX
i=1

[k · λi]| {z }
∈Z

·ei| {z }
∈Γ

=
rX
i=1

(k · λi − [k · λi])| {z }
∈[0,1)

·ei| {z }
∈K

∈ Γ ∩KDa Γ∩K endlih ist, gibt es also nur endlih viele vershiedene xk, also gibt es (k, l) ∈ Z2mit k 6= l und xk = xl, also
k · λi − [k · λi] = l · λi − [l · λi] ∀i

⇒ λi =
[kλi]− [lλi]

k − l ∈ Q ∀i,d.h.
Γ ⊆

rM
i=1

Q · eiFür k = 1 ergibt sih
x1 = x−

rX
i=1

[λi] · ei

x = x1 +
rX
i=1

[λi] · ei,wobei x1 = yj für ein j ist. Wir erhalten also
x ∈ spanZ(Γ ∩K) = spanZ({y1, · · · , ys}),und da das für alle x ∈ Γ galt, haben wir
Γ = spanZ(Γ ∩K)

=
sX
j=1

Z · yj,
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietätenals endlih erzeugte abelshe Gruppe. Auÿerdem haben wir ja für alle j ∈ {1, · · · , s}:
yj =

rX
i=1

qij · ei, qij ∈ Q.

⇒ ∃d ∈ N : d · yj ∈
rM
i=1

Zei,

⇒ d · Γ ⊆
rM
i=1

Zei ⊆ ΓDamit ist d · Γ frei, also auh Γ ∼= d · Γ frei, und
RgZ(Γ) = RgZ(d · Γ) ≤ RgZ(

rM
i=1

Zei)| {z }
r

≤ RgZ(Γ)

⇒ RgZ(Γ) = rEs ist also Γ frei vom Rang r = dimR(spanR(Γ)), also
Γ =

rM
i=1

Z · εi,mit einem R-freiem System {ε1, · · · , εr}. Basisergänzung ergibt
Rn =

 
rM
i=1

R · εi
!
⊕
�

nM
j=r+1

R · δj

�
,

⇒ Rn
�Γ
∼=
�
R�Z

�r
× Rn−rund zwar sowohl algebraish als auh topologish. Topologish ergibt sih weiter:

Rn
�Γ
∼= (S1)r × Rn−r,und der zweite Faktor ist nur für n = r kompakt, der erste immer. Es ist also Rn

�Γkompakt genau dann, wenn n = r ist, und dann ist Rn
�Γ
∼= (S1)n.De�nition 7.17. Eine diskrete Untergruppe Γ ⊆ Rn heiÿt Gitter, falls Γ vollen Ranghat, d.h.

dimR(Γ⊗Z R) = Rg(Γ) = n = dimR(Rn)(Nur das mittlere Gleihheitszeihen ist hier wesentlih, der Rest gilt sowieso.)
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7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung 1. Für diskrete Untergruppen Γ ⊆ Rn gilt also:
Γ ist Gitter⇐⇒ Rn

�Γ ist kompaktDe�nition 7.18. Sei Γ ⊆ Rn diskrete Untergruppe (also automatish abgeshlossen),
∅ 6= F ⊆ Rn Menge. F heiÿt Fundamentalbereih für Γ, falls:(1) F ist beshränkt.(2) Rn = F + Γ(3) F ist zusammenhängend.Satz 7.2.9. (Charakterisierung der Gitter)Sei Γ ⊆ Rn diskrete Untergruppe (additiv). Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) Γ ist ein Gitter, d.h. dimR(spanR(Γ)) = n.(2) Rn

�Γ ist kompakt.(3) Rn
�Γ
∼=⊤ (S1)n(4) Γ besitzt einen Fundamentalbereih F .Beweis.(1) ⇔ (2) ⇔ (3): ist shon gezeigt.(1) ⇒ (4): ist klar: Ist Γ =

Ln
i=1 Zεi, so ist F :=

Ln
i=1[0, 1] ·εi ein Fundamentalbereih.(4) ⇒ (2): Sei F ein Fundamentalbereih für Γ, also F kompakt und πΓ(F ) = Rn

�Γ.Da πΓ : Rn → Rn
�Γ stetig ist, ist Rn

�Γ auh kompakt.De�nition 7.19. Ein komplexer Torus ist eine komplexe g-dimensionale Mannigfal-tigkeit X mit X ∼=analyt. V�L, wobei V ein (g-dimensionaler) C-Vektorraum und L ein
R-Gitter in (V,+) ist, bzw. X ∼= Cg

�Λ, und Λ ⊆ Cg Gitter.Bemerkung 2.(1) Jeder komplexe Torus ist (mit +) zusammenhängende kompaktekommutative Lie-Gruppe.(2) Abelshe C-Varietäten sind komplexe Tori.
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenSatz ohne Nummer. (Theorem von Chow)Sei X kompakte analytishe Untervarietät des projektiven Raumes
PNC , d.h. X = V+(f1, · · · , fs), fi ∈ Oanal.

AN+1
C \{0}(A

N+1
C \ {0})C∗ .Dann ist X shon algebraishe Untervarietät, d.h. X = V+(F1, · · · , Ft),

Fi homogene Polynome.Ist f : X → X ′ analytisher Morphismus zwishen zwei analytishenprojektiven Varietäten, so ist shon f ∈ MorVarC
(X,X ′).Beweis. Niht hier.Daraus folgt:Bemerkung 3. Zwei abelshe Varietäten A und B über C sind al-gebraish isomorph genau dann, wenn A und B analytish isomorphsind.Das heiÿt, die algebraishe Klassi�kationstheorie komplexer abelsher Varietätenstimmt überein mit der analytishen Klassi�kationstheorie komplexer abelsher Varie-täten. Das führt zu:Frage. Seien V�L und V ′

�L′ zwei komplexe Tori (d.h. L und L′ Gitter in V bzw. V ′).Wann sind V�L und V ′
�L′ analytish isomorph?Satz 7.2.10. (Analytishe Charakterisierung der Isomorphie komple-xer Tori)Seien V�L und V ′

�L′ komplexe Tori, dimC V = g, dimC V
′ = g′, L ⊂ Vund L′ ⊂ V ′ Gitter. Dann(1) Jede holomorphe Abbildung f : V�L→ V ′

�L′ wird induziert durheine a�ne Abbildung Φ : V → V ′ mit Φ(L) ⊆ L′ + Φ(0).(2) V�L und V ′
�L′ sind analytish isomorph genau dann, wenn es einen

C-Vektorraumisomorphismus ψ : V → V ′ gibt mit ψ(L) = L′.Beweis.(1) Betrahte eine holomorphe Abbildung f : V�L→ V ′
�L′ und das Diagramm

V V ′

V�L
V ′

�L′

π
f◦π

f

π′

F

Die Projektionen π und π′ sind dabei holomorph und o�en. 421



7 Algebraishe Geometrie IISei f([0]) =: [b] ∈ V ′
�L′, mit b ∈ V ′. Da V und V ′ einfah zusammenhängend, alsodie (topologish) universellen Überlagerungen von V�L bzw. V ′

�L′ sind, gibt es genaueine topologishe (stetige) Liftung F : V → V ′ mit F (0) = b, wobei π′ ◦ F = f ◦ π.Da π und π′ lokale biholomorph sind, ist F ebenfalls holomorph. Wir müssen nohzeigen, dass F sogar eine a�ne Abbildung ist.Für z ∈ V gilt ja (aufgrund der Kommutativität des erweiterten Diagrammes)
[F (z)]L′ = π′(F (z)) = f(π(z)) = f([z])Für λ ∈ L ist daher

π′(F (z + λ)) = f(π(z + λ)) = f(π(z)) = π′(F (z)),d.h.
[F (z + λ)]L′ = [F (z)]L′bzw.

F (z + λ)− F (z) ∈ L′.Für λ ∈ L betrahten wir nun die holomorphen Funktionen
Fλ : V −→ V ′

z 7−→ F (z + λ)− F (z).Die Fλ sind holomorph mit diskret liegenden Werten in L′. Da V zusammenhängendist, sind die Fλ also konstant, d.h.
∂F

∂zi
(z + λ)− ∂F

∂zi
= 0 ∀i ∈ {1, · · · , g} ,∀z ∈ V,∀λ ∈ L.Das heiÿt, alle partiellen Ableitungen ∂F
∂zi

von F sind L-periodish, also vollständigbestimmt durh die Werte auf F , mit einem Fundamentalbereih F von L.Das heiÿt, die ∂F
∂zi

sind holomorph (als Ableitungen einer holomorphen Funktion)und beshränkt (weil ��� ∂F∂zi

��� sein Maximum shon auf dem Kompaktum F annimmt).Der Satz von Liouville liefert uns, dass ∂F
∂zi

shon konstant auf V sein muss. Damitkönnen wir eine Taylor-Entwiklung von F (in 0) durhführen:
F (z) = F (0) +

�
∂F (0)

∂zi

�g
i=1| {z }Jaobi-Matrix · z + 0Das heiÿt, es ist wirklih F eine a�ne Funktion, wobei (für λ ∈ L) wegen F (z+λ)−

F (z) ∈ L′ insbesondere F (λ)− F (0) ∈ L′ ist, d.h.
F (L) ⊆ L′ + F (0).422



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenDamit haben wir Teil (1) gezeigt.Eine Folgerung daraus: Ist f : V�L → V ′
�L′ holomorph, F : V → V ′ die eindeutigeLiftung von F mit F (0) = b, so ist auh

λ[−b] ◦ f =: f̂ : V�L→ V ′
�L′holomorph, mit f̂([0]) = [0], und f̂ hat genau eine holomorphe Liftung F̂ : V → V ′mit F̂ (0) = 0. Das heiÿt, es ist F̂ (z) = A ·z, mit A ∈MC(g, g), d.h. F̂ ist eine lineareAbbildung, und damit ist f̂ sogar ein Liegruppenhomomorphismus.Fazit. Es lässt sih ein holomorphes f : V�L → V ′

�L′ eindeutigdarstellen als
f = λ[b] ◦ f̂mit einer (Links-)Translation λ[b] : V

′
�L′ → V ′

�L′ (die auh analy-tisher Isomorphismus ist) und einem Liegruppenhomomorphismus
f̂ : V L→ V ′

�L′ (auh analytisher Homomorphismus)(2) Seien nun V L und V ′
�L′ auh analytish isomorph, etwa via f , mit der Zerlegung

V�L
V ′

�L′

V ′
�L′

∼
f

f̂

∼ ∼
λ[b]Es sind also V�L und V ′

�L′ shon als komplexe Lie-Gruppen isomomorph, und manhat das Liftungsdiagramm
V V ′

V�L
V ′

�L′

F̂
∼

π

∼

π′∼

f̂

∼Dabei ist F̂ (0) = 0 und F̂−1({0}) = {0}, also F̂ (L) ⊆ L′ und F̂−1(L′) ⊆ L, d.h.
F̂ (L) = L′.
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7 Algebraishe Geometrie IIKorollar. Sei V�L komplexer Torus, etwa mit
V =

gM
i=1

C · vi.Dann haben wir ja den Isomorphismus
β : V −→ Cg

vi 7→ ei = (0, · · · , i
1
, · · · , 0),welher (mit Λ := β(L)) einen Isomorphismus

V�L ∼= Cg
�Λinduziert.Wir können uns also bei unseren Überlegungen auf Cn (mit der Stan-dardbasis) beshränken.PeriodenmatrizenWir betrahten wieder komplexe Tori der Form Cg

�L mit einem Gitter L ⊆ Cg.Dabei ist L =
L2g

i=1 Z · ωi mit ωi ∈ Cg, ωi =: (ωi1, · · · , ωig) mit ωij ∈ C. Dabei bilden
ω1, · · · , ω2g eine R-Basis von Cg.Die Matrix

Ω := (ωij)i,j =

�
ω1...
ω2g

Ǒ
∈MC(2g, g) ∼= MR(2g, 2g)mit rankR(Ω) = 2g heiÿt dann eine Periodenmatrix von L bzw. Cg

�L.Bemerkung. Ω bestimmt L eindeutig (als Z-Zeilenraum), aber L bestimmt niht Ωeindeutig, da es vershiedene Z-Basen von L gibt.Allgemeiner:De�nition 7.20. Sei g ∈ N. Eine Matrix Ω ∈MC(2g, g) heiÿt eine Periodenmatrix,falls rankR(Ω) = dimR(Zeil(Ω)) = 2g.Frage. Inwieweit sind die analytishen Isomorphieklassen von C-g-Tori Cg
�L durh Pe-riodenmatrizen beshreibbar?
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7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenSatz 7.2.11. (Charakterisierung von Periodenmatrizen)Sei Ω = (ωij) ∈MC(2g, g). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) Ω ist Periodenmatrix, d.h. rankR(Ω) = 2g.(2) (Ω,Ω) ∈ GLC(2g, 2g).(3) (Re(Ω), Im(Ω)) ∈ GLR(2g, 2g).Beweis. Wir haben ja folgende Äquivalenzen:
(1)⇔ rankR(Ω) = 2g

⇔ rankR(Re(Ω), Im(Ω)) = 2g

⇔ (3)

⇔ det(Re(Ω), Im(Ω)) 6= 0Dabei ist
det(Ω,Ω) = det(Re(Ω) + i · Im(Ω),Re(Ω)− i · Im(Ω))

= det

�
(Re(Ω), Im(Ω)) ·

�
Ig Ig
iIg −iIg

��
= det(Re(Ω), Im(Ω)) · det

�
Ig Ig
iIg −iIg

�
= det(Re(Ω), Im(Ω)) · det

�
Ig 0
iIg −2iIg

�
= det(Re(Ω), Im(Ω)) · (−2i)g| {z }

6=0Das heiÿt, wir haben auh
(3)⇔ det(Re(Ω), Im(Ω)) 6= 0

⇔ det(Ω,Ω) 6= 0

⇔ (2),und die drei Aussagen sind also äquivalent.De�nition 7.21. Die Menge der Periodenmatrizen bezeihnen wir mit PerC(g)

PerC(g) := {Ω ∈MC(2g, g) | Ω ist Periodenmatrix}De�nition 7.22. Seien Ω,Ω′ ∈ PerC(g) zwei Periodenmatrizen. Wir nennen Ω und Ω′äquivalent (Ω ∼ Ω′), falls ∼
Cg

�ZeilZ(Ω)
∼=anal.

Cg
�ZeilZ(Ω′).O�enbar ist ∼ eine Äquivalenzrelation auf PerC(g), denn ∼=anal. ist eine Äquivalenzre-lation auf der Kategorie der C-Mannigfaltigkeiten. 425



7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.2.12. (Charakterisierung der Äquivalenz von Periodenmatri-zen)Seien Ω,Ω′ ∈ PerC(g). Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) Ω ∼ Ω′.(2) ∃M ∈ GLC(g), ∃N ∈ GLZ(2g), so dass Ω = N · Ω′ ·M .Beweis. Wir haben diese Folge von Äquivalenzen:
(1)⇔ Cg

�Zeil(Ω)
∼=Lie Cg

�Zeil(Ω′)

⇔ ∃M̃ ∈ GLC(g) : ZeilZ(Ω · M̃) = (ZeilZ(Ω)) · M̃ = ZeilZ(Ω′)

⇔ ∃M̃ ∈ GLC(g),∃N ∈ GLZ(2g) : Ω · M̃ = N · Ω′

⇔ ∃M ∈ GLC(g),∃N ∈ GLZ(2g) : Ω = N · Ω′ ·M
⇔ (2)Korollar. Damit haben wir (für g ∈ N) folgende Entsprehungender Faktorräume:n

Cg
�L | L Gittero�∼=anal.

↔
n

Cg
�L | L Gittero�∼=Lie-Gruppen

↔ PerC(g)�∼
↔ GLZ(2g)�

PerC(g)�GLC(g)Ziel.
• Finde besonders einfahe Periodenmatrizen (durh Basiswehsel)
• Klassi�kation dieser �einfahen� Periodenmatrizen nah ∼.Frage. Welhe topologishe, analytishe und algebraishe Struktur trägt dieser Doppel-quotient GLZ(2g)�

PerC(g)�GLC(g)?Sei wieder Cg
�L ein Torus, L = Zeil(Ω), Ω ∈ PerC(g). Dann ist rankR(Ω) = 2g,

rankC(Ω) = g, d.h. es existiert in Ω ein g-Minor 6= 0.Dann kann man durh Permutationen die Matrix Ω in eine Form bringen, bei derdieser Minor (bzw. seine Teilmatrix) �oben� steht, d.h. es gibt eine Permutationsmatrix
N ∈ PermZ(2g) ⊆ GLZ(2g) mit

N · Ω =

�
Ω1

Ω2

�mit Ω1 ∈ GLC(G) und Ω2 ∈MC(g, g). Dann haben wir auh
N · Ω · Ω−1

1 =

�
Ig

Ω2 · Ω−1
1

�
=

�
Ig
Z

�
,426



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietätenmit Z = Ω2 · Ω−1
1 ∈MC(g, g). Dabei ist

Cg
�L = Cg

�ZeilZ(Ω)

∼= anal.C
g
�

ZeilZ

�
Ig
Z

�und daher �IgZ� ∈ PerC(g). Dabei haben wir�
Ig 0

Re(Z) Im(Z)

�
=

�
Re

�
Ig
Z

�
, Im

�
Ig
Z

��
∈ GLR(2g),also det(Im(Z)) 6= 0.Fazit. Jeder komplexe Torus hat eine Periodenmatrix der Form�

Ig
Z

�
∈MC(2g, g) mit det(Im(Z)) 6= 0, und ist auh analytish isomorphzum Torus der Form

Cg
�

Zeil

�
Ig
Z

�
, det(Im(Z)) 6= 0Das heiÿt, zur Klassi�kation der komplexen Tori genügt es, Tori dieser Form zu klas-si�zieren.De�nition 7.23. Wir bezeihnen die Menge unserer �zulässigen unteren Hälften� mit Tg

Tg := {Z ∈MC(g, g) | det(Im(Z)) 6= 0} .Dies ist eine o�ene Untermannigfaltigkeit von MC(g, g) ∼= Cg2 ∼= R2g2 .De�nition 7.24. Für Z,Z ′ ∈ Tg shreiben wir ≈

Z ≈ Z ′ ⇐⇒
�
Ig
Z

�
∼
�
Ig
Z ′

�
,falls die assoziierten Tori analytish isomorph sind.Es ist nun �

Ig
Z

�
∼
�
Ig
Z ′

�äquivalent dazu, dass es ein M ∈ GLC(g) und N =

�
D C
B A

�
∈ GLZ(2g) gibt, so dass

N ·
�
Ig
Z

�
·M =

�
Ig
Z ′

�
,d.h. �

D C
B A

�
·
�

M

Z ·M

�
=

�
Ig
Z ′

�
, 427



7 Algebraishe Geometrie II�zeilenweise� geshrieben:
(D + C · Z) ·M = Ig

(B +A · Z) ·M = Z ′Insgesamt haben wir also (durh Umstellen der ersten Zeile nah M und Einsetzen in diezweite):
Z ≈ Z ′ ⇐⇒

�
Ig
Z

�
∼
�
Ig
Z ′

�
⇐⇒

∃
�
D C
B A

�
∈ GLZ(2g) : (C · Z +D) ∈ GLC(g) und

Z ′ = (A · Z +B) · (C · Z +D)−1Dabei ist also n
V�L | dimC V = g, L ⊆ V Gittero�∼= ∼←→ Tg�≈Ahtung. Dieser �Faktorraum� ist kein Gruppenquotient, denn GLZ(2g) operiert nihtdurh �
A B
C D

�
◦ Z := (A · Z +B) · (C · Z +D)−1auf Tg, da für det(Im(Z)) 6= 0 niht immer C · Z +D ∈ GLC(g) gelten muss (und auhin diesem Fall det(Im((A · Z +B) · (C · Z +D)−1)) 6= 0 keineswegs gesihert ist).Betrahten wir aber erst einmal Tg und PerC(g)�GLC(g). Wir haben das Diagramm:

Z

�
Ig
Z

�
Tg PerC(g) Ω

Z PerC(g)�GLC(g) [Ω]��
Ig
Z

��
ρ

π
θ:=π◦ρ

Dabei gilt:(i) π ist surjektiv, stetig (klar) und o�en, denn es ist ja für eine o�ene Menge π(U) ∈
Off

�
Per(g)�GLC(g)

�:
π−1(π(U)) = {Ω ∈ PerC(g) | ∃M ∈ GLC(g) : Ω ∈M · U}

=
[

M∈GLC(g)

U ·M| {z }o�en ,

428



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe Varietätenalso als Vereinigung o�ener Mengen o�en.(ii) ρ ist injektiv (klar), und θ auh (ist �IgZ1

�
=
�
Ig
Z2

�
·M , so muss M = Ig sein, also

Z1 = Z2).(iii) In dem Teildiagramm aus bijektiven Abbildungen
Tg im(ρ)

im(θ)

ρ
∼

π

∼

θ

∼(mit den Relativtopologien) ist π ein Homöomorphismus.(iv) Es ist im(θ) ∈ Off
�
Per(g)�GLC(g)

�, weil
π−1(im(θ)) =

¨
Ω =

�
Ω1

Ω2

�
∈ PerC(g)

����� [Ω] =

��
Ig
Z

��
, Z ∈ Tg

«
=

¨
Ω =

�
Ω1

Ω2

�
∈ PerC(g)

�����∃M ∈ GLC(g) :

�
Ω1

Ω2

�
·M =

�
Ig
Z

�«
=

¨
Ω =

�
Ω1

Ω2

�
∈ PerC(g)

�����det(Ω1) 6= 0

«
∈ Off(PerC(g))(v) Für alle [Ω] ∈ Per(g)�GLC(g) gibt es ein N0 ∈ GLZ(2g) und M0 ∈ GLC(g), so dass

N0 · Ω ·M0 =
�
Ig
Z0

�. Das heiÿt, es ist
N0 · [Ω] = [N0 · Ω] =

��
Ig
Z0

��
∈ im(θ)Dass heiÿt, es ist Per(g)�GLC(g) =

S
N∈GLZ(2g)N · im(θ), als o�ene Überdekung,mit N · im(θ) ∼=homöo im(θ).(vi) Wir zeigen nun, dass ρ : T

∼−−−→bij. im(ρ) niht nur bijektiv, sondern sogar Homöo-morphismus ist, also o�en und stetig.O�enheit: Betrahten wir eine eine o�ene Menge U in Tg, ohne Beshränkung derAllgemeinheit
U = Uε(Z0)

= {Z ∈ Tg | ‖Z − Z0‖ < ε} ⊂ Tg
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7 Algebraishe Geometrie IIDann ist
ρ(U) =

(�
Ig
Z

� ����� �IgZ�− �IgZ0

� < ε

)
= im(ρ) ∩ Uε

��
Ig
Z0

��
,und als solhes o�en. Damit ist ρ o�ene Abbildung.Stetigkeit: Sei nun U = Uε

��
Ig
Z0

�� o�ene Menge in PerC(g). Wir haben dann
ρ−1

�
Uε

�
Ig
Z0

��
= ρ−1

�
im(ρ) ∩ Uε

�
Ig
Z0

��
=

(
Z ∈ Tg

����� �IgZ�− �IgZ0

� < ε

)
= {Z ∈ Tg | ‖Z − Z0‖ < ε}
= Uε(Z0) ∩ Tg,und das ist o�en in Tg. Damit ist ρ auh stetig.(vii) Damit ist θ : Tg → im(θ) ⊆ Per(g)�GLC(g) ebenfalls Homöomorphismus, und

Per(g)�GLC(g) =
[

N∈GLZ(2g)

N · im(θ)ist kartenüberdekt, also komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension dim Tg = g2.Fazit. PerC(g)�GLC(g) ist komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension
g2.Und nun operiert GLZ(2g) (von links) auf PerC(g)�GLC(g), via�

D C
B A

�
· [Ω] =

��
D B
C A

�
· Ω
�Aber leider operiert GLZ(2g) (für g ≥ 2) in einigen Punkten mit unendlihen Stabili-satoren (siehe folgendes Beispiel), und damit ist der Faktorraum

GLZ(2g)�
�
PerC(g)�GLC(g)

�kein Hausdor�raum mehr (denn Orbits können niht durh o�ene Mengen getrennt wer-den). Wir haben also einen shlehten Quotienten, der keine Chane hat, analytisherRaum zu werden.430



7.2 Spezielle komplette Varietäten: projektive und abelshe VarietätenBeispiel 7.2.5. Betrahte Z := −iIg ∈ Tg, Ω =
�
Ig

−iIg
�, und A ∈ GLZ(g) beliebig. Dannist �

A 0
0 A

�| {z }
∈GLZ(2g)

◦
��

Ig
−iIg

��
=

��
A · I + 0 · (−iI)
0 · I +A · (−iI)

��
=

��
A

−iA

��
=

��
Ig
−iIg

��und auh �
0 −A
A 0

�| {z }
∈GLZ(2g)

◦
��

Ig
−iIg

��
=

��
Ig
−iIg

��
Das heiÿt, StabGLZ(2g)

�
Ig

−iIg
� ist unendlih, weil es unendlih viele Matrizen A ∈ GLZgibt. Fazit. Es ist unmöglih, alle komplexen Tori der Dimension g ≥ 2durh einen Hausdor�raum zu parametrisieren.Ein Ausweg wird es sein, sih auf spezielle komplexe Tori mit Zusatzstruktur zu be-shränken, so dass die Automorphismengruppen endlih werden.Für den Fall g = 1 ist aber alles shön.Beispiel 7.2.6. Im Fall g = 1 liefert die allgemeine Theorien

C�Λ | Λ ⊂ C Gittero�∼=
∼=

�
C�Zeil

�
1
τ

� = C�Z⊕ τZ

���� Im(τ) 6= 0)

�
�∼=

∼=
n

C�Z⊕ τZ
��� Im(τ) > 0

o
�∼=.Dabei ist

C�Z + τZ ∼= C�Z + τ ′Zgenau dann, wenn es eine Matrix �d c
b a

�
∈ GLZ(2) und α ∈ C∗ = GLC(1) gibt mit�

d c
b a

�
·
�

1

τ

�
· α =

�
1

τ ′

�
.
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7 Algebraishe Geometrie IIEs ergibt sih, dass dann α = 1
cτ+d sein muss (es ist cτ + d 6= 0 wegen Im(τ) > 0), also

τ ′ = aτ+b
cτ+d . Dabei ist

Im(τ ′) = . . . =

det

�
d c
b a

�
· Im(τ)

|cτ + d|2
,wir haben also (für Im(τ) > 0) die Äquivalenz Im(τ ′) > 0⇔ det

�
d c
b a

�
> 0.Fazit. Insgesamt haben wir also7n

C�L
���L ⊂ C Gittero�∼= ∼= H�SLZ(2),wobei wir die folgende Operation von SLZ(2) auf der Siegelshen Halbebene betrahten:

SLZ(2)×H −→ H��
d c
b a

�
, τ

�
7−→ aτ + b

cτ + d7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenWir betrahten wieder k = C, V ∼= Cg mit einem komplexen Torus V�L.Als abstrakte Gruppe (Z-Modul) haben wir ja die exakte Standardfolge
0→ L →֒ V ։ V�L→ 0,wobei nur L (als Gruppe) endlih erzeugt ist, V und V�L niht.Satz 7.3.1. (Torsionseigenshaften komplexer Tori)(1) Für m ∈ N, m ≥ 2 ist die m-Torsionsuntergruppe

Torsm
�
V�L

�
:=
n
[x] ∈ V�L

���m · x = [0]
oeine nihttriviale Gruppe der Ordnung m2g. (Für m = 1 ist���Torsm

�
V�L

���� = 1, also die triviale Gruppe.)(2) Für die Torsionsuntergruppe gilt:
Tors

�
V�L

�
:=

[
m∈N

Torsm
�
V�L

�
∼=
�
Q�Z

�2g
,sie ist also abzählbar unendlih.(3) V�L ist dividierbarer, also injektiver Z-Modul.7Hier fehlt noh etwas!432



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenBeweis.(1) Sei F =
P2
i=1 g[0, 1] · εi ein Fundamentalbereih für L =

L2
i=1 gZεi. Dann haben wir

Torsm
�
V�L

�
= {[x] | x ∈ V,m · x ∈ L}

=

8<:[x]

������x ∈ F, x =
2gX
i=1

λi · εi, λi ∈ [0, 1],m · x ∈ L

9=;
=

(
[x]

����� x ∈ F, x =
2gX
i=1

λi · εi,∀i : λi ∈ [0, 1],m · λi ∈ Z

)
=

8>><>>:[x]

��������� x ∈ F, x =
2gX
i=1

ri
m
· εi,

∀i : ri ∈ Z, 0 ≤ ri
m
< 1, d.h. ri ∈ {0, · · · ,m− 1}

9>>=>>;
∼=
�
Z�mZ

�2g
,und es ist insbesondere ���Torsm
�
V�L

���� = m2g.(2) Wir haben ja
Tors

�
V�L

�
=
[
n∈N

Torsm
�
V�L

�
= {[x] | ∃m ∈ N : m · x ∈ L}

=

8<:[x] | x =
2gX
i=1

qi · εi, qi ∈ Q ∩ [0, 1)

9=;
∼=
�
Q�Z

�2g
= lim−→

m

�
Z�mZ

�2g(3) Sei [x] ∈ V�L, m ∈ Z \ {0}, mit x ∈ F . Dann haben wir
x =

2gX
i=1

λi · εi

= m ·
2gX
i=1

λi
m
· εi,also

[x] = m ·
24 2gX
i=1

λi
m
· εi

35 ,d.h. V�L ist Z-dividierbar (bzw. dividierbare Gruppe). 433



7 Algebraishe Geometrie IISei nun wieder k = k beliebig, mit char(k) 6∈ {2, 3}.De�nition 7.25. Für (a, b) ∈ k2 heiÿt∆(a, b)

∆(a, b) := 4a3 + 27b2 ∈ kdie Diskriminante von (a, b). Die Menge (Varietät)Discr

Discr(A2
k) := {(a, b) | ∆(a, b) = 0} = V (∆) ⊆ A2

kheiÿt Diskriminantenort in A2
k = k2.De�nition 7.26. In k[X,Y,Z] heiÿt für (a, b) ∈ k das homogene PolynomWa,b

Wa,b := Y 2 · Z −X3 − a ·X · Z2 − b · Z3das normierte Weierstraÿ-Polynom zu (a, b).Die Nullstellenmenge V+(Wa,b) ⊂ P2
k heiÿt die (normierte ebene) Weierstraÿ-Kubikin P2

k.Falls ∆(a, b) 6= 0, so nennt manE(a, b)

E(a, b) := V+(Wa,b)auh (projektive) elliptishe Weierstraÿ-Kubik .Ziel.(1) Zeige: Die E(a, b) mit ∆(a, b) 6= 0 sind abelshe Varietäten.(2) Klassi�kation modulo Isomorphie, also Finden eines Modulraumes.Bemerkung. Wa,b ist als Polynom irreduzibel, daher ist E(a, b) irreduzible (projektive)Varietät.De�nition 7.27. Sei F ∈ k[X0, · · · ,Xn] homogenes Polynom, degF = d ≥ 1. Dannheiÿt V+(F ) ⊂ Pnk (projektive) Hyper�ähe in Pnk .Sei a = (a0 : . . . : an) ∈ V+(F ). a heiÿt singulärer Punkt, falls
∀i ∈ {0, · · · , n} :

∂F

∂Xi
(a) = 0,ansonsten regulärer/niht-singulärer/glatter Punkt.Die Menge aller singulären Punkte

Sing(V+(F )) =
�
a ∈ V+(F )

���∀i : ∂F
∂Xi

(a) = 0
©heiÿt singulärer Ort, die Menge

Reg(V+(F )) := V+(F ) \ Sing(V+(F ))entsprehend regulärer/niht-singulärer/glatter Ort.434



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenSatz 7.3.2. Sei F ∈ Sd ⊂ k[X0, · · · ,Xn], d ≥ 1 und betrahten wirdie Hyper�ähe V+(F ) ⊂ Pnk . Ist F irreduzibel oder enthält zumin-dest keine mehrfahen (irreduziblen) Faktoren, so ist Sing(V+(F )) ∈
Abg(V+(F )) und Reg(V+(F )) ∈ Off ′(V+(F )), also insbesondere diht.Die VL-Mitshrift vom 19. Dezember 2003, in der sih der Beweis und zwei weitereSätze be�nden, ist leider niht aufzu�nden.Wir hatten betrahtet:(1) Seien gegeben eine Hyper�ähe V+(F ) ⊂ P2

k mit F homogen, degF = d ≥ 1, sowieeine projektive Gerade l = V+(Z + αX − βY ) (mit l 6= V+(F )). Dann ist
|l ∩ V+(F )| ≤ d.(2) Es ist [ξ : η : αξ + βη] ∈ l ∩ V+(F ) genau dann, wenn F̃ (ξ, η) = 0, wobei

F̃ (X,Y ) := F (X,Y, αX + βY )ist, und dass ist genau dann der Fall, wenn (ηX − ξY ) ein Teiler von F̃ (X,Y ) ist,also(*) F̃ (X,Y ) = c · (ηX − ξ · Y )ν ·
d−νY
i=1

(ai ·X + bj · Y ),mit c ∈ k∗ und ν ≥ 1.De�nition 7.28. Die Zahl i

i(V+(F ), l, [ξ, η, ζ]) :=

(
0 falls [ξ, η, ζ] 6∈ V+(F ) ∩ l
ν falls [ξ, η, ζ] ∈ V+(F ) ∩ l, ν maximal in (*)heiÿt Shnittmultiplizität von [ξ, η, ζ] in l ∩ V+(F ).Satz 7.3.3. Seien die Voraussetzungen wie oben. Dann istX

p∈V+(F )

i(V+(F ), l, p) = d = degF,eine ebene Kurve vom Grad d hat also (bei Zählung der Multiplizitäten)
d Shnittpunkte mit jeder projektiven Geraden.Beweis. Dies ist einfah ein Korollar aus dem oben Untersuhten.

435



7 Algebraishe Geometrie IIKorollar. Sei k = k, F ∈ k[X,Y,Z] homogen, degF = d ≥ 1,
char(k) = 0 oder char(k) > d, α, β ∈ k.Betrahte wieder die ebene Kurve C := V+(F ) (nihtsingulär) und
l = V+(Z − αX − βY ) und P := [ξ, η, ζ] ∈ l ∩C. Dann ist

i(C, l, P ) ≥ 2⇐⇒ l = TP (C),(l ist die Tangente an C in P ).Beweis. Wir haben ja
F̃ (X,Y ) = F (X,Y, αX + βY )

= c · (ηX − ξY )ν · Πund damit wird
∂F̃

∂X
=
∂F

∂X
+ α · ∂F

∂Z

∂F̃

∂Y
=
∂F

∂Y
+ β · ∂F

∂Zzu
∂F̃

∂X
= c ·

�
ν · (ηX − ξY )ν−1 ·Π + (ηX − ξY )ν · ∂Π

∂X

�
,analog für ∂F̃

∂Y . Damit haben wir im Punkt P :
ν ≥ 2⇐⇒ ∂F̃

∂X
(P ) =

∂F̃

∂Y
(P ) = 0

⇐⇒ ∂F

∂X
(P ) = −α∂F

∂Z
(P ) und

∂F

∂Y
(P ) = −β∂F

∂Z
(P )

⇐⇒ t = V+

�
∂F

∂X
(P ) ·X +

∂F

∂Y
(P ) · Y +

∂F

∂Z
(P ) · Z

�
= V+

�
∂F

∂Z
(P ) · (−αX − βY + Z)

�und weil in diesem Fall ∂F∂Z (P ) 6= 0 ist (sonst ist sind auh die anderen partiellen Ablei-tungen 0, wir haben also einen singuläten Punkt), ist das
= V+(Z − αX − βY )

t = l.436



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenBemerkung. In unseren Spezialfall F = W(a,b) (niht-singuläre Weierstraÿkurven in P2
k)erhalten wir für

E(a, b) = V+(W(a,b)

= V (Ŷ 2 − X̂2 − aX̂ − b)| {z }
⊆D+(Z)∼=A2

k

∪̇ {[0 : 1 : 0]}insbesondere:(1) Für jede projektive Gerade l ist PP i(E(a, b), l, P ) = 3, d.h. jede projektive Geradeshneidet die Weierstraÿkurve in 3 Punkten (gezählt mit Vielfahheiten).(2) O := [0 : 1 : 0] liegt in jeder Weierstraÿ-Kubik, und es ist TO(E(a, b)) = V+(Z), O
i(E(a, b), V+(Z), O) = 3.Das Gruppengesetz auf einer ebenen, nihtsingulären WeierstraÿkubikEs sei wieder (damit E(a, b) regulär bleibt) ∆(a, b) = 4a3 + 27b2 6= 0, char(k) 6∈ {2, 3}. b

P

b

R

b

QDe�nition 7.29. Wir verwenden folgende (geometrishe) Konstruktion:
• Für P,Q ∈ E(a, b) konstruiere l(P,Q) ⊂ P2

k als die (eindeutige!) projektive Geradedurh P und Q. (Falls P = Q, nimm die Tangente l(P,P ) := TP (E(a, b)).)
• Es ist dann l(P,Q)∩E(a, b) = {P,Q,R}, R der dritte Shnittpunkt nah Bezout.Falls l(P,Q) Tangente in P oder Q ist, ist R = P bzw. R = Q. b

P = R

b
Q

• Wir de�nieren nun ÔPQ := R. Ô��
• Betrahte nun l(ÔPQ,O)∩E(a, b) =

�
O,ÔPQ,S©, S wieder der dritte Shnittpunkt.

• Diesen Shnittpunkt bezeihnen wir nun mit ⊞

P ⊞Q := S = ÔÔPQ.Dies ergibt eine Mengenabbildung
⊞ : E(a, b) × E(a, b)→ E(a, b).
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.3.4. (Satz von der Gruppenstruktur auf E(a, b))Sei k = k Körper mit char(k) 6∈ {2, 3}, (a, b) ∈ k2 \Discr, E := E(a, b)die (niht-singuläre) Weierstraÿ-Kubik dazu, ⊞ : E ×E → E wie ebengeometrish konstruiert. Dann gilt:(1) ⊞ : E × E → E ist kommutativ.(2) P ⊞O = P für alle P ∈ E (O ist ⊞-neutral).(3) Für alle P ∈ E ist P ⊞ÔOP = O, d.h. ⊖P := ÔOP ist ⊞-invers zu
P .(4) ⊞ : E2 → E und ⊖ : E → E sind Morphismen in Vark.(5) ⊞ : E × E → E ist assoziativ.(6) (E(a, b),⊞,⊖) ist eine abelshe Varietät.

⊖

Beweis.(1) Dies ist klar nah Konstruktion (Ô�� ist o�enbar kommutativ).(2) Es ist P ⊞O = ÔÔPO = P .b

P =
̂
OPO

b

O

b
R = PO

(3) Wegen O = P̂ÔOP ist
P ⊞ÔOP =

̂
OP̂ÔOP = ÔOO = O(4) Betrahte zunähst

⊖ : E −→ E

P 7−→ÔOPO�enbar ist ⊖O = O. Sei nun P = (ξ : η : 1) ∈ E \ {O}. Dann ist
l(P,O) = V+(αX + β · Y + γ · Z),mit αξ + βη + γ = 0 und β · 1 = 0, also
l(P,O) = V+(αX − α · ξ · Z), α 6= 0

= V+(X − ξZ)Das zu Wa,b und dieser Gerade X = ξZ gehörige (zweivariable) Polynom (derenNullstellen ja die Shnittstellen markieren) ist
W̃a,b(Y,Z) = Y 2Z − ξ3Z3 − aξZ3 − bZ3

= Z · (Y 2 − (ξ3 + aξ + b) · Z2)

= Z · (Y 2 − η2Z2)

= Z · (Y − ηZ) · (Y + ηZ)438



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenDies entspriht den drei Shnittpunkten [0 : 1 : 0], [ξ : η : 1] und [ξ : −η : 1]. Es istalso ⊖[ξ : η : 1] = [ξ : −η : 1], ⊖ wird also durh die Matrix�
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

Ǒ
∈ PGLk(3)induziert, ist also sogar ein Isomorphismus.Analog kann man zeigen (ÜA), dass ⊞ : E ×E → E ein Morphismus ist, da sih dieKoordinaten von P ⊞ Q als rationale Ausdrüke in den Koordinaten von P und Qausdrüken lassen.(5) Folgt aus (4) mittels der konkreten rationalen Ausdrüke (ÜA).(6) Folgt aus (1) bis (5).Bemerkung. Sind für i ∈ {1, · · · , r} E(ai, bi) jeweils nihtsinguläre Weierstraÿkubiken,so ist

E(a1, b1)× . . .× E(ar, br)zwar keine Weierstraÿ-Kubik (Dimension!), aber (mit der komponentenweisen Addition)ebenfalls eine abelshe Varietät.Klassi�kation der Weierstraÿ-Kubiken in P2
k und deren ModulraumWir betrahten nun (für k = k, char k 6= 2, 3)�

E(a, b) | a, b ∈ k2,∆(a, b) 6= 0
©
.Frage. Was ist �E(a, b) | a, b ∈ k2,∆(a, b) 6= 0

©
�∼=Vark

? Ist es etwa gar eine algebraisheVarietät?Zunähst ist klar (aus der Theorie der abelshen Varietäten und der festgelegten Grup-penstruktur), dass
E(a, b) ∼=Vark

E(a′, b′)

⇐⇒ E(a, b) ∼=AVk
E(a′, b′),es sind also alle E(a, b) bis auf Isomorphie abelsher Varietäten zu klassi�zieren. Es ist

f ∈ IsomAVk
(E(a, b), E(a′ , b′))

⇐⇒ f ∈ IsomVark
(E(a, b), E(a′, b′)) und f(O) = O).
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.3.5. Sei k = k, char(k) 6∈ {2, 3}, und E(a, b), E(a′, b′) zweinihtsinguläre Weierstraÿ-Kubiken in P2
k. Dann sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) E(a, b) ∼=Vark

E(a′, b′)(2) E(a, b) ∼=AVk
E(a′, b′)(3) ∃c ∈ k∗ : a′ = c4 · a, b′ = c6 · b(4) 4a3

∆(a,b) = 4a′3
∆(a′,b′) .De�nition 7.30. Dabei heiÿtj(a, b)

j(a, b) :=
4a3

4a3 + 27b2
=

4a3

∆(a, b)
∈ k = A1

kdie absolute Invariante von (a, b) bzw. E(a, b).Korollar. Die Abbildung
̃

�
E(a, b) | a, b ∈ k2,∆(a, b) 6= 0

©
�∼= −→ A1

k

[E(a, b)] 7−→ j(a, b)ist wohlde�niert und injektiv.Beweiszu Satz 7.3.5.(1) ⇔ (2): Es ist ja bekanntlih IsomVark
(E,E′) ∼= E′ × IsomAVk

(E,E′), d.h. beideMengen sind gleihzeitig leer oder niht leer.(2) ⇒ (3): Seien E(a, b) und E(a′, b′) isomorph in AVk, also ∃f : E(a, b)
∼−−→ E(a′, b′)mit f([0 : 1 : 0]) = [0 : 1 : 0]. Auf dem �a�nen Teil� (d.h. jeweils der Shnitt mit

D+(Z) ∼= A2
k) gilt

E(a, b) \ {O} ∼−−→
f

E(a′, b′) \ {O}(als a�ne kubishe Kurven). Dabei haben wir ja die Isomorphie
D+(Z)

∼−−→ A2
k

[a : b : c] 7−→ (
a

c
,
b

c
)
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietätenmit der Isomorphie der Koe�zientenringe
OP3

k
(D+(Z))

∼−−→ k[X,Y ]

X

Z
7−→ X

Y

Z
7−→ YDamit ist

E(a, b) \ {O} = V (Y 2 −X2 − a ·X − b) =: V (F ) ⊂ D+(Z),

E(a, b) \ {O} = V (Y 2 −X2 − a′ ·X − b′) =: V (G) ⊂ D+(Z).

F und G sind o�enbar irreduzibel, und daher können wir das folgende Diagrammkommutativ ergänzen, mit einer Liftung H# von f#:
k[X,Y ]�(F )

k[X,Y ]�G

k[X,Y ] k[X,Y ]

f#

∼

πF
πG

H#Insbesondere gilt dabei
πF (H#(X)) = f#(πG(X))

πF (H#(Y )) = f#(πG(Y ))Nun ist ja k[X,Y ]�(F )
∼= k[X]⊕k[X]·Y (weil degY F = 2), analog für k[X,Y ]�(G).Wir haben damit

H#(X) = r0(X) + r1(X) · Y,
H#(Y ) = s0(X) + s1(X) · Y.Geometrish ergibt dass für die zugehörige Abbildung H:

H : A2
k −→ A2

k

(a, b) 7−→ (r0(a) + r1(a) · b, s0(a) + s1(a) · b),und f ist eine Einshränkung von H, wird also durh einen Morphismus A2 → A2induziert. Weil f auh Gruppenisomorphismus ist, also f ◦ ⊖ = ⊖ ◦ f , gilt für
(a, b) ∈ V (F ):

(r0(a)− r1(a) · b, s0(a)− s1(a) · b) = H(a,−b)
= (H ◦ ⊖)(a, b)

= (⊖ ◦H)(a, b)

= ⊖(r0(a) + r1(a) · b, s0(a) + s1(a) · b)
= (r0(a) + r1(a) · b,−s0(a)− s1(a) · b) 441



7 Algebraishe Geometrie IIWegen char(k) 6= 2 ist damit immer r1(a) · b = 0 und s0(a) = 0.Dabei gibt es für α ∈ k immer ein β ∈ k (nämlih β =
√
α3 + aα+ b), so dass

(α, β) ∈ V (F ) ist. (Für alle bis auf maximal 3 Werte von α ist dabei β ∈ k∗, weil
X3 + aX + b höhstens drei Nullstellen hat.) Es ist also π2(V (F )) = A1

k = k.Das heiÿt, es ist sogar (auf ganz Ak
1) s0(X) = 0, s1(X) = 0, und H hat allgemeindie Form H(α, β) = (r0(α), s1(α) · β). Nah Homogenisierung stiftet H : A2

k → A2
kalso einen Morphismus

H̃ : P2
k −→ P2

k

[α : β : γ] 7−→ [r̃0(α, γ) : s̃1(α, γ) · β : γd],wobei d = max {deg(r0(X)),deg(s1(X)) + 1} ist. Dabei ist auh d = deg r̃0 =
deg s̃1 + 1.Dieses H̃ überführt E(a, b) isomorph auf E(a′, b′), da H̃|E(a,b) = f . Weiterhin ist(wegen H̃(O) = f(O) = O = [0 : 1 : 0]) deg(s1) = 0 und deg(r0) = 1, also d = 1.Damit ist insgesamt

H̃ : P2
k −→ P2

k

[α : β : γ] 7−→ [u · α+ v · γ : w · β : γ],mit w ∈ k∗, u ∈ k∗ (sonst wäre deg(r0) = 0), v ∈ k. Es ist also H̃ ein linearerIsomorphismus von P2
k, vermittelt durh�

u 0 v
0 w 0
0 0 1

Ǒ
∈ PGLk(3)Fazit. Jeder Isomorphismus f : E(a, b) → E(a′, b′) in AVk wird induziert durheinen linearen Isomorphismus des P2

k der Gestalt � u v
w

1

�
∈ PGLk(3).Als Diagramm:

V (Wa,b) V (Wa′,b′)

A3
k A3

k

P2
k P2

k

E(a, b) = V+(Wa,b) V+(Wa′,b′) = E(a′, b′)

∼

∼
Ĥ

∼
f

∼
H̃

⊆ ⊇

⊆ ⊇Daher ist
(Wa,b) =

È
(Wa,b) =

q
Ĥ#(Wa′,b′) = (Ĥ#(Wa′,b′)),das heiÿt, es gibt ein λ ∈ k∗ mit λ ·Wa,b = Ĥ#(Wa′,b′). Ausführlih aufgeshrieben:

λ · (Y 2Z ·X3 − aX − b) = (w · Y )2Z − (uX + V Z)3 − a′(uX + vZ)Z2 − bZ3442



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenEin Koe�zientenvergleih ergibt:
λ = w2 = u3,

0 = 3u2v = v.Setzen wir c := w
u ∈ k∗, so erhalten wir

c2 =
w2

u2
=
u3

u2
= u

c3 =
w3

u3
=
w3

w2
= w

c4 =
w2

u
= u2

c6 =
w6

u6
= w2 = λDas heiÿt, wir haben

H̃ ��c2 0 0
0 c3 0
0 0 1

Ǒ
∈ PGLk(3)für ein c ∈ k∗ und weiterhin

λ · a = a′ · u,

⇒ a′ =
λ

u
· a =

w2

u
· a = c4a

λ · b = b′

⇒ b′ = c6aFazit. Ist E(a, b) ∼= E(a′, b′) in Vark, so gibt es ein c ∈ k∗ mit a′ = c4 ·a, b′ = c6 · b.(3) ⇒ (2): Ist a′ = c4a, b′ = c6b, so überführt der Isomorphismus von P2
k zur Matrix�

c2

c3
1

�
∈ PGLk die Kurve E(a, b) isomorph auf E(a′, b′).(3) ⇒ (4): j(a, b) := 4a3

4a3−27b2 ∈ k hieÿ die absolute Invariante von E(a, b). Sind nun
E(a, b) und E(a′, b′) zwei reguläre Weierstraÿkurven mit a′ = c4 · a und b′ = c6 · b,so ist

j(a′, b′) =
4a′3

4a′3 − 27b′2

=
4 · c12 · a3

4 · c12 · a3 − 27 · c12 · b2

=
c12

c12
· 4a3

4a3 − 27b2

= 1 · j(a, b) = j(a, b) 443



7 Algebraishe Geometrie II(4) ⇒ (3): Seien also E(a, b) und E(a′, b′) zwei reguläre Weierstraÿkurven mit j(a, b) =
j(a′, b′).Fall 1: Ist j(a, b) = j(a′, b′) = 0, so muss a = a′ = 0 sowie b 6= 0, b′ 6= 0 sein. Setze

c := 6
È

b′
b (irgendeine der 6 Wurzeln). Dann ist b′ = c6 · b und a · c4 = 0 = a′.Fall 2: Ist j(a, b) = j(a′, b′) = 1, so muss b = b′ = 0, a 6= 0 und a′ 6= 0 sein. Mit

c := 4
È

a′
a ergibt sih wieder a · c4 = a′ und immer noh b′ = 0 = c6 · b.Fall 3: Ist j := j(a, b) = j(a′, b′) 6∈ {0, 1}, so zunähst a′ 6= 0, a 6= 0, b 6= 0, b′ 6= 0.Weiterhin haben wir

j =
4a3

4a3 − 27b2

⇒ (4a3 − 27b2) · j = 4a3

⇒ 27b2j = 4a3j − 4a3

⇒ b2 =
4a3(j − 1)

27jund analog
b′2 =

4a′3(j − 1)

27jDamit ist der Quotient:
b′2

b2
=

4a′3(j − 1) · 27j
27j

4a3(j − 1)

=
a′3

a3
.Mit c := 4

È
a′
a (wieder eine beliebige der Wurzeln) ergibt sih a′ = c4 · a und

b′ = c6 · b.Korollar. Die Abbildung
̃ :

�
E(a, b) | a, b ∈ k2,∆(a, b) 6= 0

©
�∼= −→ A1

k

[E(a, b)] 7−→ j(a, b)ist sogar eine Bijektion.Beweis. Zu zeigen ist noh die Surjektivität.Zunähst ist 0 = ̃(E(0, 1)) ∈ im(̃) und 1 = ̃(E(1, 0)) ∈ im(̃).Sei nun µ ∈ k \ {0, 1}. Betrahte die Weierstraÿ-Kubik
E(aµ, bµ) := E

�
− 27µ

4(µ− 1)
,− 27µ

4(µ− 1)

�
444



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenEs ist
∆(a, b) = −273

42
· µ3

(µ− 2)3
+

273

42
· µ2

(µ− 2)2

=
273

42
· µ2

(µ− 1)2
· µ− 1− µ

µ− 1

6= 0,die Kubik ist also regulär. Dabei ist
j(a, b) =

−273

42 · µ3

(µ−1)3

−273

42 · µ3

(µ−1)3 + 273

42 · µ2

(µ−1)2

=

µ3

(µ−1)3

µ3

(µ−1)3 −
µ2

(µ−1)2

=

µ3

(µ−1)3

µ3−µ2(µ−1)
(µ−1)3

=
µ3

µ3 − µ3 + µ2

j(a, b) = µ.Es ist also µ ∈ im(̃), ̃ ist also auh surjektiv, d.h. bijektiv.Fazit. Wir kennen also bis auf Isomorphie alle Weierstraÿ-Kubiken, und können deren�Normalformen� explizit aufshreiben:
• E(0, 1) ∼= E(0, b) für alle b ∈ k∗, gegeben durh Y 2Z = X3 +Z3 bzw. Y 2 = X3 +1.
• E(1, 0) ∼= E(a, 0) für alle a 6= 0, gegeben durh Y 2Z = X3 + XZ2 bzw.
Y 3 = X3 +X.
• E(α,α) für α 6∈

�
0,−27

4

©, gegeben durh Y 2Z = X3 + αXZ2 + αZ3 bzw.
Y 2 = X3 + αX + α, ist isomorph zu allen E(a, b) mit j(a, b) = j(α,α) = 4α3

4α3+27α2 .Satz 7.3.6. (Automorphismengruppen von Weierstraÿ-Kurven)Sei k = k, char(k) 6∈ {2, 3}, α ∈ A1
k \
�
0, 27

4

©. Dann gilt:(1) AutAVk
(E(0, 1)) ∼=

�
c ∈ k | c4 · 0 = 0, c6 · 1 = 1

© ∼= Z�6Z,(2) AutAVk
(E(1, 0)) ∼=

�
c ∈ k | c4 · 1 = 1, c6 · 0 = 0

© ∼= Z�4Z,(3) AutAVk
(E(α,α)) ∼=

�
c ∈ k | c4 · α = α, c6 · α = α

© ∼= Z�2Z 445



7 Algebraishe Geometrie IIBeweis. Es ist ja AutAVk
(E(a, b)) = IsomAVk

(E(a, b), E(a, b)), und die wurden in Teil(2) ⇔ (3) von Satz 7.3.5 ja bestimmt.Die Legendre-Familie nihtsingulärer ebener Kurven und die universelleelliptishe KurveWir haben also (immer für k = k, char(k) 6∈ {2, 3}) die bijektive Äquivalenz:�
E(a, b) | 4a3 + 27b2 6= 0

©
�∼=

∼−−→ A1
k

[E(a, b)] 7−→ j(a, b) =
4a3

4a3 + 27bBemerkung 1. Auf E(A,B) gilt für P,Q,R ∈ E(a, b):
P ⊞Q⊞R = 0 ⇐⇒

P , Q, R sind die drei Shnitt-punkte (evtl. mit Vielfahheiten)einer projektiven Geraden mit
E(a, b).Beweis. Einfah ausrehnen:

P ⊞Q⊞R = 0

⇔ R = ⊖ (P ⊞Q)

⇔ R =
̂
OÔÔPQ

⇔ R = ÔPQDie 2-Torsionspunkte sind gegeben durh
Tors2(E(a, b)) = {P ∈ E(a, b) | P ⊞ P = O}

= {P ∈ E(a, b) | P = −P}
= {O} ∪ {[ξ : η : e] ∈ E(a, b) | η = −η}
= {O} ∪

�
[ξ : 0 : 1] | 0 = ξ3 + aξ + b

©Behauptung. Das Polynom X + ax + b hat mehrfahe Nullstellen
⇔ ∆(a, b) = 4a3 + 27b2 = 0.
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenBeweis. Sei ξ eine mehrfahe Nullstelle, also ξ3 + aξ + b = 0 und 3ξ2 + a = 0. Dann istentweder ξ = 0, also auh a = b = 0, oder
2aξ = −3b

⇒ 4a2ξ2 = 9b2

⇒ 4a2 · 3ξ2 = 27b2

⇒ −4a3 = 27b2

⇒ 4a3 + 27b2 = 0Umgekehrt: Ist 4a3 = 27b2, so hat X3 + aX + b eine mehrfahe Nullstelle bei 3b
2a (oder 0,falls a = b = 0).Ist also E(a, b) glatt, so hat X3 + aX + b nur einfahe Nullstellen, es ist

X3 + aX + b = (X − λ1)(X − λ2)(X − λ3)mit λi 6= λj für i 6= j, wobei
λ1 + λ2 + λ3 = 0,

λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 = a

−λ1λ2λ3 = bDabei ist o�enbar Wa,b = Y 2Z − (X − λ1Z)(X − λ2Z)(X − λ3Z).Betrahte nun die Matrix
Mλ1,λ2

�
1

λ2−λ1
0 − λ1

λ2−λ1

0 (λ2 − λ1)
− 3

2 0
0 0 1

Ǒ
∈ PGL2,welhe eine Koordinaten-Transformation in P2

k beshreibt, nämlih X ′ = X−λ1Z
λ2−λ1

,
Y ′ = (λ2 − λ1)

− 3
2 · Y , Z ′ = Z. Setzen wir nun λ := λ3−λ1

λ2−λ1
∈ A1

k \ {0, 1}, so gilt o�enbar
(Y ′)2 · Z ′ −X ′(X ′ − Z)(X ′ − λZ ′)

=
1

(λ2 − λ1)3
· Y 2Z − X − λ1Z

λ2 − λ1
· X − λ2Z

λ2 − λ1
· X − λ3Z

λ2 − λ1

=
1

(λ2 − λ1)3
·
�
Y 2Z − (X − λ1Z)(X − λ2Z)(X − λ3Z)

�
=

1

(λ2 − λ1)3
·Wa,bDas heiÿt, die zu Mλ1,λ2 gehörende Koordinatentransformation überführt E(a, b) in

V+(Y 2Z −X(X − 1)(X − λ)), mit λ ∈ A1
k \ {0, 1}.De�nition 7.31. Für λ ∈ A1

k \ {0, 1} heiÿt die projektive Kurve
L(λ) := V+(Y 2Z −X(X − 1)(X − λ))Legendre-Kubik (zum Parameter λ) in Normalform. 447



7 Algebraishe Geometrie IIAhtung. Der Isomorphismus E(a, b)
∼−−→ L(λ) ist zwar wohlbestimmt, aber niht ka-nonish, denn er hängt von der gewählten Reihenfolge der Nullstellen λ1, λ2, λ3 von

X3 + aX + b ab. Es gibt genau 6 solhe Reihenfolgen, und damit ist
E(a, b) ∼= L(λ)

∼= L(
1

λ
)

∼= L(1− λ)

∼= L(
1

1− λ)

∼= L(
λ

λ− 1
) = L(1 +

1

λ− 1
)

∼= L(
λ− 1

λ
) = L(1− 1

λ
)Diese Kurven (bzw. ihre Parameter) müssen niht alle vershieden sein � für λ = 1

2 ,
λ = −1, λ = 1±

√
3i

2 , λ = 2 fallen mehrere dieser Parameter (und damit auh die Kurven)zusammenFazit. Jede reguläre Weierstraÿkurve E(a, b) ist isomorph zu einigen Legendre-Kurven
L(λ).Die Tshirnhaus-Abbildung8Sei umgekehrt L(λ) = V+(Y 2 · Z −X(X − yZ)(X − λZ)) als Legendre-Kubik gegeben,
λ 6∈ {0, 1}. Unter �Ausshaltung� des unendlih fernen Punktes O = [0 : 1 : 0] reduziertsih die projektive Gleihung zur a�nen Gleihung

Y 2 = X(X − 1)(X − λ) = X3 − (λ+ 1)X2 + λX.Nun können wir die Tshirnhaus-Transformation anwenden: X ′ := X − λ+1
3 , Y ′ := Y(bzw. im Projektiven wieder X = X− λ+1

3 Z, Y ′ = Y,Z ′ = Z), und damit wird die (a�ne)Gleihung zu
0 = Y 2 −X3 + (λ+ 1)X2 − λ ·X

= (Y ′)2 − (X ′)3 +
λ2 − λ+ 1

3
·X ′ − (λ+ 1)(λ − 2)(1 − 2λ)

27
.Die Tshirnhaus-Abbildung P2

k → P2
k überführt L(λ) also gerade in

E(−λ2−λ+1
3 , (λ+1)(λ−2)(1−2λ)

27 ), wobei
∆

�
−λ

2 − λ+ 1

3
,
(λ+ 1)(λ− 2)(1 − 2λ)

27

�
= −27 · λ2(λ− 1)ist, und

j

�
−λ

2 − λ+ 1

3
,
(λ+ 1)(λ− 2)(1 − 2λ)

27

�
=

4

27
· (λ

2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
.8Ehrenfried Walter von Tshirnhaus, 1651-1708, Alhemist unter August dem Starken448



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenSatz 7.3.7. (Vergleihssatz Weierstraÿ-Legendre)Sei k = k, char(k) 6∈ {2, 3}.(1) Dann ist das folgende Diagramm von Abbildungen kommutativ:
[L(λ)]

�
E
�
−λ2−λ+1

3
,

(λ+1)(λ−2)(1−2λ)
27

��
[L(λ)]

�
L(λ) | λ ∈ A1

k \ {0, 1}
	
�∼= {E(a, b) | ∆(a, b) 6= 0}�∼= [E(a, b)]

λ A1
k \ {0, 1} A1

k
4a3

4a3+27b2

λ 4
27

(λ2−λ−1)3

λ2(λ−1)2

T̂

L j

∼

J(2) Dabei ist T̂ bijektiv.(3) J ist eine 6-blättrige algebraishe Überlagerung, die genau über
{0, 1} in A1

k verzweigt ist.Beweis.(1) folgt sofort aus der zuvor beshriebenen Tshirnhaus-Transformation, denn damit ist
J gerade de�niert.(2) J ist surjektiv, denn für c ∈ A1

k ist
(X2 −X + 1)3 = c ·X2(X + 1)2eine algebraishe Gleihung 6. Grades, hat also (k = k) Nullstellen, 0 und 1 sindo�ensihtlih niht dabei.Damit muss auh T̂ surjektiv, also bijektiv sein.(3) Die Gleihung

4(X2 −X + 1)3 = 4 · (λ
3 − λ2 + 1)3

λ2(λ− 1)2
·X2(X − 1)2hat genau die Lösungen λ, 1

λ , 1− λ, 1
1−λ , λ

λ−1 , und λ−1
λ , denn es ist

X2 −X + 1)3 − (λ2 − λ+ 1)3

λ2(λ− 1)2
·X2(X − 1)2

= (X − λ)(X − 1
λ)(X − (1− λ))(X − 1

1−λ)(X − λ−1
λ )(X − λ−1

λ )(X − λ
λ−1 )

449



7 Algebraishe Geometrie IIDaher hat T−1(T(λ)) im allgemeinen die Kardinalität 6, sie ist nur dann geringer,falls
#

�
λ,

1

λ
, 1− λ, 1

1− λ,
λ

λ− 1
,
λ− 1

λ

�
< 6,also für

λ ∈
§
−1,

1

2
, 2
ª| {z }

J(λ)=1

∪
�
V (X2 −X + 1)

©| {z }
J(λ)=0

.Wir haben also L(−1) ∼= L(1
2) ∼= L(2) und L(1+

√
−3

2 ) ∼= L(1−
√
−3

2 ), d.h. ��J−1(1)
�� = 3,��J−1(0)

�� = 2 und ��J−1(ξ)
�� = 6 für ξ ∈ A1

k \ {0, 1}.Korollar. Auh die Abbildung
L : A1

k \ {0, 1} −→ {L(λ) | λ 6∈ {0, 1}}�∼=
λ 7−→ [L(λ)]ist 6-blättrig, mit Verzweigungen über [L(−1)] und [L(1+

√
−3

2 )].Bemerkung. Betrahte auf A1
k \ {0, 1} die Transformations-Gruppe:

G = {id, e1, e2, e3, e4, e5}
⊆ Bij(A1

k \ {0, 1} ,A1
k \ {0, 1}),mit

e1(λ) =
1

λ
,

e2(λ) = 1− λ,

e3(λ) =
1

1− λ,

e4(λ) =
λ

λ− 1
,

e5(λ) =
λ− 1

λ
.

◦ id e1 e2 e3 e4 e5
id id e1 e2 e3 e4 e5
e1 e1 id e5 e4 e3 e2
e2 e2 e3 id e1 e5 e4
e3 e3 e2 e4 e5 e1 id
e4 e4 e5 e3 e2 id e1
e5 e5 e4 e1 id e2 e3

G ist also eine Gruppe der Ordnung 6 und nihtkommutativ, also G ∼= S3 (die bis aufIsomorphie einzige solhe Gruppe � auh ein Blik auf die Verknüpfungstabelle bestätigtdie Isomorphie).Das heiÿt, S3 operiert (als G) auf A1
k \ {0, 1}, und wir haben das Diagramm

A1
k \ {0, 1} A1

k

A1
k \ {0, 1}��S3

A1
k \ {0, 1}�S3

J

π

∼

Ĵ
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenMit
A1
k \ {0, 1} = D(T · (T − 1)),also

OA1
k
\{0,1}(A

1
k \ {0, 1}) ∼= (k[T ])T ·(T−1) ,folgt ein Resultat aus der klassishen Invariantentheorie:�

k[T ]T ·(T−1)

�S3 ∼= k

�
T 2 − T + 1

T 2(T − 1)2

�
∼= k[X]Satz 7.3.8. Es gibt eine Varietät X und einen surjektiven Morphis-mus (in Vark)

π : X ։ A1
k \ {0, 1}derart, dass die Fasern isomorph zu Legendre- bzw. Weierstraÿkubikensind, und diese (bis auf Isomorphie) auh alle einmal vorkommen.Beweis. Betrahte die Varietät P2

k × (A1
k \ {0, 1}) mit der Projektion p auf den zweitenFaktor:

p : P2
k × (A1

k \ {0, 1})→ A1
k \ {0, 1}Darin betrahten wir die Teilmenge

X :=
�
([ξ : η : ζ], λ) ∈ P2

k × (A1
k \ {0, 1}) | η2 · ζ − ξ · (ξ − η)(ξ − λ · ζ) = 0

©Es ist dabei
P2
k × (A1

k \ {0, 1}) = D+(X)× (A1
k \ {0, 1})| {z }a�n ∪

∪D+(Y )× (A1
k \ {0, 1})| {z }a�n ∪

∪D+(Z)× (A1
k \ {0, 1})| {z }a�n ,und es ist jeweils X ∩ D+(. . . ) × (A1

k \ {0, 1}) abgeshlossen in diesen Räumen, weil ina�nen Variablen durh eine polynomiale Gleihung de�niert.Damit ist auh X ∈ Abg(P2
k × (A1

k \ {0, 1})), also X eine (quasiprojektive) Varietät.Dabei ist
π := p|X : X −−։ A1

k \ {0, 1}ein surjektiver Morphismus mit π−1(λ) = L(λ) × {λ} ∼= L(λ). Es kommt also jedeLegendre-Kurve einmal vor, jede Isomorphieklasse i. a. 6-mal (über Verzweigungspunktennur 2 bzw. 3 mal, wie bekannt), und damit auh jede Isomorphieklasse von Weierstraÿ-Kubiken. 451



7 Algebraishe Geometrie IIStellen wir eine vorläu�ge Bilanz des bisher Gefundenen auf:Objekte Modulräume O�ene FragenEindimensionale komplexeTori C�L mit L = Zω1 ⊕
Zω2, bzw. L = Z ⊕ τZ,
τ ∈ H. H�SL2(Z), bezüglih derGruppenoperation

SL2(Z)×H→ H��
a b
c d

�
, τ
�
7→ aτ+b

cτ+d

Welhe weiteren Struktu-ren hat der topologisheRaum H�SL2(Z), etwakomplexe Mannigfaltigkeitoder algebraishe Varietät,gar a�n?Weierstraÿ-Kubiken
E(a, b) (über einem Körper
k = k, char(k)6∈{2,3}), E(a,b)=

V+(Y 2Z−X3−aXZ2−bZ3)⊆P2
kfür 0 6= ∆(a, b) = 4a3+27b. A1

k, via
{E(a, b)}�∼=

∼−−→ A1
k

[E(a, b)] 7−→ j(a, b)

= 4a3

4a3+27b2

Gibt es einen Zusammen-hang zwishen den To-ri und Weierstraÿ-Kubiken(für k = C)?
Legendre-Kubiken L(λ),
λ ∈ A1

k \ {0, 1}, L(λ)=

V+(Y 2Z−X(X−Z)(X−λZ)). Ebenfalls A1
k, via

{L(λ)}�∼=
∼−−→ A1

k

[L(λ)] 7−→ J([L(λ)])

= 4(λ1−λ+1)3

27λ2(λ−1)2

Man hat (für k = C) die
6-blättrige Überlagerung
A1

C \ {0, 1}
J−−−։ A1

C

λ 7−→ 4(λ1−λ+1)3

27λ2(λ−1)2Welhe Bedeutung hat A1
Cvom Modulstandpunkt?Ist A1

C \ {0, 1} vielleihtselbst ein Modulraum vongewissen Objekten?Für die zweite Frage können wir die folgende Abbildungen betrahten:
Ψ :

n
C�Z + τZ | τ ∈ H

o
�∼= −→ {E(a, b) | ∆(a, b) 6= 0}�∼=h

C�Z + τZ
i
7−→ [Vτ ]sowie für τ ∈ H jeweils die bekannte analytishe Isomorphie

hτ : C�Z + τZ
∼−−→ Vτ = V+(Y 2Z − 4X3 + g2(τ)XZ

2 + g3(τ)Z
3) ⊂ P2

C,

[0] 6= [z] 7−→ (℘τ (z) : ℘′
τ (z) : 1)

[0] 7−→ (0 : 1 : 0),mit der bekannten Weierstraÿshen ℘-Funktion und den zugehörigen Eisensteinreihen452



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietäten
g2(τ) und g3(τ):

℘τ (z) =
1

z2
+

X
(m,n)6=(0,0)

�
1

(z − (m+ nτ))2
− 1

m+ nτ

�
g2(τ) = 60 ·

X
(n,m)6=(0,0)

1

(n+mτ)4

g3(τ) = 140 ·
X

(n,m)6=(0,0)

1

(n+mτ)6Bekanntlih ist hτ ein Isomorphismus der Varietäten. Auÿerdem haben wir ja auf
C�Z + τZ die von C geerbte Gruppenoperation +, auf Vτ ∼=X 7→ 3√4X E( g23√4

, g3) haben wirdie Gruppenoperation ⊞ der Weierstraÿ-Kurven (geometrish de�nierte Addition).Frage. Ist hτ eventuell gar ein Gruppenhomomorphismus (d.h. -isomorphismus)?Elliptishe FunktionenSei L = Zω1 ⊕ Zω2 ⊆ C ein Gitter, Im(ω1
ω2

) > 0, mit Fundamental-bereih F := {λ1 · ω1 + λ2 · ω2 | λi ∈ [0, 1)}. Für a ∈ C ist dann a + F =
{a+ λ1 · ω1 + λ2 · ω2 | λi ∈ [0, 1)} ebenfalls ein Fundamentalbereih.De�nition 7.32. Die Menge EllL(C)

EllL(C) := {f ∈Mer(C) | ∀z ∈ C,∀ω ∈ L : f(z + ω) = f(z)}heiÿt Menge der elliptishen Funktionen zum Gitter L bzw. L-elliptishe Funktionenauf C.Es ist C ( EllL(C) ( Mer(C) als Körpererweiterung, und EllL(C) ∼= Mer(C�L) (Kör-perisomorphie via π#).Sammeln wir einige Eigenshaften elliptisher Funktionen.Bemerkung 1. EllL(C)∩Hol(C) = C, d.h. nihtkonstante elliptisheFunktionen haben Polstellen.Beweis. Dies ist eine Folgerung aus dem bekannten Satz von Liouville über ganze Funk-tionen, denn holomorphe (= polstellenlose) elliptishe Funktionen sind ganz und (weil siealle Werte shon auf dem kompakten Fundamentalbereih annehmen) beshränkt.Erinnerung. Ist f in einer punktierten Umgebung von a ∈ C darstellbar als Laurentreihe
f(z) =

P∞
ν=−m bi · (z − a)ν , mit m ∈ N, so heiÿt der Koe�zient Resa(f)

Resa(f) := b−1das Residuum von f in a. (Für niht-Polstellen a von f ist Resa(f) = 0).
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.3.9. Sei f ∈ EllL(C) \ C (d.h. f hat in jedem Fundamen-talbereih nur endlih viele Polstellen). Sei a ∈ C derart, dass f mit
Fa = a+F auf dem Rand ∂Fa keine Polstellen hat, seien a1, · · · , an diePolstellen von f in R (Fa). Dann gilt:

nX
i=1

Resai
(f) = 0Beweis. Der Residuensatz liefert (weil keine Polstellen auf ∂F liegen):a

a+ω1

a+ω2

a+ω1+ω2
b

b

b

nX
i=1

Resai
(f) =

1

2πi

I
∂Fa

f(z)dz

=
1

2πi
·
�Z 1

0
f(a+ tω1)dt +

Z 1

0
f(a+ ω1 + tω2)dt +

+
Z 1

0
f(a+ ω1 + ω2 − tω1)dt +

Z 1

0
f(a+ ω2 − tω2)dt

�Aufgrund der Periodizität ist das:
=

1

2πi
·
�Z 1

0
f(a+ tω1)dt +

Z 1

0
f(a+ tω2)dt +

+
Z 1

0
f(a+ (1− t)ω1)dt +

Z 1

0
f(a+ (1− t)ω2)dt

�
=

1

2πi
·
�Z 1

0
f(a+ tω1dt) +

Z 1

0
f(a+ tω2)dt +

+
Z 0

1
f(a+ tω1)dt +

Z 0

1
f(a+ tω2)dt

�
= 0Erinnerung. Sei a ∈ C. Dann kann man f ∈Mer(C)\{0} in einer (eventuell punktierten)Umgebung von a darstellen als Laurentreihe

f(z) =
∞X
ν=m

aν · (z − ai)νmit am 6= 0. Dann de�nieren wir ordai
(f) := m, und m heiÿt Nullstellenordnungordai

(f) (falls m > 0) bzw. −m heiÿt Polstellenordnung (falls m < 0) von f an der Stelle a.(Es ist m = 0, falls a weder Pol- noh Nullstelle ist.)Satz 7.3.10. Sei f ∈ EllL(C) \ C, a ∈ C derart, dass auf ∂Fa keinePol- oder Nullstellen von f liegen, seien a1, · · · , an die Pol- und Null-stellen von f in Int(FA). Dann ist
nX
i=1

ordai
(f) = 0
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenBeweis. Ist für eine Null- oder Polstelle ai die Laurententwiklung
f(z) =

∞X
ν=m

aν(z − ai),mit am 6= 0, also ordai
(f) = m, so hat die Ableitung die Laurententwiklung

f ′(z) =
∞X
ν=m

ν · aν(z − aν)ν−1.Division ergibt
f ′

f
(z) = m · (z − ai)−1 +

∞X
ν=0

. . . · (z − ai)ν ,also ist
Resai

�
f ′

f

�
= m = ordai

(f).Nun ist auh f ′

f ∈ EllL(C) (und ohne Polstellen auf ∂Fa), also gilt
nX
i=1

ordai
(f) =

nX
i=1

Resai

�
f ′

f

�
= 0nah Satz 7.3.9.Satz 7.3.11. Sei wieder L = Zω1 + Zω2 Gitter mit Im

�
ω2
ω1

�
> 0,

f ∈ EllL(C)\C, und a ∈ C, so dass keine Pole oder Nullstellen auf ∂Faliegen, und a1, · · · , am die Pole und Nullstellen von f in Int(Fa). Danngilt
mX
i=1

ordai
·[ai] = [0] ∈ C�Lbzw.

mX
i=1

ordai
·ai ∈ LBeweis. Wie im letzten Beweis zeigt man, dass

Resai

�
z 7→ z · f

′(z)
f(z)

�
= ai · ordai

(f)ist. Damit erhalten wir
R :=

mX
i=1

ordai
(f) · ai

R =
mX
i=1

Resai

�
z · f

′(z)
f(z)

�
2πiR =

I
∂Fa

z · f
′(z)
f(z)

dz 455



7 Algebraishe Geometrie II
=
Z a+ω1

a
z
f ′(z)
f(z)

dz +
Z a+ω2+ω1

a+ω1

z
f ′(z)
f(z)

dz +

+
Z a+ω2

a+ω1+ω2

z
f ′(z)
f(z)

dz +
Z a

a+ω2

z
f ′(z)
f(z)

dz

=
Z a+ω1

a
z
f ′(z)
f(z)

dz −
Z a+ω2+ω1

a+ω2

z
f ′(z)
f(z)

dz +

+
Z a+ω2+ω1

a+ω1

z
f ′(z)
f(z)

dz −
Z a+ω2

a
z
f ′(z)
f(z)

dz

2πiR = −ω2 ·
Z a+ω1

a

f ′(z)
f(z)

dz + ω1 ·
Z a+ω2

a

f ′(z)
f(z)

dzNun gibt es (weil f(z) 6= {0,∞} auf diesen Integrationswegen) eine Funktion h mit
f(z) = eh(z), und h ist dann eine Stammfunktion von f ′

f .
2πiR = −ω2 · (h(a + ω1)− h(a)) + ω1 · (h(a + ω2)− h(a))Da f = eh eine ω1/2-periodishe Funktion ist, ist h(a+ ω1/2) ∈ 2πiZ + h(a), also gibt es

k, l ∈ Z mit
2πiR = −ω2 · 2πi · k + ω1 · 2πi · l

R = ω1 · l − ω2 · k,also
R ∈ L.Bemerkung. (Exkurs zu Divisoren)De�nition 7.33. Die (abelshe) GruppeDiv

�
C�L

�
Div

�
C�L

�
:= FZ

�
C�L

�
=

8<:X
[z]∈C

nz · [z]

������nz ∈ Z, nz = 0 p.p.9=;(dabei handelt es sih um formale Summen, niht um Additionin C�L) heiÿt die Divisorengruppe des Torus C�L, und einElement
D =

X
z∈C

nz · [z] (nz = 0 p.p.)heiÿt Divisor auf C�L.De�nition 7.34. Für f ∈Mer(C�L) \ {0} = EllC(L) \ {0} heiÿtdiv(f)

div(f) :=
X

[a]∈C�L

orda(f) · [a]
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietätender Hauptdivisor zu f auf C�L, und
DivPrinc(

C�L) := {div(f) | f ∈ EllC(L)}heiÿt Gruppe der Hauptdivisoren von C�L.
DivPrinc ist wirklih eine Untergruppe, das Bild des Gruppen-homomorphismus

div : Mer(C�L)∗ ։ DivPrinc(
C�L) ⊆ Div(C�L).Dabei ist ker(div) = C∗ (die Funktionen ohne Null- und Polstel-len sind genau die konstanten).De�nition 7.35. Die Faktorgruppe Cl(C�L)

Cl(C�L) :=
Div(C�L)�

DivPrinc(C�L)heiÿt die Divisorenklassengruppe oder auh nur Klassen-gruppe des Torus C�L.De�nition 7.36. Sei D =
P

[z]∈C�L
n[z] · [z] ∈ Div(C�L) ein Di-visor. Dann heiÿt deg(D)

deg(D) :=
X

[z]∈C�L

n[z] ∈ ZGrad von D.Satz 7.3.10 sagt dann aus, dass auf einem Torus C�L für Haupt-divisoren div(f) immer deg(div(f)) = 0 ist.Wir wollen nun diese Sätze zu elliptishen Funktionen nutzen, um dieGruppenhomomorphismus-Eigenshaften von hτ nahzuweisen.Satz 7.3.12. Der bekannte analytishe Isomorphismus
hL : (C�L,+)

∼−−→ (VL = V+(Y 2Z − 4X3 + g2(L)XZ2 + g3(L)Z3),⊞)

[0] 7−→ (0 : 1 : 0)

[z] 7−→ (℘L(z), ℘′
L(z) : 1)ist auh ein Gruppenhomomorphismus.Beweis. Sei im folgenden immer L = Zω1 ⊕ Zω2.Wir müssen zeigen, dass die durh hL auf VL induzierte Addition genau die geometrishde�nierte Addition ist.Die durh hL induzierte Additiion auf Vτ sieht wie folgt aus:

hL([z1]) + h([z2]) := hL([z1]) + h([z2])

= hL([z1 + z2]) 457



7 Algebraishe Geometrie IIDabei ist bekanntlih ℘L ∈ EllL(C), und zwar eine gerade Funktion (℘L(−z) = ℘L(z)),und daher ist ihre Ableitung ℘′
L ∈ EllL(C) eine ungerade Funktion (℘′

L(−z) = −℘′
L(z)).

℘′
L hat im Fundamentalbereih F = {λ1ω1 + λ2ω2 | λi ∈ [0, 1)} genau einen Pol dritterOrdnung (bei 0), also nah Satz 7.3.10 in F auh die Nullstellenordnung 3. Sei noh

ω3 := ω1 + ω2 die vierte Eke des Fundamentalbereihes, dann ist für j ∈ {1, · · · , 3}: Esist dabei
℘′
L

�
ωj
2

�
= ℘′

L

�
ωj
2
− ωj

�
= ℘′

L

�
−ωj

2

�
= −℘′

L

�
ωj
2

�
,und da sih dort keine Polstelle be�ndet, muss ℘′

L

�
ωj

2

�
= 0 sein, und wir haben unseredrei Nullstellen ω1

2 , ω2
2 und ω3

2 von ℘′
1 (die natürlih dann alle vom Grad 1 sein müssen)gefunden.De�nition 7.37. Wir nennen ei := ℘L

�
wi

2

� auh Halbwerte von ℘L auf L.Lemma.1. Es ist Qi<j ei − ej 6= 0, d.h. die Halbwerte sind paarweise ver-shieden.2. Es gilt für die Diskriminante
g2(L)3 − 27g3(L)2 6= 0,3. VL = V+(Y 2Z − 4X3 + g2(L)XZ2 + g3(L)Z3) ist wirklih niht-singulär und (sogar linear) isomorph zu einer Weierstraÿ-Kubik.Beweis.1. Sei für i ∈ {1, · · · , 3} jeweils fi := ℘L(z)− ei, dann sind die fi ebenfalls L-elliptishmit Polen in ω ∈ L, diese Pole sind zweiter Ordnung. Nah Satz 7.3.10 ist dieNullstellenordnung von fi dann 2, wobei sih eine Nullstelle von fi natürlih bei ωi

2�ndet. Mit Satz 7.3.11 �ndet man sofort, dass sih die weitere Nullstelle auh bei
ωi

2 be�ndet, dies ist also eine doppelte Nullstelle. (Dies sieht man natürlih auhan f ′i�ωi

2

�
= ℘′

L

�
ωi

2

�
= 0.) Das heiÿt, fi hat keine weitere Nullstelle, insbesondereist fi�ωj

2

�
6= 0 für i 6= j, also ei 6= ej.2. Damit hat aufgrund der Funktionalgleihung (℘′

L(z))2 = 4℘L(z)3 + g2(L)℘L(z) +
g3(L) das Polynom 4X3 − g2(L)X − g3(L) genau drei Nullstellen, nämlih e1, e2und e3, also ist

4 ·
�
X3 − g2(L)

4
X − g3(L)

4

�
= 4 · (X − e1)(X − e2)(X − e3).Ausmultiplizieren der rehten Seite und Koe�zientenvergleih liefert uns neben

e1 + e2 + e3 = 0 auh . . .458



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenLemma. Für z1, z2 ∈ C \ L gilt:
℘L(z1) = ℘L(z2) ⇐⇒ z1 + z2 ∈ L oder z1 − z2 ∈ L,d.h. ℘L nimmt jeden seiner Werte (auÿer die ei) in seinem Fundamen-talbereih genau zweimal an.Beweis. Wie im vorherigen Lemma: Fixiere z1 ∈ C\L, betrahte g(z) := ℘L(z)−℘L(z1).Dies ist L-elliptish mit Polen in L (und sonst keinen), hat also im Fundamentalbereih

F zwei Nullstellen (eventuell eine doppelte), etwa η1 und η2, mit η1 + η2 + 0 ∈ L (wiedernah Satz 7.3.11), also [η1] = −[η2].Da z1 eine Nullstelle ist, muss (ohne Beshränkung der Allgemeinheit) z1 ∈ η1 + Lsein, und für alle weiteren Nullstelle z2 gilt entweder z2 ∈ η1 +L oder z2 ∈ η2 +L, womitentsprehend z1 − z2 ∈ L oder z1 + z2 ∈ L ist.Damit beweisen wir nun unseren Satz 7.3.12.Wir haben ja die bijektive holomorphe Abbildung:
h :
�
C�L,+

� ∼−−→ (VL,⊞)Fall 1: Seien zunähst z1 6∈ L, z2 6∈ L, z1 + z2 6∈ L und z1 − z2 6∈ L (d.h. [z1] 6= [0],
[z2] 6= [0], [z1] + [z2] 6= [0] und [z1] 6= [z2]), und P1 := hL(z1), P2 := hL(z2).Geometrish sind also P1, P2 ∈ VL \ {O}, P1 6= P2 und auÿerdem hL(z1 + z2) 6= O.Betrahte nun die Verbindungsgerade l(P1, P2) ⊂ P2

C. Für z ∈ C ist
h(Z) =: Q ∈ l(P1, P2), falls 0 = det

�
hL(z1)
hL(z2)
hL(z3)

�
.(Dann ist Q ∈ {P1, P2} oder Q = P̂1P2.)

z ∈ L, also Q = 0, kommt hier niht in Frage, denn es ist ja
det

�
℘L(z1) ℘′

L
(z1) 1

℘L(z2) ℘′
L
(z2) 1

0 1 0

�
= ℘L(z1)− ℘L(z2) 6= 0.Für z ∈ C \ L liegt nun Q in l(P1, P2), falls

0 = ψ(z) := det

�
℘L(z1) ℘′

L(z1) 1
℘L(z2) ℘′

L(z2) 1
℘L(z) ℘′

L(z) 1

Ǒ
.Diese Determinante hat (Entwiklung nah der letzten Spalte) die Form

ψ(z) = (℘L(z2)− ℘L(z1)| {z }
6=0

) · ℘′
L(z) +B · ℘L(z) + C,
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7 Algebraishe Geometrie IIist also eine L-elliptishe Funktion mit Polen dritter Ordnung in L. ψ hat alsoin F drei Nullstellen, wobei z1 und z2 bereits solhe sind. Sei η ∈ F eine weitereNullstelle von ψ, dann ist (wieder nah Satz 7.3.11)
z1 + z2 + η ∈ L
⇒ [η] = [−(z1 + z2)]

⇒ hL([η]) = (℘L(z1 + z2) : −℘′
L(z1 + z2) : 1),dies ist also der �dritte Shnittpunkt� Q = P̂1P2. Damit haben wir insgesamt

hL(z1) ⊞ hL(z2) = P1 ⊞ P2

= ⊖P̂1P2

= ⊖(℘L(z1 + z2) : −℘′
L(z1 + z2) : 1)

= (℘L(z1 + z2) : ℘′
L(z1 + z2) : 1)

= hL([z1 + z2])

= hL([z1] + [z2]).Fall 2: Sei wieder z1 6∈ L, z2 6∈ L, z1 − z2 6∈ L, aber z1 + z2 ∈ L, P1 und P2 wie oben.Geometrish ist also P1 6= O, P2 6= O, P1 6= P2, und P1 = ⊖P2.Das heiÿt, wir haben
hL([z1]) ⊞ hL([z2]) = P1 ⊞ P2

= O

= hL([0])

= h([z1 + z2])

= h([z1] + [z2]).Fall 3: Sei diesmal z1 ∈ L ([z1] = [0]), also P1 = O. Dann ist
P1 ⊞ P2 = P2 = h([z2]) = h([z1] + [z2]).Fall 4 Sei diesmal z2 ∈ L ([z2] = [0]), also P2 = O. Dann ist
P1 ⊞ P2 = P1 = h([z1]) = h([z1] + [z2]).Fall 5: Es bleibt noh der Fall z1 − z2 ∈ L, also P1 = P2. Aufgrund der Stetigkeit von

⊞ und + und der Tatsahe, dass die Fälle 1 bis 5 (eigentlih shon Fall 1 alleine)eine dihte Menge abdeken, ist auh hier die Identität gegeben. (Satz 7.3.12)
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenSatz 7.3.13. (Das Additionstheorem für ℘L-Funktionen)Sei C�L ein Torus, ℘L die assoziierte Weierstraÿshe ℘-Funktion,
z1, z2 ∈ C mit z1 6∈ L, z2 6∈ L, z1 + z2 6∈ L, z2 − z2 6∈ L. Dannist

℘L(z1 + z2) = −℘L(z1)− ℘L(z2) +
1

4
·
�
℘′
L(z2)− ℘′

L(z1)

℘L(z2)− ℘L(z1)

�2Beweis. Die (a�ne) Gerade durh (℘L(z1), ℘
′
L(z1)) und (℘L(z2), ℘

′
L(z2)) hat die Ge-stalt Y = mX + n mit m =

℘′
L(z2)−℘′

L(z1)
℘L(z2)−℘L(z1) . Auf dieser Gerade liegt auh der Punkt

(℘L(z1 + z2), ℘
′(z1 + z2)), also hat das Polynom

4X3 − g2(L) ·X − g3(L)− (mX + n)2die drei Nullstellen ℘L(z1), ℘L(z2) und ℘L(z1 + z2). Das heiÿt, es ist
4X3 − g2(L) ·X − g3(L)− (mX +n)2 = 4 · (X −℘L(z1))(X −℘L(z2))(X −℘L(z1 + z2)).Ausmultiplizieren und Koe�zientenvergleih ergibt

−m
2

4
= −(℘L(z1) + ℘L(z2) + ℘L(z1 + z2)),was umgestellt die Formel des Satzes ist.Korollar. (Verdopplungsformel für ℘L)Sei C�L Torus, L = Zω1 ⊕ Zω2 das zugrundeliegende Gitter, ℘L diepassende Weierstraÿshe ℘-Funktion, und z ∈ C \ 1

2L. Dann ist
℘L(2 · z) = −2℘L(z) +

1

4
·
�
℘L(z)

℘L(z)

�Beweis. Grenzübergang z1, z2 → z in Satz 7.3.13.Wir wollen nun die Modulräume H�SL2(Z) für komplexe Tori und A1
C für Weierstraÿ-Kurven mit k = C vergleihen.Wir haben bereits die wohlde�nierte Weierstraÿ-Abbildung

Ψ :
n

C�L | L ⊂ CGittero −→ �
Ẽ(a, b) | a3 − 27b2 6= 0

©
C�L 7−→ Ẽ(g2(L), g3(L)),
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7 Algebraishe Geometrie IImit
Ẽ(a, b) = V+(Y 2Z − 4X3 + aXZ2 + bZ3)

∼= E

�−a
3
√

4
,−b

�
= V+

�
Y 2Z −X3 +

a
3
√

4
XZ2 + bZ3

�
.Sind dabei C�L und C�L′ isomorph, so gibt es ein µ ∈ C∗, so dass µ · L = L′, undentsprehend das folgende Diagramm kommutiert:

C C

C�L
C�L′

�·µ
∼

π π′

µ̃Dabei gilt für die gi:
g2(L

′) = 60 ·
X

ω′∈L′\{0}

1

(ω′)4

= 60 ·
X

ω∈L\{0}

1

(µω)4

=
1

µ4
g2(L)sowie entsprehend

g3(L
′) =

1

µ6
g3(L)Die allgemeine Theorie liefert damit

Ẽ(g2(L), g3(L)) ∼= Ẽ(g2(L
′), g3(L

′)).Das heiÿt, Ψ ist mit der jeweiligen Isomorphie verträglih, wir haben alson
C�L

o �
Ẽ(a, b)

©
H�SL2(Z)

n
C�L

o
�∼=anal. �

Ẽ(a, b)
©
�∼=alg. {E(a, b)}�∼=alg. A1

C

Ψ

Ψ̂∼ ∼ ∼
j

̂Ziel. Wir wollen nun zunähst zeigen, dass Ψ̂ bijektiv ist, und dann ̂ im obigen Diagrammuntersuhen.Dabei ist
̂([τ ]) =

g2(τ)
3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2
.
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenBemerkung 2. Ψ̂ ist wirklih bijektiv.Beweis.Injektivität: Seien C�L und C�L
′ zwei Tori mit Ẽ(g2(L), g3(L)) ∼= Ẽ(g2(L

′), g3(L′)).Dann haben wir
C�L

∼−−→
hL| {z }anal. Ẽ(g2(L), g3(L)) ∼=|{z}alg. + anal.Ẽ(g2(L

′), g3(L
′))

∼−−−→
h−1

L′| {z }anal. C�L′,es ist also auh C�L ∼= C�L′, also ist Ψ̂ injektiv.Surjektivität: Sei Ẽ(a, b) mit a3−27b2 6= 0 gegeben, also Ẽ(a, b) ⊂ P2
C abelshe Varietät.Dann haben wir ja den Tangentialraum TO(Ẽ(a, b)) ∼= C (niht kanonish isomorph,sondern basisabhängig), mit der Exponentialabbildung

exp : TO(Ẽ(a, b)) −→ E(a, b),und dabei ist
Ẽ(a, b) ∼= TO(Ẽ(a, b))�ker(exp)

∼= C�L,mit L ∼= ker(exp). Wir haben umgekehrt dann natürlih
C�L

∼−−→
hL

Ẽ(g2(L), g3(L))

[z] 7−→
(

(℘′
L(z) : ℘′

L(z) : 1) z 6∈ L
(0 : 1 : 0) z ∈ L

,also
Ẽ(a, b)

∼−−→ Ẽ(g2(L), g3(L))als analytisher Isomorphismus. Nah dem Theorem von Chow ist dies auh shoneine Isomorphie in AVC. Damit ist
Ψ̂
�h

C�L
i�

=
�
Ẽ(g2(L), g3(L))

�
=
�
Ẽ(a, b)

�
,also Ψ̂ auh surjektiv.Fazit. Damit haben wir folgendes Diagramm von Abbildungen mit den kommutativen
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7 Algebraishe Geometrie IIVervollständigungen: n
C�L

o
�∼=

�
Ẽ(a, b)

©
�∼=n

C�Z + τZ
o
�∼= {E(α, β)}�∼=

H�SL2(Z) A1
C

H

Ψ̂
∼

∼ ∼

∼ ∼
j

J

∼

Ĵ

J̃∼

Dabei sind J und Ĵ gegeben durh
Ĵ(τ) = J([τ ]) =

g2(τ)
3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2
,mit den üblihen Eisensteinreihen g2(τ) und g3(τ).Satz 7.3.14. Die Abbildung

Ĵ : H −→ A1
C

τ 7−→ g2(τ)
3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2ist surjektiv, die induzierte Abbildung
J : H�SL2(Z) −→ A1

Cist sogar bijektiv.Bemerkung 3. Es ist also A1
C ein Modulraum für H bzw. die damitgebildeten komplexen Tori in Standardform C�Z⊕ τZ.Es kann aber auh A1

C als Modulraum aller (eindimensionalen) kom-plexen Tori aufgefasst werden, mit J̃ als klassi�zierender Invarianten,
J̃(C�L) =

g2(L)3

g2(L)3 − 27g3(L)2
∈ A1

C.Fragen.(1) Ist Ĵ : H ։ A1
C analytish?464



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietäten(2) Ist J : H�SL2(Z) −̃→ A1
C ein Homöomorphismus?(3) Wie sieht H�SL2(Z) überhaupt aus? Ist es eine komplexe Mannigfaltigkeit oder we-nigstens Hausdor�-Raum?(4) Falls (2) und (3) gelten, ist J gar biholomorph (und damit auh analytisher Isomor-phismus)?(5) Wie sehen diejenigen komplexen Tori C�L aus, für die ���AutLieC(C�L)

��� > 2 gilt? (Wirwissen ja, dass die Zahl i.a. = 2 ist, nur in einigen Fällen 4 oder 6, siehe Satz 7.3.6zusammen mit den später gezeigten Äquivalenzen von Weierstraÿ-Kurven zu Tori.)(6) Gibt es eine groÿe Familie komplexer Tori, d.h.
X

π−−−։ Sals analytisher Epimorphismus komplexer Mannigfaltigkeiten derart, dass alle Fa-sern komplexe Tori sind und jeder (bis auf Isomorphie) auh einmal vorkommt?Mit den Antworten auf diese Fragen beshäftigen sih die folgenden Sätze.Satz 7.3.15. Es gibt eine holomorphe Abbildung komplexer Man-nigfaltigkeiten
X

π−−−։ Hderart, dass alle Fasern von π komplexe Tori sind und jeder komplexeTorus � bis auf Isomorphie � als Faser vorkommt.Beweis. Betrahte zunähst die (zweidimensionale) komplexe Mannigfaltigkeit H × Cmit der kanonishen Projektion:
H× C

p1−−−։ H

(τ, z) 7−→ τDie Gruppe (Z2,+) operiert auf H × C als analytishe Automorphismengruppe mitder folgenden Operation ·:
· : Z2 × (H × C) −→ H × C

((m,n), (τ, z)) 7−→ (m,n) · (τ, z) := (τ, z +mτ + n).

(Z2,+) wirkt treu, das heiÿt wirklih als Automorphismengruppe. Damit wird H ×C�Z2(mit der kanonishen Projektion pr) eine komplexe Mannigfaltigkeit mit der Strukturgar-be (für V ∈ Off(H × C�Z2))
OHol

H×C�Z2
(V ) =

n
f : V → C

��� f ◦ pr ∈ OHol
H×C(pr−1(V ))Z2

o
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7 Algebraishe Geometrie IIWir erhalten (mit π([τ, z]) := τ) das kommutative Diagramm:
H× C�Z2 H

H × C

π

pr p1Die Fasern von π haben dann die Gestalt
π−1(τ) = {[(τ, z)]Z2 | z ∈ C}

=
��

(τ, z′) | z′ = z +mτ + n | (n,m) ∈ Z2
© ��� z ∈ C

©
= {{τ} × [z]Z+τZ | z ∈ C}
= {τ} × C�Z + τZ
∼= C�Z + τZDies sind also alle (eindimensionalen) komplexen Tori in Standardform C�Z + τZ, bis aufIsomorphie also wirklih alle komplexen eindimensionalen Tori � leider mehr als einmal,denn es ist ja
π−1(τ) ∼= π−1(τ ′) ⇐⇒ τ ∼SL2(Z) τ

′.Satz 7.3.16. (Tori mit vielen Automorphismen)Bis auf (LieC-)Isomorphie sind die beiden Tori C�Z + iZ und C�Z + ρZ,
ρ = i

√
3i−1
2 primitive dritte Einheitswurzel, diejenigen (eindimensiona-len) komplexen Tori mit mehr als 2 Automorphismen.Beweis. Zunähst können wir uns auf Tori der Form C�Z + τZ mit τ ∈ H beshränken.Dann gilt ���AutLieC

�
C�Z + τZ

���� > 2

⇐⇒
���AutAVC

(Ẽ(g2(τ), g3(τ)))
��� > 2

⇐⇒ Ẽ(g2(τ), g3(τ)) ∼=
(
E(1, 0)

E(0, 1)

⇐⇒ Ĵ(τ) = 0 oder Ĵ(τ) = 1

⇐⇒ g2(τ) = 0 oder g3(τ) = 0Das Ausrehnen der Nullstellen dieser Reihen ist unangenehm, daher gehen wir einenanderen Weg: Wir untersuhen einfah die Automorphismengruppen von C�Z⊕ iZ und
C�Z⊕ ρZ und ho�en auf die Kardinalitäten 4 und 6.466



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietäten(a) Für C�Z⊕ iZ vermittelt ein µ ∈ C∗ genau dann einen Automorphismus ϕµ, falls
µ(Z⊕ iZ) = Z⊕ iZ ist (das Gitter bijektiv auf sih selbst abgebildet wird). O�enbarklappt das für i, und es ist

〈ϕi〉 =
�
ϕi, ϕ

2
i = ϕ−1 = − id, ϕ3

i = ϕ−i, ϕ
4
i = ϕ1 = id

©
⊆ AutLieC(C�Z + iZ),

⇒ |〈ϕi〉| = 4,und weil für ���AutLieC(C�Z + iZ)
��� nur 2, 4 und 6 in Frage kommen, ist

Z�4Z ∼= 〈ϕi〉 = AutLieC(C�Z + iZ).Es muss also g3(i) = 0 und Ĵ(i) = 1 sein.(b) Für ρ = i
√

3−1
2 gilt wegen 1 + ρ+ ρ2 = 0:

ρ · (Z⊕ ρZ) = ρZ⊕ ρ2Z

= ρZ⊕ (ρ+ ρ2)Z
= ρZ⊕ (−1)Z
= Z⊕ ρZDamit erhalten wir

〈ϕ−ρ〉 =
(

ϕ−ρ, ϕ
2
−ρ = ϕρ2 , ϕ

3
−ρ = ϕ−1 = − id,

ϕ4
−ρ = ϕρ, ϕ

5
−ρ = ϕ−ρ2 , ϕ

5
−ρ = ϕ1 = id

)
,⊆ AutLieC)C�Z + ρZl,also

〈ϕ−ρ〉 = AutLieC)C�Z + ρZl,und C�Z + ρZ ∼= E(0, 1), g2(ρ) = 0, Ĵ(ρ) = 0.Alle weiteren Tori mit mehr als zwei Automorphismen müssen isomorph zu E(0, 1) oder
E(1, 0) sein, also auh isomorph zu C�Z + iZ oder C�Z + ρZ sein.
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7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.3.17.(a) H und die Einheitskreissheibe
∆ := {z ∈ C | |z| < 1}sind biholomorph äquivalent.(b) SL2(R) operiert auf H mittels der Möbiustransformation:
SL2(R)×H −→ H��
a b
c d

�
, τ

�
7−→ aτ + b

cτ + dtransitiv, d.h. mit genau einem Orbit. (Es ist etwa H = SL2(R) · i.)() StabSL2(R)(i) = SO2(R) und H
∼

===bij. SL2(R)�SO2(R).

∆

Ahtung. (1) Die Untergruppe
SO2(R) =

(�
a b
c d

�
∈MR(2, 2)

����� �ab�⊥�cd�, ������ab������ = ������cd������ = 1

)
=

¨�
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

� �����ϕ ∈ [0, 2π)

«ist nur eine kompakte abgeshlossene Untergruppe von SL2(R), aber kein Normal-teiler.(2) SL2(R)�SO2(R) ist damit keine (topologishe) Gruppe, sondern nur ein homogenerRaum.Beweis.(a) Betrahte die Abbildung
ϕ : H −→ ∆

τ 7−→ τ − i
τ + iEs ist τ+i 6= 0 für τ ∈ H, und für τ = x+iy (mit y > 0, x ∈ R) ist τ−i = x+i(y−1)und τ + i = x+ i(y + 1), also

|Im(τ − i)| = |y − 1| < max(y, 1) < y + 1 = |y + 1| = |Im(τ + i)|

468



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe Varietäten(mit gleihen Realteilen), also |τ + i| > |τ − i|. Damit ist ϕ wohlde�niert. ϕ isto�enbar auh analytish und hat die (ebenfalls analytishe) Umkehrabbildung
ϕ−1 : ∆ −→ H

z 7−→ i · z + 1

1− z .(b) Betrahte
φ : SL2(R) −→ H�

a b
c d

�
7−→

�
a b
c d

�
· i =

ai+ b

ci+ d
,als Einshränkung der Gruppenwirkung auf SL2(R)×{i}, deren Bild also genau derOrbit von i ist. Sei nun τ = x+ iy ∈ H beliebig (also y > 0). Dann betrahten wir

Aτ :=

 √
y x√

y

0 1√
y

!
∈ SL2(R)Es ist dabei φ(Aτ ) =

√
yi+ x√

y
1√
y

= yi+ x = τ . Das heiÿt, φ ist surjektiv, die Gruppen-operation hat also genau einen Orbit H = SL2(R) · i.() Damit haben wir natürlih
φ̃ : SL2(R)�StabSL2(R)(i)

∼−−→bij. SL2(R) · i = H

[M ] 7−→M · iWir müssen nun also noh StabSL2(R)(i) bestimmen:
StabSL2(R)(i) =

¨�
a b
c d

�
∈ SL2(R)

����� ai+ b

ci+ d
= i

«
=

¨�
a b
c d

�
∈ SL2(R)

����� a = d, c = −b
«

=

¨�
a b
−b a

�
∈MR(2, 2)

����� a2 + b2 = 1

«
= SO2(R)Damit haben wir also wirklih
H

∼
===bij. SL2(R)�SO2(R)
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7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung. Für beliebige τ ∈ H ist
StabSL2(R)(τ) = {M ∈ SL2(R) |Mτ = τ}Wählen wir jetzt ein N ∈ φ−1(τ), also mit τ = φ(N) = Ni, so erhalten wir

= {M ∈ SL2(R) |MNi = Ni}
=
�
M ∈ SL2(R)

���N−1MN ∈ SO2(R)
©

= N · SO2(R) ·N−1Diese Gruppe ist in SL2(R) zu SO2(R) konjugiert, also insbesondere auh kompakt.Fazit. SL2(R) operiert (durh Möbiustransformation) auf H mit kompakten Stabilisato-ren.Bemerkung. (Übungsaufgaben)(1) φ : SL2(R) ։ H ist auh stetig (bezüglih der von MR(2, 2) ∼= R4 bzw. von C ∼= R2induzierten euklidishen Topologie), sogar reell di�erenzierbar.(2) φ ist auh eine o�ene Abbildung.Fazit. Wir haben also das Diagramm
SL2(R) H

SL2(R)�SO2(R)

φ

π
φ̃

∼mit den stetigen und o�enen Abbildungen φ und π, wodurh dannnatürlih φ̃ stetig, o�en und bijektiv wird. Wir haben also diese (kurze)Kette von Homöomorphismen:
SL2(R)�SO2(R)

∼−−→̃
φ

H
∼−−→
ϕ

∆Uns interessiert ja vornehmlih der Quotient H�SL2(Z), wobei ja die Wirkungen einkommutatives Diagramm bilden:
SL2(R)×H H,

SL2(Z)×H

⊆

·

·und SL2(Z) diskrete Untergruppe von SL2(R) ist.
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7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenSatz 7.3.18. SL2(R)�{±I2} lässt sih (als Gruppe) kanonish ein-betten in AutHol(H).Beweis. Betrahte den zur Gruppenwirkung gehörende Gruppenhomomorphismus:
θ : SL2(R) −→ AutHol(H)�

a b
c d

�
= M 7−→

θ(M) : H→ H

τ 7→M · τ =
aτ + b

cτ + dNun ist
ker(θ) =

¨�
a b
c d

�
∈ SL2(R)

����� aτ + b

cτ + d
= τ ∀τ ∈ H

«
⊆
¨�

a b
c d

�
∈ SL2(R)

����� ai+ b = di− c, 2ia+ b = 2de − 4c

«
=

¨�
a b
c d

�
∈ SL2(R)

����� a = d, c = −b = 4c

«
⊆
¨�

a 0
0 a

�
∈ SL2(R)

«
⊆
¨�

a 0
0 a

� �����det

�
a 0
0 a

�
= 1

«
=

¨�
1 0
0 1

�
,

�
−1 0
0 −1

�«
⊆ ker(θ),also

ker(θ) = {±I2} .Daher ist θ̃ : SL2(R)�{±I2} →֒ AutHol(H) wohlde�niert und injektiv.De�nition 7.38. Wir nennen die Gruppe PSL2(Z)

S2S2 := PSL2(Z) := SL2(Z)�{±I2}auh Siegelshe Modulgruppe.Bemerkung. Es kann also S2 = PSL2(Z) ⊆ PSL2(R) →֒ AutHol(H) aufgefasst werdenals Gruppe von analytishen Automorphismen von H.Dabei ist
H�SL2(Z)

∼= H�S2
,weil �−1 0

0 −1

� trivial auf H wirkt. 471



7 Algebraishe Geometrie IIDe�nition 7.39. Eine Abbildung f : X → Y zwishen topologishen Räumen heiÿt ei-gentlihe Abbildung (engl. proper map), falls alle Urbilder kompakter Mengen wiederkompakt sind.Satz 7.3.19. Die Abbildung φ : SL2(R) → H (bekanntermaÿen ste-tig, o�en, bijektiv) ist auh eine eigentlihe Abbildung.Beweis. Sei K ⊆ H Kompaktum, dann betrahten wir φ−1(H) ⊆ SL2(R). Es genügt zuzeigen, dass jede Folge in φ−1(K) eine konvergente Teilfolge enthält.Sei also (Mν)ν∈N eine Folge in φ−1(K). Dann ist ja
φ(Mν) = Mν · i ∈ K,etwa
Mν · i = xν + i · yν

=

 √
yν

xν√
yν

0 1√
yν

!
· i,

= Nν · iwie bereits vorher betrahtet. Auÿerdem enthält natürlih (Mν · i)ν (weil K kompaktist) eine konvergente Teilfolge, etwa Mνk
−−−−→
ν→∞

x + iy ∈ K, also xνk
−−−−→
ν→∞

x und
xνk
−−−−→
ν→∞

y.Weiterhin ist Pνk
:= N−1

νk
·Mν ∈ SO2(R) (nah Satz 7.3.17). Da SO2(R) kompakt ist,hat (Pνk

)k∈N eine in M konvergente Teilfolge, etwa
Pνkm

−−−−−→
m→∞

P ∈ SO2(R).Weil (xνk
)k und (yνk

)k konvergent waren, ist natürlih auh (Nνkm
)m∈N konvergent, näm-lih

Nνkm
−−−−−→
m→∞

 √
y x√

y

0 1√
y

!
=: NDamit ergibt sih

Mνkm
−−−−−→
m→∞

N · P =: M,und es ist M ∈ ϕ−1(K), weil
M · i = N · i = x+ iy ∈ K.Das heiÿt, auh ϕ−1(K) ist kompakt.472



7.3 Elliptishe Kurven als abelshe VarietätenDe�nition 7.40. Sei X topologisher Raum, G topologishe Gruppe, ψ : G ×X → XGruppenwirkung von G auf X. ψ heiÿt eigentlih unstetige Wirkung (engl. properlydisontinous ation) von G auf X, falls für je zwei Kompakta K1 und K2 die Menge
GK1,K2

:= {γ ∈ G | γ ·K1 ∩K2 6= ∅}relativ kompakt in G ist.Bemerkung. Ist G ⊆ Homöo(X) eine diskrete Homöomorphismengruppe (etwa G =
S2 ⊆ AutHol(H) ⊆ Homöo(H)), so bedeutet die eigentlihe Unstetigkeit der Wirkunggerade, dass GK1,K2 eine endlihe Untergruppe der diskreten Gruppe G ist.Satz 7.3.20. Die Wirkungen von SL2(Z) und S2 auf H sind eigentlihunstetig.Beweis. Seien K1 und K2 zwei Kompakta in H. Nah Satz 7.3.19 sind φ−1(K1) und
φ−1(K2) kompakt in SL2(R), und aufgrund der Stetigkeit der Gruppenoperation (undihrer Umkehrung) ist auh φ−1(K2) · (φ−1(K1))

−1 kompakt. Nun ist
(SL2(Z))K1,K2 = {M ∈ SL2(Z) |M ·K1 ∩K2 6= ∅}

= {M ∈ SL2(Z) | ∃τ1 ∈ K1,∃τ2 ∈ K2 : M · τ1 = τ2}
⊆
�
M ∈ SL2(Z)

���∃N1 ∈ φ−1(K1) : M ·N1 ∈ φ−1(K2)
©

⊆
�
M ∈ SL2(Z)

���M ∈ φ−1(K2) · (φ−1(K1))
−1
©

= (φ−1(K2) · (φ−1(K1))
−1) ∩ SL2(Z),und das ist als Shnittmenge einer kompakten mit einer diskreten Menge sogar endlih(jedenfalls kompakt).Bemerkung. Wir haben sogar gezeigt, dass SL2(R) eigentlih unstetig auf H wirkt.Lemma. Ist X lokal kompakt (also insbesondere Hausdor�-Raum),

G ⊆ Homöo(X) diskrete Untergruppe und die natürlihe Wirkung G×
X → X eine eigentlih unstetige Wirkung. Dann ist der Orbitraum
X�G mit der induzierten Topologie wieder ein Hausdor�raum.Beweis. Übungsaufgabe.Korollar. H�S ist ein Hausdor�-Raum, und damit auh H�SL2(Z).
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7 Algebraishe Geometrie IIFazit. Wir haben jetzt also
H A1

C

H�S2

π

Ĵ

∼
Jmit

Ĵ(τ) = J([τ ]) =
g2(τ)

3

g2(τ)3 − 27g3(τ)2Fragen.(1) Ist Ĵ holomorph?(2) Ist J Homöomorphismus, vielleiht sogar biholomorph, fallsH�S2
eine komplexe Man-nigfaltigkeit wird?Strategie zur Beantwortung:(a) Überprüfe die Eisensteinreihen gk auf Analysizität.(b) Ist Ĵ holomorph (und niht lokal konstant), so auh o�en, damit ist auh J o�en.() Bijektive stetige o�ene Abbildungen sind Homöomorphismen.(d) Falls H�S2

komplexe Mannigfaltigkeit ist und π holomorph, dann ist J : H�S2

∼−−→ A1
Csogar biholomorph.Wir betrahten nun H�S2

∼−−→
J

A1
C, mit S2 = PSL2(Z) = SL2(Z)�{±I2}, als Modulraumder komplexen Tori.Frage. Gibt es auh Normalformen für komplexe Tori, wie es diese für die Weierstraÿ-Kurven gab?Gibt es etwa ein D ⊆ H, D o�ener Bereih, derart, dass im Diagramm

D H

D
C A1

C

⊆
i1

Ĵ

⊆

i1
⊆
i1

Ĵ ◦ i1 zumindest injektiv und Ĵ ◦ i2 surjektiv ist?Bemerkung. (Übungsaufgaben)(1) (a) Die Menge
D :=

§
z ∈ H | −1

2
< Re(z) <

1

2
, |z| > 1

ªist ein solher o�ener Bereih.−ρ2ρ
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7.4 (Titel fehlt)(b) Zwei Elemente (τ1, τ2) ∈ D2 mit τ1 6= τ2 sind genau dann S2-äquivalent, falls(i) Re(τi) = ±1
2 und τ2 = τ1 ± 1, oder(ii) |τi| = 1 und τ2 = − 1

τ2
.Das heiÿt, τi liegen auf dem Rand ∂D und Re(τ1) = −Re(τ2).() D∪�z ∈ H | Re(z) = −1

2 , |z| ≥ 1
©
∪
�
z ∈ H | |z| = 1,−1

2 ≤ Re(z) ≤ 0
© bildet einvollständiges Repräsentantensystem für die Isomorphie-Klassen komplexer Tori. −ρ2ρ(2) Seien T :=

�
0 −1
1 0

�
∈ SL2(Z) und S := ( 1 1

0 1 ) ∈ SL2(Z). Dann wird S2 von T und Serzeugt, mit den Relationen T 2
= (T · S)3 = einS2.7.4 (Titel fehlt)Segre-EinbettungenWir wissen bisher:

• projektive Varietäten sind komplett, die Umkehrung gilt i.a. niht.
• Produkte kompletter Varietäten sind komplett.Frage. Sind Produkte projektiver Varietäten wieder projektiv, ist also etwa Pnk ×Pmk eineprojektive Varietät?Dies führt uns zur Konstruktion der Segre-Abbildung9.De�nition 7.41. Wir shreiben im folgenden [ai]i := (a0 : . . . : an) sowie [bj ]j := [ai]i

[bi]i
(b0 : . . . : bm) für die Elemente des Pnk bzw. Pmk . Die Abbildung

Σ
Σ : Pnk × Pmk −→ P(n+1)(m+1)−1 = Pmn+m+n

([ai]i, [bj ]j) 7−→ [ai · bj]i,j = (a0b0 : a0b1 : . . . : a0bm : a1 : b0 : . . . : anbm)heiÿt Segre-Abbildung.Bemerkung. Σ ist als Mengenabbildung wohlde�niert (repräsentantenunabhängig, dabilinear auf An+1 × Am+1).
9Benannt nah Corrado Segre, 1863�1924, italienisher Geometer, vor allem in Turin tätig, be-nannt, niht nah dem französish-spanishen Fluss Segre, der südfranzösishen Stadt Segré, demTehnetium-Entdeker Emilio Segrè oder dem Diplomaten Vittorio Dan Segre. 475



7 Algebraishe Geometrie IISatz 7.4.1. (Morphismuseigenshaften und Bild der Segre-Abbildung)Sei k = k, n ≥ 1, m ≥ 1, σ : Pnk×Pmk → Pnm+m+n
k die Segre-Abbildung.(1) Bezeihnen wir die projektiven Koordinaten in Pmn+n+m

k mit
[Zij ]ij = (Z00 : . . . : Znm), dann ist

im(Σ) = V+

 ¨
Zij · Zkl − Zij · Zkj

����� i,k∈{1,···,n},j,l∈{1,···,m}

«!
=: V+(2) Σ : Pnk × Pmk → V+ ist Morphismus der Varietäten und sogar Iso-morphismus.Korollar. Σ : Pnk × Pmk → Pmn+m+m ist eine abgeshlossene Ein-bettung.Korollar.(1) Pnk × Pmk ist eine projektive Varietät.(2) Allgemeiner ist auh Pm1 × . . .× Pms projektive Varietät.(3) Sind X ⊆ Pnk und Y ⊆ Pmk abgeshlossene Untervarietäten, so istauh X × Y ∼= Σ(X × Y ) projektive Varietät.(4) Sind X1, · · · ,Xs projektive Varietäten, so auh X1 × . . .×Xs.Beweis von Satz 7.4.1.(1) Es ist ja o�enbar (aj · bj) · (ak · bl) = (ai · bl) · (ak · bj), und daher ist

Σ([ai]i, [bj ]j) ∈ V+(ZijZkl − ZilZkj) für alle i, j, k, l,also auh
Σ([ai]i, [bj ]j) ∈ V+ =

\
i,j,k,l

V+(ZijZkl − ZilZkj),d.h. im(Σ) ⊆ V+. De�nieren wir nun eine Umkehrabbildung:
σ : V+ −→ Pnk × Pmk

[zpq]p,q

(zi,j 6= 0)

7−→ ([zpj]p, [ziq]q)

σ ist wohlde�niert (es ist ja immer zij 6= 0, und unabhängig von der Wahl von i, jmit zij 6= 0, da zpj · zkl = zpl · zkj (für zkl 6= 0), also [zpj ]p = [zpl]p, analog für q). Nun
476



7.4 (Titel fehlt)ist
Σ ◦ σ([zpq]p,q) = Σ([zpj ]p, [ziq]q)

= [zpj · ziq]p,q
= [zpq · zij ]p,q
= [zpq]p,q,und umgekehrt (mit ai 6= 0, bj 6= 0)

σ ◦ Σ([ap]p, [bq]q) = σ([ap · bq]p,q)
= ([ap · bj ]p, [ai · bq]q)
= ([ap]p, [bq]q),es ist also Σ ◦ σ = idV+ und σ ◦ Σ = idPn

k
×Pm

k
. Σ und σ sind also mengentheo-retish zueinander inverse Bijektionen zwishen V+ und Pnk × Pmk , insbesondere ist

im(Σ) = V+.(2) Es bleibt zu zeigen, dass Σ und σ Varietäten-Morphismen sind. Dazu reiht es, dieseAbbildungen jeweils lokal zu betrahten.(a) Betrahte also
Σ : D+(Xi)×D+(Yi)

∼−−→ D+(Zij) ∩ V+und den Algebra-Morphismus (zwishen Polynomalgebren)
ρ : A := k

2664Z00

Zij
, · · · , Zpq

Zij
p,q

, · · · , Znm
Zij

3775 −→ k

�
X0

Xi
, · · · , Xn

Xi

�
⊗ k

�
Y0

Yj
, · · · , Ym

Yj

�
=: B

Zpq
Zij
7−→ Xp

Xi
⊗ Yq
Yj

(und polynomiale Fortsetzung)Wir erhalten (wie üblih) das kommutative Diagramm aus Vara�k -Morphismen:
D+(Xi)×D+(Xj) D+(Zij)

Homk-Alg(B, k) Homk-Alg(A, k)ρ̂

χB

∼

χA

∼

hom(ρ)Dabei ist ρ̂ = Σ, also Σ (lokal und damit auh global) Morphismus.(b) Geht analog.Es sind also σ und Σ zueinander inverse Varietäten-Morphismen, damit ist Σ einVarietäten-Isomorphismus. 477



7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung. Es ist ja
ZijZkl − ZilZkj = det

�
Zij Zil
Zkj Zkl

�
= M i,k

j,l ((Zpq)p,q),also ein 2-Minor der Koordinatenmatrix (Zpq)p,q des P(m+1)(n+1)−1
k . Daher:(1) V+ ist die gemeinsame Nullstellenmenge aller 2-Minoren von (Zpq)p,q.(2) V+ ist eine Determinantenvarietät, d.h. Pnk × Pmk ist isomorph zu einer Determinan-tenvarietät.(3) Pnk × Pmk ist isomorph zu einem Durhshnitt von Quadriken in Pnm+m+n.Beispiel 7.4.1. Betrahten wir den Fall m = n = 1, also die Segre-Flähe P1

k × P1
k. Wirhaben dann

σ : P1
k × P1

k −→ P3
k

((a0 : a1), (b0 : b1)) 7−→ (a0b0 : a0b1 : a1b0 : a1b1)und die Gleihungen für V+ ⊂ P2·2−1
k sind:

Z00Z00 = Z00Z00 Z10Z00 = Z10Z00 Z01Z00 = Z00Z01 Z11Z00 = Z10Z01

Z00Z01 = Z01Z00 Z10Z01 = Z11Z00 Z01Z01 = Z01Z01 Z11Z01 = Z11Z01

Z00Z10 = Z00Z10 Z10Z10 = Z10Z10 Z01Z10 = Z00Z11 Z11Z10 = Z10Z11

Z00Z11 = Z01Z10 Z10Z11 = Z11Z10 Z01Z11 = Z01Z11 Z11Z11 = Z11Z11Die Mehrzahl dieser Gleihungen sind trivial (d.h. das entsprehende Polynom ist dasNullpolynom), übrig bleibt nur (4 mal auftauhend) Z00Z11 = Z01Z10. Wir haben also
P1
k × P1

k
∼= V+(Z00Z11 − Z01Z10) = V+(W0W4 −W2W3) ⊂ P3

k.Dies ist eine Quadrik vom Rang 4, mit der Darstellungsmatrix�
−1

2
−1

2
−1

2
−1

2

�
.Grassmann-Varietäten und Plüker-EinbettungenDe�nition 7.42. Seien k = k, ~V ein k-Vektorraum mit dimk V = n ∈ N, sowie

r ∈ {0, · · · , n}. Dann heiÿt die MengeG(r,V)

G(r,V) := {W ∈ P(V) |W ist k-UVR,dimk(W) = r}die r-Grassmann-Menge von V.478



7.4 (Titel fehlt)De�nition 7.43. Für 0 ≤ r ≤ n ∈ N und k = k bezeihne G(r, n)

G(r, n) := G(r, kn).Beispiel 7.4.2.
r = n: Es ist G(n,V) = {V} einelementig (uninteressant).
r = 0: G(0,V) = {(0)}, ebenso einelementig.
r = 1: G(1,V) = Pk(V) = V \ {0}�k∗ ∼= Pn−1

k

r = n− 1: Es gibt die kanonishe Bijektion
G(n− 1,V)

∼−−→ G(1, V ∗)

W 7−→W0 = {f ∈ V∗ | f |W = 0} ,die Annullator-Abbildung.Ziel. G(r,V) ist (auh für r ∈ {2, · · · , n− 2}) bijektiv äquivalent zu einer abgeshlossenenTeilmenge von P(n
r)−1

k , kann also als (irreduzible) projektive Varietät angesehen werden,mit Dimension r(n− r).Um dieses Ziel zu erreihen, verwenden wir die folgende Konstruktion.Sei U = (a1, · · · , an) eine (�xierte) Basis von V. Sei W ∈ G(r,V) und V = (b1, · · · , br)eine Basis von W. Dann hat man (für i ∈ {1, · · · , r})
bi =

nX
j=1

αijai,mit einer Matrix B = BU,V = (αij)i,j ∈Mk(r, n), also B = BU
V (inclVW)t.Dabei ist Rgk(B) = r, d.h. B ∈ M r

k (r, n) = {A ∈Mk(r, n) | Rgk A = r}. Das M r
k (s, n)heiÿt, es existiert mindestens ein niht vershwindender r-Minor von B, d.h. es gibt

i1, · · · , ir ∈ {1, · · · , n} mit M i1,···,ir
1,···,r (B) 6= 0. Dies motiviert uns zu folgender De�nition.De�nition 7.44. Für W ∈ G(r,V) mit basisdarstellender Matrix B wie oben sei γU

γU (W) :=
�
M1,···,r

1,···,r (B) : . . . : M i1,···,ir
1,···,r (B)

i1,···,ir

: . . . : Mn−r+1,···,n
1,···,r (B)

�
∈ P(n

r)−1

k .
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7 Algebraishe Geometrie IIRehtfertigung. γU (W) hängt nur von W und der Wahl der Basis
U von V ab, niht von der Wahl der Basis V von W.Beweis. Sei V ′ = (b′1, · · · , b′r) andere Basis von W, B′ die entsprehende (transponierte)Darstellungsmatrix, also

B′ = (BU
V ′(W −֒−−→

incl
V ))t.Dabei hat man

BU
V ′(incl) = BU

V (incl) ◦B′V
V (idW),also

B′ = (BV
V ′)t ◦BDamit ist dann für i1, · · · , ir ∈ {1, · · · , n}:

M j1,···,jr
1,···,r (B′) = det(BV

V ′) ·M j1,···,jr
1,···,r (B),und dieser gemeinsame Faktor det(BV

V ′) ∈ k∗ vershwindet beim Übergang in den pro-jektiven Raum:
(. . . : M i1,···,ir

1,···,r (B′) : . . . ) = (. . . : M i1,···,ir
1,···,r (B) : . . . )De�nition 7.45. Für W ∈ G(r,V) mit Basis (b1, · · · , br) gibt es ja immer b1∧ . . .∧br ∈Vr V. Die Abbildungγ

γ : G(r,V) −→ Pk(
r̂

V)

W 7−→ [b1 ∧ . . . ∧ br]k∗heiÿt dann die Grassmann-Abbildung von V für r.Bemerkung. Für eine Basis U = (a1, . . . an) von V haben wir dann die Basiswahlabbil-dung
χU : P(n

r)−1

k
∼−−→ Pk(

r̂

V),

(. . . : mi1,···,ir : . . . ) 7−→

24 X
(i1<...<ir)

mi1,···,irai1 ∧ . . . ∧ air

35
k∗und dabei ist χU ◦ γU = γ.
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7.4 (Titel fehlt)Lemma. Die Grassmann-Abbildung γ : G(r, V )→ Pk(
Vr V) ist injek-tiv.Beweis. Sei γ(W1) = γ(W2) für W1,W2 ∈ G(r,V), mit Basen V1 = (b1, · · · , br) und

V2 = (b′1, · · · , b′r). Das heiÿt, wir haben
[b1 ∧ . . . ∧ br]k∗ = [b′1 ∧ . . . ∧ b′r]k∗ ,also existiert ein λ ∈ k∗, so dass

b1 ∧ . . . ∧ br = λ · b′1 ∧ . . . ∧ b′r.Damit gilt dann für i ∈ {1, · · · , r}:
b1 ∧ . . . ∧ br ∧ b′i = λ · b′1 ∧ . . . ∧ b′r ∧ b′i = 0,d.h. {b1, · · · , br, b′i} ist linear abhängiges System, bei dem die ersten r Vektoren linearunabhängig sind. Damit ist

b′i ∈ span(b1, · · · , br) = W.Da dies für alle i gilt, ist W′ ⊆W, und aus Dimensionsgründen (oder weil man dies auhmit verdrehten Rollen spielen kann) dann W′ = W.De�nition 7.46. Seien n ∈ N und r ∈ {1, · · · , n}. Dann bezeihne Ξnr

Ξnr := {(i1, · · · , in) ∈ Nn | 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n} .
Ξnr diene uns (mit der lexikographishen Sortierung) als Indizierung für die Koordinatendes A(n

r)
k sowie P(n

r)−1

k .(O�enbar ist |Ξnr | = �
n
r

�.)De�nition 7.47. Sei r ∈ {2, · · · , n− 1}, n = dim V ∈ N. Seien I ∈ Ξnr−1, K ∈ Ξnr+1.(Es gibt � n
r−1

�
·
�
n
r+1

� viele Paare solher Tupel.) Dann heiÿt das Polynom
RIK :=

r+1X
ν=1

(−1)ν · Zi1...ir−1kν · Zk1...��kν ...kr+1
∈ k[· · · , Zj1,···,jr , . . . ]die Plüker-Relation zu I und K. (Dabei bezeihne

Zi1...ir−1kν
:=

8><>:(−1)r−1−µZi1,···,iµ,kν ,iµ+1,···,ir−1 iµ < kν < iµ+1

(−1)r−1Zkν ,i1,···,in kν < i1

0 kν ∈ {i1, · · · , ir−1}falls niht i1 < . . . < ir−1 < kν.)Die Menge aller Plüker-Relationen (zu vorgegebenen n und r) bezeihnen wir mit
PR ⊂ k[· · · , Zj1,···,jr , . . . ] , mit der entsprehenden projektiven Varietät PR

V+(PR) = V+(
�
RIK | I ∈ Ξnr−1,K ∈ Ξnr+1

©
) ∈ Abg(P(n

r)−1

k ) 481



7 Algebraishe Geometrie IILemma. Für eine Basis U von V und die (in Koordinaten geshrie-bene) Grassmann-Abbildung
γU : G(r,V) −֒→ P(n

r)−1

k

ZeilUk (B) 7−→ (. . . : M i1,···,ir
1,···,r (B) : . . . )gilt im(γU ) ⊆ V+(PR).Beweis. Sei W ∈ G(r,V), mit der assozierten Matrix B ∈ Mk(r, n) (nah Basiswahl),

B = (aij)i,j. Für (I,K) haben wir dann
RIK(B) =

r+1X
ν=1

(−1)νM
i1,···,ir−1 ,kν

1,···,r (B) ·Mk1,···,��kν ,···,kr+1

i,···,r (B)Wir wollen zeigen, dass jeweils RIK = 0 ist. Dazu betrahten wir zunähst
M

i1,···,ir−1,kν

1,···,r = det

�
a1i1 . . . a1ir−1 a1kν... ... ...
ari1 . . . arir−1 arkν

Ǒ
Eine Laplae-Entwiklung nah der letzten Spalte ergibt
M

i1,···,ir−1,kν

1,···,r =
rX
j=1

(−1)j+rajkν ·M
i1,···,ir−1

1,···, �j,···,r
(B)Insgesamt haben wir dann

RIK(B) =
r+1X
ν=1

(−1)ν

�
rX
j=1

(−1)j+rajkν ·M
i1,···,ir−1

1,···, �j,···,r
(B)

�
·Mk1,···,��kν ,···,kr+1

i,···,r (B)

=
rX
i=1

 
(−1)j ·M i1,···,ir−1

i,···, �j,···,r
(B) ·

 
r+1X
ν=0

(−1)ν+r · ajkν ·M
k1···,��kν ,···,kr+1

1,···,r (B)

!!
=

rX
i=1

 
(−1)j ·M i1,···,ir−1

i,···, �j,···,r
(B) ·Mk1,···,kr+1

1,···,r,r+1

 
B

����� a1kν...
arkν

!!
=

rX
i=1

�
(−1)j ·M i1,···,ir−1

i,···, �j,···,r
(B) · 0

�
= 0Bemerkung. Wir haben eigentlih gezeigt: Ist B ∈ Mk(r, n) mit r ≤ n − 1, so ist

RIK(B) = 0 für alle (I,K).482



7.4 (Titel fehlt)Satz 7.4.2. (Satz von der Existenz der Plüker-Einbettung)Die (koordinatenbehaftete) Grassman-Abbildung
γU : G(r,V) −֒→ V+(PR)ist auh surjektiv, also eine Bijektion. Über diese Bijektion erhält

G(r,V) die Struktur einer projektiven Varietät.Beweis. Betrahte das Diagramm
M r
k (r, n) V+(PR),

G(r,V)

ZeilUk γ
U

γ̂

nah Konstruktion kommutativ. Es genügt zu zeigen, dass
γ̂ : M r

k (r, n) −→ V+(PR)

B 7−→ (. . . : M i1,···,ir
1,···,r (B) : . . . )surjektiv ist, dann ist auh γU surjektiv.Sei also [Pi1,···,ir ] := (. . . : Pi1,···,ir : . . . ) ∈ V+(PR), d.h. PIK([Pi1,···,ir ]) = 0 für alle

(I,K). Wir müssen eine Matrix A ∈M r
k (r, n) konstruieren mit γ̂(A) = [Pi1,···,ir ], also

(. . . : M i1,···,r
1,···,r (A) : . . . ) = (. . . : pi1...ir : . . . ),d.h. es gibt ein µ ∈ k∗ mit M i1,···,ir

1,···,r = µpi1,···,ir für alle i1 < . . . < ir. (Wir werden zeigen,dass dies auh mit µ = 1 geht.)Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit p1,···,r = 1. Unser Ansatz ist
A =

�
1 0 · · · 0 a1(r+1) · · · a1n

0
. . . . . . ... ... ...... . . . . . . 0

... ...
0 · · · 0 1 ar(r+1) · · · arn

�
und M i1,···,ir

1,···,r (A) = pi1...ir (für alle i1, · · · , ir). Für i ∈ {1, · · · , r} und j ∈ {r + 1, · · · , n}ist dann
p1,···,�i,···,r,j
1,···,r = M1,···,�i,···,r,j

1,···,r

= det

 
et1, · · · ,��e

t
i, · · · , etr,

rX
ν=1

aνj · etν
!

= aij · det(et1, · · · ,��eti, · · · , etr, eti)
= aij · (−1)r−i 483



7 Algebraishe Geometrie IIDadurh sind also shon alle Matrixeinträge festgelegt, und die so erhaltene Matrix Aerfüllt zumindest
M j1···,jr

1,···,r (A) = pj1,···,jrfür alle (j1, · · · , jr) mit |{j1, · · · , jr} ∩ {1, · · · , r}| ≤ r − 1.Wir führen nun eine Induktion über m durh:Induktionsbehauptung: Ist (j1, · · · , jr) ∈ Ξnr mit |{j1, · · · , jr} ∩ {1, · · · , r}| ≤ r −m, soist M j1,···,jr
1,···,r (A) = pj1...jr .Induktionsanfang: . . . ist mit m = 1 o�enbar gegeben.Induktionsshritt: Sei m ≥ 2, und (j1, · · · , jr) ∈ Ξnr mit |{j1, · · · , jr} ∩ {1, · · · , r}| =

r −m. Dann wählen wir ein ν ∈ {1, · · · , r}, so dass jν 6∈ {1, · · · , r}. Betrahte nundie Tupel I := (j1, · · · ,��jν , · · · , jr) und K = (1, · · · , r, jν). Dann ist (weil [pi1,···,ir ]die Plüker-Relationen erfüllt)
0 = RIK([pi1,···,ir ])

=
rX

µ=1

(−1)µ · pj1...��jν ...jrµ · p1...�µ...rjν
+ (−1)ν+1 · pj1...��jν ...jrjν · p1...r| {z }

=1Damit ist
pj1...��jν ...jrjν

= (−1)ν ·
rX

µ=1

(−1)µ · pj1...��jν ...jrµ · p1...�µ...rjνund mit der Induktionsvoraussetzung
= (−1)ν ·

rX
µ=1

(−1)µM j1,...��jν ...jrµ
1,···,r (A) ·M1,···,�µ,···,r,jν

1,···,r (A)und weil A ja (nah Lemma) die Plüker-Relationen erfüllt:
= M j1,···,jr

1,···,r (A) ·M1,···,r
1,···,r| {z }
=1

= M j1,···,jr
1,···,r (A)Damit gilt also für alle (j1, · · · , jr) die Identität M j1,...r

1,···,r (A) = pj1...jr , es ist also wirklih
γ̂(A) = [pj1...jr ], und damit ist γU auh surjektiv, sogar bijektiv.Fazit. Die Plüker-Einbettung γ (bzw. γU bei Wahl einer Basis Uvon V) stiftet auf G(r,V) die Struktur einer projektiven Varietät.Ziel. Wir wollen nun Ui1,···,ir beshreiben und zeigen, dass Ui1···,ir ∼=Vark

Ar(n−r)
k .484



7.4 (Titel fehlt)Satz 7.4.3.(1) G(r,V) ist (via der Plüker-Einbettung γU ) eine irreduzible pro-jektive Varietät, die von a�nen o�enen Mengen überdekt ist, diejeweils isomorph zu Ar(n−r)
k sind. Daher ist

dimNoeth(G(r,V)) = r(n− r).(2) Im Fall k = C ist G(r,V) auh eine zusammenhängende, kompaktekomplexe Mannigfaltigkeit der (C-)Dimension r(n− r).Beweis.(1) Wir geben zunähst eine a�ne o�ene Überdekung von G(r,V) an. Betrahte dasDiagramm der Morphismen
G(r,V) V+(PR) P(n

r)−1

k ,

M r
k (r, n)

ZeilUk

γ
U

∼

γ̂

⊆

V+(PR) wird a�n-o�en überdekt von V+(PR) ∩ D+(Zi1...ir) (mit 1 ≤ i1 < . . . <
ir ≤ n). Das heiÿt, G(r,V) wird überdekt von

U(i1,···,ir) := γ−1
U (V+(PR) ∩D+(Zi1,···,ir)) für 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n.Auÿerdem wird ja M r

k (r, n) ⊂Mk(r, n) ∼= Ar·n
k a�n-o�en überdekt von

M
(i1,···,ir)
k (r, n) :=

�
X ∈Mk(r, n) |M i1,···,ir

i,···,r (X) 6= 0
©

= γ̂−1(V+(PR) ∩D+(Zi1,···,ir))und damit haben wir
U(i1,···,ir) = ZeilUk (M (i1,···,ir)(r, n))Wie im Beweis zum Satz 7.4.2 gezeigt wurde, werden die Elemente von V+(PR) shondurh solhe Matrizen erzeugt, die eine Einheitsmatrix enthalten, also in einem der

M̌
(i1,···,ir)
k (r, n) =

�
X ∈Mk(r, n) | Xi1,···,ir

1,···,r = Ir
©liegen. Das heiÿt, es ist auh

ZeilUk (M̌
(i1,···,ir)
k (r, n)) = U(i1,···,ir) 485



7 Algebraishe Geometrie IIDie U(i1,···,ir) sind a�n-o�en in G(r,V). Wir haben also jetzt das Diagramm
U(i1,···,ir)

M
(i1,···,ir)
k (r, n) V+(PR) ∩D+(Zi1...ir)

M̌
(i1,···,ir)
k (r, n)

ZeilUk

⊆

γ
U

∼

γ̂

ˆ̂γ=γ̂|...

ZeilUk |...

ˆ̂γ ist immer noh surjektiv, aufgrund des Beweises von Satz 7.4.2. ˆ̂γ ist nun auhinjektiv (denn die Matrix war ja, wenn man den Ir-Anteil vorgibt, ansonsten eindeu-tig), und diese Inverse ˆ̂γ ist dabei sogar ein Morphismus.Es ist also ˆ̂γ sogar ein Isomorphismus. O�enbar ist dann ZeilUk |... ebenfalls ein Iso-morphismus.Weiterhin ist o�enbar (sogar kanonish) M̌ (i1,···,in)
k (r, n) ∼= Arn−r2

k = Ar(n−r)
k , wasdann insgesamt den ersten Teil unserer Behauptung ergibt:

U(i1,···,ir)
∼=Vark

Ar(n−r)
k ,womit auh die Dimension klar ist.Wir haben nun

G(r,V) =
[
I∈Ξn

r

UI ,also eine Überdekung durh irreduzible o�ene Teilmengen. Für die Irreduzibilitätvon G(r,V) ist nun noh zu zeigen, dass es zusammenhängend ist, etwa durh
∀(i1, · · · , ir) ∈ Ξnr , (k1, · · · , kr) ∈ Ξnr : U(i1,···,ir) ∩ U(k1,···,kr) 6= ∅.In Matrixshreibweise ist das äquivalent zu

∃A ∈M (i1,···,ir)
k (r, n) ∩M (k1,···,kr)

k (r, n)Basteln wir uns nun so eine Matrix. . . Ist
{i1, · · · ,∩ir} ∩ {k1 ∩ kr} = {j1, · · · , js} ,also etwa

{i1, · · · , ir} = {j1, · · · , js, h1, . . . hr−s}und
{k1, · · · , kr} = {j1, · · · , js, l1, · · · , lr−s} ,
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7.4 (Titel fehlt)so sei
A :=

0BBBBBBBBB�
ej1...
ejs

el1 + eh1...
elr−s

+ ehr−s

1CCCCCCCCCA .Dann gilt für die Minoren
M i1,···,ir

1,···,r (A) = det

�
Is 0
0 Ir−s

�
= 1und

Mk1,···,kr

1,···,r (A) = det

�
Is 0
0 Ir−s

�
= 1,es ist also wirklih A ∈M (i1,···,ir)

k (r, n) ∩M (k1,···,kr)
k (r, n).(2) Sei nun k = C. Punkt (1) liefert für die klassishe Topologie: G(r,V) wird o�enüberdekt von Ui1,···,ir ∼=anal. Cr(n−r).Das heiÿt, G(r,V) ist komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension r(n− r).Weiterhin haben wir die abgeshlossenen Einbettung γU : G(r,V) →֒ P(n

r)−1

C , und
P(n

r)−1

C ist kompakt, also ist auh G(r,V) kompakt.Shlieÿlih sind die U(i1,···,ir) zusammenhängend und paarweise überlappend, also istauh G(r,V) zusammenhängend.Fragen.(1) Welhe topologishen Eigenshaften hat G(r,V) noh?(2) Wie sieht H∗(G(r,V),Z) aus?(3) Wie sieht H∗(G(r,V),Z) aus?Beispiel 7.4.3. Betrahte G(2, 4) = G(2, k4)
γ

E4−֒−−→ P(4
2)−1

k = P5
k. Die Plüker-Relationen(mit projektiven Koordinaten (P12 : P13 : P14 : P23 : P24 : P34)) dafür sind in Tabelle7.4 aufgelistet. O�enbar sind fast alle PIK trivial, es bleiben nur R(1)(2,3,4) = −P12P34 +

P13P24 − P14P23 und −R(1)(2,3,4) übrig. Das heiÿt,
γE4

(G(2, 4)) = V+(−P12P34 + P13P24 − P14P23) ∼= V+(W0W5 −W1W4 +W2W3)ist Hyper�ähe zweiten Grades (Quadrik) in P5
k, und in der Tat ist auh

dimNoeth(G(2, 4)) = 2(4− 2) = 4 = 4− 1.Für k = C heiÿt γE4
(G(2, 4)) ⊂ P5

C auh Kleinshe Quadrik10.10nah Felix Klein, 1849�1925, deutsher Geometer (Bonn, Berlin, Göttingen, Erlangen, Münhen, Leip-zig, Göttingen) 487



7 Algebraishe Geometrie II
I K RIK

(1) (2, 3, 4) −P12P34 + P13P24 − P14P23

(2) (2, 3, 4) −P22P34 + P23P24 − P24P23 = 0 + P23P24 − P23P24 = 0

(3) (2, 3, 4) −P32P34 + P33P24 − P34P23 = P23P34 + 0− P23P34 = 0

(4) (2, 3, 4) −P42P34 + P43P24 − P44P23 = P24P34 − P24P34 − 0 = 0

(1) (1, 3, 4) −P11P34 + P13P14 − P14P13 = 0 + P13P14 − P13P14 = 0

(2) (1, 3, 4) −P21P34 + P23P14 − P24P13 = −R(1)(2,3,4)

(3) (1, 3, 4) −P31P34 + P33P14 − P34P13 = P13P34 + 0− P13P34 = 0

(4) (1, 3, 4) −P41P34 + P43P14 − P13P44 = P14P34 − P14P34 − 0 = 0

(1) (1, 2, 4) −P11P24 + P12P14 − P14P12 = 0 + P12P14 − P12P14 = 0

(2) (1, 2, 4) −P21P24 + P22P14 − P24P12 = P12P24 + 0− P12P24 = 0

(3) (1, 2, 4) −P31P24 + P32P14 − P34P12 = R(1)(2,3,4)

(4) (1, 2, 4) −P41P24 + P42P14 − P44P12 = P14P24 − P14P24 − 0 = 0

(1) (1, 2, 3) −P11P23 + P12P13 − P13P12 = 0 + P12P13 − P12P13 = 0

(2) (1, 2, 3) −P21P23 + P22P13 − P23P12 = P12P23 + 0− P12P23 = 0

(3) (1, 2, 3) −P31P23 + P32P13 − P33P12 = P12P23 − P13P23 − 0 = 0

(4) (1, 2, 3) −P41P23 + P42P13 − P43P12 = −R(I)(2,3,4)Tabelle 7.1: Plüker-Relationen für G(2, 4), siehe Beispiel 7.4.3Beispiel 7.4.4.
• G(2, 5) →֒ P9, mit dimG(2, 5) = 2 · (5 − 2) = 6, also werden wohl 3 relevantePlüker-Relationen (niht triviale, niht Duplikate) übrigbleiben.
• G(3, 7) →֒ P34, mit dim G(3, 7) = 12, also 22 relevante Plüker-Relationen.De�nition 7.48. Seien n ∈ N, V ein k-Vektorraum mit dimk V = n und

(r1, · · · , rs) ∈ Ξns . Dann heiÿtFk(r1, · · · , rs;V)

Fk(r1, · · · , rs;V) :=

(
(W1, · · · ,Ws)

����� ∀i : Wi ⊆ V ist k-UVR,
dim Wi = ri,Wi ⊂Wi+1

)Fahnenmenge vom Typ (r1, · · · , rs) in V.Für V = kn de�nieren wir auh:Fk(r1, · · · , rs;n)

Fk(r1, · · · , rs;n) := Fk(r1, · · · , rs; kn)
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7.4 (Titel fehlt)Bemerkung. Wir haben hier o�enbar (bei Wahl einer Basis U von V)
Fk(r1, · · · , rs;V) G(r1,V)× . . . × G(rs,V)

P
( n

r1
)−1

k × . . .× P
( n

rs
)−1

k

PNk

⊆

γ
(r1)

U
×...×γ(rs)

U

Σ (iterierte Segre-Abbildung)mit einem ziemlih groÿenN ∈ N (je nah Reihenfolge der iterierten Segre-Einbettungen).Frage. Ist Fk(r1, · · · , rs;V) abgeshlossen in G(r1,V) × . . . × G(r,V), d.h. ist
Fk(r1, · · · , rs;V) selbst eine projektive Varietät (eine sogenannte Fahnenvarietät (bzw.für k = C auh Fahnenmannigfaltigkeit), (�ag variety , variété des drapeaux )?Klassik vs. Moderne � Plüker/Grassman vs. Grothendiek,Dieudonné & Co: Koordinatenfreie Beshreibung der G(r, V)Sammeln wir ein paar Fakten.Bemerkung 1. Es gibt die kanonishe Einbettung

G(r,V)
γ−֒→ Pk(

r̂

V)

span(b0, · · · , br) 7−→ [b1 ∧ . . . ∧ br]k∗ .Beweis. Dies ist bereits bekannt.Bemerkung 2. Es gibt einen kanonishen Isomorphismus
r̂

(V∗) ∼−−→
� r̂

V
�∗
,ebenso wie es (bekanntermaÿen) einen Isomorphismus

rO
(V∗)

∼−−→
� rO

V
�∗gibt.Beweis. Jedes Tupel (f1, · · · , fr) ∈

�r V∗ stiftet eine Abbildung
θ(f1,···,fr) :

r�
V −→ k

(c1, · · · , cr) 7−→ det ((fi(cj))i,j) 489



7 Algebraishe Geometrie II
θ(f1,···,fr) ist r-linear und alternierend (geerbt von der Determinante), stiftet daher (Uni-versaleigenshaft von ∧) eine lineare Abbildung

θ̂(f1,···,fr) :
r̂

V −→ k,es ist also θ̂(f1,···,fr) ∈ (
Vr V)∗. Wir erhalten damit insgesamt die Abbildung

θ̂� :
r�

(V∗) −→
� r̂

V

�∗

(f1, · · · , fr) 7−→ θ̂(f1,···,fr)

θ̂� ist o�enbar wieder r-linear und alternierend, stiftet also die lineare AbbildungÓ̂
θ� =: ϑ :

r̂

(V∗) −→
� r̂

V

�∗
.Dabei hat Vr(V∗) die Dimension �nr� (falls 1 ≤ r ≤ n), und eine Basis a1, · · · , an von V(mit Dualbasis (a∗1, · · · , a∗n)) liefert eine Basis (a∗i1 ∧ . . .∧a∗ir)(i1,···,ir)∈Ξn

r
von Vr(V∗) sowieeine Basis ((ai1 ∧ . . . ∧ air)∗)(i1,···,ir)∈Ξn

r
von (

Vr V)∗.Man sieht sofort:
ϑ(a∗i1 ∧ . . . ∧ a

∗
ir) = (ai1 ∧ . . . ∧ air)∗für alle (i1, · · · , ir) ∈ Ξnr . Das heiÿt, ϑ überführt Basen in Basen und ist damit k-Vektorraumisomorphismus.Bemerkung 3. Es ist

Altrk(V) ∼= Homk

� r̂
V, k

�
=
� r̂

V
�∗

∼=
r̂

V∗Bemerkung. Für r ∈ {1, · · · , n} existiert eine kanonishe k-lineare Abbildung:
δ :

r−1̂

V∗ −→ Homk(V
∗,

r̂

V∗)

t 7−→ δ(t) : V∗ →
r̂

V∗

f 7→ t ∧ f
a∗i1 ∧ . . . ∧ a∗ir 7−→

�
f 7→ a∗i1 ∧ . . . ∧ a∗ir ∧ f

�
490



7.4 (Titel fehlt)
δ stiftet das folgende Diagramm von kanonishen k-Homomorphismen mit der (neuen)kanonishen Abbildung ∂: ∂

r−1̂

V∗ Homk

�
V∗,

r̂

V∗�
Homk

�
(
r̂

V∗)∗,V∗∗�
Homk

�
(
r̂

V)∗∗,V∗∗�
Homk

� r̂
V,V

�

δ

�∗ (kanonish)
∼

hom(ϑ∗) (kanonish, nah Bemerkung 2)
∼κ−1

V
◦�◦κ

(
Vr

V)
(mit dem kanonishen κV : V

∼−−→ V∗∗
x 7−→ (f 7→ f(x))

und analog κ�Vr
V
�)

∂

ψ

ϕ

Wir haben also
∂(u) = κ−1

V ◦ (hom(ϑ∗) ◦�∗ ◦ δ) (u) ◦ κ(
Vr

V)D.h., ∂ ∈ Homk(
Vr−1 V∗,Homk(

Vr V,V)).De�nition 7.49. Seien n ∈ N, r ∈ {1, · · · , n}, V ein k-Vektorraum der Dimension nmit (�xierter) Basis (a1, · · · , an).Für H = (h1, · · · , hr) ∈ Ξnr und I = (i1, · · · , ir−1) ∈ Ξnr−1 shreiben wir dann aH

a∗I
aH := ah1 ∧ . . . ∧ ahr ∈

r̂

Vsowie
a∗I := a∗i1 ∧ . . . ∧ a∗ir−1

∈
r−1̂

V∗für die entsprehenden Basiselemente von Vr V sowie Vr−1 V∗.Für k = hν ∈ H shreiben wir auh: H \ k

H \ I

ρ(H, k)

H \ k := (h1, · · · ,��hν , · · · , hr)
H \ (h1, · · · ,��hν , · · · , hr) := hν = k

ρ(H, k) := sgn
�
h1 ... hν ... hr

h1 ... ��hν ... hr hν

�
= (−1)r−ν .
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7 Algebraishe Geometrie IILemma. Sei nun u ∈ Vr−1 V∗, etwa
u =

X
(i1,···,ir−1)∈Ξn

r−1

ξ(i1,···,ir−1) · a∗i1 ∧ . . . ∧ a∗ir−1
=

X
I∈Ξn

r−1

ξI · a∗Isowie t ∈ Vr V, etwa
t =

X
(h1,···,hr)∈Ξn

r

t(h1,···,hr) · ah1 ∧ . . . ∧ ahr =
X
H∈Ξn

r

tH · aHDann gilt für den oben de�nierten kanonishen Homomorphismus ∂:
∂(u)(t) =

nX
k=1

� X
H∈Ξn

r
k∈H

ξH\k · tH · ρ(H, k)

�
· ak,Beweis. Seien ϕ = �∗ ◦δ und ψ = hom(ϑ∗)◦ψ (und damit ∂ = (κ−1

V ◦�◦κ(
Vr

V))◦ψ),wie in obigem Diagramm. Sei nun
x := ∂(u)(t)also
x = ∂

 X
I

xiIa∗I

! X
H

tHaH

!
=
X
I

X
H

ξItH · ∂(a∗I)(aH ).Sei nun y := ∂(a∗I)(aH), also
κV(y) = ψ(a∗I)(κ(

Vr
V)(aH))

= hom(ϑ∗)(ϕ(a∗I ))(κ(
Vr

V)(aH))

= (ϕ(a∗I ) ◦ ϑ∗)(κ(
Vr

V)(aH ))

= ϕ(a∗I)(κ(
Vr

V)(aH) ◦ ϑ)

= (�∗ ◦ δ)(a∗I )(κ(
Vr

V)(aH) ◦ ϑ)

= (δ(a∗I ))
∗(κ(

Vr
V)(aH) ◦ ϑ)

κV(y) = κ(
Vr

V)(aH) ◦ ϑ ◦ δ(A∗
I)
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7.4 (Titel fehlt)Nun haben wir auf beiden Seiten Elemente von V∗∗ stehen, wenden wir sie also auf dieBasiselemente von V∗, also auf a∗λ mit λ ∈ {1, · · · , n} an:
a∗λ(y) = κV(y)(a∗λ) = (κ(

Vr
V)(aH) ◦ ϑ ◦ δ(A∗

I))(a
∗
λ)

= κ(
Vr

V)(aH)(ϑ(a∗I ∧ a∗λ))

= ϑ(a∗I ∧ a∗λ)(aH )

=

8>>><>>>:0 λ ∈ I
0 λ 6∈ H
0 I 6⊂ H
ρ(H,λ) I = H \ λ

∈ {−1, 0, 1}Damit erhalten wir
∂(a∗I )(aH) = y =

nX
λ=1

a∗λ(y) · aλ

=
nX
λ=1

(
ρ(H,λ) · a λ = I \H
0 sonst

=

(
ρ(H,H \ I) · aH\I I ⊆ H
0 sonstSetzen wir dies nun wieder in die Gleihung für x ein:

∂(u)(t) = x =
X
I

X
H

ξI · tH ·
(
ρ(H,H \ I) · aH\I I ⊆ H
0 sonst

=
X
H

X
k∈H

ξH\k · tH · ρ(H, k) · ak

=
nX
k=1

�X
H
k∈H

ξH\k · tH · ρ(H, k)

�
· akFazit. In Koordinaten gilt:

∂

 X
I

ξIa∗I

! X
H

tHaH

!
=

nX
k=1

 X
H∋k

ξH\ktH · ρ(H \ k,H)

!
· akDe�nition 7.50. t ∈ Vr V \ {0} heiÿt zerfallend, falls

t = b1 ∧ . . . ∧ br mit {b1, · · · , br} ⊆ V k-linear unabhängig. 493



7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung. Das heiÿt, t lässt sih niht nur als Linearkombination einer von V geerbtenBasis von Vr V shreiben, sondern ist selbst ein Element einer solhen Basis von Vr V.Bemerkung. Es ist o�enbar t ∈ Vr V zerfallend genau dann, wenn [t] ∈ P(
Vr V) im Bildder Grassmann-Abbildung γ : G(r,V)→ P(

Vr V) liegt.Ziel. Dies liefert uns eine alternative, koordinatenfreie Methode der Beshreibung von
γ(G(r,V)) ⊆ P(

Vr V): Wir müssen �nur� alle zerfallenden r-Vektoren t ∈ Vr V harak-terisieren, möglihst koordinatenfrei.Lemma. Sei t ∈ Vr V \{0}, sei W $ V ein k-Untervektorraum. Dannsind folgende Bedingungen äquivalent:(1) t ∈ Vr W(2) ∀u ∈ Vr−1 V∗ : ∂(u)(t) ∈W.Beweis. Bilde eine direkte Zerlegung
V = W⊕ Hdurh Basisergänzung: (a1, · · · , as) Basis von W (s = dimk W ≥ r, da sonst Vr W = (0)),

(a1, · · · , as, as+1, · · · , an) Basis von V, (as+1, · · · , an) Basis von H. Sei t =
P
H t

HaH(Koordinatendarstellung von t in der dazu assoziierten Basis (aH)H∈Ξn
r
).(1) ⇒ (2): Nun ist

(1)⇔ t ∈
r̂

W

⇒ ∀H ∈ Ξnr :
�
H 6⊆ {1, · · · , s} ⇒ tH = 0

�und nah dem vorigen Lemma ist dann
⇒ ∀u =

X
I∈Ξn

r−1

ξIaI ∈
r−1̂

V∗ :

∂(u)(t) =
sX

k=1

(. . .) · ak ∈W.(2) ⇒ (1): Dies beweisen wir indirekt. Angenommen, es wäre (2), aber niht (1), also
t 6∈ Vr W. Dann

∃H0 ∈ Ξnr : H0 6⊆ {1, · · · , s} : tH0 6= 0.

⇒ ∃H0 = (hi1 , · · · , hir) ∈ Ξnr : tH0 6= 0, hir 6∈ {1, · · · , s} .
⇒ ∂(aH0\hir

)(t) = tH0 · ahir
6∈WDies ist ein Widerspruh zu (2), also ist unsere Annahme falsh.494



7.4 (Titel fehlt)De�nition 7.51. Sei 0 6= t ∈ Vr V. Dann heiÿt W[t]

W[t] :=
\

W⊆V UVR
t∈
Vr

W

W ⊆ Vder zu t assoziierte Unterraum von V.Eigenshaften.(1) Es ist
W[t] = span

(
∂(u)(t)

����� u ∈ r−1̂

V∗
)der kleinste Untervektorraum W von V mit t ∈ Vr W.(2) 0 6= t, folgt aus t ∈ Vr W[t] ja Vr W[t] 6= (0), also insbesondere

r ≤ dimk W[t].Satz 7.4.4. Sei r ∈ {1, · · · , n}, dimk V = n, 0 6= t ∈ Vr V. Dannsind folgende Bedingungen äquivalent:(1) [t] ∈ im (γ : G(r,V) →֒ Pk(
Vr(V))).(2) t ∈ Vr V ist zerfallend.(3) dimk W[t] = r, d.h. W[t] ist von minimaler Dimension.(4) (Koordinatenfreie Plüker-Relationen)

∀u ∈
r−1̂

V∗ : ∂(u)(t) ∧ t = 0 ∈
r+1̂

VBeweis.(1) ⇔ (2): Ist shon bekannt (De�nition von γ).(2) ⇒ (3): Sei t zerfallend, also
t = b1 ∧ . . . ∧ br ∈

r̂

span {b1, · · · , br}Das heiÿt, span {b1, · · · , br} ist einer der Vektorräume, die in der De�nition von
W[t] für den Shnitt verwendet werden, also

span {b1, · · · , br} ⊇W[t]Betrehten wir die Dimensionen, so erhalten wir
r = dimk span {b1, · · · , br} ≥ dimk W[t] ≥ r,also dimk W[t] = r. 495



7 Algebraishe Geometrie II(3) ⇒ (4): Sei wieder V direkt zerlegt in W[t] ⊕ H, mit Basen (V eka1, · · · , ar),
(ar+1, · · · , an) bzw. (a1, · · · , ar, ar+1, · · · , an).Dann haben wir für u ∈ Vr−1 V∗:

∂(u)(t) ∈W[t] und t ∈
r̂

W[t],also
∂(u)(t) ∧ t ∈

r+1̂

W[t]und aus Dimensionsgründen ist dieser Raum = (0), daher
∂(u)(t) ∧ t = 0.(4) ⇒ (3): Übungsaufgabe (indirekt).(3) ⇒ (2): Sei dimk W[t] = r, (V eka1, · · · , ar) Basis von W[t] mit Ergänzungsbasis

(a1, . . . an) von V. Dann ist
t ∈

r̂

W[t] = k · a1 ∧ . . . ∧ ar,wir können also t shreiben als
t = α · a1 ∧ . . . ∧ ar,

= (α · a1) ∧ a2 ∧ . . . ar,also ist t zerfallend.Fazit. Wir haben also die Korrespondenzen
G(r,V) ∼=

(
[t] ∈ P

� r̂

V

� �����∀u ∈ r−1̂

V∗ : ∂(u)(t) ∧ t = 0

)(bei Wahl einer Basis (a1, · · · , ar) von V):
=

8><>:" P
H∈Ξn

r

tHaH

#
∈ Pk

� r̂

V

� �������� ∀I ∈ Ξnr−1 :

∂(a∗I)

 P
H∈Ξn

r

tHaH

!
∧
 P
L∈Ξn

r

tLaL

!
= 0

9>=>;
=

8><>:" P
H∈Ξn

r

tHaH

#
∈ Pk

� r̂

V

� �������� nX
k=1

� X
H∈Ξn

r
k∈H

tH · ρ(H, k)

�
· ak∧

 P
L∈Ξn

r

tLaL

!
= 0

9>=>;496



7.4 (Titel fehlt)
=

8><>:" PH∈Ξn
r

tHaH

#
∈ Pk

� r̂

V

� �������� nX
k=1

X
H,L∈Ξn

r
k∈H

tHtLρ(H, k) · ak = 0

9>=>;
=

8><>:" PH∈Ξn
r

tHaH

#
∈ Pk

� r̂

V

� ��������∀k ∈ {1, · · · , n} :
X

H,L∈Ξn
r

k∈H

tHtLρ(H, k) = 0

9>=>;Die Gleihungen PH,L∈Ξn
r

k∈H
tH · tLρ(H, k) = 0 entsprehen o�enbar genau den klassishenPlükerrelationen.Fazit. Die Gleihungen ∂(a∗I)(t)∧ t = 0 (für I ∈ Ξnr ) sind äquivalentzu den klassishen Plükerrelationen PR, aber kanonish und koordi-natenfrei.Anwendungen der GrassmannshenBemerkung 1. Unter der Plüker-Einbettung

γ : G(r, n) →֒ P(n
r)−1

kist im(γ) in allgemeiner Lage in P(n
r)−1

k gelegen, d.h. im(γ) liegt inkeinem ehten projektiv-linearen Unterraum, es ist
span

P
(n

r)−1

k

(γ(G(r, n))) = P(n
r)−1

k .Beweis. Die projektiv linearen Hyperebenen in P(n
r)−1

k sind die V+(l), mit l ∈
k[· · · , Zi1,···,ir , . . . ], deg(l) = 1 (homogen).Angenommen, es gäbe ein solhes l mit im(γ) ⊆ V+(l), l =

P
I∈Ξn

r
aI ·ZI , mit mindes-tens einem aK 6= 0, etwa für K = (k1, · · · , kr). Dann wäre l|im(γ) = 0, also

0 =
X
I∈Ξn

r

aI ·M I
1,···,r(A) für alle A ∈M r

k (r, n).Wählen wir insbesondere
AK :=

�
ek1...
ekr

Ǒ
.
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7 Algebraishe Geometrie IIEs ist o�enbar AK ∈M r
k (r, n) und für I ∈ Ξnr ist

M I
1,···,r(AK) =

(
0 I 6= K

1 I = K
,also X

I∈Ξn
r

M I
1,···,r(AK) = 1,gleihzeitig sollte dies jedoh 0 sein. Dies ist ein Widerspruh, die Annahme im(γ) ⊆ V+(l)ist also falsh, im(γ) liegt in keiner projektiven Hyperebene (und damit in überhauptkeinem projektiv-linearen Unterraum von P(n

r)−1

k ).De�nition 7.52. Sei V ein k-Vektorraum, n = dimk V und r ∈ {1, · · · , n}. Dann heiÿt
U(r,V)

U(r,V) := {(W, x) ∈ G(r,V)×V | x ∈W} ⊆ G(r,V)×Vdie Inzidenzmenge vom Typ (r,V).Für V = kn shreiben wir auh U(r, n) := U(r, kn) ⊆ G(r, n)× kn.U(r, n) Bemerkung. G(r,V)×V ist eine quasi-projektive Varietät, via der folgenden lokalabge-shlossenen Einbettung:
G(r,V) ×V −֒−−−−→lok.-abg. P(

r̂

V)× P(V× k) ∼−−−−−−→Basiswahl P(n
r)−1

k × Pnk
Σ−֒−→abg. P(n

r)·(n+1)−1

kSatz 7.4.5. Die Inzidenzmenge U(r,V) ist eine Zariski-abgeshlossene Teilmenge der quasi-projektiven Varietät G(r,V) × V,also selbst wieder quasi-projektiv.Beweis. Wir betrahten ohne Beshränkung der Allgemeinheit V = kn, also G(r, n) und
U(r, n). Dann ist

M r
k (r, n) × kn Zeil× id−−−−−−−։ G(r, n)× knsurjektiv und o�en, weil Zeil : M r

k (r, n) ։ G(r, n) dies war. Auÿerdem ist
(G(r, n) × kn) \ U(r, n) = {(Zeil(A), x) | A ∈M r

k (r, n), x ∈ kn \ Zeil(A)}

= Zeil× idkn

��
(A, x) ∈Mk(r, n)× kn

���Rgk
�
A
x

�
= r + 1

©| {z }
∼=Mr+1

k
(r+1,n), o�en in Mk(r+1,n)

�
,also ist dies eine o�ene Menge in G(r, n)×kn). Damit ist U(r, n) ∈ Abg(G(r, n)×kn).
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7.4 (Titel fehlt)Fazit. Wir haben also:
U(r, n)

⊆−−→ G(r, n)× kn π1−−−։ G(r, n)

pHierbei ist p ein Morphismus von der quasi-projektiven Varietät U(r, n) in die projektiveVarietät G(r, n). p hat die Fasern
p−1(W) = {(W, x) | x ∈W} = {W} ×W ∼= W.Das heiÿt, die Faser über einem Punkt W ∈ G(r, n) ist W selbst, jetzt als Vektorraumder Dimension r. (Und nebenbei ist damit p surjektiv.)De�nition 7.53. Die Faserung p : U(r, n) ։ G(r, n) heiÿt auh die tautologishe Fa-serung über G(r, n).De�nition 7.54. Sei X eine algebraishe Varietät (X ∈ Vark). Ein algebraishesVektorbündel über X vom Rang r ∈ N ist ein Tripel (E, π,X) mit folgenden Eigen-shaften:(i) E ∈ Vark, π ∈ MorVark

, π : E ։ X surjektiv.(ii) Für alle x ∈ X ist π−1(x) ein k-Vektorraum der Dimension r, π−1(x) ∼=k k
r.(iii) Es gibt eine o�ene Überdekung X =

S
α∈I Uα sowie Vark-Isomorphismen

hα : π−1(Uα)
∼−−→ Uα × kr,so dass für x ∈ Uα die Einshränkung hα|π−1(x) jeweils k-linear ist und für alle

(α, β) ∈ I2 mit Uα ∩ Uβ 6= ∅ im Diagramm
π−1(Uα ∩ Uβ)

(Uα ∩ Uβ)× kr (Uα × Uβ)× kr

hα ∼ hβ∼

hβ◦h−1
α

∼immer gilt
(hβ ◦ h−1

α )(x, t) = (x, gβ,α(x)(t)),mit gβ,α(x) ∈ Isomk(k
r) ∼= GLk(r).De�nition 7.55. Sei (E, π,X) ein algebraishes Vektorbündel.(1) Die Menge �hα : π−1(Uα)→ Uα × kr | α ∈ I

© heiÿt System von lokalen Trivia-lisierungen von E π−−−։ X. 499



7 Algebraishe Geometrie II(2) Für (α, β) ∈ I2 mit Uα ∩ Uβ 6= ∅ haben wir ja
gβ,α : Uα ∩ Uβ −→ GLk(r)als Morphismus. Die Menge�

gβ,α | (α, β) ∈ I2, Uα ∩ Uβ 6= ∅
©heiÿt dann System der Transitionsfunktionen des r-Vektorbündels E π−−−։ X.Satz 7.4.6. Für einen Vektorraum V, dimk(V) = n, r ∈ {1, · · · , n},ist das Inzidenz-Faserbündel U(r,V)

p
−−−։ G(r,V) ein algebraishesVektorbündel vom Rang r.De�nition 7.56. U(r, n) heiÿt daher auh tautologishes (Vektor-)Bündel auf

G(r,V) vom Rang r.Beweis. Wir beshränken uns beim Beweis wieder ohne Beshränkung der Allgemeinheitauf V = kn.(i) Wir wissen bereits, dass U(r, n)
p
−−−։ G(r, n) surjektiv ist und in Vark lebt.(ii) Die Fasern sind alle r-dimensionale k-Vektorräume, also isomorph zu kr.(iii) Wir müssen nun also noh lokale Trivialisierungen von p �nden. Sei W ∈ G(r, n),also dimk W = r. Wir �xieren eine direkte Summandenzerlegung kn = W⊕H (also

dimk H = n− r, W ∩H = (0)). Dann sei
U := U(W) := {Z ∈ G(r, n) | Z ∩ H = (0)}

= {Z ∈ G(r, n) | Z⊕ H = kn}
= {Z ∈ G(r, n) | Z + H = kn}
⊆ G(r, n).O�enbar ist W ∈ U(W). Auÿerdem ist für H ∈ Zeil−1({H}) ⊆Mn−r

k (n− r, n):
U =

�
Zeil(X)

���X ∈M r
k (r, n) : Zeil

�
X
H

�
= kn

©
=
�
Zeil(X)

���X ∈M r
k (r, n) : det

�
X
H

�
6= 0

©
.Mittels Laplae-Entwiklung ergibt das:

= Zeil

�8>><>>:X ��������� X ∈M r
k (r, n),

0 6=
X

(I,J)∈Ξn
r ×Ξn

n−r

I={1,···,n}\J

sgn(I, J) ·M I
1,···,r(X) ·MJ

1,···,n−r(H)

9>>=>>;�
= Zeil

�
D

�X
(I,J)

sgn(I, J) ·M I
1,···,r(X) ·MJ

1,···,n−r(H)

��
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7.4 (Titel fehlt)Da Zeil eine o�ene Abbildung ist, ist also U o�en, d.h. eine Umgebung von W. Wirerhalten damit die eingeshränkte Faserung pU = p|p−1(U) : p−1(U) ։ U , für dieUmgebung U = U(W) von W.Betrahte auÿerdem nun die Morphismenkette
p−1(U)

⊆−−−−−→(o�en) U(r, n)
⊆−−−−→(abg.) G(r, n)× k π2−−−։ kn

πH
W−−−→W

rU(dabei sei πH
W : kn →W die kanonishe Projektion bezüglih der direkten Zerlegung

kn = W⊕ H). pU und rU liefern zusammen den Morphismus
(pU , rU ) : p−1(U) −→ U ×W.Wir müssen noh zeigen, dass dies auh ein Isomorphismus ist.O�enbar ist die Abbildung

ϑU : U = {Z ∈ G(r, n) | Z ∩H = (0)} ∼−−→
�
α ∈ Homk(W, kn) | πH

W ◦ α = idW

©
Z 7−→ πH

Z |W
im(α)←− [ αbijektiv, und auh ein Morphismus in Vark. De�niere damit nun den Morphismus

θU : U ×W −→ p−1(U)

(Z,w) 7−→ (Z, πH
Z (w)) = (Z, ϑU (Z)(w))Dabei ist für Z ∈ U und z ∈ Z:

θU ◦ (pn, rn)(Z, z) = θU (Z, πH
W(z))

= (Z, πH
Z (πH

W(z)))

= (Z, z),also θU ◦ (pU , rU ) = idp−1(U) und analog umgekehrt (pU , rU ) ◦ θU = idU×W.Fazit.(1) p−1(U)
(pU ,rU )−�======�−
θU

U ×W ist eine lokale Trivialisierung von p : U(r, n)
G−−−։ (r, n).(2) G(r, n) ist lokal trivialisierbares algebraishes Faserbündel mit typisher Faser

W ∼= kr.Damit ergibt sih ganz leiht: p : U(r, n) ։ G(r, n) ist ein algebraishes Vektorbündelüber G(r, n) vom Rang r.
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7 Algebraishe Geometrie IIFrage. Ist U(r, n)
p
−−−։ G(r, n) vielleiht sogar global trivial, d.h. existiert ein Vark-Isomorphismus Φ, so dass das folgende Diagramm kommutiert?

U(r, n) G(r, n)× kr

G(r, n)

Φ
∼

p π1Antwort. Nein (für n 6= r und r 6= 0).7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisherVektorbündel und lineare Unterräume in projektivenFlähenEine genauere Betrahtung der algebraishen Vektorbündel liefert die beiden folgendenBeobahtungen.Bemerkung 1. Ist (E, π,X) ein algebraishes Vektorbündel mit of-fener Überdekung Si∈I Ui und dem System von Transitionsfunktionen
{gij | i, j ∈ I, Ui ∩ Uj 6= ∅} (mit gij : Ui ∩ Uj → GLk(r)), dann geltendie folgenden Kozyklusbedingungen:(a) Ist Ui ∩ Uj 6= ∅, so ist für x ∈ Ui ∩ Uj gij(x) ◦ gji(x) = Ir, bzw.

gij(x) = gji(x)
−1.(b) Ist Ui ∩ Uj ∩ Ul ∩ Um 6= ∅, so ist für x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Ul ∩ Um immer

gij(x) ◦ gjl(x) ◦ glm(x) = gim(x).Bemerkung 2. Ist umgekehrt X =
S
i∈I Ui eine o�ene Überdekungvon X ∈ Varirr

k , ist weiterhin {gij : Ui ∩ Uj → GLk(r)} ein System vonMorphismen, welhe die Kozyklusbedingungen erfüllen, so de�niert diesein algebraishes Vektorbündel mittels
E :=

 a
i∈I

Ui × kr
!
�∼(und der kanonishen Projektion), wobei für (xi, ξi) ∈ Ui × kr und

(yj, ηj) ∈ Uj × kr gelte:
(xi, ξi) ∼ (yi, ηj) :⇔ xi = yi und gij(xi)(ξi) = ηj.
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7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher VektorbündelBeweis. Aufgrund der Kozyklusbedingungen ist ∼ wirklih eine Äquivalenzrelation, undo�enbar wird damit E wirklih eine Varietät, mit o�ener Überdekung
E =

[
i∈I

Ui × kr�∼| {z }
∼=Ui×kr

,und die kanonishe Projektion
pr : E −→ X

[xi, ξi] 7−→ xiist Morphismus mit einer gegebenen lokalen Trivialisierung.Bemerkung. Auh für niht irreduzible Varietäten X gibt es natürlih solhe Vektorbün-del, allerdings kann es da etwas komplizierter werden.De�nition 7.57. Sei (E, p,X) algebraishes Vektorbündel vom Rang r über X ∈ Varirr
k .Dann heiÿt H0(X,E)

Γ(X,E)H0(X,E) := Γ(X,E) :=
�
s ∈ MorVark

(X,E) | p ◦ s = idX
©die Menge bzw. der Raum der globalen (algebraishen) Shnitte von p : E ։ X.Bemerkung. Γ(X,E) ist via werteweiser Addition und Skalarmultiplikation o�enbar ein

k-Vektorraum.De�nition 7.58. Für U ∈ Off ′(X) ist entsprehend
Γ(U,E) :=

�
s ∈ MorVark

(U,E) | p ◦ s = idU
©der Raum der lokalen Shnitte von E p

−−−։ X über U .Das tautologishe Bündel TautPn auf PnEs ist ja G(1, n + 1)
∼−−→
γ

Pn, d.h. die Plüker-Einbettung γ ist hier ein Isomorphismus.Auf G(1, n + 1) hat man das tautologishe Bündel U(1, n + 1) ⊆ G(1, n + 1)× k.Satz 7.5.1. Das tautologishe Bündel TautPn
k

:= U(1, n + 1) ist einGeradenbündel (line bundle) (d.h. Vektorbündel vom Rang 1), welhesniht trivial ist, und für welhes gilt
dimk Γ(Pnk ,TautPn

k
) = n+ 1.Beweis. Betrahte für i ∈ {0, · · · , n} die Punkte

li := (0 : . . . : 1
i

: . . . : 0) ∈ D+(Xi) ⊆ Pnk . 503



7 Algebraishe Geometrie IIEs ist o�enbar li in An+1
k die (punktierte) Gerade durh 0 und ei = (0, · · · , 1, · · · , 0), mit
l̄i := li ∪ {0} = k · ei = spank(ei) ∈ G(1, n + 1).Wir identi�zieren G(1, n + 1) mit Pnk durh li ↔ l̄i (und analog für sonstige Elemente,also jeweils durh Hinzunehmen/Weglassen des Nullpunktes).Die Konstruktion einer Umgebung für li wie im Beweis von Satz 7.4.6 erfolgt dannüber die Zerlegung

kn+1 = l̄i ⊕

�
nM
ν=0
ν 6=i

k · eν

�
Wir erhalten damit

U(li) =

8><>:[aj ]j ∈ Pnk

��������k · (aj)j ⊕ � nM
ν=0
ν 6=i

k · eν
�

= kn+1

9>=>;
= {[aj ]j ∈ Pnk | ai 6= 0}
= D+(Xi)Dann hat die Trivialisierung von TautPn auf Ui die folgende explizite Gestalt:

p−1(D+(Xi))
(pi,ri)−�=====�−
θi

D+(Xi)× k

([aj ]j , (bj)j) = ([aj ]j , (λ · aj)j) 7−−−−−−→ ([aj ]j, λ · ai) = ([aj ]j , ai)�
[aj ]j ,

t
ai
· (aj)j

�
←−−−−−− [ ([aj ]j, t)Damit ergeben sih für i, j ∈ {0, · · · , n} die folgenden Transitionsfunktionen für diesekanonishe Trivialisierung von TautPn :

p−1(Ui ∩ Uj) = p−1(D+(Xi ·Xj))

D+(Xi ·Xj)× k D+(Xi ·Xj)× k

(pi,ri)

θi(pj ,rj)

θj

ρij

ρjiDabei ist wie üblih ρij = (�1, gij(�1)(�2)), also
((pj , rj) ◦ θi)([al]l, t) = ρij([al]l, t)

= ([al]l, gij([aj ]j)(t))

= ([al]l,
aj
ai
· t).Das heiÿt, es ist gji([aj ]j) = haj

ai

als Homothetie ein Vektorraumisomorphismus von
p−1([aj ]j) = k · (aj)j .504



7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher VektorbündelFazit. Die kanonishe Trivialisierung Pn =
Sn
i=0D+(Xi) von TautPn hat die Übergangs-funktionen

gij : D+(Xi) ∩D+(Xj) −→ k∗

[al]l 7−→
ai
ajBestimmen wir nun den Shnittraum Γ(Pn,TautPn). Sei s ∈ Γ(Pn,TautPn), also

Pn s−→ TautPn ⊆ Pnk × An+1
k

pr2−−−−։ An+1
k

pi−−−։ k

s de�niert also die lokalen Shnitte si = s|D+(Xi), und diese ergeben durh Verkettungmit ri (dem k-Anteil von (pi, ri)) eine reguläre Funktion ŝi ∈ OPn(D+(Xi)):
Pnk TautPn

k
Pn × An+1

k

D+(Xi) TautPn
k
|D+(Xi)

k D+(Xi)× k

s

p

⊆

⊆ ⊆

si

pi

∼
(pi,ri)

pr2

ri
pr1ŝiUmgekehrt de�niert ein solhes ŝi ∈ OPn einen lokalen Shnitt über D+(Xi).Es gibt nun n + 1 ausgezeihnete Shnitte aus Γ(Pnk ,TautPn

k
), nämlih diejenigen, dielokal die Gestalt (für ν ∈ {0, · · · , n})

s
(ν)
i ◦ (pi, ri) : D+(Xi) −→ D+(Xi)× k

[aj ]j 7−→
�
[aj ]j ,

aν

ai

�haben. Diese lokalen Shnitte verkleben sih o�enbar zu einem globalen Shnitt s(ν),und das System �
s(ν) | ν ∈ {0, · · · , n}

© ist o�enbar k-linear unabhängig in Γ(Pnk ,TautPn
k
).Damit muss

dimk Γ(Pnk ,TautPn
k
) ≥ n+ 1sein, und Dimensionsüberlegungen führen zum Ergebnis, dass es sih sogar um Gleihheithandelt.Fazit. Andererseits ist gilt für das entsprehende triviale Bündel dimk Γ(Pn,Pn×k) = 1,denn Pnk ist ja bekanntlih komplett. Damit ist TautPn

k
niht trivial.Grassmannshe als Modulräume gewisser algebraisher VektorbündelDe�nition 7.59. Sei X eine (irreduzible) Varietät über k = k, r, n ∈ N, r ≤ n,

E0 := X × kn das Produktbündel (triviale Vektorbündel) vom Rang n auf X. Dann sei Gr,n(X)505



7 Algebraishe Geometrie II
Gr,n(X) := {E | E ⊆ E0, E ։ X Unterbündel vom Rang r} .Für (X

f−→ Y ) ∈ MorVark
und E ∈ Gr,n(X) sei weiterhinf∗E

f∗E := {(y, ξ) ∈ Y × kn | p(ξ) = ϕ(y)} ⊆ Y × kndas Pullbak-Bündel zu E über Y .Satz 7.5.2.
Gr,n : Vark −→ Ens

X 7−→ Gr,n(X)

(Y
f−→ X) 7−→ Gr,n(f) := f∗� : Gr,n(X)→ Gr,n(Y )

E 7→ f∗Eist ein kontravarianter Funktor.Beweis. Beginnen wir mit der Wohlde�niertheit des Morphismen-Anteils des Funktors.Seien X,Y ∈ obj(Vark), E ⊆ X × kn ein Rang-r-Untervektorbündel, also (E
p
−−−։

X) ∈ Gr,n(X), (ϕ : Y → X) ∈ Mor(Vark). Dann haben wir ja das Diagramm:
Y ×E E X × kn

Y X

πE

πY

ϕ

p

⊆

In dieser Situation haben wir ja das üblihe Faserprodukt:Y ×
(ϕ,p)

E E

Y × E

Y X

⊆

ϕ′

p′

πE

πY

ϕ

p

Y ×
(ϕ,p)

E = {(y, (x, ξ)) ∈ Y × E | ϕ(y) = x}

= {(y, (ϕ(y), ξ)) | y ∈ Y, (ϕ(y), ξ) ∈ E}
=
�
(y, (ϕ(y), ξ)) | y ∈ Y, ξ ∈ Eϕ(y)

©
= Ỹ × Ep◦πE ,ϕ◦πYWeil nun X als Varietät separiert ist, ist dies abgeshlossene Untervarietät von Y × E,also ein algebraisher Faserraum. Dabei gilt:

p′−1((y, ϕ(y))) = {y} × p−1(ϕ(y)) = {y} × ({ϕ(y)} × Eϕ(y)) ∼= Eϕ(y)
∼= krEs ist also Y ×

(ϕ,p)
E

p′
−−−։ Γϕ ein algebraisher Faserraum, wobei die Fasern Vektorräumesind, also sogar Vektorbündel über Γϕ. Auÿerdem haben wir ja ϕ∗E ⊆ Y × kn, welhes
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7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher Vektorbündelnun über den Graphen-Isomorphismus γϕ : Y → Γϕ isomorph zu Y ×
(f,p)

E ist:
Y Y ×

(ϕ,p)
E Γϕ × kn ⊆ (Y ×X)× kn

Y ϕ∗E Y × kn

⊆

⊆

∼ γϕ×id |... ∼ γϕ×id

p′

p′′Es ist also auh ϕ∗E
p′′
−−−։ Y ein algebraisher Faserraum, und dabei ist für y ∈ Y :

p′′−1(y) = {y} × Eϕ(y)
∼= Eϕ(y)

∼= krein r-dimensionaler Vektorraum. ϕ∗E ist auh lokal trivial (mit der von E geerbtenTrivialisierung), also Untervektorbündel vom Rang r von Y × kn.Es ist für (Y
f−→ X) ∈Mor(Vark) also Gr,n(ϕ) : Gr,n(X)→ Gr,n(Y ) eine wohlde�nierteMengenabbildung. Prüfen wir nun die Funktoreigenshaft, also die Verträglihkeit mitVerkettung und Identität (letzteres ist klar: (idX)∗E = E).Für Morphismen Z g−→ Y

f−→ X muss dabei gelten (f ◦ g)∗E = g∗(f∗E).Rehnen wir dies einfah aus:
(f ◦ g)∗E = {(z, ξ) ∈ Z × kn | ((f ◦ g)(z), ξ) ∈ E}

= {(z, ξ) ∈ Z × kn | (f(g(z)), ξ) ∈ E}
= {(z, ξ) ∈ Z × kn | (g(z), ξ) ∈ f∗E}
= g∗(f∗E)Fazit. Es ist Gr,n : Vark → Ens tatsählih ein kontravarianter Funktor.De�nition 7.60. Der Funktor Gr,n : Vark −→ Ens heiÿt auh Grassmann-Funktorzu (r, n).Bemerkung. Man hat auh ein ganz spezielles Rang-r-Unterbündel eines trivialen Rang-

n-Bündels auf einer speziellen Varietät, nämlih das tautologishe Bündel
U(r, n)

p
−−−։ G(r, n),d.h. es ist U(r, n) ∈ Gr,n(G(r, n)).Satz 7.5.3. Sei (r, n) ∈ N2 mit r ≤ n. Dann ist der Grassmann-Funktor Gr,n : Vark −→ Ens ein darstellbarer Funktor.Genauer: Es sind Gr,n und HomVark
(�,G(r, n)) zueinander isomorpheFunktoren, via der Funktorisomorphismen (∀X ∈ obj(Vark)):

Gr,n(X)←→ MorVark
(X,G(r, n))

(X × kn ⊇ E π−−−։ X) 7−→ νE : X → G (r, n)

x 7→ Ex = pr2(π
−1(x)) ⊆ kn

f∗U(r, n) = X ×
f,p
U(r, n)←−[ (f : X → G(r, n)) 507



7 Algebraishe Geometrie IIBemerkung. Anders formuliert: Das Bündel U(r, n)
p−→ G(r, n) induziert � via Morphis-men nah G (r, n) � alle Rang-r-Untervektorbündel des trivialen Rang-n-Vektorbündelsauf beliebigen Varietäten.De�nition 7.61. Deswegen heiÿt U(r, n)

p−→ G(r, n) auh das universelle Bündelauf G(r, n) oder auh universelles Grassmann-Bündel vom Rang r.Beweis von Satz 7.5.3. HomVark
(�,G(r, n)) = Mor(�,G(r, n)) ist o�enbar ebenso einkontravarianter Funktor von Vark nah Ens wie Gr,n.Wir müssen also nun zeigen, dass die im Satz erwähnten Abbildungen (für alle X) je-weils Ens-Isomorphismen (also Bijektionen) sind, und zueinander invers, und die üblihenKompatibilitätsbedingungen gelten.Sei also X ∈ obj(Vark) eine Varietät und (E

p
−−−։ X) ∈ Gr,n(X). Für x ∈ X ist jadann p−1(x) = {x} × Ex, mit Ex ⊆ kn, dimk Ex = r, also Ex ∈ G(r, n). Wir de�nierendamit

Φ(X) : Gr,n(X) −→ Mor(X,G(r, n))

E 7−→ fE : X → G(r, n)

x 7→ ExWir müssen noh zeigen, dass die so de�nierten fE = Φ(X)(E) wirklih Funktormor-phismen sind. Sei etwa X =
S
i∈I Ui (endlihe) trivialisierende Überdekung für E, mit

hi : p−1(Ui)
∼−−→ Ui × kr. Greifen wir uns ein i ∈ I heraus mit x ∈ Ui, und sei

g : Ui × kr ∼−−→ p−1(Ui) ⊆ Ui × knder inverse Morphismus zu hi. Dabei ist gi(x, ξ) = (x,wi(x)(ξ)), mit einem linearenMorphismus wi(x). wi(x) lässt sih dann als Matrix darstellen:
Gi(x) := BEn

Er
(wi(x))

t =

�
a11(x) . . . a1n(x)... ...
a1r(x) . . . arn(x)

Ǒ
∈Mk(r, n)mit aνµ ∈ OX(U), also Gi ∈ MOX

(r, n). (Hierbei ist gi(x, (α1, · · · , αr)) =
(x, (α1, · · · , αr)G(x)).) O�enbar ist Ex = pr2(gi({x}×kr)) = Zeil(Gi(x)). Als Diagramm:

Ui M r
k (r, n)

G(r, n)

Gi

Zeil
fEEs ist also fE = Zeil ◦Gi, also auh ein Morphismus, Φ(X) ist also wohlde�niert.Es bleiben die Kompatibilitätsbedigungen für ϕ ∈ Mor(Y,X) zu überprüfen. Wir müs-sen zeigen, dass das Diagramm

Gr,n(X) MorVark
(X,G(r, n))

Gr,n(Y ) MorVark
(Y,G(r, n))

Φ(X)

Gr,n(ϕ) hom(ϕ)

Φ(Y )508



7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher Vektorbündelkommutiert. Für E ∈ Gr,n(X) und y ∈ Y ist
(hom(ϕ) ◦ Φ(X))(E)(y) = hom(ϕ)(fE)(y)

= (fE ◦ ϕ)(y)

= fE(ϕ(y))

= Eϕ(y)

= (ϕ∗E)y

= fϕ∗E(y)

= Φ(Y )(ϕ∗E)(y)

= (Φ(Y ) ◦ Gr,n(ϕ))(E)(y)Das heiÿt, es ist wirklih
hom(ϕ) ◦ Φ(X) = Φ(Y ) ◦ Gr,n(ϕ),d.h. Φ : Gr,n → HomVark

(�,G(r, n)) ist Funktormorphismus.Als Funktormorphismus in die andere Rihtung nehmen wir
Ψ : HomVark

(�,G(r, n)) −→ Gr,n

Ψ(X) : Mor(X,G(r, n)) −→ Gr,n(X)

(X
ϕ−→ G(r, n)) 7−→ ϕ∗U(r, n)

Ψ(X) ist a priori wohlde�niert, denn das Pullbak eines Vektorbündels aus Gr,n(G(r, n))(des tautologishen Bündels U(r, n) ⊆ G(r, n) × kn) ist natürlih ein Vektorbündel aus
Gr,n(X).Betrahten wir die Kompatibilitätsbedingungen:

f f∗U(r, n)

f Mor(X,G(r, n)) Gr,n(X) E

f ◦ ϕ Mor(Y,G(r, n)) Gr,n(Y ) ϕ∗E

g g∗U(r, n)

Ψ(X)

hom(ϕ)

Ψ(Y )

Gr,n(ϕ)

Für f ∈ Mor(X,G(r, n)) und (Y
ϕ−→ X) ist die Kommutativitätsbedingung gerade in derForm

ϕ∗(f∗U(r, n)) = (f ◦ ϕ)∗U(r, n)Das ist gerade die Funktorbedingung für Gr,n und wurde bereits bewiesen. 509



7 Algebraishe Geometrie II
Ψ ist also wirklih ein Funktormorphismus. Untersuhen wir nun die objektweise Ver-kettung der Funktoren: Für X ∈ obj(Vark) und E ∈ Gr,n(X) ist

(Ψ(X) ◦ Φ(X))(E) = Ψ(X)(fE)

= f∗EU(r, n)

=
[
x∈X
{x} × U(r, n)Ex

=
[
x∈X
{x} × Ex

= E,also Ψ(X) ◦ Φ(X) = idGr,n(X). Umgekehrt gilt für X ∈ obj(Vark), g ∈ Mor(X,G(r, n)),
x ∈ X:

(Φ(X) ◦Ψ(X))(h)(x) = (Ψ(X)(h∗U(r, n)))(x)

= fh∗U(r,n)(x)

= h∗U(r, n)x

= U(r, n)h(x)

= h(x),also (Φ(X)◦Ψ(X))(h) = h, Φ(X)◦Ψ(X) = idMor(X,G(r,n)). Es sind also wirklih Ψ und Φzueinander inverse Funktorisomorphismen, Gr,n ist wirklih ein darstellbarer Funktor.
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Teil V(Ko-)Homologietheorien und ihreAnwendung
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7.5 Konkrete Anwendungen: Modulräume algebraisher VektorbündelÜberblik der Vorlesung�1 Auftakt: Prototyp einer (Ko-)Homologietheorie: Singuläre Homologie topologisherRäume�2 Homologie und Kohomologie mit allgemeinen Koe�zienten,Homotopiekategorien�3 Exakte Homologiesequenzen�4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) Garben�5 (Übershrift fehlt)
• Geometrishe oder konkrete Garben
• Prägarben,
• Limes-Funktoren
• Garben und ihre (Grothendiek-)Kohomologie
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihreAnwendung
8.1 Auftakt: Prototyp einer (Ko-)Homologietheorie:Singuläre Homologie topologisher RäumeDe�nition 8.1. Seien n, q ∈ N0 mit q ≤ n. Ein q-Simplex ist die konvexe Hülle von
q + 1 Punkten im Rn in allgemeiner Lage.Bemerkung. Das heiÿt, wir haben {p0, · · · , pq} ∈ Rn so, dass {p1 − p0, · · · , pq − p0} linearunabhängig sind. Dann ist Aff

convAff(p0, · · · , pq) := p0 + spanR(p1 − p0, · · · , · · · , pq − p0)

=

(
p0 +

qX
i=1

ti · (pi − p0)

����� ti ∈ R
)

=

(
qX
i=0

ti · pi
����� ti ∈ R,

qX
i=0

ti = 1

)ein q-dimensionaler a�ner Unterraum des Rn, und
conv(p0, · · · , pq) := conv(p0, · · · , pq)

:=

( qX
i=0

ti · pi
����� ti ∈ R≥0,

qX
i=0

= 1

)
=

\
C⊆Rn

{p0,···,pq}⊆C
C konvex Cist die kleinste konvexe Menge, die {p0, · · · , pq} enthält. Es ist o�enbar conv(p0, · · · , pq) $

Aff(p0, · · · , pq) auh q-dimensional, und ein q-Simplex. (Und alle q-Simplies haben dieseForm.)De�nition 8.2. Das Simplex ∆q

∆q :=

(
(a0, · · · , aq) ∈ Rq+1

����� qX
i=1

ai = 1, ai ≥ 0

)
= conv(e0, · · · , eq)heiÿt das Standard-q-Simplex im Rq+1. 515



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
b| |

∆0

1

1

∆1

| |

∆̃1 0

x2

1 1

1

0

x2

1 1

1

∆2

1

1

∆̃2Abbildung 8.1: Die ersten paar Standard-Simplies ∆q ⊂ Rq+1 und ihre Äquivalente im
RqBeispiel 8.1.1. Die ersten paar Standardsimplies sind (siehe Abbildung 8.1):

∆0 = {a ∈ R | a = 1}
= {1}

∆1 = {(a, 1 − a) ∈ Rr | a ∈ [0, 1]}
∼= ∆̃1 = [0, 1]

∆2 = conv(e0, e1, e2) ⊆ R2+1

∼= ∆̃2 =
�
(s, t) ∈ R2 | s, t ≥ 0, s + t ≤ 1

©Bemerkung. ∆q hängt niht von der Reihenfolge der Ekpunkte e0, e1, · · · , eq ab, dennes ist conv(e1, · · · , eq) = conv(eσ(1), · · · , eσ(q)) für alle Permutationen σ ∈ Sq+1.De�nition 8.3. Eine Wahl der Reihenfolge der Eken i0, · · · , iq bzw. eine Wahl einerPermutation � 0 1 ... q
i0 i1 ... iq

�
∈ Sq+1 heiÿt eine Orientierung von ∆q.Zwei Orientierungen (i0, · · · , iq) und (j0, · · · , jq) heiÿen äquivalent (geshrieben

(i0, · · · , iq) ∼ (j0, · · · , jq)), falls∼

sgn
�
i0 i1 ... iq
j0 j1 ... jq

�
= 1.Man hat damit zwei Orientierungsklassen: Orientierungen in [(0, 1, · · · , q)]∼ hei-ÿen positive Orientierung, jede andere Orientierung (also [(i0, · · · , iq)]∼ mit

sgn
�

0 1 ... q
i0 i1 ... iq

�
= −1) heiÿt negative Orientierung.Beispiel 8.1.2. In ∆2 ist also (0, 1, 2) eine positive Orientierung, (1, 0, 2) eine negative	

e0 e1

e2

∆2 positiv
�

e0 e1

e2

∆2 negativ
Orientierung.Bemerkung. ∆q ⊂ Rq+1 ist kompakt und hat einen Rand ∂(∆q) = ∆q\∆o

q , der wiederumeine Vereinigung von q− 1-Simiplies ist. ∂(∆q) setzt sih aus Komponenten zusammen:
∂(∆q) =

q[
i=0

F iq(∆q),mit
F iq(∆q) = {(a0, · · · , aq) ∈ ∆q | ai = 0}

= conv(e0, · · · ,��ei, · · · , eq)Jede Orientierung (i0, · · · , iq) von ∆q induziert dabei eine Orientierung auf den F iq(∆q).516



8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeExakte Konstruktion der singulären HomologieDe�nition 8.4. Sei X ein topologisher Raum. Für alle q ∈ N0 heiÿt Sq(X)

Sq(X) := {σ : ∆q → X | σstetig}die Menge der singulären q-Simplies in X.De�nition 8.5. Sei R ein Ring (z.B. R = Z), X immer noh ein topologisher Raum.Dann heiÿt Cq(X,R)
Cq(X,R) := FR(Sq(X))der R-Modul der singulären q-Ketten in X mit Koe�zienten aus R.Erinnerung. Es war FR(Sq(X)) der freie R-Modul mit Basis Sq(X), also

Cq(X,R) = {ξ : Sq(X)→ R | ξ(σ) = 0 p. p.}
=

8<: X
σ∈Sq(X)

nσ · σ

������nσ ∈ R,nσ = 0 p. p.9=;In der letzteren Darstellung handelt es sih um formale Linearkombinationen der singu-lären Simplies (jeweils nur endlih vieler).Beispiel 8.1.3. Für q = 0 haben wir
S0(X) = {σ : {1} → X | σ stetig}

∼= X

Cq(X,R) ∼= FR(X) =
M
x∈X

R · x.Für q = 1 ergibt sih arc(X)

S1(X) = {σ : ∆1 → X | σ stetig}
∼= {σ : [0, 1]→ X | σ stetig}
=: arc(X),die Menge der Wege in X. Damit ist

C1(X,R) =
M

σ∈arc(X)

R · σDiese Gruppen/Moduln sind i.a. riesig (und werden mit steigendem q noh gröÿer), wirsuhen aber endlihe Invarianten.De�nition 8.6. Für q ∈ N und i ∈ {0, · · · , q} hat man die Abbildungen F iq

F iq : ∆q−1 −→ ∆q

(a0, · · · , aq−1) 7−→ (a0, · · · , 0
i
, · · · , aq−1)Bemerkung. F iq ist auf die Art sogar de�niert als a�ne Einbettung Rq →֒ Rq+1 (mit

F qi (Rq) = Aff(e0, · · · ,��ei, · · · , eq)) und ist stetig und auh auf ∆q−1 eine abgeshlosseneEinbettung. 517



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungLemma. Betrahte q ∈ N, j ∈ {0, · · · , q + 1}, i ∈ {0, · · · , j}. Dann istdas folgende Diagramm kommutativ:
∆q−1 ∆q

∆q ∆q+1

F i
q

F j
q+1F j−1

q

F i
q+1In einer Zeile:

F jq+1 ◦ F iq = F iq+1 ◦ F j−1
qBeweis-Skizze. Berehne (F jq+1 ◦ F iq)(a0, · · · , aq) und (F iq+1 ◦ F j−1

q )(a0, · · · , aq) für dieeinzelnen Komponenten, mit Falluntersheidungen. (Übung.)Dieses elementare Lemma erlaubt uns nun die Konstruktion der R-Modul-Homomor-phismen ∂q.De�nition 8.7. Sei σ ∈ Sq(X), also σ : ∆q → X stetig. Dann heiÿt∆q X

∆q−1

σ

F i
q

(σ◦F i
q )∈Sq−1(X)

∂q(σ) :=
iX
i=0

(−1)iσ ◦ F iqder formale Rand von σ.Es ist o�enbar ∂q(σ) ∈ Cq−1(X,R) (für jeden Ring R, mittels dem kanonishen Ring-homomorphismus Z→ R).De�nition 8.8. Für ξ ∈ Cq(X,R), etwa ξ =
P

σ∈Sq(X)
nσ · σ, de�niert man ∂q durh∂q lineare Fortsetzung:

∂q(ξ) :=
X

σ∈Sq(X)

nσ · ∂q(σ) =
X

σ∈Sq(X)

nσ ·
qX
i=0

(−1)i(σ ◦ F iq)Dadurh wird ∂q : Cq(X,R) → Cq(X,R) zu einem wohlde�nierten R-Modulhomomorphismus.De�nition 8.9. Für q ∈ Z mit q < 0 de�nieren wir noh
Cq(X,R) := (0)und entsprehend

∂q+1 := 0Wir erhalten die (unendlihe) Sequenz von Modulhomomorphismen:C•(X,R)

C•(X,R) :=
�

∂q−1−−−−→ Cq(X,R)
∂q−−→ Cq−1(X,R)

∂q−1−−−−→ Cq−2 → . . .

. . .
∂2−−→ C1(X,R)

∂1−−→ C0(X,R)
∂0=0−−−−→ C−1(X,R) = (0)→ . . .

�
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8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeSatz 8.1.1. Für alle q ∈ Z gilt:(1) ∂q−1 ◦ ∂q = 0 (d.h. C•(X,R) ist ein Komplex von R-Moduln.)(2) im(∂q+1) ⊆ ker(∂q), und damit sind die Faktormoduln
Hn(X,R) := ker(∂q)�im(∂q+1)wohlde�nierte R-Moduln.

Hn(X,R)

Beweis.(1) Für q ≤ 1 ist dies klar, denn hier ist ∂q−1 = 0. Sei also q ≥ 2. Es genügt zu zeigen,dass für σ ∈ Sq(X) immer (∂q−1 ◦ ∂q)(σ) = 0 ist. Rehnen wir dies aus:
(∂q−1 ◦ ∂q)(σ) = ∂q−1

 
qX
i=0

(−1)i(σ ◦ F iq)
!

=
qX
i=0

(−1)i∂q−1

�
σ ◦ F iq

�
=

qX
i=0

(−1)i
q−1X
j=0

(−1)j
�
σ ◦ F iq ◦ F jq−1

�
=
X
(i,j)
j<i

(−1)i+j
�
σ ◦ F iq ◦ F jq−1

�
+
X
(i,j)
j≥i

(−1)i+j
�
σ ◦ F iq ◦ F jq−1

�Mit unserem Lemma wird das
=
X
(i,j)
j<i

(−1)i+j
�
σ ◦ F jq ◦ F i−1

q−1

�
+
X
(i,j)
j≥i

(−1)i+j
�
σ ◦ F iq ◦ F jq−1

�
=
X

(i′,j′)
j′≥i′

(−1)i
′+j′+1

�
σ ◦ F i′q ◦ F j

′
q−1

�
+
X
(i,j)
j≥i

(−1)i+j
�
σ ◦ F iq ◦ F jq−1

�
= 0(2) ist einfah eine Folgerung aus (1).De�nition 8.10. Zq(X,R)

• Zq(X,R) := ker(∂q) heiÿt Untermodul der q-Zyklen von X bezüglih R.
Bq(X,R)

• Bq(X,R) := im(∂q+1) heiÿt Untermodul der q-Ränder von X.
Hq(X,R)

• Die Faktorgruppe Hq(X,R) := Zq(X,R)�Bq(X,R) heiÿt die q-te Homologiegrup-pe bzw. q-ter Homologiemodul von X mit Koe�zienten aus R. 519



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
• Der ProduktmodulH•(X,R)

H•(X,R) :=
�

q∈Z
Hq(X,R)heiÿt die Homologie von X mit Koe�zienten in R.Bemerkung.(a) Cq(X,R) ist frei (oder 0-Modul), aber Zq(X,R) und Bq(X,R) müssen i.a. niht freisein.(b) Cq(X,R) ist ein �Monstrum� (es ist etwa shon C0(X,R) =

L
x∈X R · x), auh

Zq(X,R) und Bq(X,R) können sehr groÿ sein. In den �guten Fällen� wird aberzumindest Hq(X,R) handhabbar (oder gar �freundlih�).Fragen.(1) Was leisten die Homologiegruppen Hq(X,R) mit q ≥ 0? Welhe topologishen Ei-genshaften von X ∈ obj(Top) re�ektieren die diskreten Objekte Hq(X,R)?(2) Wie gut sind die Gruppen/Moduln Hq(X,R) berehenbar?(3) Wie steht es mit der Funktorialität? Sind Hq(�, R) Funktoren zwishen Top und
ModR?Wir beginnen mit der einfahsten Frage (3).De�nition 8.11. Seien X, Y topologishe Räume, f : X → Y stetiger Abbildung (d.h.Morphismus in Top), R fester Ring, q ∈ Z. Dann seiCq(f)

Cq(f) : Cq(X,R) −→ Cq(Y,R)

Sq(X) ∋ (σ : ∆q → X) 7−→ (f ◦ σ : ∆q → Y ) ∈ Sq(Y )und mit linearer Fortsetzung:X
σ∈Sq(X)

nσ · σ 7−→
X

σ∈Sq(X)

nσ · (f ◦ σ)Durh die De�nition wird o�enbar Cq(f) ∈ HomR(Cq(X,R), Cq(Y,R)).
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8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeSatz 8.1.2. Seien X, Y , R wie oben. Dann gilt:(a) Für q ∈ Z ist das Diagramm
Cq+1(X,R) Cq+1(Y,R)

Cq(X,R) Cq(Y,R)

∂X
q+1 ∂Y

q+1

Cq+1(f)

Cq(f)kommutativ.(b) Die Folge (Cq(f))q∈Z de�niert einen Morphismus der Kettenkom-plexe, d.h. ein System von kommutativen Diagrammen:
. . . Cq+1(X) Cq(X) Cq−1(X) . . .

. . . Cq+1(Y ) Cq(Y ) Cq−1(Y ) . . .

∂q+2 ∂q+1 ∂q ∂q−1

∂q+2

∂q+1 ∂q ∂q−1

Cq+1(f) Cq+1(f) Cq+1(f)

Beweis. (b) ist o�enbar eine Folgerung von (a).Wir prüfen also, ob das gegebene Diagramm kommutativ ist. Sei ξ ∈ Cq+1(X,R), etwa
ξ =

P
σ nσ · σ. Dann ist

(Cq(f) ◦ ∂Xq+1)(ξ) = (Cq(f) ◦ ∂Xq+1)

�X
σ

nσ · σ
�

=
X
σ

nσ · (Cq(f) ◦ ∂Xq+1)(σ))

=
X
σ

nσ · Cq(f)

�
q+1X
i=0

(−1)i · (σ ◦ F iq+1)

�
=
X
σ

nσ ·
q+1X
i=0

(−1)iCq(f)
�
σ ◦ F iq+1

�
=
X
σ

nσ ·
q+1X
i=0

(−1)i(f ◦ σ ◦ F iq+1)

=
X
σ

nσ · ∂Yq+1(f ◦ σ)

=
X
σ

nσ · (∂Yq+1 ◦ Cq+1(f))(σ)

= (∂Yq+1 ◦ Cq+1(f))

�X
σ

nσ · σ
�

= (∂Yq+1 ◦ Cq+1(f))(ξ)Es ist also wirklih Cq(f) ◦ ∂Xq+1 = ∂Yq+1 ◦ Cq+1(f). 521



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungFrage. Verträgt sih Cq(f) auh mit Bq bzw. Zq?Korollar. Für f : X → Y ist Cq(f)(Zq(X,R)) ⊆ Zq(Y,R) und
Cq(f)(Bq(X,R)) ⊆ Bq(X,R), d.h. wir haben das kommutative Dia-gramm

Cq(X,R) Cq(Y,R)

Zq(X,R) Zq(Y,R)

Bq(X,R) Bq(Y,R)

⊆
⊆

⊆
⊆

Cq(f)

Beweis. Sei ξ ∈ Zq(X,R). Dann ist
∂Xq (ξ) = 0

⇒ (Cq−1(f) ◦ ∂Xq (f))(ξ) = 0Lemma
====⇒ (∂Yq ◦ Cq(f))(ξ) = 0

⇒ Cq(f)(ξ) ∈ Zq(Y,R).Ebenso sei η ∈ Bq(X,R), etwa η = ∂Xq+1(ω). Dann ist
Cq(f)(η) = (Cq(f) ◦ ∂Xq+1)(ω)Lemma

====== (∂Yq+1 ◦ Cq+1(f))(ω)

∈ Bq(Y,R)Bemerkung. Sehen wir uns das ganze noh einmal als Diagramm an:
. . . Bq+1(X) Cq+1(X)

(0) Bq(X) Zq(X) Cq(X)

(0) Bq−1(X) . . .

. . . Bq+1(Y ) Cq+1(Y )

(0) Bq(Y ) Zq(Y ) Cq(Y )

(0) Bq−1(Y ) . . .

⊆ ⊆

⊆ ⊆ ⊆

⊆ ⊆

⊆ ⊆

⊆ ⊆ ⊆

⊆ ⊆

Cq+1(f)

Cq(f)

Cq−1(f)

∂X
q+1

∂Y
q+1

∂X
q

∂Y
qDie durh durhgezogene shwarze Pfeile gegebenen Homomorphismen sowie die ⊆-Beziehungen und deren Kommutativität sind durh vorherige Ergebnisse gegeben, diegepunkteten Linien ergaben sih jetzt durh Durhlaufen der grau hervorgehobenen Par-allelogramme. Dies ist also eigentlih ein Fall von Diagrammjagd.522



8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeBemerkung. Damit induzieren die Cq(f) (mit q ∈ Z) auh Homomorphismen der Fak-tormoduln:
Zq(X,R) Zq(Y,R)

Hq(X,R) = Zq(X,R)�Bq(X,R)
Zq(Y,R)�Bq(Y,R) = Hq(Y,R)

Cq(f)|...

π πDe�nition 8.12. Diese induzierten Homomorphismen nennen wir Hq(f)

Hq(f) : Hq(X,R) −→ Hq(Y,R)

[ξ] 7−→ [Cq(f)(ξ)]Satz 8.1.3. Für q ∈ Z und einen Ring R ist
Hq(�, R) : Top −→ ModR

X 7−→ Hq(X,R)

(X
f−→ Y ) 7−→ (Hq(f) : Hq(X,R)→ Hq(Y,R))ein kovarianter Funktor.Beweis. Es bleiben die Funktorialitätseigenshaften zu zeigen, also Hq(g ◦ f) = Hq(g) ◦

Hq(f) und Hq(idX) = idHq(X,R).Seien also X f−→ Y
g−→ Z Morphismen in Top (d.h. stetige Abbildungen zwishentopologishen Räumen). Dann gilt für ξ ∈ Zq(X), etwa ξ =

P
σ∈Sq(X) nσ · σ:

Hq(g ◦ f)([ξ]B) = [Cq(g ◦ f)(ξ)]

= [Cq(g)(Cq(f)(ξ))]

= Hq(g)([Cq(f)(ξ)])

= Hq(g)(Hq(f)([ξ]))

= (Hq(g) ◦Hq(f))([ξ]).Analog geht dies mit id.Die singuläre KohomologieDe�nition 8.13. Sei X ein topologisher Raum, R �xierter Ring. Dann sei für q ∈ Z Cq(X,R)

Cq(X,R) := Cq(X,R)∗ = HomR(Cq(X,R), R)der duale Kettenraum, was mit den dualen Abbildungen δq := ∂∗q der Randoperatoren δqden dualen Kettenkomplex
C•(X,R)

C•(X,R) :=
�
. . .←− Cq+1(X,R)

δq+1←−−− Cq(X,R)
δq←−− Cq−1(X)←− . . .

�
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungergibt. Die zu diesem Komplex gehörenen HomologiemodulnHq(X,R)

Hq(X,R) := H−q(C
•(X,R)) = ker(δq)�im(δq+1)heiÿen die singulären Kohomologiemoduln von X mit Koe�zienten in R.Ahtung. Es ist i.a. Hq(X,R) 6∼= (Hq(X,R))∗.Bemerkung. Man hat auh (für q ∈ Z) Paarungen∩̇

Cq(X,R)× Cq(X,R) −→ R

(ϕ, σ) 7−→ ϕ(σ) =: ϕ ∩̇ σ

∩̇ induziert auh eine Paarung ∩̇ : Hq(X,R)×Hq(X,R)→ R.(Dies ist ein Beispiel einer der unzähligen (Ko)homologieoperationen.)Fragen.(1) Sei f : X
∼−−→ Y Homöomorphismus. Gilt dann Hq(X,R) ∼= Hq(Y,R)?(2) Gilt auh die Umkehrung, also:

(∀q : Hq(X,R) ∼= Hq(Y,R))⇒ (X ∼= Y )?Antwort. Die erste Frage wird mit Ja beantwortet, weil Hq(�, R) ein Funktor ist, undFunktoren Isomorphismen erhalten (Satz 5.3.1).Die zweite Frage werden wir mit Nein beantworten müssen.Beispiele und weitere De�nitionenBemerkung. Sei X wieder ein topologisher Raum, mit x0 ∈ X. Betrahte die Abbildungε0

ε0 : C0(X,R) −−։ RX
x∈X

nx · x 7−→
X
x∈X

nx

ε0 heiÿt auh Augmentierung des Kettenkomplexes C•(X,R).Da R als R-Modul R-frei ist, gibt es Shnitte s : R→ C(X,R) mit ε0 ◦ s = idR, etwa
s = sx0 , sx0(r) = r · x0 ∈ C0(X,R). Damit haben wir für alle (nx)x∈X :X

x∈X
nx · x =

 X
x∈X

nx

!
· x0 +

X
x∈X

nx · (x− x0)| {z }
∈ker(ε0)Es ist also C0 direkt zerlegbar:

C0(X,R) = R · x0 ⊕ ker(ε0)524



8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeWir haben ja
C0(X,R) = Z0(X,R)

=
M
x∈X

R · xsowie
B0(X,R) = ∂1(C1(X,R))

= ∂1(FR(arc(X)))

= ∂1

� M
σ∈arc(X)

R · σ
�

=
M

σ∈arc(X)

R · ∂1(σ).Elementweise aufgeshrieben:
B0(X,R) =

8<:∂1

� X
σ∈S1(X)

nσ · σ
�������nσ ∈ R,nσ = 0 p. p.9=;

=

8<: X
σ∈S1(x)

nσ · (σ(e1)− σ(e0))

������nσ ∈ R,nσ = 0 p. p.9=;Für ξ ∈ B0(X,R) haben wir damit
ξ = ∂1

 
tX
i=1

nσi
· σi
!

=
tX
i=1

nσi
· (σi(e1)− σi(e0)) ,also

ε0(ξ) = ε0

 
tX
i=1

nσi
· (σi(e1)− σi(e0))

!
=

tX
i=1

nσi
· ε0 (σi(e1)− σi(e0))

=
tX
i=1

nσi
· (ε0(σi(e1))− ε0(σi(e0)))

=
tX
i=1

nσi
· (1− 1)

= 0 525



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungWir haben also B0(X,R) ⊆ ker(ε0), insgesamt:
(0) ⊆ B0(X,R) ⊆ ker(ε0) $ C0(X,R) = Z0(X,R).Fazit.(1) Es ist allgemein H0(X,R) 6= (0).(2) Genauer gilt für x0 ∈ X:

H0(X,R) = R · x0 ⊕ ker(ε)�B0(X,R)

∼= R · x0 ⊕ ker(ε0)�B0(X,R)

∼= R⊕ ker(ε0)�B0(X,R)De�nition 8.14. Der ModulH̃0(X,R)

H̃0(X,R) := ker(ε0)�B0(X,R) $ H0(X,R)heiÿt reduzierter 0-ter Homologiemodul von X bezüglih R.Bemerkung. Das heiÿt, H0(X,R) enthält stets einen freien Untermodul vom Rang 1,und das sogar als direkten Summanden.De�nition 8.15. Man kann einen leiht abgeänderten Kettenkomplex für (X,R) de�-nieren:C̃q

∂̃q C̃q(X,R) :=

(
Cq(X,R) q 6= −1

R q = −1

∂̃q :=

(
∂q q 6= 0

ε0 q = 0Die Homologiegruppen/-moduln dieses Komplexes sind dann
H̃q(X,R) := Hq(C̃•(X,R))

=

8<:Hq(X,R) q 6= 0
ker(ε0)�B0(X,R) q = 0Diese Homologiemoduln heiÿen die reduzierten Homologiemoduln von X mit Koef-H̃q(X,R) �zienten in R.Bemerkung. Hier noh ein Diagramm dazu:

. . . C1 C0 C−1 = 0 C−2 = 0 . . .

. . . C̃1 C̃0 C̃−1 = R C̃−2 = 0 C̃−3 = 0 . . .

∂2 ∂1 ∂0=0 ∂−1=0 ∂−2=0

∂̃2 ∂̃1 ∂̃0 ∂̃−1 ∂̃−2=0 ∂̃−3=0

ε0 0
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8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeDe�nition 8.16. Ein topologisher Raum heiÿt azyklish, falls
Hq(X,Z) ∼= δ0q · Z =

(
(0) q 6= 0

Z q = 0Bemerkung. Algebraish formuliert: ein topologisher Raum ist X ist azyklish, wenn
C•(X,Z) ein exakter Komplex ist, mit Ausnahme der Stelle q = 0, bzw. wenn C̃•(X,Z)ein exakter Komplex ist.De�nition 8.17. Ein topologisher Raum X heiÿt wegezusammenhängend, falls füralle (x0, x1) ∈ X2 eine stetige Abbildung γ : [0, 1] → X existiert (d.h. γ ∈ arc(X)), mit
γ(0) = x0, γ(1) = x1.Beispiel 8.1.4.
• Rn und alle einpunktigen topologishen Räume sind natürlih wegezusammenhän-gend.
• jede konvexe Menge im Rn ist wegezusammenhängend.
• Alle Teilmengen des Qn ⊆ Rn mit mehr als einem Element sind niht wegezusam-menhängend.
• Allgemeiner: Alle wegezusammenhängenden Mengen sind auh zusammenhängend.Die Umkehrung gilt niht � ein Beispiel dafür gibt es meist in Analysis I (Kammund Floh).De�nition 8.18. Sei X beliebiger topologisher Raum, x1, x2 ∈ X. Wir nennen x1 und

x2 verbindbar (x1 ∼
arc

x2), falls ∼
arc

∃γ ∈ arc(X), γ(0) = x1, γ(1) = x0.Bemerkung. Dies ist o�enbar eine Äquivalenz-Relation auf X, und damit zerfällt X indie Äquivalenzklassen von ∼
arc

(Wegekomponenten):
X =

[̇
α∈I

XαSatz 8.1.4. (Die 0-te Homologie eines wegezusammenhängendenRaumes)Sei X topologisher Raum, wegezusammenhängend (d.h. |I| = 1 in derobigen Zerlegung). Dann ist
H0(X,R) = R · [x]B0

∼= Rfür alle x ∈ X. 527



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeweis. Mit obigem Fazit müssen wir nur noh zeigen, dass für wegezusammenhängendeRäume H̃0(X,R) = (0) ist, also auh ker(ε0) ⊆ B0(X).Wähle ein x0 ∈ X. Für alle x ∈ X existiert dann ein Weg γx : x0 ù x (also
γx ∈ arc(X), γx(0) = x0, γx(1) = x), und mit dem Auswahlaxiom können wir auhù wirklih für jedes x einen solhen Weg auswählen.Sei also ξ ∈ ker(ε), etwa ξ =

P
x∈X nx · x mit Px∈X nx = 0 (und nx = 0 p. p.). Dannhaben wir:

ξ =
X
x∈X

nx · x

=
X
x∈X

nx · x−
 X
x∈X

nx

!| {z }
=0

· x0

=
X
x∈X

nx · (x− x0)

=
X
x∈X

nx · ∂1(γx)

= ∂1

� X
x∈Xnx·γx

�
∈ B0(X,R)Es ist also ker(ε0) ⊆ B0(X,R) ⊆ ker(ε0), also B(X,R) = ker(ε0). Das heiÿt, es ist

H̃0(X,R) = (0) und
H0(X,R) = R · [x0]B0 ⊕ (0) ∼= R,für x0 ∈ X beliebig.Satz 8.1.5. Sei X topologisher Raum, X =

S
α∈I Xα die Zerlegungin Wegekomponenten. Dann gilt:(1) Für alle q ∈ Z:

Hq(X,R) =
M
α∈I

Hq(Xα, R)(2) H0(X,R) ist stets ein freier R-Modul vom Rang ≥ 1.(3) RgR(H0(X,R)) = card(I) = Anzahl der Wegekomponenten.Beweis.(1) Betrahte ein singuläres Simplex σ : ∆q → X. Da ∆q konvex, insbesondere wegezu-sammenhängend ist, ist auh σ(∆q) wegezusammenhängend, d.h.
∃!α ∈ I : σ(∆q) ⊆ Xα,528



8.1 Singuläre Homologie topologisher Räumealso σ : ∆q → Xα. Damit ist
Sq(X) =

[̇
α∈I

Sq(Xα)

C
=⇒q (X,R) = FR

 [̇
α∈I

Sq(Xα)

!
=
M
α∈I

FR(Sq(Xα, R))

=
M
α∈I

Cq(Xα, R)Nun ist für ξ ∈ Cq(X,R), etwa ξ =
P

σ∈Sq(X)

,
∂q(ξ) =

X
σ∈Sq(X)

nσ · ∂q(σ)

=
X
α∈I

X
σ∈Sq(Xα)

nσ · ∂q(σ)

=
X
α∈I

X
σ∈Sq(Xα)

nσ ·
qX
i=0

(−1)i · (σ ◦ F iq)| {z }
∈Sq−1(Xα,R)

=
X
α∈I

X
σ∈Sq(Xα)

nσ ·
qX
i=0

(−1)i · (σ ◦ F iq)| {z }
∈Sq−1(Xα,R)Das heiÿt, ∂q ist (für alle q) kompatibel zur Zerlegung von X in Wegekomponenten,also ist auh

Bq(X,R) =
M
α∈I

Zq(Xα, R)

Zq(X,R) =
M
α∈I

Bq(Xα, R)Folglih gilt für die Homologiemoduln:
Hq(X,R) = Zq(X,R)�Bq(X,R)

=
M
α∈I

Zq(Xα, R)�Bq(Xα, R)

=
M
α∈I

Hq(Xα, R).(2), (3) Für q = 1 ergibt sih aus (1):
H0(X,R) =

M
α∈I

H0(Xα, R)
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungund für [ξ] ∈ B0(X,R):
[ξ] =

X
α∈I

[ξα],

ξ =
X
α∈I

ξα, ξα ∈ Z0(Xα, R), ξα = 0 p. p.Zusammen mit Satz 8.1.4 erhalten wir, da die Xα ja wegezusammenhängend sind:
H0(X,R) =

M
α∈I

R · [xα], xα ∈ Xαbeliebig,wodurh {[xα] | α ∈ I} eine R-Basis von H0(X,R) bilden, mit Kardinalität |I|.
H0(X,R) ist also wirklih R-frei, mit RgR(H0(X,R)) = card(I).Korollar. Für die reduzierte Homologie gilt insbesondere:
H̃0(X,R) ist ebenfalls frei, und

RgR(H0(X,R)) = RgR(H̃0(X,R)) + 1.Beweis. Wir haben ja
H0(X,R) =

M
α∈I

R · [xα],mit xα ∈ Xα beliebig gewählt. Für ein Element ξ ∈ H0(X,R) ist also
ξ =

X
α∈I

rα · [xα]und mit einem α0 ∈ I

=

 X
α∈I

rα

!
· [xα0 ]| {z }

∈R·[xα0 ]

+
X
α∈I
α6=α0

rα · ([xα]− [xα0 ])| {z }
∈H̃0(X,R)Dabei ist B := {[xα]− [xα0 ] | α ∈ I, α 6= α0} ebenfalls R-frei (weil {[xα] | α ∈ I} dieswar), also eine R-Basis von H̃0(X,R).Korollar. Für einen topologishen Raum X sind folgende Bedin-gungen äquivalent:(1) X ist wegezusammenhängend.(2) H0(X,R) ∼= R (frei vom Rang 1)(3) H̃0(X,R) = (0).530



8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeDe�nition 8.19. Sei X topologisher Raum, R ein k+u-Ring. X heiÿt R-azyklish,falls
H̃q(X,R) = (0) ∀q ∈ Zbzw.
Hq(X,R) ∼=

(
(0) ∀q 6= 0

R ∀q = 0Bemerkung. Wir haben in der Übung gesehen (Beweis hier niht, da Spezielfall desfolgenden Satzes 8.1.6):Ist X = {x0} ein einpunktiger Raum, so ist X auh R-azyklish (für alle Ringe R).Die Umkehrung gilt jedoh niht, wie wir gleih sehen werden.Die Homologie konvexer Mengen im RnSatz 8.1.6. (Die Homologie konvexer Mengen im Rn)Sei A ⊆ Rn eine nihtleere konvexe Menge (z.B. Rn selbst, einpunktigeMengen, ∆n−1 ⊆ Rn, (gefüllte) Kugeln mit oder ohne Rand, . . . ). Danngilt:
H̃q(A,R) = 0 ∀q ∈ Zbzw.
Hq(A,R) = (0) ∀q ∈ Z \ {0} ,
Hq(A,R) ∼= RBemerkung. Das heiÿt, alle konvexen Mengen im Rn sind azyklish, haben die gleiheHomologie, ohne allerdings (paarweise) homöomorph zu sein (zumindest {0} und Rnselbst sind siher niht homöomorph.)Beweis. Der Beweis erfolgt mit Hilfe der topologishen Kegelkonstruktion bzw. Kon-struktion einer sogenannten Kettenhomotopie.1. Shritt Sei ein beliebiges x0 ∈ A �xiert.Wir wollen zunähst eine Abbildung h(x0)

q : Sq(A)→ Sq+1(A) konstruieren.Sei σ ∈ Sq(A), σ : ∆q → A. Ein p ∈ ∆q+1 ⊆ Rq+2 hat die Gestalt
p = (a0, · · · , aq+1), ai ≥ 0,

q+1X
i=0

ai = 1

=

8>><>>:e0 a0 = 1

a0 · e0 + (1− a0) ·
�
0,

a1

1− a0
, · · · , aq+1

1− a0

�| {z }
∈F 0

q (∆q)∼=∆q

a0 6= 1
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDas heiÿt, ∆q+1 ist darstellbar als ein Kegel über F 0
q (∆q) mit Spitze in x0, und wirbasteln uns entsprehend einen Kegel über σ(∆q), mit Spitze in x0, wobei wir dieKoordinaten einfah übertragen:h(x0)

q

h(x0)
q (σ)(a0, · · · , aq+1) :=

(
x0 a0 = 1

a0 · x0 + (1− a0) · σ
�

a1
1−a0 , · · · ,

aq+1

1−a0
�

a0 6= 1Wir projizieren also ein p = (a0, · · · , aq+1) ∈ ∆q+1 auf p′ =
�

a1
1−a0 , · · · ,

aq+1

1−a0
�
∈ ∆q,transportieren dieses p′ mit σ nah A und suhen dann den passenden Punkt zwi-shen σ(p′) und x0. Dies ist wohlde�niert (d.h. p′′ liegt auh in A), da A konvexist.

e0

e1 = F 0
q (e0)

e2 = F 0
q (e1)

∆q+1

b

p
F 0
q (p′)

e0

e1
∆qb

p′

F 0
q

A

σ(e0)

σ(e1)

x0

σ(∆q)

bσ(p′)

bp′′

h
(x0)
q ist o�enbar für a0 6= 1 stetig, und es isth(x0)

q (σ)(p) − x0

 = (1− a0) ·
σ(p′)− x0


≤ (1− a0) ·M,da ja p′ ∈ ∆q variiert, also in einer kompakten Menge, und daher ‖�− x0‖ be-shränkt ist. Daher haben wir

lim
p→e0

h(x0)
q (σ)(p) − x0

 = lim
a0→1

(1− a0) · . . .

= 0.Es ist also h(x0)
q auh an dieser Stelle stetig, also h(x0)

q (σ) ∈ Sq+1(A).Shritt 2: Vergleih von h(x0)
q und ∂q Wir können dieses auf Simplies de�nierte h(x0)

qnatürlih zu einer linearen Abbildung auf Ketten fortsetzen, und haben also
h(x0)
q : Cq(A,R)→ Cq+1(A,R).532



8.1 Singuläre Homologie topologisher RäumeZusammen mit den ∂-Abbildungen ergibt sih das Diagramm:
. . . Cq+1(A,R) Cq(A,R) Cq−1(A,R) . . .

. . . Cq+1(A,R) Cq(A,R) Cq−1(A,R) . . .

∂q+1 ∂q

∂q+1 ∂q

h
(x0)
q

h
(x0)
q−1Am �Ende� der Folge (d.h. der Stelle mit der Augmentierung) hat man auÿerdemdiese Situation:

. . . C1(A,R) C0(A,R) R 0 . . .

. . . C1(A,R) C0(A,R) R 0 . . .

∂1 ε0

∂1 ε0

h
(x0)
0

sx0mit sx0(r) := r · x0.Behauptung. Diese Diagramme sind zwar niht kommutativ,es gilt aber stattdessen:
∂q+1 ◦ h(x0)

q + h
(x0)
q−1 ◦ ∂q = idCq(X,R)(a)

∂1 ◦ h(x0)
0 + sx0 ◦ ε0 = idC0(X,R)(b)Beweis. Es genügt natürlih, diese Formeln auf den Basiselementen, d.h. σ : ∆q →

A nahzuweisen.(b): Ein σ : ∆0 → A, also σ : {1} → A, ist eindeutig bestimmt durh sein Bild
xσ ∈ A. Wir haben also (mit der passenden Identi�kation A � S0(A))

(∂1 ◦ h(x0)
0 )(σ) = xσ − x0

= σ − ε0(σ)| {z }
1

·x0

= σ − sx0(ε0(σ))

(∂1 ◦ h(x0)
0 )(σ) + (sx0 ◦ ε0)(σ) = σ

(∂1 ◦ h(x0)
0 + sx0 ◦ ε0)(σ) = σ

∂1 ◦ h(x0)
0 + sx0 ◦ ε0 = idS0(A)
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(a): Für q ≥ 1 haben wir ja
(∂q+1 ◦ hq(x0))(σ) = ∂(x0)

q (σ)

=
q+1X
i=

(−1)i · (h(x0)
q ◦ F iq+1)sowie

(h
(x0)
q−1 ◦ ∂q)(σ) = h

(x0)
q−1(∂q(σ))

= h
(x0)
q−1

�
qX
j=0

(−1)j(σ ◦ F jq )

�Shauen wir uns die Summanden der ersten Gleihung an, zunähst für i = 0:
(h(x0)
q (σ) ◦ F 0

q+1)(a0, · · · , an) = h(x0)
q (σ)(0, a0, · · · , an)

= 0 · x0 + 1 · σ(a0, · · · , an)
= σ(a0, · · · , aq),es ist also hq(σ) ◦ F 0

q+1 = σ. Für i ≥ 1 ist dagegen
h(x0)
q (σ) ◦ F iq+1(a0, · · · , an)
= h(x0)

q (a0, · · · , ai−1, 0, ai, · · · , an)

=

(
x0 a0 = 1

a0 · x0 + (1− a0) · σ
�

a1
1−a0 , · · · , 0, · · · ,

an

1−a0
�

a0 6= 1

=

(
x0 a0 = 1

a0 · x0 + (1− a0) · (σ ◦ F i−1
q )

�
a1

1−a0 , · · · ,
an

1−a0
�

a0 6= 1

= h
(x0)
q−1(σ ◦ F i−1

q )(a0, · · · , an)Das heiÿt, wir haben insgesamt:
∂q+1 ◦ h(x0)

q (σ) = σ + h
(x0)
q−1

�
q+1X
i=1

(−1)i · σ ◦ F i−1
q

�
= σ + h(x0)

q

 
−

qX
i=0

(−1)i · σ ◦ F iq
!

= σ − (h(x0)
q ◦ ∂q)(σ),für alle σ ∈ Sq(A). Wir haben also wirklih

∂q+1 ◦ h(x0)
q + h

(x0)
q−1 ◦ ∂q = idCq(A,R) .534



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, Homotopiekategorien3. Shritt: Berehnung der Homologiegruppen H̃0(A,R) = (0) ist shon bekannt (weil
A wegezusammenhängend), folgt aber ebenso mit (b).Betrahte ξ ∈ Zq(A,R), also ∂q(ξ) = 0, q > 0. Dann ist ja

ξ = ∂q+1(h
(x0)
q (ξ)) + h

(x0)
q−1(∂q(ξ))| {z }

=0

= ∂q+1(h
(x0)
q (ξ)),also ξ ∈ im(∂q+1) = Bq(A,R). Es ist also Zq(A,R) ⊆ Bq(A,R), und damit

Hq(A,R) = Zq(A,R)�Bq(A,R) = (0) für alle q > 0.Fazit. Für eine konvexe Menge A ⊆ Rn ist Hq(A,R) =

(
(0) q 6= 0

R q = 0
.8.2 Homologie und Kohomologie mit allgemeinenKoe�zienten, HomotopiekategorienSei X 6= ∅ topologisher Raum, R ein Ring, M ein R-Modul (z.B. R = Z und M einebeliebige abelshe Gruppe).Wir haben ja dann den Kettenkomplex (C•(X,R), ∂•):

. . .
∂q+2−−−−→ Cq+1(X,R)

∂q+1−−−−→ Cq(X,R)
∂q−−→ Cq−1(X,R)→ . . .Tensorieren mit M ergibt dann:

. . .→ Cq+1(X,R)⊗RM
∂q+1⊗idM−−−−−−−→ Cq(X,R)⊗M ∂q⊗idM−−−−−−→ Cq−1(X,R)→ . . .Diese Folge ist wirklih ein Komplex:

(∂q ⊗ idM ) ◦ (∂q+1 ⊗ idM ) = (∂q ◦ ∂q+1)⊗ (idM ◦ idM )

= 0⊗ idM

= 0De�nition 8.20. Für q ∈ Z heiÿt der Modul
Hq(X,M) := Hq(C•(X,R)⊗RM,∂• ⊗ idM )

= ker(∂q ⊗ idM )�im(∂q+1 ⊗ idM )

q-ter Homologiemodul von X mit Koe�zienten in M . Entsprehend heiÿen dieHomologiemoduln des dualen Komplexes
Hq(X,M) := H−q((C•(X,R) ⊗RM)∗, (∂• ⊗ idM )∗)

= ker((∂q+1 ⊗ idM )∗)�im((∂q ⊗ idM )∗)die Kohomologiemoduln von X mit Koe�zienten in M . 535



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.2.1. Seien X topologisher Raum undM ein R-Modul. Dannexistiert ein kanonisher R-Modul-Homomorphismus
θq : Hq(X,R)⊗RM → Hq(X,M),welher aber i.a. weder surjektiv noh injektiv ist.Beweis. Es genügt, eine R-lineare Abbildung θ̂q : Hq(X,R) ×M → Hq(X,M) zu kon-struieren, und dann den assoziierten Homomorphismus θq : Hq(X,R)⊗RM → Hq(X,M)zu nehmen.Wir setzen also zunähst an:
θ̂q : Hq(X,R)×M −→ Hq(X,M)

([ξ]Bq(X,R),m) 7−→ [ξ ⊗m]Bq(X,M),für ξ ∈ Zq(X,R), also [ξ] ∈ Hq(X,R) und m ∈ M . Wir müssen zeigen, dass dann auhwirklih ξ⊗m ∈ Zq(X,M) = ker(∂q ⊗ idM ) ist, und auÿerdem die Repräsentantenunab-hängigkeit, damit das so wohlde�niert ist. Zunähst ist ja
(∂q ⊗ idM )(ξ ⊗m) = ∂q(ξ)⊗ idM (m)

= 0⊗m = 0.Zum zweiten Punkt: für [ξ] = [ξ′] ist ja ξ−ξ′ ∈ Bq(X,R), also gibt es ein η ∈ Cq+1(X,R)mit
ξ − ξ′ = ∂q+1(η).Für m ∈M ist dann

⇒ ξ ⊗m− ξ′ ⊗m = ∂q+1(η) ⊗m
= (∂q+1 ⊗ idM )(η ⊗m)

∈ Bq(X,M),also [ξ ⊗m]Bq(X,M) = [ξ′ ⊗m]Bq(X,M). Die Bilinearität ist klar, da ja ⊗R bilinear war.Es ist also θ̂ wohlde�niert und bilinear, liefert deshalb die lineare Abbildung:
θq : Hq(X,R)⊗RM −→ Hq(X,M)

rX
i=1

[ξi]⊗mi 7−→
"
rX
i=1

ξi ⊗mi

#
Bq(X,M)Ahtung. Der Tensorierungsfunktor

�⊗RM : ModR −→ ModR

Q 7−→ Q⊗RM

(Q1
f−→ Q2) 7−→ (Q1 ⊗RM

f⊗idM−−−−−→ Q2 ⊗RM)536



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, Homotopiekategorienist niht exakt, sondern nur rehtsexakt (erhält Epimorphismen, aber keine Monomor-phismen). Deswegen ist i.a. niht zu erwarten, dass θq ein Isomorphismus ist.Aber es gibt doh positive Ausnahmen, wie wir gleih sehen werden.Satz 8.2.2. Seien X topologisher Raum, R ein Integritätsbereih,
M ein �aher R-Modul (so dass also �⊗M doh ein exakter Funktorist). Dann ist der kanonishe R-Modulhomomorphismus

θq : Hq(X,R)⊗M −→ Hq(X,M)ein Isomorphismus.Beweis. Betrahte die exakte Sequenz
0→ Zq(X,R)

i−֒→ Cq(X,R)
∂q−−→ Cq−1(X,R).Da M �ah ist, ist auh die tensorierte Sequenz exakt:

0→ Zq(X,R) ⊗M i⊗id−֒−−→ Cq(X,R) ⊗M ∂q⊗id−−−−→ Cq−1(X,R)⊗MDas heiÿt, es ist Zq(X,M) = ker(∂q ⊗ idM ) ∼= Zq(X,R) ⊗M , und analog mit Bq. Wirerhalten ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen und shon zwei Isomorphismenin den Spalten:
0 Bq(X,R)⊗M Zq(X,R) ⊗M Hq(X,R)⊗M 0

0 Bq(X,M) Zq(X,M) Hq(X,M) 0

∼ ∼

θqDamit muss natürlih (Fünferlemma) auh θq ein Isomorphismus sein.Beispiel 8.2.1. Sei X topologisher Raum, R Ring, f ∈ NNT(R), p ∈ SpecR, S ⊆ Rm. a. S..(1) (Hq(X,R))f ∼= Hq(X,R)⊗Rf ∼= Hq(X,Rf ), Hq(X,Rp) ∼=θq Hq(X,R)p, allgemeiner
Hq(X,RS) ∼=θq (Hq(X,R))S .(2) Ist R Int-Bereih, Q(R) = RNNT(R) der Quotientenkörper, so sind Hq(X,Q(R)) und
Hq(X,R)⊗R Q(R) =: Q(Hq(X,R)) kanonish isomorph.(3) Insbesondere sind Hq(X,Q) (die q-te rationale Homologie) und Hq(X,Z) ⊗Z Q ka-nonish isomorphe Q-Vektorräume (bzw. Z-Moduln).De�nition 8.21. Sei X topologisher Raum, i ∈ N0. Dann heiÿt

bi(X) := dimQHi(X,Q)die i-te Betti-Zahl1 von X.1nah Enrio Betti, 1823�1892, italienisher Topologe 537



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeispiel 8.2.2.(a) bi(∆n) = bi(Rn) = bi(En) =

(
0 i > 0

1 i = 0
.(b) Für T = R2

�Z2 = S2
1
∼= C�Z2 ist b0(T ) = 1 und b1(T ) = 2 (weil H1(t,Z) ∼= Z× Z).Andere Interpretation der KohomologiemodulnSei wieder X topologisher Raum, R ein Ring, (Hq(X,R))q∈Z die Kohomologie mit Ko-e�zienten in R.Frage. Wie kann man die Hq(X,R) naiv besser verstehen, als uns die abstrakte De�nitionliefert? Gilt eventuell Cq(X,R) = Cq(X,R)∗?Satz 8.2.3. SeiX topologisher Raum, R Ring. Dann ist Cq(X,R) =

Cq(X,R)∗ als R-Modul kanonish isomoroph zu
Abb(Sq(X), R) ∼= HomZ(Cq(X,Z), R).Beweis. Übungsaufgabe, zu zeigen ist nur

HomR(Cq(X,Z)⊗Z R,R)
∼−−−−−→kanon. HomZ(Cq(X,Z), R).Bemerkung. Das heiÿt, q-Koketten sind interpretierbar als R-wertige Funktionen auf derMenge Sq(X) der singulären Q-Simplies von X.Entsprehend ist dann δq = (∂q+1)

∗ die Rand-Vorshalt-Funktion: Es ist
δq(ξ)(σ) = ξ(∂q+1(σ)),d.h. δq baut aus einer Funktion zum Messen von q-Simplies eine solhe zum Messen von

q + 1-Simplies, mittels Vorshalten von ∂q+1.
Zq(X,R) = ker(δq) ist die Menge jener q-Simplex-R-Funktionen, welhe alle q-Ränderannullieren.
Bq(X,R) = im(δq−1) die Menge jener q-Simplex-Funktionen, die von q − 1-Simplex-Funktionen kommen, also nur die (q − 1-)Ränder ihrer q-Simplies betrahten.O�enbar ist Bq ⊆ Zq, man hat also wieder die Faktorgruppen

Hq(X,R) = Zq(X,R)�Bq(X,R).HomotopiekategorienWir wollen das Beispiel der letzten Vorlesung (mit der Kegelkonstruktion in konvexenMengen im Rn, Satz 8.1.6) verallgemeinern.
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienDe�nition 8.22. Seien (C•, ∂•) und (D•, δ•) zwei Kettenkomplexe von R-Moduln, R einRing. Ein Kettenmorphismus von (C•, ∂•) nah (D•, δ•) ist eine Familie f• = (fq)q∈Zmit:(1) Für alle q ∈ Z ist fq ∈ HomR(Cq,Dq).(2) Für alle q ∈ Z ist das Diagramm
Cq+1 Cq

Dq+1 Dq

∂q+1

δq+1

fq+1 fqkommutativ, d.h. δq+1 ◦ fq+1 = fq ◦ ∂q+1.Beispiel 8.2.3. Für jeden Kettenkomplex (C•, ∂•) ist natürlih id• = (idCq)q ein Ketten-morphismus von (C•, ∂•) nah (C•, ∂•).Beispiel 8.2.4. Ist X f−→ Y stetige Abbildung topologisher Räume, so ist C•(f) :=

(Cq(f))q∈Z mit
Cq(f) : Cq(X,R) −→ Cq(Y,R)

σ 7−→ f ◦ σein Kettenmorphismus zwishen den singulären Homologien (C•(X,R), ∂•) und
(C•(Y,R), ∂•).De�nition 8.23. Seien

(C•, ∂•)
f•−−→ (D•, δ•)

g•−−→ (E•, ε•)drei Kettenkomplexe mit zwei Kettenmorphismen. Wir bezeihnen dann mit g• ◦ f•

g• ◦ f• := (gq ◦ fq)q∈Zdie Verkettung von f• und g•.
Comp

R
sei die Kategorie, deren Objekte die Kettenkomplexe (aus R-Moduln) und deren Comp

RMorphismen die Kettenmorphismen sind.De�nition 8.24. Sei C beliebige Kategorie und O ∈ obj(C). O heiÿt Nullobjekt in C,falls für alle Objekte C ∈ obj(C) gilt:
card(HomC(O,C)) = card(HomC(C,O)) = 1.Bemerkung.(1) Nullobjekte müssen für eine Kategorie niht existieren (bsp. Ens und Top).(2) Nullobjekte sind gleihzeitig auh Anfangs- und Endobjekte in C (und umgekehrtsind alle Objekte, die gleihzeitig Anfangs- und Endobjekte sind, auh Nullobjekte).539



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(3) ModR, Ab = ModZ, Comp
R
haben alle Nullobjekte (in Comp

R
ist das der 0-Komplex:

. . .→ 0→ 0→ 0→ . . . ).(4) Nullobjekte sind, falls in einer Kategorie existent, bis auf Isomorphie eindeutig be-stimmt.De�nition 8.25. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekten. C heiÿt eine additive Kate-gorie, falls(1) Für alle (C,C ′) ∈ obj(C)2: HomC(C,C ′) ∈ obj(Ab), d.h. die Menge der Homomor-phismen trägt die Struktur einer abelshen Gruppe, mit �xierter Operation.(2) Für (C,C ′, C ′′) ∈ obj(C)3 ist
◦ : HomC(C,C ′)×HomC(C ′, C ′′) −→ HomC(C,C ′′)

(f, g) 7−→ f ◦ g

Z-bilinear, erfüllt also die Distributivgesetze: h◦(f+g) = h◦f+h◦g und (h+h′)◦g =
h ◦ f + h′ ◦ f .Beispiel 8.2.5. ModR, Ab, Comp

R
sind additive Kategorien.(Für Comp

R
: f• + g• := (fq + gq)q∈Z.)De�nition 8.26. Seien C, C′ additive Kategorien, F : C→ C′ ein (kovarianter) Funktor.

F heiÿt additiver Funktor, falls für alle C1, C2 ∈ obj(C) und alle f, g ∈ HomC(C1, C2)gilt:
F (f + g) = F (f) + F (g) ∈ HomC′(F (C1), F (C2))Beispiel 8.2.6. Sei N beliebig �xierter R-Modul. Dann sind Hom(�,N), Hom(N,�)und �⊗R N additive Funktoren von ModR nah ModR, bekanntlih niht exakt.Beispiel 8.2.7. Sei ϕ : R→ R′ Ringhomomorphismus, also R′ eine R-Algebra. Dann ist

Tϕ : ModR −→ Mod′
R

M 7−→M ⊗R R′

(M
f−→ N) 7−→ f ⊗ idR′ein additiver Funktor, ebenfalls i.a. niht exakt.De�nition 8.27. Für q ∈ Z gibt es die Homologiefunktoren

Hq : Comp
R
−→ ModR

(C•, ∂•) 7−→ Hq((C•, ∂•)) = ker(∂q)�im(∂q+1)�
(C•, ∂•)

f•−−→ (D•, δ•)
�
7−→ Hq(f•) : Hq(C•, ∂•)→ Hq(D•, δ•)

[ξ] 7→ [fq(ξ)]540



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienBemerkung. O�enbar sind auh die Hq additive Funktoren.Bemerkung. Wir haben jetzt folgendes Diagramm von Funktoren für einen Ring R:
Top ModR

Comp
R

Hq(�,R)

C•(�,R) HqSatz 8.2.4. Seien A und B k&u-Ringe, T : ModA → ModB ein ad-ditiver und exakter Funktor. Dann �kommutiert T mit der Homologie�,d.h. für alle Kettenkomplexe (C•, ∂•) ∈ obj(Comp
A
), für alle q ∈ Z gibtes kanonishe Isomorphismen

Hq(T (C•, ∂•))
∼−−→ T (Hq(C•, ∂•)).Beispiel 8.2.8. Beispiele für solhe additiven exakten Funktoren sind etwa Vergissfunk-toren V : ModA → ModZ (oder allgemeiner V : ModB → ModA mit einem Ringhomo-morphismus A→ B) oder Lokalisierungsfunktoren (S ⊆ A ein m. a. S., B := AS):

�S : ModA −→ ModAS

M 7−→MS = M ⊗A AS
(M

f−→ N) 7−→ MS
fS−−→ NS

x

s
7→ f(x)

sBeweis. Wir haben ja zunähst den Komplex (C•, ∂•), welher das folgende Diagramminduziert:
Cq+2 Cq+1 Cq Cq−1

0 im(∂q+1) ker(∂q) Hq(C•, ∂•) 0

0 0

∂q+2 ∂q+1 ∂q

j

∂q+1 i

Das Diagramm ist kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten, insbesondere auh ex-akter unterer Zeile. Anwenden des Funktors T ergibt:
T (Cq+2) T (Cq+1) T (Cq) T (Cq−1)

0 T (im(∂q+1)) T (ker(∂q)) T (Hq(C•, ∂•)) 0

0 0

T (∂q+2) T (∂q+1) T (∂q)

T (j)

T (∂q+1) T (i)
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDa T exakt ist, ist auh hier die untere Zeile des Diagrammes exakt, also gilt
T (Hq(C•, ∂•)) = T (ker(∂q))�T (im(∂q+1))

.Die Exaktheit liefert weiterhin
T (ker(∂q)) ∼= ker(T (∂q))

T (im(∂q+1)) ∼= T (im(∂q+1)),zusammen haben wir also
T (Hq(C•, ∂•)) ∼= ker(T (∂q))�im(T (∂q+1))

= Hq(T (C•, ∂•)).De�nition 8.28. Seien (C•, ∂•), (D•, δ•) ∈ obj(Comp
R
) zwei Kettenkomplexe, f• und

g• : (C•, ∂•)→ (D•, δ•) zwei Kettenmorphismen.(1) f• heiÿt nullhomotoper Kettenmorphismus (f• ∼ 0•, f• ∼ 0 oder f• ∼htp 0), fallses eine Morphismenfolge (hq)q∈Z mit hq ∈ HomR(Cq,Dq+1) gibt, so dass für alle qgilt:
∂q+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂q = fq(2) Zwei (parallele) Kettenmorphismen f• und g• heiÿen (zueinander) kettenhomotop(f• ∼htp g•), falls ihre Di�erenz f• − g• nullhomotop ist.∼htp Bemerkung. Hier das (niht kommutative!) Diagramm dazu:

Cq Cq−1

Dq+1 Dq

∂q

δq+1

fq

hq

hq−1Beispiel 8.2.9. Sei X ⊆ Rn konvexe Menge, und (C•, ∂•) := (C̃•(X,R), ∂̃•) die reduziertesinguläre Homologie. Dann ergibt (im Beweis von Satz 8.1.6) die Kegelkonstruktion dieExistenz der Abbildungen hq : C̃q(X,R) → C̃q+1(X,R) mit der Homotopiebedingung
∂̃q+1 ◦ h̃q + hq−1 ◦ ∂̃q = idC̃q(X,R) � die Identität ist hier also nullhomotop.Satz 8.2.5. Seien (C•, ∂•)

g•
=→→
f•

(D•, δ•) Morphismen in Comp
R
. Danngilt für q ∈ Z:(1) Ist f• ∼htp 0•, so ist Hq(f•) = 0.(2) Ist f• ∼htp g•, so ist Hq(f•) = Hq(g•).
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienBeweis.(1) Sei f• ∼htp 0, etwa mit der Homotopie (hq)q∈Z, hq : Cq → Dq+1. Dann ist für q ∈ Zmit [ξ] ∈ Hq((C•, ∂•)), also ξ ∈ Zq(C•, ∂•), d.h. ∂q(ξ) = 0. Damit ist
Hq(f•)([ξ]) = [fq(ξ)] = [δq+1(hq(ξ)) + hq−1(∂q(ξ))] = [δq+1(Hq(ξ))| {z }

∈Bq(D•)

] = [0].(2) folgt aus (1), da Hq additiv ist, also 0 = Hq(f• − g•) = Hq(f•)−Hq(g•).Frage. Wie prüft man praktish für (C•, ∂•)
g•
=→→
f•

(D•, δ•), ob f• ∼htp g• ist?Bemerkung. Die Relation ∼htp auf HomComp
R
((C•, ∂•), (D•, δ•)) ist eine Äquivalenzrela-tion.De�nition 8.29. Für f• ∈ HomComp

R
(C•,D•) bezeihne [�]htp

[f•]htp :=

�
g• | g• ∼htp f•�die Kettenhomotopieklasse von f•.De�nition 8.30. Für einen Ring R heiÿt die Kategorie HComp

R
mit HComp

R

obj(HComp
R
) := obj(CompR)

HomHComp
R
(C•,D•) := HomComp

R
(C•,D•)�∼htp

=
n
[f•]htp ��� f• ∈ HomComp

R
(C•,D•)

oheiÿt die Homotopiekategorie zu Comp
R
.Bemerkung. Comp

R
ist als Faktorkategorie wirklih eine Kategorie, mit der Verkettung

[g•] ◦ [f•] := [g• ◦ f•], welhe so wohlde�niert (repräsentantenunabhängig) ist.Bemerkung. Wir haben also jetzt dieses Diagramm (für alle Ringe R und q ∈ Z):
Top Comp

R
ModR

HTop HComp
R

C•(�,R) Hq

QC
ȞqZu ergänzen ist jetzt noh die Kategorie HTop in der unteren linken Eke.Bemerkung. HComp

R
ist auh wieder eine additive Kategorie, via [g•]+ [f•] := [f• + g•].Der Quotientenfunktor QC : Comp

R
→ HComp

R
ist damit automatish ein additiverFunktor. 543



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungHomotopiekonstruktion für TopDe�nition 8.31. Seien X,Y topologishe Räume, X f
=→→
g

Y zwei stetige Abbildungen,
I := [0, 1]. Wir nennen f homotop zu g (f ∼htp g) , falls es eine stetige Abbildung∼htp
F : X × I → Y gibt mit F (X, 0) = f(x) und F (x, 1) = g(x) für alle x ∈ X.
F heiÿt Homotopie zwishen f und g.Bemerkung. ∼htp ist eine Äquivalenzrelation auf HomTop(X,Y ) = C(X,Y ) (die Transiti-vität ergibt sih über eine Verklebung der Homotopien).De�nition 8.32. Für eine stetige Abbildung (Top-Morphismus) X f−→ Y heiÿt[�]htp

[f ]htp :=

�
x : X → Y | g ∼htp f�die Homotopieklasse von f .De�nition 8.33. Wir bezeihnen mit HTop := (obj(Top),Mor(Top)�∼htp) die Homo-HTop topiekategorie zu Top.Den Quotientenfunktor bezeihnen wir mit Qt:

Qt : Top −→ HTop

X 7−→ X

(X
f−→ Y ) 7−→

�
X

f−→ Y
�htpHomotopie-Äquivalenz bzw. Homotopie-Typen topologisher RäumeDe�nition 8.34. Seien X und Y topologishe Räume, f : X → Y . f heiÿt Homoto-pieäquivalenz zwishen X und Y , falls es eine Abbildung g gibt mit g ◦ f ∼htp idX und

f ◦ g ∼htp idY .Wir shreiben in diesem Fall auh X ≈ Y und sagen, dass X homotopieäquivalent≈ zu Y ist, bzw. dass X und Y vom selben Homotopietyp sind.Bemerkung. ≈ ist eine Äquivalenzrelation auf obj(Top).De�nition 8.35. Ein topologisher Raum X heiÿt kontrahierbar, falls X ≈ {x0} ist.Bemerkung. Es ist o�enbar X kontrahierbar ⇔ idX ∼htp constXx0
für ein x0 ∈ X.Bemerkung. Damit erhalten wir eine Kategorie Top≈, durhTop≈

obj(Top≈) := obj(Top)�≈
=
�
[X]≈ | X ∈ obj(Top)

©
MorTop≈([X]≈, [Y ]≈) =

�
[f ]≈ | f ∈ MorTop(X,Y )

©
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, Homotopiekategorienmit
[X]≈ =

�
Y ∈ obj(Top) | X ≈ Y

©
[f ]≈ =

8>><>>:g : X ′ → Y ′

��������� X ′ ≈ X,Y ′ ≈ Y,und X Y

X ′ Y ′

f

g
htp htp ist kommutativ.9>>=>>;Beispiel 8.2.10. Sei X ⊆ Rn ein Sterngebiet bzgl. x0 ∈ X, und betrahte die beidenAbbildungen X constx0=====→→

idX

X. Dann haben wir constx0 ∼htp idX via der Homotopie
F : X × I → I, (x, t) 7→ (1− t) · x0 + t · x(o�enbar ist F (x, 0) = x0 und F (x, 1) = x).Beispiel 8.2.11. Sei X ⊆ Rn ein Sterngebiet bezüglih x0 ∈ X. Dann ist X ≈ {x0}.Beweis. Betrahte die Einbettung i : {x0} →֒ X und die Projektion constx0 : X → {x0}.Dabei gilt constx0 ◦i = id{x0}, und i ◦ constx0 = constx0 ∼htp idX .Beispiel 8.2.12. Betrahte nun X :=

�
z ∈ C | 1

2 ≤ |z| ≤ 1
© (Kreisring), Y := S1 =

{z ∈ C | |z| = 1} (Kreislinie) und Z := {z ∈ C | 0 < |z| ≤ 1} (punktierte Kreissheibe).Dann ist X ≈ Y ≈ Z (ÜA).De�nition 8.36. Sei X ∈ obj(Top), ∅ 6= A ⊂ X eine Teilmenge (top. Unterraum).(1) A heiÿt Retrakt von X, falls A ≈ X.(2) A heiÿt starker Retrakt oder Deformationsretrakt, falls A ≈
(f,g)

mit f : A →֒ Xdie Inklusion.Beispiel 8.2.13. S1 ist ein (sogar starker) Retrakt von Kreisring und punktierter Kreis-sheibe, {x0} ist starker Retrakt eines Sterngebietes um x0.Satz 8.2.6. (Homotopie-Invarianz der (Ko-)Homologie, 2. Hauptsatzder algebraishen Topologie)Seien X
f
=→→
g

zwei homotope stetige Abbildungen, R ein Ring. Dannsind C•(f) und C•(g) kettenhomotop, d.h. es gibt eine Abbildungsfolge
(hq)q∈Z, hq : Cq(X,R)→ Cq+1(Y,R), so dass für alle q ∈ Z gilt:

∂Yq+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂Xq = Cq(f)−Cq(g)
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungHier noh einmal als Diagramm:
Cq+1(X) Cq(X) Cq−1(X)

Cq+1(Y ) Cq(Y ) Cq−1(Y )

∂X
q

∂Y
q+1

Cq(f)−Cq(g)

hq−1

hq

∂X
q+1 ∂X

q−1

∂Y
q+2 ∂Y

qBeweis. Betrahte das durh die Homotopie F induzierte kommutative Diagramm:
X X

X × I

Y

i0 i1

F

F◦i0=f g=F◦i1mit i0 = (id, const0) und i1 = (id, const1). Dann gilt o�enbar (weil C• Funktor ist)
C•(f) = C•(F ) ◦ C•(i0) und C•(g) = C•(F ) ◦ C•(i1). Es reiht also zu zeigen, dass
C•(i0) ∼htp C•(i2), wir müssen also nur eine Kettenhomotopie für C•(i1)−C•(i0) konstru-ieren:

Cq+1(X) Cq(X) Cq−1(X)

Cq+1(X × I) Cq(X × I) Cq−1(X × I)

∂X
q

∂X×I
q+1

Cq(i1)−Cq(i0)

hX
q−1

hX
q

∂X
q+1 ∂X

q−1

∂X×I
q+2 ∂X×I

qShritt 1: O�enbar sind ja Cq(i0) = Cq(i1) = 0 für alle q < 0, damit ist auh hXq = 0für diese q geeignet.Wir wollen zunähst hX0 : C0(X)→ C1(X × I) konstruieren, mit
∂X×I

0 ◦ hX0 + 0 = C0(i1)− C0(i0).Sei (σ : ∆0 = {1} → X) ∈ S0(X). σ = constxσ kann mit xσ = σ(1) ∈ Xidenti�ziert werden. Wir erhalten
(1, t) (σ(1), t)

(1, t) ∆0 × I X × I

t I

(1− t, t) ∆1

σ×idI

∼
∼

ρ
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienSetze nun hX0 (σ) := (σ × idI) ◦ ρ ∈ S1(X) und erhalte eine Abbildung
hX0 : S0(X) −→ S0(X × I)

(σ : ∆0 → X) 7−→ hX0 (σ) : ∆1 → X × I
(1− t, t) 7→ (σ(1), t)und mit linearer Fortsetzung

hX0 : C0(X,R) −→ C1(X × I)X
σ∈S0(X)

nσ · σ 7−→
� X
σ∈S0(X)

nσ · ((σ × idI) ◦ ρ)
�

: ∆1 →
M

(x,t)∈X×I
R · (x, t)

(1− t, t) 7→
X

σ∈S0(X)

nσ · (σ(1), t)Es ist nun für σ ∈ S1(X):
∂X×I

1 (hX0 (σ)) = hX0 (σ)(1, 0) − hX0 (σ)(0, 1)

= (σ(1), 0) − (σ(1), 1)

= C0(i0)(σ)− C0(i1)(σ)

= (C0(i0)−C0(i1))(σ)Das heiÿt, hX0 erfüllt (mit hXq = 0 für q < 0) die Homotopiebedingung.Bemerkung. Diese Konstruktion von hX0 ist funktoriell im folgenden Sinne: Ist
f : X → Y stetig, so ist das Diagramm

C0(X) C0(Y )

C1(X × I) C1(Y × I)

C0(f)

C1(f×id)

hX
0 hY

0kommutativ.Beweis. Es ist ja
hY0 (C0(f)(x))(1 − t, t) = (hY0 (f(x)))(1 − t, t)

= (f(x), t)

= (C1(f × idI))(x, t)

= (C1(f × idI) ◦ ((σx × idI) ◦ ρ))(1− t, t)
= C1(f × idI)(h

X
0 (x))(1 − t, t),also hY0 ◦ C0(f) = C1(f × idI) ◦ hX0 . 547



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDas heiÿt, die Familie (hX0 )X∈obj(Top) ist ein Funktormorphismus zwishen
C0(�) : Top −→ ModRund

C1(�× I) : Top −→ ModR.2. Shritt (Dies wird der allgemeine iterative Shritt.)Seien hX0 , . . . , hXq−1 shon konstruiert für alle X ∈ obj(Top) mit den Eigenshaften:(a) Homotopieeigenshaft für ν ≤ q − 1:
∂X×I
ν+1 ◦ hXν + hXν−1 ◦ ∂Xν = Cν(i

X
1 )− Cν(iX0 )(b) Funktorialitätseigenshaft: Für ν ≤ q−1 und eine stetige Abbildung X f−→ Yist das folgende Diagramm kommutativ:

Cν(X) Cν(Y )

Cν+1(X × I) Cν+1(Y × I)

Cν(f)

Cν+1(f×id)

hX
ν hY

νJetzt soll hXq konstruiert werden:
hXq : Cq(X)→ Cq+1(X × I),mit Hilfe der hXν für ν ≤ q+ 1 und ihren Eigenshaften (a) und (b). Sei σ ∈ Sq(X)(also ein Basiselement von Cq(X)). Dann ist σ : ∆q → X, also
σ = σ ◦ id∆q = Cq(σ)(id∆q),mit id∆q ∈ Sq(∆q). Wollen wir die Funktorialitätseigenshaft auf für hq haben, somuss auh das folgende Diagramm kommutieren:
Cq(∆q) Cq(X)

Cq+1(∆q × I) Cq+1(X × I)

Cq(σ)

Cq+1(σ×id)

h
∆q
q hX

qAls Formel:
hXq (σ) = hXq (Cq(σ)(id∆q)) = Cq+1(σ × idI)(h

∆q
q (id∆q))Das heiÿt, hXq (σ) ist shon durh das singuläre Simplex σ und eine Wahl von

h
∆q
q (id∆q) ∈ Cq+1(∆q × I) eindeutig bestimmt. Weiterhin erfüllt ja h∆q

q−1 die Ho-motopiebedingung
∂∆q×I
q ◦ h∆q

q+1 + h
∆q

q−2 ◦ ∂
∆q

q+1 = Cq−1(i
∆q

1 )− Cq−1(i
∆q

0 )548



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienVorshalten von ∂∆q
q ergibt:

∂∆q×I
q ◦ h∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q + 0 = Cq−1(i

∆q

1 ) ◦ ∂∆q
q − Cq−1(i

∆q

0 ) ◦ ∂∆q
qund aufgrund der Ketten-Morphismus-Eigenshaft von C•(i

∆q

1 ) sowie C•(i
∆q

0 ):
= ∂

∆q+I
q+1 ◦ (Cq(i

∆q

1 )− Cq(i∆q

0 )).Anders formuliert:
∂∆q×I
q ◦

�
Cq(i

∆q

1 )− Cq(i∆q

0 )− h∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q

�
= 0,also �

Cq(i
∆q

1 )− Cq(i∆q

0 )− h∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q

�
(id∆q) ∈ ker(∂∆q×I

q )

= Zq(∆q × I)
= Bq(∆q × I),da ja ∆q × I konvex ist. Das heiÿt, es gibt ein ω ∈ Cq+1(∆q × I) mit�

Cq(i
∆q

1 )− Cq(i∆q

0 )− h∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q

�
(id∆q) = ∂

∆q×I
q+1 (ω).Wir �xieren dieses ω, und stellen die Gleihung noh etwas um:

∂
∆q×I
q+1 (ω) + (h

∆q

q−1 ◦ ∂q)(id∆q) = (Cq(i
∆q

1 )− Cq(i∆q

0 ))(id∆q)Wir wollen nun auh für h∆q
q die Homotopieeigenshaft haben, und setzen daher

h
∆q
q (id∆q) := ω. Wir erhalten (mit der ebenfalls geforderten Funktorialität, sieheoben):

hXq (σ) = Cq+1(σ × idI)(h
∆q
q (id∆q)) = Cq+1(σ × idI)(ω).Nah Konstruktion erfüllen die so konstruierten hXq die Funktorialitätsbedingungen,und h∆q

q erfüllt auh die Homotopiebedingung (bezüglih des Basissimplex id∆q :
∆q → ∆q). Es bleibt zu zeigen, dass auh die hXq die Homotopiebedingung

∀X ∈ obj(Top) : ∂X×I
q+1 ◦ hXq + hXq−1 ◦ ∂Xq = Cq(i

X
1 )− Cq(iX0 )erfüllen. Dies rehnen wir �brutal� nah, unter Verwendung aller bisherigen Funk-torialitätseigenshaften für ∂, Cq und hν (für ν ≤ q − 1).Für σ ∈ Sq(X), also σ : ∆q → X, gilt:

(∂X×I
q+1 ◦ hXq + hXq−1 ◦ ∂Xq )(σ)

= ∂X×I
q+1 (hXq (σ)| {z }

=Cq+1(σ×idI)(h
∆q
q (id∆q ))

) + hXq−1(∂
X
q ( σ|{z}

=Cq(σ)(id∆q )

))

=
�
∂X×I
q+1 ◦ Cq+1(σ × idI) ◦ hXq

�
(id∆q) +

�
hXq−1 ◦ ∂Xq ◦ Cq(σ)

�
(id∆q)

=
�
Cq(σ × idI) ◦ ∂∆q×I

q+1 ◦ h∆q
q

�
(id∆q) +

�
hXq−1 ◦ Cq−1(σ) ◦ ∂∆q

q

�
(id∆q)

=
�
Cq(σ × idI) ◦ ∂∆q×I

q+1 ◦ h∆q
q

�
(id∆q) +

�
Cq(σ × idI) ◦ h∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q

�
(id∆q) 549



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
= Cq(σ × idI)

��
∂

∆q×I
q+1 ◦ h∆q

q + h
∆q

q−1 ◦ ∂∆q
q

�
(id∆q)

�
= Cq(σ × idI)

��
Cq(i

∆q

1 )− Cq(i∆q

0 )
�

(id∆q)
�

=
�
Cq(σ × idI) ◦ Cq(i∆q

1 )− Cq(σ × idI) ◦ Cq(i∆q

0 )
�

(id∆q))

=
�
Cq(i

X
1 ) ◦ Cq(σ) +Cq(i

X
1 ) ◦ Cq(σ)

�
(id∆q)

=
�
Cq(i

X
1 )− Cq(iX0 )

�
(Cq(σ)(id∆q))

=
�
Cq(i

X
1 )− Cq(iX0 )

�
(σ)Es ist also

∂X×I
q+1 ◦ hXq + hXq−1 ◦ ∂Xq = Cq(i

X
1 )− Cq(iX0 )auf Sq(X), und mit linearer Fortsetzung auh auf Cq(X,R). Es hat also auh hXqdie Homotopieeigenshaft, für X ∈ Top, wodurh unsere induktive Konstruktionfunktioniert.Hier noh das Diagramm dazu:

Cq+1(∆q) Cq(∆q) Cq−1(∆q)

Cq+1(∆q × I) Cq(∆q × I) Cq−1(∆q × I)

Cq+1(X) Cq(X) Cq−1(X)

Cq+1(X × I) Cq(X × I) Cq−1(X × I)

∂
∆q
q

∂
∆q×I

q+1

∂X
q

∂X×I
q+1

h
∆q
q h

∆q
q−1

hX
q hX

q−1

Cq(i
∆q
• )

Cq(i
∆q
• )

Cq(σ) Cq−1(σ)

Cq+1(σ×idI ) Cq(σ×idI)

∂
∆q
q+1

∂
∆q×I

q+2

∂X
q+1

∂X×I
q+2

∂
∆q
q−1

∂
∆q×I
q

∂X
q−1

∂X×I
q

Cq−1(i
∆q
• )

Cq−1(i
∆q
• )

Cq+1(i
∆q
• )

Cq+1(i
∆q
• )

Cq+1(σ)

Cq−1(σ×idI)

Dabei sind jeweils alle Parallelogramme mit senkrehten (gebogenen) Seiten kommutativ.Illustrationen und Anwendungen der Homologie: Fortsetzbarkeit stetigerAbbildungen und asphärishe RäumeSei Sn =
�
x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1

© die n-Sphäre im Rn+1, En+1 =
�
x ∈ Rn+1 | ‖x‖ ≤ 1

©
Sn die Vollkugel. (O�enbar ist ∂(En+1) = Sn.)

En+1 Sei X topologisher Raum (beliebig), f : Sn → X beliebig.Frage. Wann ist f auf En+1 und damit auf ganz Rn+1 fortsetzbar? D.h. wann existiert
f̂ : En+1 → X stetig, mit f̂ |Sn = f?
550



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienSatz 8.2.7. Sei X 6= ∅ topologisher Raum, f : Sn → X stetig.Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) Es gibt eine stetige Abbildung f̂ : En+1 → X mit f̂ |Sn = f(2) Es existiert ein x0 ∈ X, so dass f ∼htp constS
n

x0
.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei f mittels f̂ : En+1 → X stetig fortsetzbar. Betrahte die Abbildung

F : Sn × I −→ X

(t, b) 7−→ f̂(t · b)(o�enbar wohlde�niert, weil ‖t · b‖ = t · ‖b‖ = t ≤ 1). F ist stetig, mit F (b, 0) =
f̂(0) =: x0 und F (b, 1) = f̂(b) = f(b). Das heiÿt, F ist Homotopieabbildungzwishen constS1

x0
und f , also ist constS1

x0
∼htp f .(2) ⇒ (1): Sei f : Sn → X nullhomotop, d.h. F : Sn × I → X mit F (�, 0) = constx0und F (�, 1) = f für ein x0 ∈ X. Dann haben wir die Abbildung

ϕ : En+1 \ {0} −→ Sn × (0, 1]

a 7−→
�
a

‖a‖ , ‖a‖
�
,welhe stetig ist, sogar ein Homöomorphismus mit der Inversen

ϕ−1 : Sn × (0, 1] −→ En+1 \ {0}
(b, t) 7−→ t · bBetrahte nun die Komposition

En+1 \ {0} ∼−−→
ϕ

Sn × (0, 1] ⊆ Sn × I F−−→ X,

F̂mit F̂ (0) := x0.Wir erhalten F̂ : En+1 → X, stetig auf En+1 \ {0}. Dabei ist für b ∈ Sn
F̂ (b) = F (b, 1) = f(b),also ist F̂ zumindest in Ens eine Erweiterung von f auf En+1. Es bleibt zu zeigen,dass F̂ auh stetig ist in 0 ∈ En+1.Sei U ∈ Off(X) mit x0 ∈ U . (Wir müssen zeigen: ∃ε > 0 : Bε(0) ⊆ F̂−1(U).) Es istnun F (Sn × {0}) = {x0} ⊆ U , also Sn × {0} ⊆ F−1(U) ∈ Off(Sn × I).

551



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDabei ist Sn ∼= Sn×{0} kompakt, wir können es also überdeken mit einer endlihenAnzahl o�ener Mengen der Form (Bε(b) ∩ Sn) × [0, δ), welhe jeweils in F−1(U)liegen:
Sn × {0} ⊆

r[
i=1

((Bεi
(bi) ∩ Sn)× [0, δi)) ⊆ F−1(U)Wähle ε := mini δi, und erhalte Sn × [0, ε) ⊆ F−1(U), also

F̂ (Bε(0) \ {0}) ⊆ F (Sn × [0, ε)) ⊆ U,sowie F̂ (0) = x0 ∈ U . Damit ist Bε(0) ⊆ F̂−1(U), also ist F̂ auh global stetigeErweiterung von f .Korollar. Sei f : Sn → X stetig fortsetzbar auf En+1. Dann ist
Hq(f) = 0 für alle q ≥ 1.Beweis. Der Satz gibt uns f ∼htp constx0 für ein x0 ∈ X, und damitHq(f) = Hq(constx0) :

Hq(S
n)→ Hq(X). Wir haben dabei ja das Diagramm:

Sn X,

{x0}

f

constx0

p iwelhes kommutativ im unteren Dreiek ist (constx0 = i ◦ p). Dies liefert uns für dieHomologie:
Hq(S

n, R) Hq(X,R),

Hq({x0} , R)

Hq(f)=Hq(constx0 )

Hq(p) Hq(i)Dabei ist bekanntlih Hq({x0} , R) = (0) für q ≥ 1, also auh Hq(i) = Hq(p) = 0, also
Hq(f) = 0.Bemerkung. Dies (Hq(f) = 0 für q ≥ 1) ist also eine notwendige Bedingung für dieFortsetzbarkeit von f : Sn → X auf Rn+1.De�nition 8.37. Sei X ∈ obj(Top). X heiÿt asphärish, falls für alle n ∈ N und alle
(f : Sn → X) ∈ Mor(Top) ein (f̂ : En+1 → X) ∈ Mor(Top) existiert mit f̂ |Sn = f .Bemerkung. Ein Raum ist also asphärish, falls sih alle Abbildungen von Sphären nah
X auf die jeweilige Vollkugel fortsetzen lassen.
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienSatz 8.2.8. Sphären sind niht asphärish.Beweis.
n = 0: Hier haben wir S0 = {−1,+1} und E1 = [−1, 1] ⊆ R. Die Identität S0 id

S0−−−→ S0ist (wie jede Abbildung zwishen S0 und S0) stetig. Aber idS0 ist niht stetig auf
E1 fortsetzbar, weil E1 zusammenhängend ist und damit auh f̂(E1) zusammen-hängend sein müsste, und damit niht ganz S0 sein kann.

n ≥ 1 Betrahte idSn : Sn → Sn. Angenommen, idnS wäre auf En+1 fortsetzbar. NahSatz 8.2.7 wäre dann für q ≥ 1

idH1(Sn,R) = Hq(idSn) = Hq(constx0) = 0,also Hq(S
n, R) = (0) für q ≥ 0. Es gilt nun aber

Hq(S
n,Z) ∼=

(
Z q ∈ {0, n}
(0) sonst(siehe später). Dies ist ein Widerspruh zu Z 6= (0).Satz 8.2.9. (Browersher Fixpunktsatz)Sei n ≥ 1 und f : En → En stetige Abbildung. Dann hat f einenFixpunkt, d.h.

∃a ∈ En : f(a) = aBeweis. Nehmen wir an, wir hätten ein f : En → En ohne Fixpunkt, also
∀x ∈ En : x 6= f(x).Dann gibt es ja für jedes x ∈ En die Halbgerade

h(f(x), x) := {(1− t) · f(x) + t · x | t > 0} ⊆ Rn,welhe f(x) und x verbindet. D.h. es ist h(f(x), x)∩Sn−1 = {r(x)}, und r(x) ist eindeutig b

x

b

f(x)

b

r(x)aus f(x) und x bestimmt, durh die Gleihung ‖(1− tr) · f(x) + tr · x‖ = 1. Das sogewonnene r : En → Sn−1 ist stetig und es ist r|Sn−1(b) = b, d.h. r|Sn−1 = idSn−1 .Es ist also r eine stetige Fortsetzung von idSn−1 auf En, eine solhe existiert aber niht(siehe Beweis von Satz 8.2.8).Damit muss unsere Annahme falsh gewesen sein, f hat mindestens einen Fixpunkt.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.2.10. Sei X ⊆ Rn ein x0-Sterngebiet. Dann ist X asphärish.Beweis. Sei f : Sn → X stetig, n ≥ 1 (für n = 0 ist das trivial). Wir betrahten wiederdie Verkettung
(x, t) f(x, t)

En+1 \ {0} Sn × (0, 1] X × (0, 1] X × I X

a
�

a
‖a‖ , ‖a‖

�
(x, t) (1− t) · x0 + t · x

f×id

incl g

Wir de�nieren nun f̂ : En+1 durh
f̂(a) =

8<:g �f( a
‖a‖ ), ‖a‖

�
a 6= 0

x0 sonst
=

8<:(1− ‖a‖) · x0 + ‖a‖ · f( a
‖a‖) a 6= 0

x0 sonstDurh Nahrehnen (Grezwertbetrahtung) sieht man, dass f̂ auh in x0, also global,stetig ist, und es ist
f̂ |Sn(b) = (1− 1) · x0 + 1 · f(

b

1
) = f(b),also f̂ |Sn = f . Es ist also f stetig auf En+1 fortsetzbar, und X ist asphärish.Fazit. Wir haben jetzt also insgesamt folgende Implikationen:konvex⇒ Sterngebiet⇒ asphärishund kontrahierbar ⇒ azyklish.Frage. Gibt es Verbindungen zwishen den beiden Zeilen, gilt etwa eine der folgendenImplikationen?(1) X kontrahierbar ⇒ X asphärish?(2) X asphärish ⇒ X kontrahierbar?Beispiel 8.2.14. Ein Gegenbeispiel für die zweite Implikation ist die Sinuskurve derTopologen:

X :=
§�
x,

1

sinx

� ����x ∈ (0, 1]
ª
∪ {0, 1} × [0, 1] ∪

§�
x,

3

2
−
����x− 1

2

����� ����x ∈ [0, 1]
ª

X ist zwar asphärish (d.h. jede stetige Funktion von der Sphäre nah X lässt sih aufdie Vollkugel fortsetzen), aber X ist niht kontrahierbar (Übungsaufgabe).554



8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienSatz 8.2.11. Sei X ∈ obj(Top) kontrahierbar. Dann ist X asphä-rish.Beweis-idee. X kontrahierbar ⇒ idX ∼htp constXx0
, d.h. ∃F : X × I → X mit F (�, 0) =

constx0 und F (�, 1) = idX .Wir basteln uns dann zu f : Sn → X durh Verkettung
f̂ : En+1 \ {0} ∼−−→ Sn × (0, 1]

f×incl−−−−−→ X × I F−−→ X(mit Ergänzung f̂(0) := x0), analog wie früher.Satz 8.2.12. Sei X ein asphärisher topologisher Raum. Dann ist
X auh azyklish, d.h. H̃q(X,R) = (0) für alle q ∈ Z, bzw.

Hq(X,R) = δq0 · R =

(
R q = 0

(0) q 6= 0Beweis.
. . . Cq(X) Cq−1(X) . . . C1(X) C0(X) R (0) . . .

. . . Cq(X) Cq−1(X) . . . C1(X) C0(X) R (0) . . .

∂q+1 ∂q ∂q−1 ∂2 ∂1 ∂̃0=ε0 ∂̃−1=0

∂q+1 ∂q ∂q−1 ∂2 ∂1 ∂̃0=ε0 ∂̃−1=0

hq−1 h0 h−1=η h−2=0Wir wollen zeigen, dass id• ∼htp 0• ist, müssen also eine Kettenhomotopie h• konstruieren.Wir wissen, dass es ein η : R → C0(X) gibt mit ε0 ◦ η = id (etwa mit einem �xier-tem x0 ∈ X die Abbildung mit η(r) := r · x0). Wir setzen h−1 := η und prüfen dieHomotopieeigenshaft:
ε0 ◦ h−1 + h−2 ◦ ∂̃−1| {z }

=0◦0

= ε0 ◦ η = idRDies passt also.Nun konstruieren wir iterativ hq mit Hilfe von hq−1. Für σ ∈ Sq(X) brauhen wir
hq(σ) ∈ Cq+1(X,R), noh besser sogar hq(σ) ∈ Sq+1(X). Wir wollen also hq(σ) : ∆q+1 →
X als singuläres Simplex haben.Nun ist aber ∆q+1 homöomorph zu Eq+1 ⊆ Rq+1, durh eine geeignete Transformation
ϕ : ∆q+1

∼−−→ Eq+1. Dabei geht ∂(∆q+1) in ∂(Eq+1) = Sq über.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungHaben wir nun eine stetige Abbildung σ̃ : ∂(∆q+1) → X, lässt sih diese damit, weil
X asphärish ist, auf ∆q+1 fortsetzen:

∂(∆q+1) ∆q+1

∆q Sq Eq+1

X

⊆

∼ ϕ|... ∼ϕ

⊆

σ̃

σ̃′
Ò̃σ′ ϕ ◦ Ò̃σ′

F i
q+1

Dabei ist Ò̃σ′ eine Fortsetzung von σ̃′ = σ ◦ (ϕ|−1
... , welhe ja existiert, da X asphärish ist.Nun müssen wir noh ein geeignetes σ̃ �nden. Dazu beobahten wir, dass ja

∂(∆q+1) =
q+1[
i=0

F iq+1(∆q)ist, mit den Einbettungen F iq+1 : ∆q → ∂(∆q+1).Nun de�nieren wir
σ̃ ◦ F iq+1 :=

(
σ i = 0

hq−1(σ ◦ F i−1
q ) i > 0Diese De�nitionen sind miteinander verträglih, denn es ist ja (für j ≤ i):

F iq+1 ◦ F jq = F jq+1 ◦ F i−1
qund

F iq+1(∆q) ∩ F jq+1(∆q) = (F iq+1 ◦ F jq )(∆q−1)

= (F jq+1 ◦ F i−1
q )(∆q)Damit stimmen σ̃◦F iq+1 und σ̃◦F jq+1 auf ihrem gemeinsamen De�nitionsbereih überein.Damit ist σ′ : ∂(∆q+1)→ X eindeutig de�niert, und besitzt gemäÿ obiger Überlegungeine Fortsetzung

hq(σ) := ϕ ◦ Ò̃σ′ : ∆q+1 → X,wobei also hq(σ)|∂(∆q) = σ̃ ist, und damit:
Hq(σ) ◦ F iq+1 = σ̃ ◦ F iq+1 =

(
σ i = 0

hq−1(σ ◦ F i−1
q ) i > 0
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8.2 (Ko-)Homologie mit allg. Koe�zienten, HomotopiekategorienWir haben wir also eine Abbildung
hq : Sq(X) −→ Sq+1(X)

σ 7−→ ϕ ◦ Ò̃σ′,welhe sih jetzt natürlih linear fortsetzen lässt:
hq : Cq(X,R) −→ Cq+1(X)Überprüfen wir nun die Homotopie-Bedingung. Für σ ∈ Sq(X) gilt

(∂q+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂q)(σ) = ∂q+1(hq(σ)) + hq−1(∂q(σ))

=
q+1X
i=0

(−1)i · (hq(σ) ◦ F iq+1) +
qX
j=0

(−1)jhq−1(σ ◦ F jq )Einsetzen der De�nition von hq(σ) liefert
= σ +

qX
j=0

(−1)j+1 ·
�
hq−1(σ ◦ F jq )− hq−1(σ ◦ F jq )

�
= σ,es ist also wirklih

∂q+1 ◦ hq + hq−1 ◦ ∂q = idCq(X)
,für alle q ∈ Z.Bemerkung 1. Ist X asphärisher topologisher Raum, so ist Xauh wegezusammenhängend.Beweis. Seien x1 und x2 ∈ X. Dann haben wir die stetige Abbildung

f : S0 = {−1,+1} −→ X,

−1 7→ x1

1 7→ x2und f ist (weil X asphärish ist) fortsetzbar zu f̂ : [−1, 1]→ X. Daraus erhält man mit
γ(t) := f̂(2t− 1) einen Weg γ : [0, 1]→ X von x1 nah x2.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBemerkung 2. Ist X asphärish, so ist X einfah-zusammenhängend, d.h. Π1(X,x0) = (0).Beweis. Sei [0, 1]�0 = 1
∼= S1 γ−→ X ein beliebiger geshlossener Weg in X, γ((1, 0)) =

x0. Dann existiert eine stetige Fortsetzung γ̂ : E2 → X. Da E2 auf jeden seiner Punktekontrahierbar ist, liefert die Kontraktionshomotopie für γ̂ eine Homotopie γ ∼htp constx0 .Damit ist Π(X,x0) = (0).De�nition 8.38. Sei (X, d) metrisher Raum, wegezusammenhängend, dann heiÿtW (X, d)

W (X, d) := C([0, 1],X)die Wegemenge von X. Dann erhalten wir eine Metrik d∗ auf W (X) durh
d∗(γ1, γ2) := sup {d(γ1(t), γ2(t) | t ∈ [0, 1]}In (W (X), d∗) liegt für x0 ∈ X der Unterraum

L1(X,X0) = L(X,X0) := {γ ∈W (X) | γ(0) = γ(1)} ,der Shleifenraum von X bezüglih x0. Die (erste) Homotopiegruppe davon
Π2(X,x0) := Π1(L(X,x0), const1 := constx0)nennen wir die zweite Homotopiegruppe von X bezüglih x0.Induktiv erhalten wir die höheren Homotopiegruppen:

constn := constconstn−1 : Ln−1(X,X0)→ Ln−1(X,X0)

Ln := L(Ln−1(X,X0)),

Πn+1(X,x0) := Π1(L
n(X,X0), constn)Bemerkung. Diese De�nition lässt sih so leider niht einfah auf beliebige topologishe(niht-metrishe) Räume ausdehnen, weil man dort ja niht einfah eine Topologie aufder Wege- bzw. Shleifenmenge erhält.8.3 Exakte HomologiesequenzenDe�nition 8.39. Sei R ein Ring, Comp

R
wie üblih die Kategorie der Kettenkomplexevon R-Moduln.Sei (C•, ∂•) ∈ obj(Comp

R
) ein Kettenkomplex. Ein Unterkomplex von (C•, ∂•) istein Komplex (D•, δ•) mit ∀q ∈ Z:

• Dq ⊆ Cq (als R-Untermodul)
• ∂q|Dq = δq558



8.3 Exakte HomologiesequenzenWir shreiben auh (D•, δ•) ⊆ (C•, ∂•). ⊆Hier das (kommutative) Diagramm dazu:
Cq Cq−1

Dq Dq−1

∂q

δq

⊆ ⊆De�nition 8.40. Seien (D•, δ•) ⊆ (C•, ∂•) zwei Komplexe. Dann bezeihnen wir C•�D•

C•�D• :=

�
. . .→ Cq�Dq

∂̃q−−→ Cq−1�Dq−1
→ . . .

�mit ∂̃q([ξ]Dq) := [∂q(ξ)]Dq−1 als den Quotientenkomplex von C• nah D•.Man erhält hier zwei komponierbare Morphismen in Comp
R
:

0•
0−→ D•

i•−−→ C•
π•−−→ C•�D•

0−→ 0•De�nition 8.41. Sei (C ′
•, ∂

′
•)

f•−−→ (C•, ∂•) Morphismus in Comp
R
, d.h. für alle q ∈ Zdas Diagramm

C ′
q Cq

C ′
q−1 Cq−1

fq

∂′q ∂q

fq−1kommutativ. Dann haben wir ja jeweils ker fq
iq−֒−→ C ′

q, mit δ′q = ∂′q|ker fq : ker fq →
ker fq−1, und erhalten den Kernkomplex (ker f•, δ′•) von f•. Analog erhalten wirden Bildkomplex (im f•, δ• = ∂•|im f•) und den Kokern-Komplex (coker f•, ∂̃•) =
C•�im f•.Bemerkung. Auh dazu ein kommutatives Diagramm:

0 ker fq C ′
q im fq Cq coker fq 0

0 ker fq−1 C ′
q−1 im fq−1 Cq−1 coker fq−1 0

iq

⊆

fq jq

⊆

πq

iq−1

⊆

fq−1 jq−1

⊆

πq−1

δ′q ∂′q δq ∂q ∂̃q

Die Zeilen sind (auÿer bei im f•) exakt. 559



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungLemma. (Shlangenlemma)Sei R ein Ring, und sei ein kommutatives Diagramm von R-Moduln
A B C 0

0 A′ B′ C ′

f g

f ′ g′
α β γgegeben, mit exakten Zeilen (d.h. insbesondere g surjektiv, f ′ injektiv).Dann gilt:(1) f(kerα) ⊆ ker β und g(ker β) ⊆ ker γ), und die eingeshränkteSequenz

kerα
f |ker α−−−−→ ker β

g|ker β−−−−→ ker γist an der Stelle ker β exakt.(2) Es ist f ′(imα) ⊆ imβ, g′(im(β)) ⊆ im(γ) und die induzierteKokern-Folge
A′

�imα = cokerα
ef ′−−→ B′

�imβ = coker β
eg′−−→ C ′

�im γ = coker γist ebenfalls exakt.(3) Es existiert ein δ ∈ HomR(ker γ, cokerα), so dass die Folge
kerα

f |...−−−→ ker β
g|...−−−→ ker γ

δ−→ cokerα
ef ′−−→ coker β

eg′−−→ coker γexakt ist.Bemerkung. Hier noh einmal das komplette Diagramm, mit allen durh das Lemmagegebenen Morphismen: 0 0 0

kerα ker β ker γ

A B C 0

0 A′ B′ C ′

cokerα coker β coker γ

0 0 0

f |... g|...

f g

f ′ g′ef ′ eg′
δ

δ

α β γ

Das Diagramm ist exakt in Zeilen und Spalten. Man sieht auh, warum das Lemma560



8.3 Exakte HomologiesequenzenShlangenlemma genannt wird.De�nition 8.42. Der Homomorphismus δ : ker γ → cokerα heiÿt der Verbindungs-homomorphismus oder auh Bokstein-Operator des Diagrammes.Beweis. Der Beweis gestaltet sih als routinemäÿige Diagrammjagd. Wir geben Teiledavon an, der Rest ist Übungsaufgabe.(1) Sei a ∈ ker(α), also
α(a) = 0.

⇒ f ′(α(a)) = 0

⇒ β(f(α)) = 0

⇒ f(α) ∈ ker βDie Inklusion g(ker β) ⊆ ker(γ) geht analog. Die Folge
kerα

f |...−−−→ ker β
g|...−−−→ ker γist also wohlde�niert, g ◦ f = 0 gilt sowieso.Sei b ∈ ker(β) mit g(b) = 0. Da die Folge A → B → C exakt war, ist b = f(a) fürein a ∈ A, also 0 = β(b) = β(f(a)) = f ′(α(a)). Da f ′ ein Monomorphismus ist, istdamit α(a) = 0, also a ∈ kerα, also b ∈ f(kerα). Damit ist die Folge auh an ker(β)exakt.(2) Sei α(a) ∈ im(α), mit a ∈ A. Dann ist f ′(α(a)) = β(f(a)) ∈ im(β), also f ′(imα) ⊆

imβ. Die Inklusion g′(im β) ⊆ im γ geht analog. Wir haben also
imα imβ im γ

A′ B′ C ′

cokerα coker β coker γ

f ′|... g′|...

f ′ g′ef ′ eg′

⊆ ⊆ ⊆

Hierbei sind Üf ′ und Üg′ nah den vorherigen Überlegungen wohlde�niert, und es istnatürlih Üg′ ◦ Üf ′ = 0, weil g′ ◦ f ′ = 0. Sei nun [b′]imβ ∈ kerÜg′ (b′ ∈ B′). Das heiÿt, esist Üg′([b′]imβ) = [0]im γ

⇒ g′(b′) ∈ im(γ)

⇒ g′(b′) = γ(c) (mit einem c ∈ C)
= γ(g(b)) (mit einem b ∈ B, weil g surjektiv)

g′(b′) = g′(β(b)) 561



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
⇒ g′(b′ − β(b)) = 0

⇒ b′ − β(b) ∈ ker g′ = im f

⇒ b′ − β(b) = f ′(a′) (mit einem a′ ∈ A)
⇒ [b′]im β = [f ′(a′)]imβ

= Üf ′([a′]) ∈ im Üf ′.Es ist also auh kerÜg′ ⊆ im Üf ′, also die coker-Folge exakt.(3) Nun wollen wir δ konstruieren. Sei c ∈ ker(γ), also γ(c) = 0. Weil g surjektiv ist, ist
c = g(b) mit einem b ∈ B.

⇒ 0 = γ(c)

= γ(g(b))

= g′(β(b))

⇒ β(b) ∈ ker g′ = im f ′

⇒ β(b) = f ′(a′) (mit einem a′ ∈ A′.)Wir können nun �de�nieren�:
δ(c) := [a′]imα ∈ coker(α)Damit das wohlde�niert wird, muss noh die Unabhängigkeit von der Wahl von

a′ und b nahgewiesen werden. Seien also c = g(b1) = g(b2) und β(b1) = f ′(a′1),
β(b2) = f ′(a′2). (Wir müssen zeigen, dass dann [a′1]imα = [a′2]imα ist.)

⇒ g(b1 − b2) = 0Nun ist A→ B → C exakt, also
⇒ b1 − b2 ∈ im(f)

⇒ b1 − b2 = f(a) (mit a ∈ A)
⇒ β(b1)− β(b2) = β(f(a))

⇒ f ′(a′1)− f ′(a′2) = f ′(α(a))

⇒ f ′(a′1 − a′2) = f ′(α(a))

⇒ a′1 − a′2 = α(a) (weil f ′ Monomorphismus ist)
⇒ [a1]imα − [a2]imα = [0]imα

⇒ [a1]imα = [a2]imαDie Wohlde�niertheit ist also gezeigt. Dass δ ein Homomorphismus wird, ist dannauh klar (alle Shritte, die gemaht wurden, sind R-linear). Es bleibt die Exaktheitder Folge
kerα

f |...−−−→ ker β
g|...−−−→ ker γ

δ−→ cokerα
ef ′−−→ coker β

eg′−−→ coker γan den Stellen ker γ und cokerα zu zeigen.562



8.3 Exakte Homologiesequenzen(a) Sei b ∈ ker(β). Dann ist (δ ◦ g|...)(b) = δ(g(b)) = [a′] mit einem a′ ∈ A′, so dass
β(b) = f ′(a′) ist. Nun ist aber β(b) = 0, also a′ ∈ ker(f ′) = (0), also a′ = 0. Wirhaben also δ ◦ g|... = 0.Sei umgekehrt c ∈ ker(δ) ⊆ ker(γ). Dann ist c = g(b) (mit einem b ∈ B, weil gEpimorphismus), und β(b) = f ′(a′) mit [a′]imα = δ(c) = 0. Folglih ist a′ ∈ imα,etwa a′ = α(a) für ein a ∈ A. Das heiÿt, es ist

β(b) = f ′(a′) = f ′(α(a)) = β(f(a)).Anders formuliert: β(b− f(a)) = 0, also b− f(a) ∈ ker(β). Zurük zu c:
c = g(b) = − g(f(a))| {z }

0

+g(b) = g(b− f(a)) ∈ im(g|ker(β)).Es ist also auh ker(δ) ⊆ im(g|ker β).(b) Die Exaktheit bei cokerα veri�ziert man analog (Übungsaufgabe).Bemerkung. Falls f auh injektiv und g′ surjektiv ist, haben wir die etwas längere exakteFolge:
0→ kerα →֒ kerβ → ker γ → cokerα→ coker β ։ coker γ → 0Satz 8.3.1. (Die Existenz exakter (Ko)Homologiesequenzen)Sei R ein Ring,

0→ C ′
•

f•−−→ C•
g•−−→ C ′′

• → 0eine (kurze) exakte Folge von R-Kettenkomplexen (in Comp
R
), d.h.

0 C ′
q Cq C ′′

q 0

0 C ′
q−1 Cq−1 C ′′

q−1 0

fq gq

fq−1 gq−1
∂′q ∂q ∂′′q

als (unendlihes) Diagramm mit lauter exakten Zeilen.Dann existiert eine (unendlih) lange exakte Sequenz in der Homologieder Form . . .

Hq(C
′
•) Hq(C•) Hq(C

′′
• )

Hq−1(C
′
•) Hq−1(C•) Hq−1(C

′′
• )

. . .

δq+1

Hq(f•) Hq(g•)

δq

Hq−1(f•) Hq−1(g•)

δq−1mit geeigneten (sogar funktoriellen) Verbindungshomomorphismen
(δq)q∈Z. 563



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDe�nition 8.43. Wir nennen die hier konstruierte lange exakte Sequenz
EHF(0→ C ′

• → C• → C ′′
• → 0) :=

0BBBBBBBB�
. . .

Hq(C
′
•) Hq(C•) Hq(C

′′
• )

Hq−1(C
′
•) Hq−1(C•) Hq−1(C

′′
• )

. . .

δq+1

Hq(f•) Hq(g•)

δq

Hq−1(f•) Hq−1(g•)

δq−1

1CCCCCCCCAdie exakte Homologiefolge oder auh exakte Homologiesequenz der kurzen exaktenFolge der Kettenkomplexe 0→ C ′
• → C• → C ′′

• → 0.Beweis. Zu den Kettenkomplexen 0 → C ′
• → C• → C ′′

• → 0 gibt es die Zyklen Z ′
q =

ker(∂′q), Zq, Zq , sowie die Ränder B′
q = im(∂′q), Bq und B′′

q . Diese induzieren (für q ∈ Z)ein kommutatives Diagramm:
C ′
q�B′

q

Cq�Bq
C ′′
q�B′′

q
0

0 Z ′
q−1 Zq−1 Z ′′

q−1

Üfq Ügq

fq−1|... gq−1|...
Ü∂′q Ü∂q Ü∂′′qAuf dieses Diagramm können wir das Shlangenlemma anwenden. Dabei ist ker(f∂′q) =

Z ′
q�B′

q
= Hq, und coker(f∂′q) = Z ′

q−1�B′
q−1

= Hq−1, analog für f∂q und ß∂q−1. Das heiÿt,wir haben jetzt:
0 0 0

Hq(C
′
•) Hq(C•) Hq(C

′′
• )

C ′
q�B′

q

Cq�Bq
C ′′
q�B′′

q
0

0 Z ′
q−1 Z ′

q−1 Z ′′
q−1

H ′
q−1(C•) Hq−1(C•) Hq−1(C

′′
• )

0 0 0

Hq(f•) Hq(g•)Üfq Ügq

fq−1|... gq−1|...

Hq−1(f•) Hq−1(g•)

δq

δq

Ü∂′q Ü∂q Ü∂′′q
Dabei ist δq der Verbindungshomomorphismus, welhen das Shlangenlemma liefert. Esliefert auh für q ∈ Z jeweils die exakte ker-coker-Sequenz:

Hq(C
′
•)→ Hq(C•)→ Hq(C

′′
• )

δq−−→ Hq−1(C
′
•)→ Hq(C•)→ Hq(C

′′
• ).564



8.3 Exakte HomologiesequenzenDurh Verkleben dieser Sequenzen erhalten wir unsere unendlihe exakte Homologiese-quenz :
. . .

Hq(C
′
•) Hq(C•) Hq(C

′′
• )

Hq−1(C
′
•) Hq−1(C•) Hq−1(C

′′
• )

. . .

δq+1

Hq(f•) Hq(g•)

δq

Hq−1(f•) Hq−1(g•)

δq−1Damit ist die Existenz einer exakten Homologie-Folge, mit gewissen (exakt konstruierten)Verbindungshomomorphismen, bewiesen.Zur Funktorialität: Seien zwei kurze exakte Folgen in Comp
C
gegeben, mit Morphis-men, so dass das folgende Diagramm (mit exakten Zeilen) kommutiert:

0 C ′
• C• C ′′

• 0

0 D′
• D• D′′

• 0

f• g•

ϕ• ψ•

α• β• γ•Dann haben wir das assoziierte Diagramm der exakten Homologiefolgen:
Hq(C

′
•) Hq(C•) Hq(C

′′
• )

Hq(D
′
•) Hq(D•) Hq(D

′′
• )

H ′
q−1(C

′
•) Hq−1(C•) Hq−1(C

′′
• )

H ′
q−1(D

′
•) Hq−1(D•) Hq−1(D

′′
• )

δq+1 Hq(f•) Hq(g•)

∆q+1 Hq(ϕ•) Hq(ψ•)

δq

∆q

Hq−1(f•) Hq−1(g•) δq−1

Hq(ϕ•) Hq(ψ•) ∆q−1

Hq(α•) Hq(β•) Hq(γ•)

Hq−1(α•) Hq−1(β•) Hq−1(γ•)Die Kommutativität in den Hq-Rehteken ist bekannt (da Hq ja ein Funktor ist). Es giltnun auh die Kommutativität in den δq-∆q-Rehteken:
Hq(C

′′
• ) Hq−1(C

′
•)

Hq(D
′′
• ) Hq−1(C

′
•)

δq

Hq(γ•) Hq−1(α•)

∆qDies ergibt sih aus der Konstruktion des Verbindungshomomorphismus im Shlangen-lemma.De�nition 8.44. Für eine Kategorie C (mit Nullobjekt, Kernen und Bildern, also demBegri� der exakten Sequenz) sei durh Ckex565



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
obj(Ckex) :=

8><>:0→ C ′ f−→ C
g−→ C ′′ → 0

�������� C,C ′, C ′′ ∈ obj(C),

f, g ∈ Mor(C), ker(g) = im(f),

ker(f) = 0, im(g) = C ′′

9>=>;und
Mor(Ckex) :=

8><>: 0→ C ′ → C → C ′′ → 0

0→ D′ → D → D′′ → 0

α β γ

������� α, β, γ ∈ Mor(C),das Diagramm ist kommutativ9>=>;die Kategorie Ckex der kurzen exakten Folgen in C sowie durh
obj(Ckex) :=

8><>:→Mq+1
fq+1−−−→Mq

fq−−→Mq−1 →

�������� ∀q ∈ Z : Mq ∈ obj(C),

fq ∈Mor(C),

ker(fq) = im(fq+1),

9>=>;und
Mor(Ckex) :=

8>><>>:→Mq
fq−−→Mq−1 →

→ Nq
gq−−→ Nq−1 →

ψq ψq−1

��������� ∀q ∈ Z : ψq ∈Mor(C),

gq ◦ ψq = ψq−1 ◦ fq

9>>=>>;die Kategorie Clex der langen exakten Folgen in C de�niert.Clex Bemerkung. Es ist Clex eine volle Unterkategorie von Comp
C
.Korollar. Die Abbildung

EHF : Comp
R

kex → ModR
lex

(0→ C ′
• → C• → C ′′

• → 0) 7→
�
→ Hq(C•′)→ Hq(C•)→ Hq(C

′′
• )

→Hq−1(C•′)→ Hq−1(C•)→

�
(α•, β•, γ•) 7→

� · · · ,Hq+1(γ•),Hq(α•),Hq(β•),

Hq(γ•),Hq−1(α•), . . .

�ist ein kovarianter Funktor.
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8.3 Exakte HomologiesequenzenSatz 8.3.2. Seien X ein topologisher Raum, R ein k+u-Ring. Danninduziert jede kurze exakte Folge
0→M ′ f−→M

g−→M ′′ → 0in ModR (d.h. jedes Objekt in Modkex
R ) eine lange exakte Homologie-folge

. . .

Hq(X,M
′) Hq(X,M) Hq(X,M

′′)

Hq−1(X,M
′) Hq−1(X,M) Hq−1(X,M

′′)

. . .

δq+1

Hq(id⊗f) Hq(id⊗g)
δq

Hq−1(id⊗f) Hq−1(id⊗g)
δq−1Beweis. Alle R-Moduln Cq(X) := Cq(X,R) sind ja freie R-Moduln (oder 0-Moduln).Daher ist die damit tensorierte Folge

0→ Cq(X)⊗RM ′ idCq(X) ⊗f−−−−−−−−→ Cq(X)⊗RM
idCq(X) ⊗g−−−−−−−→ Cq(X) ⊗RM ′′ → 0ebenfalls exakt, für alle q ∈ Z. Dies induziert eine exakte Folge von Kettenkomplexen

0→ C•(X)⊗M ′ id• ⊗f−−−−−→ C•(X)⊗M id• ⊗g−−−−→ C•(X)⊗M → 0,weil (∂q ⊗ idM ) ◦ (idCq ⊗f) = (idCq−1 ⊗f) ◦ (∂q ⊗ idM ′) (und analog für g). Satz 8.3.1liefert uns nun die im Satz erwähnte lange Homologiefolge, die exakte Homologiefolgevon X bezüglih der Koe�zientensequenz 0→M ′ →M →M ′′ → 0.Beispiel 8.3.1. Sei R ein Ring, a ∈ NNT(A), also die kurze Folge
0→ R

ha=�·a−−−−−→ R
π−→ R�(a)→ 0exakt. Dann ergibt sih die lange exakte Homologiefolge

. . .→ Hq(X,R)
Hq(id⊗ha)−−−−−−−−→ Hq(X,R)

Hq(id⊗π)−−−−−−−→ Hq

�
X,R�(a)

�
δq−−→ Hq−1(X,R)→ . . .Aus dieser langen Sequenz können wir nun mit Kokern und Kern eine kurze exakteSequenz abspalten:

0→ Hq(X,R)�a ·Hq(X,R) →֒ Hq

�
X,R�(a)

� δq−−−։ ker(ha) = Torsa (Hq−1(X,R))→ 0Dies liefert uns insgesamt:
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(1) Es gibt eine Einbettung
Hq(X,R)⊗R R�(a)

ψq−֒−→ Hq(X,R�(a)),mit cokerψq ∼= Torsa (Hq−1(X,R)).(2) Ist Hq−1 ohne a-Torsion, so ist
Hq(X,R)⊗R R�(a)

∼−−→ ψqHq(X,R�(a))(3) Sei R = Z. Wenn die Hi(X,Z) alle torsionsfrei (oder (0)) sind, dann gilt die folgendeÄquivalenz:
Hq(X,Z�pZ) = (0)∀p ∈ Prim(Z)⇐⇒ Hi(X,Z) ist sogar Q-Vektorraum.Der Beweis der letzten Behauptung ist Übungsaufgabe.Bemerkung. Satz 8.3.2 ist niht ohne weiteres auf die Kohomologie übertragbar, denn

0→ Cq(X)⊗M ′ id⊗f−−−−→ Cq(X)⊗M id⊗g−−−−→ Cq(X)⊗M ′′ → 0ist zwar weiterhin exakt, aber die dualisierte Folge
0→ (Cq(X)⊗M ′′)∗

(id⊗g)∗−−−−−−→ (Cq(X)⊗M)∗
(id⊗f)∗−−−−−−→ (Cq(X)⊗M ′)∗ → 0ist niht mehr exakt an der Stelle (Cq(X)⊗M ′)∗, d.h. (id⊗f)∗ ist i.a. niht mehr surjektiv.RaumpaareDe�nition 8.45. Sei X topologisher Raum, A ∈ P(X) topologisher Unterraum (even-tuell auh ∅). Dann heiÿt das Paar (X,A) ein topologishes Raumpaar (oder auhnur Raumpaar).Bemerkung. Raumpaare bilden eine Kategorie Top

2
durhTop

2

obj(Top
2
) = {(X,A) | (X,A) topol. Raumpaare}

HomTop
2
((X,A), (Y,B)) =

�
f : X → Y

��� f ∈ HomTop(X,Y ), f(A) ⊆ B
©De�nition 8.46. Zwei Raumpaare (X,A) und (Y,B) heiÿen homotopieäquivalent((X,A) ≈ (Y,B)), falls(1) ∃f : X → Y , stetig, mit f(A) ⊆ B,(2) ∃f : Y → X, stetig, mit g(B) ⊆ B,(3) g ◦ f ∼htp idX (in der Art, dass jeweils F (�, t)(A) ⊆ A für die Homotopie F gilt, füralle t ∈ [0, 1]).568



8.3 Exakte Homologiesequenzen(4) f ◦ g ∼htp idY (in der Art, dass jeweils G(�, t)(B) ⊆ B für die Homotopie G gilt, füralle t ∈ [0, 1]).Ziel. Konstruktion von Homologie-Funktoren auf Top
2
, und langen exakten Sequenzen,welhe diese involvieren.Bemerkung. Sei (X,A) Raumpaar. Dann kann

Sq(A)
iq−֒−→ Sq(X)als Inklusionspaar aufgefasst werden. Wir erhalten

Cq(A,R)
jq−֒−→ Cq(X,R)als Untermoduln bzw. R-Modul-Monomorphismus. Cq(A) ist dabei sogar direkter Sum-mand von Cq(X), da durh einen Teil der Basis erzeugt. Wir haben also die Standardse-quenz für Unter- und Faktormoduln:

0→ Cq(A)
jq−֒−→ Cq(X)

πq−−−։ Cq(X)�Cq(A)→ 0Dabei ist Cq(X)�Cq(A)
∼=

L
σ∈Sq(X)\Sq(A)

R · σ wieder freier Modul. Weil die Dualisierungmit ⊕ verträglih ist, ist die duale Folge
0→

�
Cq(X)�Cq(A)

�∗ π∗
q−֒−→ Cq(X)∗

j∗q−−−։ Cq(A)∗ebenfalls exakt und zerfallend.Die Randoperatoren ∂q : Cq(X,R) → Cq−1(X,R) respektieren die Untermoduln
C•(A,R), d.h. wir haben auh ∂q|Cq(A) : Cq(A,R)→ Cq−1(A,R).Damit erhalten wir den Unterkomplex C•(A,R), und beide zusammen induzieren denQuotientenkomplex C•(X,A) := C•(X,A,R) := C•(X,R)�C•(A,R): C•(X,A)

C•(X,A,R)
. . .→ Cq(X)�Cq(A)

Ü∂q−−→ Cq−1(X)�Cq−1(A)→ . . .De�nition 8.47. C•(X,A,R) heiÿt relativer Kettenkomplex des Raumpaares C•(X,A,R)
(X,A). Dessen Homologiegruppe

Hq(X,A,R) := Hq(C•(X,A,R),f∂•)heiÿt q-te relative Homologiegruppe des Raumpaares (X,A).Fazit. Sei (X,A) Raumpaar. Dann hat man die assoziierte kurze exakte Folge vonKettenkomplexen:
0→ C•(A,R)

C•(incl)−−−−−−→ C•(X,R)
C•(π)−−−−→ C•(X,A,R)→ 0
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.3.3. (Die lange exakte Homologiesequenz für Raumpaare)Sei (X,A) topologishes Raumpaar.(1) Dann induziert die assoziierte kurze exakte Folge von Kettenkom-plexen(∗) 0→ C•(A,R)
C•(incl)−−−−−−→ C•(X,R)

C•(π)−−−−→ C•(X,A,R)→ 0eine lange exakte Homologiesequenz der Form:
. . .

H̃q(A,R) H̃q(X,R) H̃q(X,A,R)

H̃q−1(A,R) H̃q−1(X,R) H̃q−1(X,A,R)

. . .

δq+1

H̃q(incl) H̃q(π)

δq

H̃q−1(incl) H̃q−1(π)

δq−1(2) Die zu (∗) duale Sequenz von Kettenkomplexen induziert die langeexakte Kohomologiesequenz:
. . .

Hq(X,A,R) Hq(X,R) Hq(A,R)

Hq+1(X,A,R) Hq+1(X,R) Hq+1(A,R)

. . .

δq+1

Hq(π∗) Hq(incl∗)

δq

Hq+1(π∗) Hq+1(incl∗)

δq−1Beweis. Vorbemerkungen und Satz 8.3.1.Bemerkung. Für Kohomologiefolgen shreibt man die Sequenz auh oft rükwärts:
. . .

Hq(A,R) Hq(X,R) Hq(X,A,R)

Hq−1(A,R) Hq−1(X,R) Hq−1(X,A,R)

. . .

δq+1

Hq(incl∗) Hq(π∗)

δq

Hq−1(incl∗) Hq−1(π∗)

δq−1Generelle Philosophie und Strategie in der Homologie-Theorie(1) Gegeben sei ein topologisher Raum X und ein Ring R. Gesuht ist H∗(X,R) (bzw.
H∗(X,R)).570



8.3 Exakte Homologiesequenzen(2) Idee: Finde ein A ⊆ X derart, dass H∗(A,R) bekannt oder gut berehenbar ist, und
H∗(A,X,R) beherrshbar wird.(3) Shlieÿe auf die algebraishe Struktur von Hq(X,R) (bzw. Hq(X,R)) mittels der lan-gen exakten (Ko-)Homologiesequenzen, etwa über Mayer-Vietories-Sequenzen oderAusshneidungssätze.�eh-Homologie bezüglih ÜberdekungenDe�nition 8.48. Sei R ein Ring, X topologisher Raum, U ⊆ P(X) \ {∅} eine Über-dekung von X durh Teilmengen (Unterräume), also X =

S
Z∈UZ. Die Überdekung Usei im folgenden �xiert.(1) Es sei SU

q

SU
q (X) := {σ ∈ Sq(X) | ∃Z ∈ U : σ(∆q) ⊆ Z} ⊆ Sq(X)(die Menge derjenigen singulären Simplies, die in je einer der Mengen von U liegen,also niht zu groÿ sind.)(2) Durh Linearkombinationen davon erhält man SU

q

CU
q (X) := FR(SU

q (X)) ⊆ Cq(X,R),sogar als direkter Summand (weil ein Teil der Basis verwendet wurde). Wie üblihsetzen wir CU
q (X,R) := (0) für q ≤ 0.(3) Eine Randabbildung ∂U

q : CU
q (X,R)→ CU

q−1(X,R) ergibt sih einfah als Einshrän- ∂U
qkung von ∂q.Bemerkung. O�ensihtlih ist ∂q(CU

q (X,R)) ⊆ CU
q−1(X,R), also ∂U

q so wohlde�niert.Damit wird (CU
• (X,R), ∂U

• ) ein Kettenkomplex (Objekt aus Comp
R
).De�nition 8.49.(4) (CU

• (X,R), ∂U
• ) heiÿt auh der �eh-Kettenkomplex von X zu U.(5) Der Modul HU

q (X,R)
HU
q (X,R) := Hq(C

U
• (X,R), ∂U

• )heiÿt q-ter �eh-Homologiemodul oder q-te �eh-Homologiegruppe von X be-züglih U.Bemerkung. Die Modulmonomorphismen CU
q (X,R)

iq−−→ Cq(X,R) (für q ∈ Z) sind mitden Randoperatoren verträglih, und liefern einen Morphismus in Comp
R

CU
• (X,R)

i•−−→ C•(X,R),welher seinerseits die kanonishen Homomorphismen (∀q ∈ Z)
HU
q (X,R)

Hq(i•)−−−−−→ Hq(X,R)in der Homologie induziert. 571



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.3.4. (Vergleihssatz für �eh-Homologie und singuläre Homo-logie)Sei X ein topologisher Raum, U eine Überdekung von X mit derEigenshaft
X =

[
Z∈U

Int(Z),(z.B. U eine o�ene Überdekung).Dann sind die Hq(i•) Isomorphismen:
HU
q

∼−−−−−→
Hq(i•)

Hq(X,R)Das heiÿt, es ist HU
q
∼= Hq(X,R) für alle q ∈ Z, die singuläre und die�eh-Homologie stimmen überein.De�nition 8.50. Eine solhe Überdekung U mit der im Satz genannten Eigenshaftheiÿt auh Ceh-Uberdekung��eh-Überdekung zweiter Art.Beweis-idee. Konstruiere für jeden topologishen Raum X einen Kettenmorphismus

SdX• : C•(X) −→ C•(X)

(SdXq : Cq(X) −→ Cq(X))sowie eine Shar (TXq )q∈Z von Operatoren
TXq : Cq(X) −→ Cq+1(X)auf funktorielle Weise, d.h.
Cq(X) Cq(X)

Cq−1(X) Cq−1(X)

SdX
q

∂X
q ∂X

q

SdX
q−1ist kommutativ für q ∈ Z (und X ∈ obj(Top)), und für alle f : X → Y ist auh

Cq(X) Cq(Y )

Cq(X) Cq(Y )

Cq(f)

SdX
q SdY

q

Cq(f)kommutativ. Für die Operatoren TXq sollen ebenfalls die entsprehenden Diagramme
Cq(X) Cq(Y )

Cq+1(X) Cq+1(Y )

Cq(f)

TX
q TY

q

Cq+1(f)572



8.3 Exakte Homologiesequenzenkommutieren.Wählt man für f nun ein singuläres Simplex σ : ∆q → X, erhalten wir aus diesenForderungen insbesondere
SdXq (σ) = Cq(σ)(Sd∆q

q (id∆q))

TX
q (σ) = Cq+1(σ)(T∆q

q (id∆q)).De�niere nun Sdq und Tq induktiv (für q < 0 ist shon Sdq = 0 und Tq = 0 klar) für
id∆q , woraus sih ja dann alle anderen Werte ergeben.(1) Sd∆0

0 (id∆0) := id∆0 und T∆0
0 (id∆0) = 0.(2) Für q ≥ 1 sei Bq :=

�
1
q+1 , · · · , 1

q+1

�
∈ ∆q das Baryzentrum (bzw. der Shwer- Bqpunkt) von ∆q, und Kq := KBq : Cq−1(∆q)→ Cq(∆q) die bekannte Kegelkonstruk-tion aus dem Beweis von Satz 8.1.6 (mit Spitze Bq). Dann de�nieren wir

Sd∆q
q (id∆q) := Kq

�
Sd

∆q

q−1(∂
∆q
q (id∆q))

�
∈ Cq(∆q)(3) Shlieÿlih sei noh

T∆q
q (id∆q) := Kq+1

�
id∆q − Sd∆q

q (id∆q)− T
∆q

q−1(∂
∆q
q (id∆q))

�
∈ Cq+1(∆q)

Sd
∆q
q unterteilt das Simplex ∆q in mehrere kleinere Simplies der gleihen Dimension(d.h. bildet id∆q auf die Summe seiner Teile ab), und heiÿt der erste baryzentrisheUnterteilungsoperator, und seine r-fahe Hintereinanderausführung (Sd

∆q
q )r heiÿt der

r-te baryzentrishe Unterteilungsoperator.Dabei sind die Summanden τ von (Sd
∆q
q )r(id∆q) kleinere (singuläre) Simplies, mit

diam (τ(∆q)) ≤
�

q

q + 1

�r
· diam(∆q)Lemma. Die iterative Konstruktion von SdXq und TXq (mit Funkto-rialität) liefert sofort:(1) ∂Xq ◦ SdXq = SdXq−1 ◦∂Xq(2) ∂Xq+1 ◦TX

q = idCq(X)− SdXq −TXq−1 ◦∂qBeweis. Übungsaufgabe.Aus (2) folgt sofort
∂Xq+1 ◦ TXq + TXq−1 ◦ ∂Xq = idCq(X)− SdXq , 573



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungd.h. (Tq)q∈Z vermittelt eine Kettenhomotopie für C•(X,R) zwishen id• und SdX• , in derHomologie gilt also
Hq(SdX• ) = idHq(X,R),folglih auh

Hq((SdX• )r) = idHq(X,R) .Korollar. Sei X ∈ SU∈UU eine o�ene Überdekung. Dann gilt:(1) Für alle [ξ] ∈ Hq(X,R) ist [ξ] =
�
Sdrq(ξ)

� für alle r ∈ N.(2) Für alle [ξ] ∈ Hq(X,R) existiert ein r ∈ N, so dass in der Darstel-lung von Sdrq(ξ) nur Simplies vorkommen, deren Bild in jeweilseiner der o�enen Mengen U ∈ U liegen.(3) Für [ξ] ∈ Hq(X,R) existiert ein r ∈ N, so dass Sdrq(ξ) ∈ ZU
q (X,R)liegt, also [Sdrq(ξ)] ∈ HU

q (X,R).(4) Der kanonishe Homomorphismus
HU
q (X,R)

Hq(incl)
−−−−−−−։ Hq(X,R)ist ein Epimorphismus.(5) Der kanonishe Homomorphismus

HU
q (X,R)

∼−−−−−−→
Hq(incl)

Hq(X,R)ist auh injektiv, also ein Isomorphismus.Beweis.(1) Klar.(2) Sei σ : ∆q → X ein singuläres q-Simplex. X ist überdekt durh U, also ist
∆q =

[
U∈U

σ−1(U) =
t[
i=1

σ−1(Ui),weil ∆q ja kompakt ist. Daher gibt es ein ε > 0, so dass
∀p ∈ ∆q : ∃ip ∈ {1, · · · , t} : Bε(p) ⊆ σ−1(Uip), σ(Bε(p)) ⊆ UipWegen � q

q+1

�r 0−−−−→
r→∞

können wir r groÿ genug wählen, so dass für jeden Punkt p von
∆q das entsprehende Teilsimplex in Bε(p) liegt, also dessen Bild in Uip .(3) ist eine Folgerung von (2).574



8.3 Exakte Homologiesequenzen(4) ist eine Folgerung von (3).(5) Zur Injektivität von α : HU
q (X,R)→ Hq(X,R).Sei 〈ξ〉 ∈ ker(α), d.h. 〈ξ〉 ∈ HU

q (X,R), (also ξ ∈ ZU
q (X,R) = Zq(X,R) ∩ CU

q (X,R),
∂qξ = 0) mit [ξ] = [0] in Hq(X,R). Dann ist

ξ ∈ im(∂Xq+1),etwa
ξ = ∂q+1(η) für ein η ∈ Cq+1(X,R)Nah (2) gibt es ein r ∈ N mit

Sdrq+1(η) ∈ CU
q+1(X,R)

Sd
=⇒

r

q (ξ) = Sdrq(∂q+1(η))

= ∂q(Sdrq(η))

∈ BU
q (X,R)

=
=⇒ 〈ξ〉 =

¬
Sdrq(ξ)

¶
=
¬
∂q(Sdrq+1(η))

¶
= 〈0〉Das heiÿt, es ist auh 〈ξ〉 = 〈0〉, also α wirklih injektiv.Korollar. Sei X topologisher Raum, U eine Überdekung mit
X =

[
Z∈U

Z =
[
Z∈U

Int(Z)Dann ist
HU
q (X,R)

α−→ Hq(X,R)wieder ein Isomorphismus.Beweis. Betrahte die zu U gehörende o�ene Überdekung Uo := {Int(Z) | Z ∈ U}.Dann haben wir ja das kommutative Diagramm aus kanonishen Abbildungen:
HUo

q (X,R) Hq(X,R)

HU
q (X,R)

∼
αo

β
α
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungHierbei ist αo nah dem vorherigen Korollar ein Isomorphismus, also α surjektiv und
β injektiv. Nah einer analogen Überlegung zu der im vorherigen Korollar ist auh βsurjektiv, also ein Isomorphismus. Damit ist α = β−1 ◦ αo ebenfalls ein Isomorphismus.Damit ist auh Satz 8.3.4 bewiesen.Mayer-Vietoris-SequenzenSei X ein topologisher Raum mit Überdekung U = {Z1, Z2}, so dass X = Int(Z1) ∪
Int(Z2). Dann sei

A1 := {σ ∈ Sq(X) | σ(∆q) ⊆ Z1}
A2 := {σ ∈ Sq(X) | σ(∆q) ⊆ Z2}Weiterhin haben wir ja

FR(A1) =
M

sigma∈A1

R · σ = Cq(Z1)

FR(A2) = Cq(Z2),

FR(A1 ∩A2) = Cq(Z1 ∩ Z2)

FR(A1 ∪A2) = C{Z1,Z2}
q (X)Dies liefert uns eine einfahe natürlihe exakte Sequenz:

σ (σ,−σ)

0 FR(A1 ∩A2) FR(A1)× FR(A2) FR(A1 ∪A2) 0

(σ1, σ2) σ1 + σ2Diese Sequenzen für alle q ∈ Z ergeben eine exakte Sequenz in Comp
R
(d.h. ein Objektin Compkex

R
):

0→ C•(Z1 ∩ Z2)→ C•(Z1)⊕ C•(Z2)→ CU
• (X,R)→ 0
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8.3 Exakte HomologiesequenzenSatz 8.3.5. (Existenz der einfahen Mayer-Vietoris-Sequenz)Sei X ein topologisher Raum mit Überdekung U = {Z1, Z2}, so dass
X = Int(Z1) ∪ Int(Z2). Dann existiert eine lange exakte Homologiefol-ge

. . .

H̃q(Z1 ∩ Z2) H̃q(Z1)⊕ H̃q(Z2) H̃q(X)

H̃q−1(Z1 ∩ Z2) H̃q−1(Z1)⊕ H̃q−1(Z2) H̃q−1(X)

. . .

δq+1

H̃q H̃q

δq

H̃q−1 H̃q−1

δq−1Beweis. Dies folgt als exakte Homologiefolge der Comp
R
-Sequenz mit Verwendung vonSatz 8.3.4 für Hq(X) = HU

q (X), sowie Hq(C• ⊕ C ′
•) = Hq(C•)⊕Hq(C

′
•).De�nition 8.51. Die Folge

. . .

H̃q(Z1 ∩ Z2) H̃q(Z1)⊕ H̃q(Z2) H̃q(X)

H̃q−1(Z1 ∩ Z2) H̃q−1(Z1)⊕ H̃q−1(Z2) H̃q−1(X)

. . .

δq+1

H̃q H̃q

δq

H̃q−1 H̃q−1

δq−1heiÿt auh die Mayer-Vietoris-Sequenz von X bezüglih der Überdekung U =
{Z1, Z2} (mit Int(Z1) ∪ Int(Z2) = X).Anwendung der Mayer-Vietoris-SequenzHomologie topologisher endliher GraphenDe�nition 8.52. Ein endliher topologisher Graph im Rn (für n ≥ 2) ist dieVereinigung endlih vieler Bilder von Wegen im Rn, welhe jeweils höhstens Anfangs-und Endpunkte gemeinsam haben.De�nition 8.53. Ein Sphärenbouqet ist eine Vereinigung von Bildern von 1-Sphären,die alle (und auh paarweise) genau einen Punkt P gemeinsam haben. Insbesondere be-zeihne für r ≥ 1

Γr := {1, · · · , r} × S
1
�(n, (0, 1)) ∼ (m, (0, 1))das kanonishe r-Sphärenbouqet (mit Γ0 := {(0, 1)}).(Die anderen Sphärenbouqets sind homöomorph zu einem der kanonishen.)Bemerkung. Jeder wegezusammenhängende endlihe topologishe Graph ist homotopie-äquivalent zu genau einem kanonishen Sphärenbouquet Γr. 577



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.3.6. (Die Homologie der Sphärenbouqets)
H̃q(Γr,Z) =

(
Zr q = 1

(0) q 6= 1Bemerkung. Damit kann man die Homologie wegezusammenhängender endliher topolo-gisher Graphen bestimmen, und durh Zerlegung in Zusammenhangskomponenten auhdie aller endlihen topologishen Graphen.Beweis.
r = 0: Γ0 ist ein Punkt, damit ist Hq(Γ0) = 0 klar.
r ≥ 1: Es ist ja Γq ∼= Γr−1 ∪ S1′, so dass Γr−1 ∩ S1′ = {P} ist. Dies ist o�enbar eine�eh-Überdekung, wir haben also unsere Mayer-Vietoris-Sequenz:

. . .→ H̃q({p})→ H̃q(S
1)⊕ H̃q(Γr−1)→ H̃q(Γr)→ H̃q−1({p})→ . . .Dabei ist ja bekanntlih H̃∗({p}) = 0, wir haben also lauter (sehr) kurze exakteSequenzen, und es ist für q ≥ 2:

Hq(Γr) ∼= Hq(S
1)| {z }

=(0)

⊕Hq(Γr−1) ∼= Hq(Γr−1) = . . . = Hq(Γ0) = 0Am �Ende� der Sequenz haben wir:
. . .→ 0 = H1({P})→ H1(S1)⊕H1(Γr−1)→ H1(Γr)→ H̃0({p}) = 0→ . . .Wegen H1(S

1) = Z ist also
H1(Γr) = H1(Γr−1)⊕ Z = . . . = H1(Γ0)⊕ Zr = Zr.Homologie geshlossener kompakter Flähen vom Geshleht gDe�nition 8.54. Seien X und Y zwei geshlossene kompakte Flähen, d.h. abgeshlos-sene kompakte zweidimensionale Untermannigfaltigkeiten (ohne Rand) des R3. Dann sei

X ⊔ Y eine Flähe, die entsteht, indem aus X und Y jeweils ein zu B2 homöomor-⊔ phes Loh ausgeshnitten wird und die beiden Flähen an den entstehenden Randlinienverklebt werden.Bemerkung. Die genaue Wahl der Löher und Verklebungen ist dadurh natürlih nihteindeutig festgelegt, aber dies ist auh niht notwendig, da alle möglihen Variantenjeweils homöomorph zueinander sind und wir uns in diesem Abshnitt auf Untersuhunghomöomorphieinvarianter Eigenshaften (wie der Homologie) beshränken.
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8.3 Exakte HomologiesequenzenDe�nition 8.55. Es sei T 2 = S1 × S1 der bekannte 2-Torus. Dann bezeihne
F2

F3

F0 := S2

F1 := S2 ⊔ T 2

∼= T 2

F2 := S2 ⊔ T 2 ⊔ T 2

∼= T 2 ⊔ T 2,

F3 := S2 ⊔ T 2 ⊔ T 2 ⊔ T 2

∼= T 2 ⊔ T 2 ⊔ T 2,...allgemein:
Fg := Fq−1 ⊔ T 2.Die Flähen Fg für g ∈ N0 heiÿen die Standard�ähen vom Geshleht g. FgEs ist also Fg eine Flähe mit g Löhern, bzw. eine Kugel mit g Henkeln.Bemerkung. Ist X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension 1 (also einekompakte Riemannshe Flähe), so ist X topologish äquivalent zu einer Flähe Fg. gheiÿt dann das Geshleht der Riemannshen Flähe X, und es gilt:
g = dimC Γ(X,T ∗(X)),d.h. das (topologishe) Geshleht ist auh die Dimension des Raumes der abelshenDi�erentiale auf X, das sogenannte analytishe Geshleht von X. (Beweis niht hier.)Frage. Wie sieht Hq(Fg,Z) aus?Bemerkung. Bereits bekannt ist ja:

H̃q(F0,Z) = H̃q(S
2,Z) =

(
Z q = 2

0 sonstSatz 8.3.7. (Homologie geshlossener Flähen vom Geshleht g)Sei g ≥ 1. Dann gilt
Hq(Fg,Z) =

8><>:Z q = 2

Z2g q = 1

(0) sonst
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBemerkung. Sei X kompakte Riemannshe Flähe vom Geshleht g. Nah Satz 8.3.7 istdann H1(X,Z) ∼= Z2g, und Γ(X,T ∗X) ist g-dimensionaler komplexer Vektorraum. Wirerhalten die Paarung
H1(X,Z)× Γ(X,T ∗X)→ C

([γ], ω) 7→
Z
γ
ω.Diese Paarung ist nihtausgeartet (ÜA), und induziert daher eine (injektive) Abbildung

H1(X,Z) →֒ Γ(X,T ∗(X))∗,dessen Bild sogar ein Gitter in Γ(X,T ∗(X))∗ liefert.De�nition 8.56. Der Quotient
J(X) := Γ(X,T ∗X)∗�j(H1(X,Z)),ein komplexer Torus der Dimension g, heiÿt Jaobi-Torus von X.Beweis von Satz 8.3.7. Sei j : R3 →֒ S3 eine Einbettung. Für Fg ⊆ R3 (mit g ≥ 1)ist dann j(Fg) ⊆ S3, und wir bezeihnen mit Jg die Abshlieÿung des Innengebietes von

j(Fg), (quasi eine Vollbrezel) und mit J ′
g := S3 \Int(Jg) das Auÿengebiet. (Eine genauereBetrahtung liefert, dass j(Fg) die Sphäre S3 in zwei isomorphe Gebiete zerlegt. Welhesdavon wir als �innen� und welhes als �auÿen� ansehen, ist für den Beweis egal.)Wir haben also S3 = Jg ∪ J ′

g mit Jg ∩ J ′
g = Fg. Nun kann man sih von folgendenFakten überzeugen (ÜA):(1) Jg ist homotopieäquivalent zu einem endlihen topologishen Graphen mit g Shlei-fen, d.h. Jg ≈ Γg.(2) Für J ′

g gilt das gleihe: J ′
g ≈ Γg.(3) Shlieÿlih ist S3 = Jg ∪ J ′
g eine �eh-Überdekung zweiter Art.Damit haben wir die (exakte) Mayer-Vietoris-Sequenz

→ Hq+1(S
3)→ Hq(Fg)→ Hq(Γg)⊕Hq(Γg)→ Hq(S

3)→Satz 8.3.6 liefert daraus:
∀q ≥ 3 : Hq−1(Fg) ∼= Hq(S

3)

⇒ ∀q ≥ 2 : Hq(Fg) ∼= Hq+1(S
3) =

(
Z q + 1 = 3

(0) sonst .

H̃0(Fg) = (0) ist sowieso klar, weil Fg wegezusammenhängend ist. Für q = 1 haben wir
0 = H2(S

3)→ H1(Fg)→ H1(Γg)⊕H1(Γg)→ H1(S
3) = 0,also

H1(Fg,Z) ∼= H1(Γg)⊕H1(Γg) ∼= Zg ⊕ Zg ∼= Z2g.
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8.3 Exakte HomologiesequenzenDer AusshneidungssatzDe�nition 8.57. Sei B ⊆ A ⊆ X Kette von Unterräumen (d.h. Teilmengen). DasTripel (X,A,B) heiÿt dann auh topologishe Triade .Eine durh eine Triade gegebene Einbettung von Raumpaaren (d.h. Morphismus in
Top2)

j : (X \B,A \B) →֒ (X,A)heiÿt Ausshneidung, falls die Homologieabbildungen
Hq(j) : Hq(X \B,A \B)→ Hq(X,A)(für alle q ∈ Z) Isomorphismen (der Z-Moduln) sind.

(X,A,B) heiÿt dann auh Ausshneidungstriade.Frage. Welhe (hinreihende) Bedingung gibt es für eine Triade (X,A,B), so dass dieEinbettung j : (X \B,A \B)→ (X,A) eine Ausshneidung ist?Satz 8.3.8. (Ausshneidungssatz, erste Version)Sei (X,A,B) eine topologishe Triade mit BX ⊆ Int(A). Dann ist dieEinbettung j : (X \B,A \B)→ (X,A) eine Ausshneidung.Beweis. Betrahte die beiden Überdekungen U = {X \B, Int(A)} von X und U =
{A \B, Int(A)} von A. Dies sind sogar �eh-Überdekungen vonX bzw. A, es ist nämlih

Int(X \B) ∪ Int(A) = (X \BX
) ∪ Int(A) = X,

Int(A \B) ∪ Int(A) = (A \BX
) ∪ Int(A) = A.Wir haben also die exakte Folge von �eh-Komplexen:

0→ CU′
• (A)→ CU

• (X)→ CU
• (X)�CU′

• (A)→ 0Diese induziert nun die (funktoriellen) langen exakten Homologiesequenzen:
HU′
q (A) HU

q (X) Hq

�
CU
• (U)�CU′

• (X)

�
Hq(A) Hq(X) Hq(X,A)

HU′
q−1(A) HU

q−1(X) Hq−1

�
CU
• (U)�CU′

• (X)

�
Hq−1(A) Hq−1(X) Hq−1(X,A)

∼ ∼

αq

∼ ∼

αq−1
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDabei werden die (eingezeihneten) vertikalen Isomorphismen durh Satz 8.3.4 gegeben,und nah dem Fünferlemma müssen damit auh die αq Isomorphismen sein, es ist also
Hq(X,A) ∼= Hq

�
CU
• (U)�CU′

• (X)

�
.Es bleibt, dies auszurehnen. Wir haben ja SU

q (X) = Sq(X \B) ∪ Sq(IntA), also
CU
q (X) = Cq(X \B) + Cq(IntA) ⊆ Cq(X).Analog erhalten wir für U′:

CU′
q (A) = Cq(A \B) + Cq(IntA) ⊆ Cq(A) ⊆ Cq(X)Damit ist der Quotient berehenbar:

CU
q (X)�CU′

q (A) = Cq(X \B) + Cq(Int(A))�Cq(A \B) + Cq(IntA)und aufgrund des Noether-Isomorphismus
∼= Cq(X \B)�Cq(X \B) ∩ (Cq(A \B) + Cq(IntA))

= Cq(X \B)�Cq(A \B)

= Cq(X \B,A \B)Wir haben also das Diagramm aus kanonishen Morphismen (daher kommutativ):
Hq

�
CU
• (X)�CU′

• (A)

�
Hq(X \B,A \B)

Hq(X,A)

∼

∼
Hq(j)Damit muss auh Hq(j) ein Isomorphismus sein.Satz 8.3.9. (Ausshneidungssatz, zweite Version)Sei X ein topologisher Raum mit Teilmengen C ⊆ B ⊆ A ⊆ X, sodass(1) j : (X \ C,A \ C)→ (X,A) ist eine Ausshneidung(2) k : (X \B,A \B)→ (X \C,A \C) ist ein Deformationsretrakt derRaumpaare.Dann ist i : (X \B,A \B) →֒ (X,A) eine Ausshneidung.582



8.3 Exakte HomologiesequenzenBeweis. Wir haben hier für alle q ∈ Z:
Hq(X \B,A \B) Hq(X,A)

Hq(X \ C,A \ C)

Hq(i)

Hq(k) Hq(j)Nah Voraussetzung sind Hq(k) und Hq(i) Isomorphismen, also auh Hq(i) Isomorphis-mus.Beispiel 8.3.2. Betrahte X = Sn, A = Hn
− = {(x0, · · · , xn) ∈ Sn | xn ≤ 0}, B :=

Int(Hn
−). Nun ist B * Int(A), also die erste Version des Ausshneidungssatzes (8.3.8)niht direkt anwendbar.Verwende daher C :=

�
(x0, · · · , xn) ∈ Sn | xn < −1

2

©. Nun ist C ⊂ IntA, wir könnenalso auf (X,A,C) die erste Version des Ausshneidungssatzes anwenden, d.h. (Sn \C,A\
C) →֒ (Sn, A) ist eine Ausshneidung.Nun haben wir zur Einbettung
k : (Sn \B = Hn

+, A \B = Sn−1 × {0}) −֒→ (Sn \ C,A \ C)die Abbildung (Homotopie)
F : (Sn \ C)× I −→ Sn \ C

(x, t) 7−→

8<:x x ∈ Hn
+

(1−t)·x+t·pr(x)
‖(1−t)·x+t·pr(x)‖ sonst ,wobei pr die Projektion von Sn auf die Äquatorebene ist:

pr : Sn −→ En−1 = {x = (x0, · · · , xn−1, 0) | ‖x‖ ≤ 1}
(x0, · · · , xn) 7−→ (x0, · · · , xn−1, 0)

F ist wohlde�niert und eine Homotopie zwishen F (�, 0) = idSn\C und F (�, 1) =: p. Esist
p(x) =

�8<:x x ∈ Hn
+

pr(x)
‖pr(x)‖ ∈ Sn−1 × {0} sonst �

∈ Hn
+,dabei ist p ◦ k = idHn

+
. Es ist also k wirklih ein Deformationsretrakt, und nah derzweiten Version des Ausshneidungssatzes (8.3.9) ist damit auh

i : (Sn \B,A \B)→ (Sn, B)eine Ausshneidung.Analog erhält man H1(H
n
−, S

n−1) ∼= Hq(S
n,Hn

+).Eine Anwendung davon ist eine andere Berehnungsmethode für die Sphären-Homologien, diesmal ohne Mayer-Vietoris. 583



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungWir haben ja die lange Homologiefolge der Ausshneidung:
→ Hq(S

n−1)→ Hq(H
n
+)→ Hq(H

n
+, S

n−1)→ Hq−1(S
n−1)→ Hq−1(H

n
+)→Dabei ist H+

n kontrahierbar auf einen Punkt, also Hq(H
n
+) = (0). Damit muss

Hq(H
n
+, S

n−1) ∼= Hq−1(S
n−1) sein, sowie
Hq(H

n
+, S

n−1) ∼= Hq(S
n,Hn

−) ∼= Hq(S
n).Das heiÿt, es ist Hq(S

n) ∼= Hq−1(S
n−1) für alle q ∈ Z, n ∈ N. Mit geeigneten Induktions-anfängen erhält man die bekannten Eigenshaften.Zusammenhang zwishen Ausshneidungssätzen undMayer-Vietoris-SequenzenSei X ∈ obj(Top), X1,X2 ⊆ X mit X1 ∩X2 6= ∅. Dies liefert Inklusionen von Raumpaa-ren (X1 ∪X2,X1) und (X1 ∪X2,X2). Hier kann X1 \X2 bzw. X2 \X1 weggeshnittenwerden:

k1 : (X1,X1 ∩X2) →֒ (X1 ∪X2,X2)

k2 : (X2,X1 ∩X2) →֒ (X1 ∪X2,X1)De�nition 8.58. Ein solhes Tripel (X,X1,X2) heiÿt exakte Triade (von topologi-shen Räumen), falls k1 und k2 wirklih Ausshneidungen sind, d.h. Hq(k1) und Hq(k2)wirklih Isomorphismen für alle q ∈ Z.Beispiel 8.3.3.(1) (Sn,Hn
+,H

n
−) ist eine exakte Triade.(2) Sei X o�ener Raum, X = U1 ∪ U2 o�ene Überdekung. Dann ist (X,U1, U2) eineexakte Triade.Sei (X,X1,X2) exakte Triade, A := X1 ∩ X2. Dann hat man das kommutative Dia-gramm von Homologieabbildungen in Abbildung 8.2, mit den Ausshnitten der diversenlangen exakten Raumpaar-Sequenzen (gegeben durh Satz 8.3.3).Die shwarz gekennzeihneten Pfeile sind dabei die durh die Exaktheit gegebenenIsomorphismen.Satz 8.3.10. (Mayer-Vietoris für exakte Triaden)Sei (X,X1,X2) exakte Triade von topologishen Räumen. Dann ist dielange Homologiefolge

→ Hq(A)→ Hq(X)⊕Hq(X2)→ Hq(X)→ Hq−1(A)→eine exakte Folge.Beweis. Dies ist eine Folgerung von 8.3.5, angewandt auf unser Diagramm.584



8.3 Exakte Homologiesequenzen

PSfrag replaements Hq(A)

Hq(X2, A)

Hq(X2)

Hq(X1, A)

Hq(X1)

Hq(X,X2)

Hq(X,A)

Hq−1(A)

Hq(X,X1)

Hq−1(X2)Hq−1(X1)

Hq(X)

Abbildung 8.2: Lange Sequenzen und Isomorphismen bei einer exakten Triade
(X,X1,X2) (mit A = X1 ∩X2)
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und(abstrakten) GarbenExakte KategorienErinnerung. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt 0, d.h. für alle Objekte C ∈ obj(C)0 ist |Hom(C, 0)| = |Hom(0, C)| = 1. (Wir nennen diese Morphismen 0C : C → 0 bzw.
0C : 0→ C.)0C

0C
Dann ist dieses bis auf Isomorphie eindeutig. Auÿerdem gibt es für alle Objekte A,B ∈

obj(C) einen eindeutigem Morphismus 0 := 0BA : A → B (es ist 0 = 0A ◦ 0B), so dass
0BA

für f ∈ Mor(B,A) immer gilt f ◦ 0BA = 0AA und 0BA ◦ f = 0BB . Wir shreiben aber für allediese Morphismen immer 0.
0 De�nition 8.59. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt 0, (A

f−→ B) ∈ C ein Morphis-mus. Ein Kern von f ist ein Paar (K, i) mit K ∈ obj(C), i ∈ HomC(K,A) und denEigenshaften:(1) f ◦ i = 0(2) Für alle (D
g−→ A) ∈ Mor(C) mit f ◦ g = 0 gibt es genau ein h ∈ HomC(D,K) mit

g = i ◦ h.Bemerkung.(a) Dies ist o�enbar wieder ein eine De�nition mittels Universaleigenshaft, damit sindKerne eines Morphismus (falls existent) bis auf Isomorphie eindeutig.(b) Kerne müssen niht notwendig existieren.() In den Kategorien Ab, ModR, VectK , . . . gibt es Kerne (für jeden Morphismus), sogarkanonishe Modelle.(d) Eine alternative Charakterisierung für Kerne (K, i) von A f−→ B:(1) K i−֒→ A ist Monomorphismus(2) f ◦ i = 0(3) Für alle (D, g) mit D g−→ A und f ◦ g = 0 existiert ein h ∈ HomC(D,K) mit
g = i ◦ h.

ker f A B

T

i f

0

0
f

∃!hDe�nition 8.60. Analog de�nieren wir einen Kokern als ein Paar (C, p) mit C ∈
obj(K), p : B → K, p ◦ f = 0 und der entsprehenden Universaleigenshaft.
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) Garben
A B coker f

T

f p

0

0
t

∃!hBemerkung. Alle Kokerne einer Abbildung sind isomorph zueinander, d.h. coker f istbis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.De�nition 8.61. Sei C eine Kategorie, niht notwendigerweise mit Nullobjekt. Sei
A

f
=→→
g

B ein Paar von Morphismen in C. Ein Di�erenzkern von (f, g) ist ein Paar
(E, i) mit den Eigenshaften(1) E ∈ obj(C), i ∈ HomC(E,A)(2) f ◦ i = g ◦ i(3) ∀(F, k) mit F ∈ obj(C), k ∈ HomC(E,A) und f ◦ k = g ◦ k existiert genau ein

h : F → E mit k = i ◦ h.
E A B

F

i
f

g

k
∃!hWir shreiben ker(f, g) für einen solhen Di�erenzkern.Bemerkung.(1) Ein Di�erenzkern ist, falls existent, bis auf Isomorphie eindeutig.(2) So ein Di�erenzkern existiert auh in Ens, (mit den obigen Bezeihnungen) ist das

E := {x ∈ A | f(x) = g(x)} mit der Inklusion.(3) In Kategorien mit Nullobjekt ist ker f = ker(f, 0) (falls existent).(4) i : E → A ist auh hier ein Monomorphismus.De�nition 8.62. Sei C eine Kategorie, niht notwendigerweise mit Nullobjekt. Sei
A

f
=→→
g
B ein Paar von Morphismen in C. Ein Di�erenzkokern von (f, g) ist ein Paar

(Q, p) mit den Eigenshaften(1) Q ∈ obj(C), i ∈ HomC(B,Q)(2) p ◦ f = p ◦ g(3) ∀(F, λ) mit F ∈ obj(C), λ ∈ HomC(B,F ) und λ ◦ f = λ ◦ b existiert genau ein
h : Q→ F mit λ = h ◦ p. 587



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
A B Q

F

f

g

p

λ

∃!hWir shreiben coker(f, g) für einen solhen Di�erenzkokern.Bemerkung.(1) In Ens gibt es keine Di�erenzkokerne.(2) Auh Di�erenzkokerne sind, falls existent, bis auf Isomorphie eindeutig.(3) In ModR existieren Di�erenzkerne und -kokerne, nämlih ker(f, g) = ker(f − g) und
coker(f, g) = coker(f − g) = B�im(f − g).De�nition 8.63. Sei (C, 0) eine Kategorie mit Nullobjekt, A f−→ B ein Morphismusmit Kokern (Q, p). Dann heiÿt jeder Kern von p : B → Q ein Bild von f .Ist (K, i) ein Kern von f , so heiÿt jeder Kokern von i ein Kobild von f .Bemerkung. Natürlih sind auh Bilder und Kobilder, falls existent, bis auf Isomorphieeindeutig.De�nition 8.64. Sei (A

f−→ B) ein Morphismus in einer Kategorie C. Dann seiker f

(ker f, i) ein ausgewählter Kern (aus allen ja isomorphen Kernen) von f , (coker f, p) ein
coker f ausgewählter Kokern, (im(f), j) ein ausgewähltes Bild und (coim(f), π) ein ausgewähltesKobild von f .Bemerkung. Ist (C, 0) eine Kategorie mit Nullobjekt, in der für jeden Morphismus Kerneund Kokerne existieren, so gibt es dort auh Bilder und Kobilder für jeden Morphismus.Beispiel 8.4.1.(1) 0

0−→ A hat einen Kern (0, 0
id0−−→ 0), und Kokern (A, idA)(2) A 0−→ 0 hat einen Kern (A, idA) und Kokern (0, id0)(3) A idA−−−→ A hat als Kern (0, 0
0−→ A) und als Kokern (0, A

0−→ 0).(4) A 0−→ A hat als Kern (A, idA), als Kokern ebenso.Bemerkung. Die Existenz von Kernen und Kokernen ist selbst in Kategorien mit Null-objekt niht gesihert.Beispiel 8.4.2. Die volle Unterkategorie der freien abelshen Gruppen in Ab hat nihtimmer Kerne und Kokerne, obwohl Ab solhe hat: Untergruppen und Faktorgruppenfreier Gruppen sind i.a. niht wieder frei.588



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenBemerkung 1. Sei C eine Kategorie mit Kernen und Kokernen.Dann gilt:(i) Ist A f−→ B ein Monomorphismus, so ist ker f = 0.(ii) Ist A f−→ B ein Epimorphismus, so ist coker f = 0.Beweis.(i) Sei C v−→ A beliebig mit f ◦ v = 0. Dann haben wir ja
C

v
=→→
0
A

f−֒→ B,mit f ◦ v = 0 = f ◦0, also (da f Monomorphismus) v = 0. Damit faktorisiert v (via
C

0−→ 0
0−→ A) eindeutig über (0, 0), also ist ker f = 0.(ii) Dual dazu.Satz 8.4.1. Sei (C, 0) eine Kategorie mit Kernen und Kokernen (alsoauh Bildern und Kobildern), sei f : A → B ein Morphismus in C,

ker f , coker f , im f , coim f alle fest gewählt (mit den entsprehendenMorphismen).Dann gibt es ein kommutatives Faktorisierungs-Diagramm:
ker f A B coker f

coker i = coim f im f = ker p

i f p

π j

0 0

0 0

ϑfGenauer: Es existiert genau ein ϑf ∈ HomC(coim f, im f), so dass f =
j ◦ ϑf ◦ π.

ϑf

Beweis. Wir haben f ◦ i = 0, da (ker f, i) ein Kern von f war. Nun existiert (nahKokern-De�nition) genau ein ϑ1 : coker i→ B mit f = ϑ1 ◦ π, und damit ist
0 ◦ π = 0 = p ◦ f = p ◦ ϑ1 ◦ π,und da π Epimorphismus ist, auh p ◦ ϑ1 = 0. Das heiÿt, ϑ1 faktorisiert eindeutig über

ker p = (im f, j), es existiert also ϑf : coim f → im f mit j ◦ ϑf = ϑ1, und damit habenwir
f = j ◦ ϑf ◦ π. 589



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDieses faktorisierende ϑf ist auh eindeutig: Haben wir auÿerdem ϑ′ mit j ◦ ϑ′ ◦ π = f ,so können wir, da j Monomorphismus und π Epimorphismus ist, ϑ′ = ϑf folgern.De�nition 8.65. Sei (C, 0) eine Kategorie mit Kernen und Kokernen. C heiÿt ei-ne exakte Kategorie, falls für alle f : A → B der faktorisierende Morphismus
ϑf : coim f → im f ein Isomorphismus ist.Beispiel 8.4.3. Ab, ModR, CompR sind exakte Kategorien aufgrund des bekannten Ho-momorphiesatzes.Satz 8.4.2. Sei C eine exakte Kategorie. Dann gilt:(1) Jeder Monomorphismus in C ist ein Kern seines Kokerns.(2) Jeder Epimorphismus in C ist ein Kokern seines Kerns.Beweis.(1) f Monomorphismus, also ker f = 0. Damit ist (coim f, π) = (A, idA) und aufgrundder Exaktheit auh im f ∼= A, daher auh (A, f) ∼= (im f, j) = (ker(p), j).

A B coker

A = coim f im f = ker p

f p

idA=π

∼
ϑf

j(2) geht analog (dual).Korollar. Sei C eine exakte Kategorie, (A
f−→ B) ∈ Mor(C). Danngilt:(1) f ist Monomorphismus ⇔ ker f = 0.(2) f ist Epimorphismus ⇔ coker f = 0.(3) f ist Isomorphismus ⇔ f ist Monomorphismus und Epimorphis-mus.Beweis. Alles folgt nun ganz leiht aus Satz 8.4.1 mit dem Faktorisierungsdiagramm:

ker f A B coker f

coker i = coim f im f = ker p

i f p

π j

∼
ϑf590



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) Garben(1) Ist ker f = 0, so ist coim(f) = A und π = idA, also ist f = j ◦ ϑf Monomorphismus.(2) Ist coker f = 0, so ist im f = B, j = idB , also f = ϑ ◦ π Epimorphismus.(3) Ist f Monomorphismus, so ist π Isomorphismus, ist f Epimorphismus, so ist j Iso-morphismus. Also sind π, j, ϑ Isomorphismen, also auh f = j ◦ϑ◦ i Isomorphismus.Die jeweils andere Rihtung ist bereits bekannt bzw. allgemein (niht nur für exakteKategorien) gültig.Exakte Sequenzen in exakten KategorienFrage. Sei (C, 0) eine exakte Kategorie. Seien A
f−→ B

g−→ C zwei verknüpfbare Mor-phismen. Was bedeutet nun g ◦ f = 0 in Termen von Kernen, Kokernen usw.?
g ◦ f = 0 heiÿt, dass f eindeutig über ker g

i−֒→ B faktorisiert, also existiert genau ein
h : A → ker g mit f = i ◦ h. Ebenso faktorisiert g über B p

−−−։ coker f , womit dann A B C

ker g

f g

i∃!h

A B C

coker f

f g

p
∃!λ

g = λ ◦ p ist. Damit ist g ◦ j = λ ◦ p ◦ j = λ ◦ 0 = 0, d.h. j faktorisiert über ker g, und wirhaben genau ein µ : im f → ker g mit i ◦ µ = j.
ker g coker f

A B C

coim f im f

f g
i

j

p

π′

ϑf

∼

h λ

µ

0

0 0

0
0Weil j Monomorphismus war, muss auh µ ein solher sein. Das heiÿt, wir haben auh

f = i ◦ µ ◦ ϑf ◦ π′. Und mit dieser Eigenshaft ist µ eindeutig, weil π′ Epimorphismus,
ϑf Isomorphismus imd i Monomorphismus ist.Dies führt uns zum Satz:Satz 8.4.3. Sei C exakte Kategorie, A f−→ B

g−→ C zwei Morphis-men, mit ker g
i−֒→ B und A π′

−−−։ coim f
∼−−→
ϑf

im f . Dann sind folgendeBedingungen äquivalent:(1) g ◦ f = 0(2) Es gibt genau ein µ : im f → ker k mit f = i ◦ µ ◦ ϑf ◦ π′.In diesem Fall ist dieses µ ein Monomorphismus.Beweis. 591



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(1) ⇒ (2): wurde oben gezeigt.(2) ⇒ (1): Ist f = i ◦ µ ◦ µ ◦ ϑf ◦ π′, so ist
g ◦ f = g ◦ i ◦ µ ◦ µ ◦ ϑf ◦ π′ = 0 ◦ µ ◦ µ ◦ ϑf ◦ π′ = 0.De�nition 8.66. Sei C eine exakte Kategorie. Eine Sequenz A f−→ B

g−→ C heiÿtexakt bei B, falls g ◦ f = 0 und der Morphismus µ : im f →֒ ker g aus Satz 8.4.3 einIsomorphismus ist (kurz: � im f = ker g�).De�nition 8.67. Eine Sequenz von Morphismen heiÿt exakt, falls sie an jeder Stelleexakt ist.Bemerkung. Sei C (wie üblih) eine exakte Kategorie.
• Eine Sequenz der Form 0→ A

f−→ B ist genau dann exakt, wenn f Monomorphis-mus ist.
• Eine Sequenz der Form A

ϕ−→ B → 0 ist genau dann exakt, wenn ϕ Epimorphismusist.
• Eine Sequenz der Form 0 → A

ψ−−→ B → 0 ist genau dann exakt, wenn ψ Isomor-phismus ist.De�nition 8.68. Sei C eine exakte Kategorie,(1) Eine (aufsteigend numerierte) Sequenz
(A•, ∂•) :=

�
. . .→ Aq−1

∂q−1−−−−→ Aq
∂q−−→ Aq+1 → . . .

�von komponierbaren Morphismen in C heiÿt Kokomplex in C, falls ∂q+1 ◦ ∂q = 0für alle q ∈ Z gilt.(2) Eine (absteigend numerierte) Sequenz
(A•, ∂•) :=

�
. . .→ Aq+1

∂q+1−−−−→ Aq
∂q−−→ Aq−1 → . . .

�von komponierbaren Morphismen in C heiÿt Komplex in C, falls ∂q ◦ ∂q+1 = 0 füralle q ∈ Z gilt.(3) Ein (Ko-)Komplex (A•, ∂•) heiÿt azyklish oder lange exakte Sequenz, falls
(A•, ∂•) exakt an der Stelle Aq ist (für alle q ∈ Z).
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDe�nition 8.69. Sei C eine exakte Kategorie. Die Kategorie Comp
C
hat dann als Ob-jekte die Komplexe aus Objekten (und Morphismen) in C, sowie als Morphismen diesogenannten Komplex-Morphismen, d.h.

MorComp
C
((C•, ∂•), (D•, δ•)) :=

¨
(γq)q∈Z

����� ∀q ∈ Z : γi ∈ MorC(Cq,Dq),

γq ◦ ∂q−1 = δq−1 ◦ ∂i

«Bemerkung. Bei einem Komplex hat man ja (für jedes q) dann aus Satz 8.4.3 den(eindeutigen) Monomorphismus µq : im ∂q+1 → ker ∂q mit ∂q+1 = iq ◦ µq ◦ ϑq+1 ◦ πq+1:
Aq+1 Aq Aq−1

coim ∂q+1 im ∂q+1 ker ∂q cokerµq

∂q+1 ∂q

iq

jq+1

πq+1

ϑq+1

∼
µqDe�nition 8.70.

• Wir nennen
Hq((A•, ∂•)) := cokerµqdas q-te Homologieobjekt des Komplexes (A•, ∂•).

• Im Falle eines Kokomplexes (also aufsteigend numeriert) sprehen wir von denKohomologieobjekten
Hq((A•, ∂•)) := coker

�
im ∂q

µq−֒−→ ker ∂q+1

�
.

Aq Aq+1 Aq+2

coim ∂q im ∂q ker ∂q+1 cokerµq

∂q ∂q+1

iq+1

jq
πq

ϑq

∼
µqSatz 8.4.4. (Aufspalten exakter Folgen in exakten Kategorien: Auf-spaltungslemma)Sei A f−→ B

g−→ C
h−→ D eine exakte Sequenz von Morphismen in derexakten Kategorie C.Dann existiert ein Objekt E ∈ obj(C) und Morphismen B

p
−−−։ E,

E
λ−֒→ C, mit den Eigenshaften:(1) A f−→ B

p−→ E → 0 ist exakt.(2) 0→ E
λ−→ C

h−→ D ist exakt.(3) g = λ ◦ p.
0

A B E 0

C

D

f p

g λ

h
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeweis. Wir wählen E := coker f , mit p : B ։ E dem entsprehenden Epimorphismus.Dann ist shon A f−→ B
p
−−−։ E → 0 exakt.Andererseits ist wegen der Exaktheit von (f, g, h) auh

ker(h) ∼= im g
∼= coim g

= coker(ker g →֒ B)
∼= coker(im f →֒ B)

∼= coker(A
f−→ B),alles mittels der eindeutigen Isomorphismen, die �alles verträglih und kommutativ ma-hen�. Nennen wir den Gesamt-Isomorphismus τ : coker f → h, so haben wir

A
f−→ B

p
−−−։ coker f

∼−−→
τ

kerh
j−֒→ C

h−→ D,und erhalten mit λ := j ◦ τ das gewünshte g = λ ◦ p.
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.5. (Aufspaltungssatz für Diagramme)Sei C eine exakte Kategorie,
A B C D

A′ B′ C ′ D′

f g h

f ′ g′ h′

α β γ δein kommutatives Diagramm in C mit exakten Zeilen.Dann existieren Objekte E, E′ sowie Morphismen p, p′, λ, λ′, σ, sodass das folgende Diagramm kommutativ ist mit exakten Zeilen undSpalten: 0

0

A B E 0

A′ B′ E′ 0

C

C ′

D

D′

f ′
p′

λ′

h′

g′

α

β
σ

γ

δ

g

f p

λ

h

Beweis. Aus Satz 8.4.4 haben wir shon die Aufspaltungen B p
−−−։ E = coker f

λ−֒→ Cund B′ p′

−−−։ E′ = coker f ′
λ′−֒−→ C ′, welhe shon die beiden Diagramme
A B E 0

A′ B′ E′ 0′

f p

f ′ p′

α β ∃!σund
0 E C D

0 E′ C ′ D′

λ h

λ′ h′

∃!τ γ δergeben, jeweils exakt in den Zeilen. Damit gilt
0 = 0 ◦ α = p′ ◦ f ′ ◦ α = p′ ◦ β ◦ f 595



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDas heiÿt, p′ ◦ β faktorisiert über B p
−−−։ coker f = E, wir haben also (genau) ein

σ : E → E′ mit p′ ◦ β = σ ◦ p, σ vervollständigt also das erste Diagramm.Dual dazu erhalten wir τ : E → E′. Nun ist g = λ ◦ p und g′ = λ′ ◦ p′, und daher
λ′ ◦ τ ◦ p = γ ◦ λ ◦ p

= γ ◦ g
= g′ ◦ β
= λ ◦ p′ ◦ β
= λ′ ◦ σ ◦ p.Weil λ′ Monomorphismus und p Epimorphismus ist, ist damit σ = τ .Bemerkung. Wir werden später sehen, dass solhe Aufspaltungen ausreihen, um dasFünfer-Lemma für exakte Kategorien zu beweisen, und dergestalt exakte (Ko-)Homolo-giesequenzen abzuleiten.Lemma. (Eindeutigkeit der Zerlegung von Morphismen)Sei C exakte Kategorie, A f−→ B Morphismus in C sowie A α−−−։ X

β−֒→
B eine Zerlegung von f (d.h. f = β ◦α) in Mono- und Epimorphismus.Dann existiert genau ein h ∈ IsomC(X, imϕ), so dass das Diagramm

A X B

im f

α β

πf jf
h

∼kommutiert.Beweis. Betrahte B p−→ coker f . Dabei ist 0 = p ◦ f = p ◦ β ◦ α, also auh p ◦ β =

0. Das heiÿt, β faktorisiert über ker p = im f , etwa β = jf ◦ h (eindeutig). Weil βMonomorphismus war, gilt dies auh für h. Ebenfalls ist πf = h ◦ α, also ist h auhEpimorphismus, also Isomorphismus.Abelshe KategorienProdukte in allgemeinen KategorienDe�nition 8.71. Sei C eine beliebige (kleine) Kategorie, (Ai)i∈I eine Familie von Ob-jekten aus C. Ein kategorielles Produkt von (Ai)i ist ein Paar (A, (pi)i) mit
X Ai

A

ωi

∃!h
pi

(Prod 1) A ∈ obj(C), (pi : A→ Ai) ∈ Mor(C) für alle i ∈ I.(Prod 2) Ist (X, (ωi)i) Paar mit (Prod 1), so existiert genau ein h ∈ HomC(X,A) mit
pi ◦ h = ωi für alle i.596



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.6. (Eigenshaften beliebiger Produkte in Kategorien)Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt, (Ai)i∈I eine Familie von Objektenin C, (A, (pi)i) ein Produkt von (Ai)i. Dann gilt:(1) Es gibt eine Familie (ui)i∈I mit ui : Ai → A und
∀i, j ∈ I : pj ◦ ui =

(
idAi

i = j

0 i 6= j(2) Für alle i ∈ I ist pi ∈ EpiC(A,Ai) und ui ∈ MonoC(Ai, A).Beweis. Für ein i ∈ I betrahten wir das Objekt Ai mit der Morphismenfamilie
(Ai

w
(i)
j−−−→ Aj)j, de�niert durh w

(i)
j := δij , d.h. w(i)

i := idAi
und w

(i)
j := 0 für i 6= j.Aufgrund der Universaleigenshaft (Prod 2) von (A, (pi)i) existiert dann ein ui : Ai → A,mit w(i)

j = pj ◦ ui.Dabei ist insbesondere idAi
= w

(i)
i = pi ◦ ui, wodurh pi ein Epimorphismus und uiMonomorphismus sein muss.Durhgeführt für sämtlihe i ergibt diese Konstruktion das Gewünshte.Korollar. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt, (A1, A2) Familieaus zwei Objekten und (A, (p1, p2)) ein Produkt für (A1, A2). Danngilt mit den Morphismen ui aus Satz 8.4.6:(1) (A1, u1) ist ein Kern von p2 und (A2, u2) ist ein Kern von p1.(2) Ist überdies C eine exakte Kategorie, so ist auh (A1, p1) ein Kokernvon u2 und (A2, p2) ein Kokern von u1.Beweis.(1) Sei w : X → A ein Morphismus mit p2 ◦ w = 0. Dann ist

p1 ◦ u1 ◦ p1 ◦ w = idA1 ◦p1 ◦ w = p1 ◦ wund
p2 ◦ u1 ◦ p1 ◦ w = 0 ◦ p1 ◦ w = 0 = p2 ◦ w.Nah (Prod 2) (die Eindeutigkeits-Bestimmung, wi = pi◦w) ist damit u1◦p1◦w = w.Das heiÿt, w faktorisiert eindeutig über A1

u1−֒−→ A, es ist also wirklih (A1, u1) einKern von p2. ((A2, u2) geht analog (Vertaushen von 1 und 2).)(2) Sei also C auh noh exakt. Dann folgt (2) aus (1) mit Satz 8.4.2, weil die ui jaMonomorphismen sind. 597



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBemerkung. In jeder Kategorie gilt, dass Produkte von Familien (Ai)i, falls existent,untereinander eindeutig isomorph sind, aufgrund der Universaleigenshaft (Prod 2).Wir shreiben in so einem FallY
� Y

i∈I
Ai und manhmal auh �

i∈I
Aifür (A, (pi)i).Beispiel 8.4.4. Die bekannten Produkte in Ens (das kartesishe Mengenprodukt) und

ModR (kartesishes Produkt mit der Produkt-Modulstruktur) sind auh kategorielle Pro-dukte.Beispiel 8.4.5. Es existieren keine (unendlihen) kategoriellen Produkte z.B. in denKategorien der endlihen zyklishen Gruppen oder der endlihen abelshen Gruppen.(Die entsprehenden Produkte in Ab sind dann niht mehr unbedingt endlih.)Beispiel 8.4.6. Es existieren Produkte in der Kategorie der endlih erzeugten abelshenTorsionsgruppen, welhe i.a. vershieden vom kartesishen Produkt sind. (ÜA!)De�nition 8.72. Sei C eine Kategorie, (Ai)i eine Familie von Objekten in C. Einkategorielles Koprodukt von (Ai)i in C ist dann ein kategorielles Produkt von (Ai) inder oppositionellen Kategorie Co.Falls ein solhes existiert, shreiben wir ∐i∈IAi dafür.∐i∈IAi Bemerkung. Das heiÿt, das Koprodukt ist genauso de�niert wie das Produkt, nur mitumgekehrten Pfeilen.Beispiel 8.4.7. Auh (unendlihe) Koprodukte müssen niht immer existieren, in Enssind sie als disjunkte Vereinigungen vorhanden, in ModR als direkte Summen.Abelshe KategorienDe�nition 8.73. Eine Kategorie C heiÿt abelshe Kategorie, falls:(AB 1) C ist additive Kategorie,(AB 2) C ist exakte Kategorie und(AB 3) in C existieren Produkte und Koprodukte für endlihe Familien.Lemma. Sei C eine additive Kategorie, (Ai)i∈I eine endlihe Ob-jektfamilie in C sowie (A, (pi)i) ein Produkt dieser Familie (mit denEpimorphismen pi : A ։ Ai sowie den assoziierten Monomorphismen
ui : Ai →֒ A).Dann ist (A, (ui)i) ein Koprodukt von (Ai)i.

598



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenBeweis. Wir haben also (A, (pi)i) als Produkt von (Ai)i, mit der assoziierten Familie
(ui)i von Monomorphismen.Sei nun C ein weiteres Objekt und (Ai

wi−−→ C)i eine beliebige Familie von Morphismen.Wir müssen nun ein eindeutiges h �nden, so dass h ◦ ui = wi für alle i ∈ I. Wähle dazu
h :=

X
j∈I

wj ◦ pj(wir haben ja eine additive Kategorie). Dann ist für i ∈ I:
h ◦ ui =

�X
j

wj ◦ pj

�
◦ ui

=
X
j

wj ◦ (pj ◦ ui)

=
X
j

wj ◦ δij

= wiDie Existenz ist also gezeigt. Zur Eindeutigkeit: Ist h′ : A→ C ein weiterer Morphismusmit h′ ◦ ui = wi, so ist für j ∈ I:
h′ ◦ uj ◦ pj = wj ◦ pjund damit auh

h′ ◦
�X

j

uj ◦ pj

�
=
X
j

wj ◦ pj = hDabei ist aber
pi ◦

�X
j

uj ◦ pj

�
= pi idA,also (weil (A, (pi)i) Produkt) X
j

uj ◦ pj = idA,somit
h′ = h,

h ist also eindeutig. Damit ist (A, (ui)i) wirklih ein Koprodukt.Bemerkung. Der Übergang zur oppositionellen Kategorie liefert, dass endlihe kopro-dukte in additiven Kategorien auh endlihe Produkte induzieren. 599



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungLemma. Verhältnis zwishen beliebigen Produkten und KoproduktenSei C eine beliebige Kategorie, (Ai)i∈I eine Objektfamilie mit Kopro-dukt (
`
iAi, (vi)i), sowie (Bj)j∈J eine weitere Objektfamilie mit Pro-dukt �Qj Bj , (pj

�
j
). Dann existiert

HomC

�Y
i∈I

Ai,
a
j∈J

Bj

�
∼−−→
�

i∈I,j∈J
HomC(Ai, Bj)als (kanonisher) Isomorphismus in Ens (d.h. als kanonishe Bijektion).Beweis. Sei h :

`
iAi →

Q
j Bj ein Morphismus in C. Für (k, l) ∈ I × J haben wir danna

i

Ai
Y
j

Bj

Ak Bl,

vk

h

pl

hklalso eine Familie von Morphismen (hkl)(k,l)∈I×J ∈
�

(k,l) HomC(Ak, Al). Dies ergibt eineMengenabbildung
α : HomC

�Y
i∈I

Ai,
a
j∈J

Bj

�
−→

�

i∈I,j∈J
HomC(Ai, Bj)

h 7−→ (hkl)k,l = (pl ◦ h ◦ vk)k∈I,l∈JEs bleibt zu zeigen, dass das so de�nierte α bijektiv ist.Injektivität: Ist α(h) = α(h′), so ist für alle k, l ∈ I × J
pl ◦ h ◦ vk = pl ◦ h′ ◦ vk,und da die (pl)l ein Produkt bilden:

h ◦ vk = h′ ◦ vk ∀kDie (vk)k bilden ein Koprodukt, womit folgt h = h′.Surjektivität: Sei (fkl)k,l ∈
�

(i,j) HomcatC(Ak, Bl), also fkl ∈ HomC(Ak, Bl).Aufgrund der De�nition des Koproduktes gibt es dann für jedes k ∈ I (genau)einen Morphismus hl :
`
i∈I Ai → Bl mit fkl = hl ◦ vk. Damit haben wir eineFamilie (hl)l∈J . Die Produkt-Charakterisierung liefert uns dazu die Existenz eines

h :
`
iAi →

Q
j Bj , mit pl ◦h = hl für alle l ∈ J . Es ist also wirklih fkl = pl ◦h◦vk,also (fkl)k,l = α(h), damit α surjektiv.
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenBemerkung. Sei C eine Kategorie mit Nullobjekt, (Ai)i∈I eine Objektfamilie mit Produktund Koprodukt. Dann haben wir ja die Kroneker-Morphismen
δij : Ai → Aj, δij =

(
idAi

i = j

0 i 6= j
.DieKroneker-Familie (δij)(i,j)∈I×I induziert dann nah dem Lemma denKroneker-Morphismus δ

δ :
a
i∈I

Ai −→
Y
i∈I

Ai,mit δkl = pl ◦ δ ◦ vk.De�nition 8.74. Q
i∈I Ai bzw. `i∈I Ai heiÿt Biprodukt, falls δ :

`
iAi →

Q
iAi einIsomorphismus ist.Beispiel 8.4.8. Endlihe Produkte (oder Koprodukte) in additiven Familien sind alsoautomatish auh Biprodukte.Ahtung. Abelshe Kategorien, insbesondere die Existenz endliher Produkte und Ko-produkte, sind etwas höhst kostbares.Beispiel 8.4.9. In der Kategorie Rings der kommutativen unitären Ringe (mit 1 6= 0)gibt es beliebige Produkte, aber niht einmal für alle endlihen Familien Koprodukte:Haben wir A1 := Z�2Z und A2 := Z�3Z, so müsste für ein Koprodukt (R, (v1, v2))gelten:

v1([1]2) = 1R = v2([1]3)und damit
1R + 1R = 0R = 1R + 1R + 1R

⇒ 0R = 1R,was natürlih in Rings niht sein kann.In der erweiterten Kategorie Rings′ := Rings ∪ (0) (mit dem Nullring) ist ⊗Z einKoprodukt (und Z�2Z⊗Z
Z�3Z = 0 ist altbekannt).Beispiel 8.4.10. Sei k ein Körper, und betrahten wir die Kategorie der k-Algebren

k-Alg. Hier existieren endlihe Koprodukte, nämlih mittels A∐B := A⊗k B.Hier ist i.a. A ⊗k B 6∼= A × B, weil A × B stets Nullteiler hat ((0, 1) · (1, 0) = (0, 0)),während für Integritätsalgebren A und B das Koprodukt A⊗kB wieder eine Integritäts-algebra ist.Damit kann k-Alg auh keine additive Kategorie werden. (Zumindest mit der üblihenAddition von Abbildungen war dies bereits klar: die Summe zweier Morphismen ist selbstkein Morphismus.)Weitere homologishe Algebra in abelshen Kategorien 601



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.4.7. Sei C eine exakte Kategorie, f• : (A•, ∂•)→ (B•, δ•) ein(Kokomplex-)Morphismus in CompC.Dann induziert f• eine Familie von Kohomologiemorphismen
Hq(f•) : Hq(A•, ∂•)→ Hq(B•, δ•)in funktorieller Weise.Beweis. Wir haben ∂q ◦ ∂q−1 = 0, δq ◦ δq−1 = 0 und fq ◦ ∂q−1 = δq−1 ◦ fq−1, also dasfolgende kommutative Diagramm mit komplexartigen Zeilen:

Aq−1 Aq Aq+1

Bq−1 Bq Bq+1

∂q−1 ∂q

δq−1 δq

fq−1 fq fq+1Aufgrund von ∂q ◦ ∂q−1 = 0 faktorisiert ∂q−1 zu
Aq−1

π1−−−։ im ∂q−1

hq−1−֒−−→
iq−֒−→ Aq,entsprehendes gilt für δq. Aufgrund der Eigenshaften von ker und im erhalten wirweiterhin Abbildungen f̃q−1 : im ∂q−1 → im δq−1 sowie f̂q : ker ∂q → ker δq, so dass dasfolgende Diagramm in den (ehten) Trapezen kommutiert:

Aq−1 Aq

	

im ∂q−1 ker ∂q

	 ? 	

im δq−1 ker δq

	

Bq−1 Bq

∂q−1

δq−1

hq−1

h′q−1

fq−1 fqf̃q−1 f̂q

πq−1 iq

π′
q−1

i′qDas äuÿere Quadrat ist dabei bekanntlih auh kommutativ. Zu untersuhen ist jetztnoh, ob auh das innere Quadrat kommutiert. Wir haben folgende Kette von Gleihhei-ten:
i′q ◦ f̂q ◦ hq−1 ◦ πq−1 = fq ◦ iq ◦ hq−1 ◦ πq−1 (rehtes Trapez)

= fq ◦ ∂q−1 (oberes Trapez)
= δq−1 ◦ fq−1 (äuÿeres Quadrat)
= i′q ◦ h′q−1 ◦ π′q−1 ◦ fq−1 (unteres Trapez)
= i′q ◦ h′q−1 ◦ f̃q−1 ◦ πq−1. (linkes Trapez)602



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenInsgesamt haben wir also
i′q ◦ (f̂q ◦ hq−1) ◦ πq−1 = i′q ◦ (h′q−1 ◦ f̃q−1) ◦ πq−1,und da i′q Monomorphismus sowie πq−1 Epimorphismus ist, ist auh

f̂q ◦ hq−1 = h′q−1 ◦ f̂q−1.Wir erhalten damit das folgende Diagramm:
im ∂q−1 ker ∂q coker hq−1 =: Hq((A•, ∂•))

im δq−1 ker δq coker h′q−1 =: Hq((B•, ∂•))

hq−1 pq

h′q−1 p′q

f̃q−1 f̂q ∃!Hq(f)Hier existiert (aufgrund der Kokern-Eigenshaften) ein eindeutiger Kokernmorphismus
Hq(f) : Hq((A•, ∂•)) −→ Hq((A•, ∂•)),welher das Diagramm kommutativ vervollständigt.Shlieÿlih ist o�enbar auh Hq(id•) = idHq(A•,∂•) und Hq(g•◦f•) = Hq(g•)◦H(f•), esist also wirklih Hq : Comp

C
→ C ein kovarianter Funktor für exakte Kategorien C.De�nition 8.75. Sei C eine additive und exakte Kategorie, (fq)q∈Z = f• : (A•, ∂•) →

(B•, δ•) ein Morphismus zwishen Kokomplexen in Comp
C
.

f heiÿt nullhomotop (f• ∼htp 0•), falls es eine Folge (hq)q∈Z von C-Morphismen gibt,(i) hq : Aq → Bq−1(ii) hq+1 ◦ ∂q + δq−1 ◦ hq = fq

Aq Aq+1

Bq−1 Bq

∂q

δq+1

fq

hq

hq+1Satz 8.4.8. Sei C eine additive und exakte Kategorie, (fq)q∈Z = f• :
(A•, ∂•) → (B•, δ•) ein nullhomotoper Morphismus zwishen Kokom-plexen in Comp

C
.Dann ist Hq(f•) = 0 für alle q ∈ Z.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeweis. Wir haben wieder unser Kohomologiediagramm:
Aq−1 Aq Aq+1

im ∂q−1 ker ∂q Hq(A•)

im δq−1 ker δq Hq(B•)

Bq−1 Bq Bq+1

coker δq−1

∂q−1 ∂q

δq−1

hq−1

h′q−1

prq

pr′q

fq−1 fqf̃q−1 f̂q Hq(f•)

πq−1 iq

π′
q−1

i′q

pq−1

θq

Sei (̊hq)q∈Z die Morphismenfamilie aus der De�nition von nullhomotop, d.h. mit
h̊q+1 ◦ ∂q + δq−1 ◦ h̊q = fq.Vorshalten von i : ker ∂q → Aq liefert

h̊q+1 ◦ ∂q ◦ iq| {z }
=0

+ δq−1 ◦ h̊q ◦ iq = fq ◦ iq

⇒ δq−1 ◦ h̊q ◦ iq = i′q ◦ f̂q.Shalten wir weiterhin den Kokern-Morphismus p′q+1 : Bq → coker δq−1 nah, so habenwir
0 = p′q−1 ◦ δq−1| {z }

=0

◦ h̊q ◦ iq = p′q−1 ◦ i′q ◦ f̂qDas heiÿt, i′q ◦ f̂q = fq ◦ iq faktorisiert2über ker(p′q−1) = im δq+1

i′q◦h′q−1−֒−−−−→ Bq, wir habenalso ein (sogar eindeutiges) θq : ker ∂q → im δq−1 mit
i′q ◦ f̂q =i′q ◦ hq−1 ◦ θq.Da i′q Monomorphismus ist, ergibt sih auh f̂q = h′q−1 ◦θq, und im (horizontal exakten)2Hier zur Erinnerung noh einmal das Faktorisierungsdiagramm:

rowsep

coker δq−1

ker(∂q) Bq

ker p
′
q−1 = im δq−1

i′q◦f̂q

pq−1

i′q◦hq−1

0

∃!θq
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenInnenteil des Homologiediagrammes gilt damit:
Hq(f•) ◦ prq = pr′q ◦f̂q = p′ ◦ hq−1 ◦ θq = 0 ◦ θq = 0,und da prq ein Epimorphismus ist, auh Hq(f•) = 0.De�nition 8.76. Sei C wieder additive und exakte Kategorie, (A•, ∂•)

f•
=→→
g•

(B•, δ•)Morphismen in CompC.
f• und g• heiÿen homotop (f• ∼htp g•), falls f• − g• := (fq − gq)q∈Z ∼htp 0. ∼htpKorollar. Sei (A•, ∂•)

f•
=→→
g•

(B•, δ•) mit f• ∼htp g•.Dann ist Hq(f•) = Hq(g•) : Hq(A•)→ Hq(B•).Bemerkung. ∼htp ist eine Äquivalenzrelation auf HomCompC
((A•, ∂•), (B•, δ•)).De�nition 8.77. Bezeihnen wir die Äquivalenzklassen von ∼htp mit

〈f•〉htp :=

�
g• : (A•, ∂•)→ (B•, δ•)

���� f• ∼htp g•� .Dann erhält man die Homotopiekategorie HC zur (exakten, additiven) Kategorie Cdurh
obj(HC) = obj(CompC)

HomHC(A•, B•) = {〈f•〉} f• ∈ HomCompC
(A•, B•) = HomCompC

(A•, B•)�∼htpBemerkung. Die Implikation des Korollars ist i.a. niht umkehrbar, niht einmal inunserer �idealen� Kategorie ModR für einen Ring R. Dies führt zur De�nition:De�nition 8.78. Zwei Komplexe (oder Kokomplexe) (A•, ∂•) und (B•, δ•) heiÿen qua-siisomorph, falls es Morphismen A•
f•−�===�−
g•

B• gibt mit
Hq(f•) ◦Hq(g•) = idHq(A•)und
Hq(g•) ◦Hq(f•) = idHq(B•) .(Halb-)Exakte Funktoren auf exakten additiven KategorienDe�nition 8.79. Seien C und C′ zwei exakte und additive Kategorien.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung
• Ein kovarianter Funktor F : C → C′ heiÿt linksexakt, falls für jede exakte Folgeder Form

0→ A
f−→ B

g−→ Cin C auh die Bildfolge
0→ F (A)

F (f)−−−−→ F (B)
F (g)−−−→ F (C)exakt ist in C′.

• Ein kontravarianter Funktor F : C → C′ heiÿt linksexakt, falls F o : Co → C ′linkssexakt ist.
• Ein kovarianter Funktor F : C→ C′ heiÿt rehtsexakt, falls für jede exakte Folgeder Form

A
f−→ B

g−→ C → 0in C auh die Bildfolge
F (A)

F (f)−−−−→ F (B)
F (g)−−−→ F (C)→ 0exakt ist in C′.

• Ein kontravarianter Funktor F : C → C′ heiÿt rehtsexakt, falls F o : Co → C ′rehtsexakt ist.
• Ein ko- oder kontravarianter Funktor F : C → C′ heiÿt exakt, falls F rehts- undlinksexakt ist, also kurze exakte Folgen in C in kurze exakte Folgen in C überführt.Beispiel 8.4.11.
• �⊗M sowie HomR(�,M) bzw. HomR(M,�) sind für jeden R-Modul M linksex-akte Funktoren ModR → ModR.
• Der Lokalisierungsfunktor �S : ModR → ModRS

ist exakter Funktor für m. a. S.
S $ R.Beispiel 8.4.12. Sei C additive und exakte Kategorie, (also HomC(A,B) ∈ obj(Ab)).Fixiere ein A ∈ obj(C) beliebig, und betrahte den FunktorX̂

Â := HomC(A,�) : C −→ Ab

X 7−→ HomC(A,X)

(X
f−→ Y ) 7−→ f∗A : HomC(A,X)→ HomC(B,X)

ϕ 7→ f ◦ ϕ

Â : C→ Ab ist kovariant und linksexakt (siehe folgender Satz), aber i.a. niht exakt.606



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.9. Sei C eine exakte Kategorie, S :=
�
0→ A

f−→ B
g−→ C

�eine Morphismensequenz in C. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) S ist exakt(2) für alle X ∈ obj(C) ist die Sequenz
X̂(S) = (0→ HomC(X,A)

f∗
X−−→ HomC(X,B)

g∗
X−−→ HomC(X,C))exakt in Ab.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei also S eine exakte Sequenz in C, sei X ∈ obj(X) beliebig.Wir müssen zeigen, dass dann auh X̂(S) exakt ist, also X̂(f) = f∗X injektiv und

im(X̂(f)) = ker(X̂(g)).(a) Sei u ∈ ker(f∗X), d.h. u : X → A mit f∗X(u) = 0. D.h., es ist f ◦ u = 0,also (weil f Monomorphismus) auh u = 0. D.h. ker(X̂(f)) = {0}, X̂(f) istMonomorphismus.(b) Für alle u ∈ HomC(X,A) ist
(g∗X ◦ f∗X)(u) = g ◦ f ◦ u = 0 ◦ u = 0,also ist im f∗X ⊆ ker g∗X .() Sei ϕ ∈ ker g∗X , also ϕ : X → B mit 0 = g∗X(ϕ) = g◦ϕ. Das heiÿt, ϕ faktorisiertüber ker(g) ∼= im f :

0 A B C

im f ker g X

f g

∼πf

∼
h

j
ϕ 0

∃!τWir haben also ein τ : X → ker g mit ϕ = j ◦ τ . πf ist hier sogar Isomorphis-mus, weil f Monomorphismus war. Das heiÿt, wir haben
f = j ◦ h ◦ πf
j
=⇒ = f ◦ π−1

f ◦ h−1

ϕ
=⇒ = f ◦ π−1

f ◦ h−1 ◦ τ
= f∗X(π−1

f ◦ h ◦ τ) ∈ im f∗XDas heiÿt, wir haben auh ker g∗X ⊆ im f∗X , also ker g∗X = im f∗X .
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(2) ⇒ (1): Sei X̂(S) exakte Sequenz für alle X ∈ obj(C). Wir müssen zeigen, dass dannauh S exakt ist, also f Monomorphismus, g ◦ f = 0 (also im f
h−֒→ ker g existentund Monomorphismus), und dass h : im f → ker g sogar Isomorphismus ist.(i) Seien X u

=→→
v
A parallele Morphismen mit beliebigen X ∈ obj(C) und f ◦ u =

f ◦ v. Das heiÿt, es ist f∗X(u) = f∗X(v). Da nun f∗ injektiv war, ist u = v, also(da dies für alle X,u, v gilt) f ein Monomorphismus.(ii) g ◦ f = g ◦ f ◦ idA = (g∗A ◦ f∗A)(idA) = 0∗A(idA) = 0.(iii) Wähle X := ker g und ϕ := ig : ker g →֒ B. Dann ist g ◦ ig = g∗ker g(ig) = 0,d.h. ig ∈ ker(g∗ker g) = im(f∗ker g). Das heiÿt, es existiert ein τ : ker g → A mit
f∗ker g(τ) = ig, d.h. f ◦ τ = ig:

A B C

im f ker g

f g

πf

∼
h

iNun war war ja f = ig ◦h◦πf und damit ig = f ◦ τ = ig ◦h◦πf ◦ τ , also (weil
ig Monomorphismus ist) idA = h ◦ πf ◦ τ . Damit ist h auh Epimorphismus,also auh Isomorphismus.Korollar. HomC(X,�) ist linksexakt für beliebige X ∈ obj(C).Die lange exakte (Ko-)Homologiesequenz in exakten KategorienSatz 8.4.10. (Shlangenlemma)Sei C eine exakte Kategorie (z.B. abelsh), und sei

A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′

f g

ϕ γ

α′ α α′′ein kommutatives Diagramm von Objekten und Morphismen in C, mitexakten Zeilen, K := kerα, C := cokerα usw. Dann gilt:(1) Die induzierte Kernsequenz K ′ f̂−→ K
ĝ−→ K ′′ sowie die induzierteKokernsequenz C ′ γ̃−→ C

γ̃−→ sind exakte Folgen.(2) Es gibt einen funktoriellen Verbindungsmorphismus δ : K ′′ → C ′,so dass die Folge
K ′ → K → K ′′ δ−→ C ′ → C → C ′′eine exakte Folge ist.608



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenBemerkung. Auh hier noh einmal das komplette Diagramm, welhes den Namen er-klärt.
0 0 0

K K K ′′

A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′

C ′ C C ′′

0 0 0

f̂ ĝ

f g

ϕ γ

ϕ̃ γ̃

δ

δ

α β γ

Das Diagramm hat exakte Spalten und Zeilen, inklusive der durh den Shlangenmor-phismus fortgesetzten Zeile.Bemerkung. Für ModR kennen wir dieses Lemma shon. Nun gibt es das Meta-Theoremvon Freyd-Mithell für abelshe Kategorien:Jede kleine abelshe Kategorie C (d.h. obj(C) ist Menge) ist über einen exak-ten Funktor F isomorph zu einer vollen abelshen Unterkategorie von ModRmit einem passendem Ring R.Haben wir nun ein Diagramm D in einer abelshen Kategorie mit einer Menge von Ob-jekten in D, so kann man die von diesen Objekten erzeugte volle abelshe Unterkategorie
AD(C) von C bilden (d.h. Kerne, Kokerne und endlihe Produkte hinzunehmen).

AD(C) ist dann eine kleine abelshe Kategorie, es gibt also den Freyd-Mithell-Funktor
F : AD(C) → ModA, und die Diagrammjagden im Diagramm können in F (AD(C))durhgeführt werden.Damit kann der Beweis des Shlangenlemmas aus ModR auf beliebige abelshe Kate-gorien übertragen werden.Hier ist das Lemma für exakte Kategorien formuliert, also etwas allgemeiner, daher einanderer Beweis.Beweis.(1) Es genügt, dies für die Kerne zu zeigen, für die Kokerne gilt dies analog (Dualisie-rung).
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBetrahte also das Teildiagramm mit den Kernsequenzen:
K ′ K K ′′

A′ A A′′ 0

0 B′ B B′′

f̂ ĝ

f g

ϕ γ

i′

α′

i

α

i′′

α′′Zunähst ist klar: i′′ ◦ ĝ ◦ f̂ = g ◦ f ◦ i′ = 0 ◦ i′ = 0, und da i′′ Monomorphismus ist,ist ĝ ◦ f̂ = 0.Betrahten wir einen Ausshnitt dieses Diagrammes genauer:
A′ A A′′

im(f) ∼= ker g

imϕ ∼= ker γ

0 B′ B B′′

f g

ϕ γ

πf jf

πϕ
∼

jϕ

α′ α α′′

f1

Dabei gilt wegen g ◦ f = 0 auh
α′′ ◦ g ◦ f = 0

⇒ α′′ ◦ g ◦ jf ◦ πf = 0

⇒ α′′ ◦ g ◦ jf = 0

⇒ γ ◦ α ◦ jf = 0Das heiÿt, α ◦ jf faktorisiert über ker γ = imϕ, und weil ϕ Monomorphismus (also
πϕ Isomorphismus) ist, auh über B:

∃f1 : im f → B′ : ϕ ◦ f1 = α ◦ jf
⇒ α ◦ jf ◦ πf = ϕ ◦ f1 ◦ πf

⇒ α ◦ f = ϕ ◦ f1 ◦ πf
⇒ ϕ ◦ α′ = ϕ ◦ f1 ◦ πf
⇒ α′ = f1 ◦ πf
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDiese Gleihheit ergibt das Diagramm (mit induzierten Kokernen):
K ′ ker f1 K

A′ im f A

B′ B

πf jf

f

ϕ

π
f̂ j

f̂

f̂

i′

α′

i′1

f1

i

αO�enbar ist hier wirklih ker f1 = im f̂ .(Wir wollen nun ker ĝ berehnen.) Sei u : X → K mit ĝ ◦ u = 0 beliebig. Dann istauh i′′ ◦ ĝ ◦ u = 0, also g ◦ i ◦ u = 0. Das heiÿt, i ◦ u faktorisiert über ker g = im f ,es existiert genau ein ϑ : X → ker f1, so dass i ◦ u = jf ◦ ϑ ist.Nun faktorisiert wiederum ϑ über ker f1
i′1−−→ im f (ÜA), d.h. wir haben ein ϑ′ : X →

ker f1 mit ϑ = i′1 ◦ ϑ′. Damit ist
i ◦ u = jf ◦ ϑ

= jf ◦ i′1 ◦ ϑ′

= i ◦ jf̂ ◦ ϑ
′Da nun i Monomorphismus ist, folgt

u = jf̂ ◦ θ
′,d.h. u faktorisiert eindeutig über jf̂ . Das heiÿt, es ist (ker f1, jf̂ ) ein Kern von ĝ, also

ker ĝ = ker f1 = im f̂ , die Kern-Sequenz K ′ f̂−→ K
ĝ−→ K ′′ ist also wirklih exakt.(2) (Nur Skizze) Zu konstruieren ist ein δ : K ′′ → C mit Verbindungseigenshaft. Bilde

H ′′ := coker ĝ und H ′ := ker ϕ̃, X ′ := ker(ϕ ◦ α′), X ′′ := coker(γ ◦ α), womit wir dievier exakten Sequenzen
K

ˆ−→ gK ′′ π−−−։ H ′′ → 0

0→ H ′ i−֒→ C ′ ϕ̃−→ C

0→ X ′ →֒ A′ ϕ◦α′=α◦f−−−−−−−→ B

A
γ◦α=α′′◦g−−−−−−−→ B ։ X ′′ → 0haben. Aus den Kern- bzw. Kokern-Eigenshaften von H ′, X ′ bzw. H ′′, X ′′ erhältman eindeutige Morphismen ρ1, ρ2, τ1 und τ2, welhe das folgende Diagramm auh611



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungauÿen kommutativ mahen:
X ′ K ′′ H ′′

A′ A A′′

B′ B B′′

H ′ C ′ X ′′
i

πρ1

τ2ρ2

τ1Nun zeigt man, dass ρ1 und ρ2 Epimorphismen sind (also auh π ◦ ρ1) sowie τ1 und
τ2 Monomorphismen (also auh τ1 ◦ i). Wir haben also

X ′ H ′′

H ′ X ′′

π◦ρ1

τ2ρ2

τ1◦iNah dem Zerlegungs-Lemma von Seite 596 ist dabei
H ′′ ∼= im(τ2 ◦ π ◦ ρ1) = im(τ1 ◦ i ◦ ρ2) ∼= H ′,

χwir können also die beiden exakten Sequenzen
K ′ → K → K ′′ π−−−։ H ′′ → 0und

0→ H ′′ ∼= H ′ → C ′ → C → C ′′mit dem Aufspaltungslemma zusammensetzen, mit δ := π ◦χ◦ i, so dass die Sequenz
K ′ → K → K ′′ δ−→ C ′ → C → C ′′exakt wird.
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.11. (Existenz der langen exakten (Ko)Homologiefolge in ex-akten Kategorien)Sei C exakte Kategorie. Sei weiterhin
0→ A•

f•−−→ B•
g•−−→ C• → 0eine exakte Folge in Comp

C
. Seien Kohomologieobjekte (Hq(A•))q∈Z,

(Hq(B•))q∈Z und (Hq(C•))q∈Z �xiert (diese sind ja bis auf Isomorphieeindeutig) und Hq(f) und Hq(g) die dann eindeutigen Kohomologie-morphismen in C.Dann existiert eine lange exakte Kohomologiesequenz der Form
. . .

Hq(A•) Hq(B•) Hq(B•)

Hq+1(A•) Hq+1(B•) Hq+1(B•)

. . .

δq+1

Hq(f•) Hq(g•)

δq

Hq+1(f•) Hq+1(g•)

δq−1mit Verbindungshomomorphismen (δq)q∈Z, welhe natürlih (funktori-ell) sind.Beweis.1. ShrittBehauptung. Es existiert (für q ∈ Z) eine (funktorielle) kurzeexakte Folge
0→ Hq−1(A•)

αq−֒−→ coker(∂Aq−1)
τq−−→ ker(∂Aq+1) ։ Hq(A)→ 0(ebenso für B• und C•).Beweis. Betrahte das Diagramm

Aq−1 Aq coker ∂Aq−1 0

0 im ∂Aq−1 ker ∂q coker hq = Hq−1(A•) 0

∂q−1 pq−1

jq−1

iq

hq−1

prq−1Wegen p ◦ ∂q−1 = 0 ist auh
p ◦ iq ◦ hq−1 ◦ πq−1 = 0
πq−1
===⇒Epi p ◦ iq ◦ hq−1 = 0 613



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDas heiÿt, p ◦ iq faktorisiert über coker hq−1 = Hq−1(A•), wir haben also genauein α : Hq−1(A•) → coker ∂q−1 mit p ◦ iq = α ◦ prq−1. Malen wir einen Teildieses Diagramms noh einmal in einer anderen Form auf, so sieht man, dass dasShlangenlemma anwendbar wird:
0 0 0

0 0 0 kerα

0 im ∂q−1 ker ∂q Hq−1(A•) 0

0 im ∂q−1 = ker pq−1 Aq coker ∂q 0

0 coker iq = im ∂q cokerα 0

0 0 0

hq−1 prq−1

iq−1 pq−1

iq α

σDas heiÿt, wir haben die exakte Sequenz
0→ kerα→ 0→ im ∂q

σ−→ cokerα→ 0,wodurh kerα = 0 wird (also α Monomorphismus), und cokerα ∼= im ∂q, da σhier nur die Wahl bleibt, Isomorphismus zu sein. Wir haben damit die zwei kurzenexakten Sequenzen (letzte Spalte)
0→ Hq−1(A•)

αq−֒−→ coker ∂q−1
θ−−։ im ∂q → 0und (die zweite Zeile im Diagramm mit vershobenen Indies)

0→ im ∂q
hq−֒−→ ker ∂q+1

prq−−−−։ Hq(A•)→ 0Mit dem Aufspaltungslemma können wir diese zu einer exakten Sequenz zusam-mensetzen:
0→ Hq−1(A•)

α−֒→ coker ∂q−1
τq :=hq◦θ−−−−−−→ ker ∂q+1

prq−−−−։ Hq → 0Dabei maht τq auh das Diagramm 1 kommutativ (und ist mit dieser Eigenshafteindeutig, aufgrund der Eigenshaften von ker ∂q+1 und coker ∂q+1)2. Shritt Aus der Funktorialität dieser Konstruktion für A•, B• und C• haben wir das
614



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDiagramm 1 Die in Shritt 1 konstruierten Homologie�Kokern�Kern�Homologie-Sequenzen für einen Komplex
0 ker ∂q−1

Hq−2 Aq−1 0

0 coker ∂q−2 im ∂q−1

0 0

ker ∂q 0

0 Aq Hq−1

im ∂q coker ∂q−1 0

0 0

0 ker ∂q+1

Hq Aq+1 0

0 coker ∂q im ∂q+1

0 0

ker ∂q+2 0

0 Aq+2 Hq+1

im ∂q+2 coker ∂q+1 0

∂q−1

∂q

∂q+1

αq−1

τq−1
hq−1

αq

τqhq

αq+1

τq+1
hq+1

αq+2
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungfolgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:
0

0 Hq(A•) coker ∂Aq−1 ker ∂Aq+1 Hq+1(A•) 0

0 Hq(B•) coker ∂Bq−1 ker ∂Bq+1 Hq+1(B•) 0

0 Hq(C•) coker ∂Cq−1 ker ∂Cq+1 Hq+1(C•) 0

0

δq

δq

αA
q τA

q

αB
q τB

q

αC
q τC

q

Hq(f•)

Hq(g•)

f̃q−1

g̃q−1

f̂q+1

ĝq+1

Hq+1(f•)

Hq+1(g•)

Dabei sind aufgrund der Exaktheit von 0 → A•
f•−−→ B•

g•−−→ C• → 0 auh g̃q+1Epimorphismus sowie f̂q+1 Monomorphismus, also die beiden mittleren Spalten ex-akt. Wir können hier also unser Shlangenlemma anwenden, die Kerne/Kokerne derMorphismen τ�
q in der Mitte sind gerade die Hq bzw. Hq+1, wir erhalten also dieexakte Shlange mit einem (eindeutig bestimmten, funktorialen) Verbindungsmor-phismus δq .3. Shritt Zusammensetzen dieser Shlangensequenzen für die einzelnen q ergibt die ge-wünshte lange exakte Kohomologiesequenz.Korollar. Sei 0 → A•

f•−−→ B•
g•−−→ C• → 0 eine exakte Folgein CompC mit einer exakten Kategorie C. Sind hier nun je zwei derKomplexe azyklish (d.h. Hq(�) = 0 für alle q ∈ Z), so ist auh derdritte Komplex azyklish.Beweis. Die lange exakte Kohomologiesequenz ist ja dann (wenn D• der dritte Komplexist) der Form

. . .→ 0→ Hq(D•)→ 0→ · · · ,also ist auh Hq(D•) = 0 für alle q ∈ Z.Injektive (und projektive) Objekte in abelshen KategorienDe�nition 8.80. Sei C eine abelshe Kategorie, E ∈ obj(C). E heiÿt injektives Objektin C, falls der kontravariante Funktor
HomC(�, E) : C −→ Ab

A 7−→ HomC(A,E)�
A

f−→ B
�
7−→ f∗ : HomC(B,E)→ HomC(A,E)

ϕ 7→ ϕ ◦ f616



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) Garbenein exakter Funktor ist.Bemerkung. HomC(�, E) ist ja bekanntlih sowieso linksexakt, daher ist äquivalent zurInjektivität von E, dass er rehtsexakt ist.Lemma. Sei E ∈ obj(C), C eine abelshe Kategorie. Dann sind fol-gende Bedingungen äquivalent:(1) E ist ein injektives Objekt.(2) HomC(�, E) überführt Monomorphismen (in C) in Epimorphismen(in Ab).(3) Für alle Diagramme der Art
A B

E

∃ϕ̃mit einem Monomorphismus f : A →֒ B und beliebigem ϕ : A→ Egibt es einen Morphismus ϕ̃ : B → E, welher das Diagrammkommutativ maht: ϕ̃ ◦ f = ϕ.Beweis. Dies sind jeweils nur andere Shreibweisen des selben Sahverhaltes.De�nition 8.81. Sei C eine abelshe Kategorie. C hat genügend viele injektiveObjekte, falls es eine volle Unterkategorie von injektiven Kogeneratoren gibt, d.h.es existiert eine volle Unterkategorie J ⊆ C, alle E ∈ obj(J) sind C-injektive Objekte,und für alle A ∈ obj(C) gibt es ein Objekt E ∈ obj(J) und einen Monomorphismus
f : A →֒ E.Bemerkung. Mit anderen Worten: C hat genügend viele injektive Objekte, falls jedesObjekt in ein injektives Objekt �eingebettet� werden kann.Fragen.(1) Wie �ndet man heraus, ob eine abelshe Kategorie genügend viele injektive Objektehat?(2) Welhe Beispiele für abelshen Kategorien mit genügend vielen injektive Objektengibt es?
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.4.12. (Charakterisierung der injektiven R-Moduln)Sei R ein k&u-Ring, E ein R-Modul. Dann sind folgende Bedingungenäquivalent:(1) E ist ein injektiver R-Modul (d.h. injektives Objekt in ModR).(2) Ist a ⊆ R ein Ideal, ϕ ∈ HomR(a, E), so existiert ein ϕ̂ : E → Emit ϕ̂|a = ϕ.(3) Ist 0 → E
i−֒→ C

p
−−−։ D → 0 exakte Sequenz in ModR, so splittetdiese Sequenz, d.h. ist isomorph zur Standardsequenz 0 → E

i1−֒−→

E ⊕D
p2−−−։ D → 0.Bemerkung. Die Implikation (2) ⇒ (1) ist auh als Kriterium von Reinhold Baerbekannt und wurde bereits in Algebra II bewiesen, siehe Satz 4.3.1 auf Seite 185.Hmm, hier fehlen die nähsten paar Sätze, die wurden wohl in der Übung gemaht.Bemerkung. In Algebra II (Abshnitt 4.3, Injektive Moduln) wurden bereits folgendeEigenshaften für die injektiven Objekte in ModR gezeigt:(1) Ist R Hauptidealring, so ist E injektiv genau dann, wenn E dividierbar ist.(2) Qi∈I Ei ist injektiv genau dann, wenn Ei injektiv ist für alle i ∈ I.(3) Qi∈I Ei ist dividierbar genau dann, wenn Ei dividierbar ist für alle i ∈ I.(4) Ist Li∈I Ei injektiv, so ist auh Ei injektiv für alle i ∈ I (die Umkehrung gilt fürunendlihe I i.a. niht).(5) Ist R Hauptidealring oder I endlihe Menge, so gilt auh die Äquivalenz:M

i∈I
Ei injektiv ⇐⇒ ∀i ∈ I : Ei injektivSatz 8.4.13. In Ab = ModZ gibt es genügend viele injektive Objekte.Beweis. Sei G ∈ obj(Ab) eine abelshe Gruppe. Dann ist durh Wahl eines Erzeugen-densystemes G ∼= Z(I)

�H (mit einer geeigneten Untergruppe H), was sih kanonish in
Q(I)

�H einbetten lässt. Q ist dividierbar, damit ist Q(I) dividierbar, Q(I)
�H dividierbar,also auh injektiv.618



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.14. Für jeden k&u-Ring R gibt es auh in ModR genügendviele injektive Objekte.Beweis. Sei M ∈ obj(ModR) ein R-Modul.(1) Für eine abelshe Gruppe G hat man ja HomZ(M,G), und darauf gibt es die natür-lihe R-Modulstruktur
R×HomZ(M,G) −→ HomZ(M,G)

(r, ϕ) 7−→
r · ϕ : M → G

x 7→ ϕ(r · x)Das heiÿt, insbesondere ist auh HomZ(R,G) ist ein R-Modul.(2) Wähle nun insbesondere eine dividierbare (d.h. injektive) Gruppe D.Behauptung. Dann ist HomZ(R,D) als R-Modul ein injektiver
R-Modul.Beweis. Für M ∈ obj(ModR) gibt es den natürlihen R-Modul-Isomorphismus

θM : HomR(M,HomZ(R,D))
∼−−→ HomZ(M,D)

h 7−→ θM (h) : M → D

x 7→ h(x)(1R)

HomZ(R,D)←M : θ−1
M (ϕ)

(r 7→ ϕ(r · x))← [ x

←− [ ϕDie dadurh induzierte Abbildung
θ� : HomR(�,HomZ(R,D)) −→ HomZ(�,D)ist sogar ein Funktormorphismus. (ÜA: Nahrehnen.)Sei nun f : A →֒ B ein Monomorphismus von R-Moduln. Dann erhalten wir daskommutative Diagramm von R-Moduln:

HomR(B,HomZ(R,D)) HomR(B,HomZ(R,D))

HomZ(B,D) HomZ(A,D)

f∗

f̂

∼

θB

∼

θAIn Ab ist D injektiv, also ist f̂ = f ◦� Epimorphismus (surjektiv) in Ab, also auhnoh surjektiv als R-Modul-Homomorphismus. Damit ist auh f∗ ∈ EpiModR
, also

HomZ(R,D) injektives Objekt. 619



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung(3) Sei nun M ein beliebiger R-Modul. Dann ist M nah Satz 8.4.13 als (abelshe)Gruppe einbettbar in eine injektive (dividierbare) Gruppe D, wir haben also M ϕ−֒→
D. Nun haben wir die Einbettungskette (in ModR):

M ∼=M HomR(R,M) →֒ HomZ(R,M)
ϕ∗
−֒−→ HomZ(R,D),und HomZ(R,D) ist ein injektiver R-Modul. Das heiÿt, M ist in einen injektiven

R-Modul einbettbar.Die Kategorie ModR hat also genügend viele injektive Objekte.De�nition 8.82. Sei C eine Kategorie, A ∈ obj(C). Eine Au�ösung von A ist eineexakte Folge der Form
0→ A→ X0 → X1 → X2 → . . .bzw. ein exakter Komplex der Form:

. . .→ 0→ 0→ A→ X0 → X1 → X2 → . . .De�nition 8.83. Sei C eine abelshe Kategorie und A ∈ obj(C). Eine injektive Auf-lösung von A ist eine exakte Folge der Gestalt
0→ A

ν0−֒−→ I0
∂0−−→ I1

∂1−−→ I2
∂2−−→ . . .mit injektiven Objekten Ii für i ∈ N0, bzw. ein Objekt in CompC der Gestalt

. . .→ 0→ 0→ A
ν0−֒−→ I0

∂0−−→ I1
∂1−−→ I2

∂2−−→ . . .mit injektiven Ii und Exaktheit (an allen Stellen).Lemma. In einer abelshen Kategorie mit genügend vielen injekti-ven Objekten hat jedes Objekt A ∈ obj(C) mindestens eine injektiveAu�ösung.Beweis. Nah Vorraussetzung existiert ein Monomorphismus A ν0−֒−→ I0 mit einem injek-tiven Objekt I0. Dies induziert die exakte Folge
0→ A

ν0−֒−→ I0
p0−−−։ coker ν0 → 0.

coker ν0 kann nun wieder injektiv eingebettet werden, dies gibt uns die exakte Folge
0→ coker ν0

ν1−֒−→ I1
p1−−−։ coker ν1 → 0.Dies lässt sih natürlih fortsetzen, und zusammensetzen (Aufspaltungslemma) lieferteine lange exakte Folge

0→ A→ I0
∂0=p0◦ν1−−−−−−−→ I1

∂1=p1◦ν2−−−−−−−→ I2 → . . .

620



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenBemerkung. In ModR kann man mit dem Konstruktionsprinzip der beiden vorhergehen-den Sätze so ganz konkrete injektive Au�ösungen erhalten.Satz 8.4.15. (Charakterisierung der noethershen Ringe durh Ei-genshaften ihrer injektiven Moduln)Sei R ein k&u-Ring. Dann sind folgende Bedingungen äquivalent:(1) R ist ein noethersher Ring.(2) Für alle Familien von injektiven R-Moduln (Ei)i∈I ist Li∈I Eiebenfalls injektiver R-Modul.Beweis.(1) ⇒ (2): Sei R ein noethersher Ring, (Ei)i∈I Familie injektiver R-Moduln, a ⊆ R einIdeal, ϕ : a→L
i∈I Ei ein Morphismus.Wir müssen zeigen, dass sih ϕ auf ganz R erweitern lässt.Für a = (0) ist dies trivial, sei also a = (a1, · · · , ar) (weil R noethersh). Das heiÿt,es ist

imϕ = spanR ({ϕ(ai) | i ∈ I})
⊆
M
i∈J

Eimit einer endlihen Teilmenge J ⊆ I
=
Y
i∈J

Ei =: EJ ,und dies ist bekanntlih ein injektiver Modul. Wir erhalten:
a EJ

M
i∈I

Ei

R

ϕ0 j

ϕ

ϕ̂0

ϕ̂:=j◦ϕ̂0Es ist also auh Li∈I Ei injektiver R-Modul.(2) ⇒ (1) Sei R ein Ring mit (2), und
a1 ⊆ a2 ⊆ . . . ⊆ an ⊆ . . .eine beliebige aufsteigende Idealkette (von der wir zeigen wollen, dass sie stationärwird, also R nothersh ist). 621



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSei a :=
S
i∈I ai. Wähle für i ∈ I eine injektive Einbettung a�ai

θi−֒−→ Ei. Betrahteden Homomorphismus
ϕ0 : a −→

M
i∈I

Ei

a 7−→ (θi([a]ai
))i∈IDies ist wohlde�niert, es ist wirklih (ϕ0(a))i = 0 p. p., weil für a ∈ a auh a ineinem der ai ist und damit auh in allen aj mit j ≥ j, also [a]aj

= [0]aj
für alle

j ≥ i.Nun ist L
i∈I Ei injektiv, also ist ϕ0 auf R erweiterbar, mittels einem R-Modulhomomorphismus ϕ̂0 : R→L

i∈I Ei, so dass für a ∈ a immer ϕ̂0(a) = ϕ0(a)ist.Es ist dann insbesondere ϕ̂0(1) = (xi)i∈I mit xi ∈ Ei, mit xi = 0 für alle i ≥ n0mit einem passenden n0. Für a ∈ a gilt dann:
(θi([ai]ai

))i∈I = ϕ0(a)

= ϕ̂0(a)

= a · ϕ̂0(1)

= (a · xi)i∈IDas heiÿt, für alle a ∈ A ist shon θi([a]ai
) = 0 für alle i ≥ n0, d.h. (weil θiMonomorphismen waren) [a]ai

= [0]ai
, also a ∈ ai für alle i ≥ n0, insbesondere

a ∈ an0 . D.h. es ist shon a = an0 , die Kette wird also stationär ab Index n0.Abgeleitete FunktorenSei C abelshe Kategorie mit genügend vielen injektiven Objekten (also stets existierendeninjektiven Au�ösungen), C′ eine weitere (beliebige) abelshe Kategorie und F : C → C′ein additiver kovarianter Funktor.Ziel. Wir wollen nun (unter Benutzung der injektiven Au�ösungen) die abgeleitetenFunktoren RqF : C→ C′ konstruieren.

622



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.16. Seien A,B ∈ obj(C),
0→ A

νA
0−−→ X0

∂0−−→ X1
∂1−−→ X2 → . . .eine (beliebige) Au�ösung von A,

0→ B → J0
δ0−−→ J1

δ1−−→ J2 → . . .eine injektive Au�ösung von B und f ∈ HomC(A,B). Dann gilt:(1) f : A → B kann in einen Morphismus ϕ• = (ϕn)n∈Z in Comp
Cerweitert werden, d.h. es gibt ϕn : Xn → Jn, so dass das Diagramm

0 A X0 X1 . . .

0 B J0 J1 . . .

f ϕ0 ϕ1kommutiert.(2) Sind (ϕ•), (ψ•) zwei solhe Erweiterungen von f , so gilt ϕ• ∼htp ψ•.Beweis.(1) Betrahte
0 A X0

B J0

νA
0

f

νB
0

ϕ0Weil νA0 Monomorphismus ist und J0 injektives Objekt, faktorisiert νB0 ◦ f über
A

νA
0−֒−→ X0, wodurh wir ϕ0 : X0 → J0 erhalten.Induktiv: Sei ϕn : Xn → Jn shon konstruiert. Wir haben dann den induzierten
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungKokernmorphismus ϕ̂n : coker ∂n−1 → coker δn−1.
. . . Xn−1 Xn Xn+1

coker ∂n−1

= im ∂n

= ker ∂n+1

coker δn−1

= im δn

= ker δn+1

. . . Jn−1 Jn Jn+1

∂n−1 ∂n ∂n+1

δn−1 δn δn+1

ϕn

pn−1

πn−1

jn+1

in+1

ϕ̂n ϕn+1

Da nun Jn+1 injektives Objekt ist, faktorisiert in+1 ◦ ϕ̂n über dem Monomorphismus
jn+1, wir haben also ϕn+1 : Xn+1 → Jn+1 mit ϕn+1 ◦∂n = in+1 ◦ ϕ̂n ◦pn−1 = δn ◦ϕn.(2) Seien (ϕn)n∈N0 und (ψn)n∈N0 zwei solhe Erweiterungen von f : A→ B auf die auf-lösenden (exakten) Komplexe. Wir betrahten nun den (abgeshnittenen) Komplexaus nur injektiven Moduln

(J•)
+ :=

�
. . .→ 0→ 0→ J0

δ0−−→ J1
δ1−−→ J2 → . . .

�sowie entsprehend auh (X•)+. (Diese Komplexe sind auÿer bei J0 bzw. X0 überallexakt.)Behauptung. (ϕ•) und (ψ•) sind homotop für die abgeändertenKomplexe (X•)+ und (J•)+Beweis. Wir haben also
0 A X0 X1 . . .

0 B J0 J1 . . .

νA
0 ∂0 ∂1

νB
0

δ0 δ1

f ψ0 ϕ0 ψ1 ϕ1mit
ϕ0 ◦ νA0 = νB0 ◦ f δq ◦ ϕq = ϕq+1 ◦ δq
ψ0 ◦ νA0 = νB0 ◦ f δq ◦ ψq = ψq+1 ◦ δq
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8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenNun genügt es o�enbar, für den Spezialfall f = 0 und einen Kettenmorphismus
g• = ϕ•−ψ• zu zeigen, dass g• (für die abgeshnittenen Komplexe (X•)+ und (J•)+)nullhomotop ist:

0 A X0 X1 . . .

0 B J0 J1 . . .

νA
0 ∂0 ∂1

νB
0

δ0 δ1

0
g0 g10 h0

h1 h2Konstruieren wir also die Kettenhomotopie für g•.Induktionsanfang h1: Zunähst ist ja g0 ◦ νA0 = νB0 ◦ 0 = 0, d.h. g0 faktorisiert über
coker νA0 :

0 0 X0 coker νA0 X1

0 0 J0

0 p i

∂0

0

0 0 h0 g0
h′

h1Es gibt also ein h′ : coker(νA0 ) → J0 mit h′ ◦ p = g0. Nun ist i ein Monomor-phismus und J0 injektives Objekt, d.h. auh h′ faktorisiert über i (lässt sih auf
X1 fortsetzen), und wir haben h1 : X1 → J0 mit h ◦ i = h′, also h1 ◦ ∂0 = g0.Zusammen mit h0 = 0 und δ−1 = 0 erhalten wir

h1 ◦ ∂0 + δ−1 ◦ h0 = g0Das heiÿt, (hn)n≤1 bildet den Anfang einer Kettenhomotopie für g•.Induktiver Shritt Seien die (hi)i≤n shon konstruiert mit der Homotopieeigenshaft
hi ◦ ∂i−1 + δi−2 ◦ hi−1 = gi−1

Xn−2 Xn−1 Xn Xn+1

Jn−2 Jn−1 Jn

∂n−2 ∂n−1 ∂n

δn−2 δn−1

gn−2
gn−1 gn

hn−1 hn

hn+1Insbesondere haben wir
hn ◦ ∂n−1 + δn−2 ◦ hn−1 = gn−1,

δn−1◦�
====⇒ δn−1 ◦ hn ◦ ∂n−1 + δn−1 ◦ δn−2| {z }

=0

◦ hn−1 = δn−1 ◦ gn−1

⇒ δn−1 ◦ hn ◦ ∂n−1 = gn ◦ ∂n−1

⇒ (gn − δn−1 ◦ hn) ◦ ∂n−1 = 0Das heiÿt, gn − δn−1 ◦ hn faktorisiert über coker ∂n−1,
Xn coker ∂n−1 Xn+1

Jn

∂n−1

p i

∂n

gn−δn−1◦hn
ĥ

hn+1 625



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungund wir erhalten ĥ : coker ∂n−1 → Jn mit gn − δn−1 ◦ hn = ĥ ◦ p. Weil iMonomorphismus und Jn injektives Objekt ist, faktorisiert auh ĥ, und wirerhalten hn+1 : Xn+1 → Jn mit
ĥ = hn+1 ◦ i

�◦p
==⇒ g − δn−1 ◦ hn = hn+1 ◦ ∂n

⇒ gn = hn+1 ◦ ∂n + δn−1 ◦ hnWir haben also insgesamt ein (hn)n∈Z, welhe g• nullhomotop maht, also ψ• homo-top zu ϕ•.Damit ist unser Satz vollständig bewiesen.Korollar. Sei A ∈ obj(C) und seien
0→ A

ν0−֒−→ I0
∂0−−→ I1

∂1−−→ I2
∂2−−→ . . .sowie

0→ A
µ0−֒−→ J0

δ0−−→ J1
δ1−−→ J2

δ2−−→ . . .zwei injektive Au�ösungen von A.Dann besitzt idA : A → A eine Fortsetzung zu einem Morphismus
(ϕn)n∈N der Komplexe, und je zwei solher Fortsetzungen ϕ•, ψ• sindhomotop. Da dies auh umgekehrt geht, sind (I•)+ und (J•)+ sindzueinander homotopieäquivalent.Bemerkung. Damit besitzen beide Komplexe die selben Homologieobjekte � dies waraber shon klar, da beide exakt sind (und damit Homologie 0 haben).Konstruktion der abgeleiteten FunktorenSei wieder C eine abelshe Kategorie mit genügend vielen injektiven Objekten, F : C→ C′ein kovarianter additiver Funktor, C′ auh abelshe Kategorie.Für ein A ∈ obj(C) wählen wir eine beliebige injektive Au�ösung

0→ A
ν0−֒−→ I0

∂0−−→ I1
∂1−−→ I2

∂2−−→ . . .und wenden F darauf an:
0→ F (A)

F (ν0)−֒−−−→ F (I0)
F (∂0)−−−−→ F (I1)

F (∂1)−−−−→ F (I2)
F (∂2)−−−−→ . . .Ist J• eine andere injektive Au�ösung von A in C, so sind (I•)+ und (J•)+ homotopeKomplexe in C, also sind (weil F additiv ist, via (F (hn))n∈N) F ((I•)+) und F ((J•)+)ebenfalls homotope Komplexe, jetzt in C′.Insbesondere ist also Hq (F ((I•)+)) ∼= Hq (F ((J•)+)) für alle q.626



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDe�nition 8.84. Für obiges Setup (F : C→ C′ additiver kovarianter Funktor zwishenabelshen Kategorien, C mit genügend vielen injektiven Objekten), n ∈ Z de�nieren wirfür alle A ∈ obj(C) RnF
(RnF )(A) := Hn (F ((I•)

+)),wobei 0→ A→ I• eine beliebige injektive Au�ösung von A sei.Für f ∈ HomC(A,B) erhalten wir entsprehend den Morphismus
(RnF )(f) := Hq

�
F ((IA• )+)

F (ϕ•)−−−−→ F ((IB• )+)
�

: (RnF )(A) −→ (RnF )(B)

RnF heiÿt der n-te rehtsabgeleitete Funktor zu F .Eigenshaften.(1) (RqF )(A) = 0 für alle q < 0.(2) Ist F linksexakt, so ist (R0F )(A) ∼= F (A).(3) Ist I injektives Objekt, so ist (RnF )(I) = 0 für alle n ≥ 1.Beweis.(1) Klar durh Konstruktion, denn es ist ja Iq = 0 für q ≤ 0, damit auh F (Iq) und dieHomologiegruppen davon.(2) Ist F linksexakt, so ist der Anfang des F (�)-Komplexes 0→ F (A)→ F (I0)
F (∂0)−−−−→

F (I1) exakt, also kerF (∂0) ∼= F (A), mit im(F (∂−1)) = 0.(3) Ist I injektives Objekt in C, so ist 0 → I
idI−−→ I → 0 → 0 . . . eine injektive Au�ö-sung, was zum F -Komplex 0 → F (I) → 0 → 0 → . . . führt. O�enbar sind dessenHomologiegruppen alle 0 für q ≥ 1.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.4.17. (Die lange exakte Folge für rehtsabgeleitete Funktoren)Sei F : C → C kovarianter, additiver, linksexakter Funktor abelsherKategorien, wobei C genügend viele injektive Objekte habe. Sei weiter-hin 0 → A′ f−→ A
g−→ A′′ → 0 eine kurze exakte Folge in C, so gibt eseine (funktorielle) lange exakte Sequenz

0 F (A′) F (A) F (A′′)

R1F (A′) R1F (A) R1F (A′′)

R2F (A′) R2F (A) . . .

F (f) F (g)

R1F (f) R1F (g)

R2F (f) R2F (g)

∆0

∆0 ∆1

∆1mit Verbindungshomomorphismen (∆n)n∈N0 , welhe funktoriell auf
Ckex sind.Beweis. Sei also 0 → A′ → A → A′′ → 0 eine kurze exakte Sequenz, mit injektivenAu�ösungen für A′ und A′′:

0→ A′ νA′
0−֒−−→ I0(A

′)→ I1(A
′)→ I2(A

′)→ I3(A
′)→ . . .

0→ A′′ νA′′
0−֒−−→ I0(A

′′)→ I1(A
′′)→ I2(A

′′)→ I3(A
′′)→ . . .Daraus konstruieren wir eine injektive Au�ösung für den Mittelterm. Wir haben (weil Ceine abelshe Kategorie ist) eine direkte Summe I0(A′)⊕ I0(A′′), mit i1 ◦p1 + i2 ◦p2 = id.

0 0 0

0 A′ A A′′ 0

0 I0(A
′) I0(A

′)⊕ I0(A′′) I0(A
′′) 0

νA′
0 νA′′

0

f g

i1 p2

i2p1

ν̃A′
0 ν̃A′′

0νA
0

I0(A
′) ist injektiv, f Monomorphismus, also faktorisiert νA′

0 über f , wir haben also ν̃A′
0 :

A→ I0(A
′) mit νA′

0 = ν̃A
′

0 ◦ f . Gleihzeitig haben wir auh noh ν̃A′′
0 = νA

′′
0 ◦ g.Die Universaleigenshaft der direkten Summe liefert uns aus diesen beiden einen Mor-phismus νA0 : A→ I0(A

′)⊕ I0(A′′), welher dieses Diagramm kommutativ maht.Dieser Morphismus ist sogar Monomorphismus (ÜA, aus der Universaleigenshaft).Wir setzen I0(A) := I0(A
′)⊕ I0(A′′).

628



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDiese Konstruktion führen wir nun iterativ durh:
In−1(A

′) In−1(A) In−1(A
′′)

coker νA
′

n−1 coker νAn−1 coker νA
′′

n−1

In(A
′) In(A

′)⊕ In(A′′) In(A
′′)

νA′
n−1

π′

νA′
n

νA
0

π

νA′′
0

π′′

νA′′
n

i1 p2

i2p1

νA
nWir erhalten induktiv dieses Diagramm mit exakten Zeilen und Spalten:

0 0 0 0 0

0 A′ I0(A
′) I1(A

′) I2(A
′) I3(A

′) . . .

0 A I0(A) I1(A) I2(A) I3(A) . . .

0 A′′ I0(A
′′) I1(A

′′) I2(A
′′) I3(A

′′) . . .

0 0 0 0 0Anders formuliert, wir haben eine exakte Folge in Comp
C
:

0→ I•(A
′)+ →֒ I•(A)+ = I•(A

′)⊕ I•(A′′) ։ I•(A
′′)+ → 0Damit ist natürlih auh die Folge

0→ F
�
I•(A

′)
�+ →֒ F

�
I•(A

′)
�+ ⊕ F �I•(A′′)

�+
։ F

�
I•(A

′′)
�+ → 0exakt in Comp

C′ . Dies liefert uns die lange exakte Homologiesequenz, die im Satz genanntwurde.Berehnung abgeleiteter Funktoren mittels azyklisher ObjekteDe�nition 8.85. Seien C und C′ zwei abelshe Kategorien, C mit genug injektivenObjekten, F : C → C′ ein linksexakter additiver Funktor, (RqF )q∈Z die Familie derrehtsabgeleiteten Funktoren von F .Ein Objekt X ∈ obj(C) heiÿt F -azyklish, falls (RqF )(X) = 0 für alle q > 0 ist. 629



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBemerkung. Es ist (R0F )(X) ∼= F (X) im allgemeinen niht 0.Beispiel 8.4.13. Sei X injektives Objekt. Dann ist X auh F -azyklish.Bemerkung. Je nah Kategorie und Funktor kann es eventuell � auÿer den injektiven� noh weitere F -azyklishe Objekte geben. (Für den 0-Funktor etwa sind alle Objekte
F -azyklish.)De�nition 8.86. Sei A ∈ obj(C). Eine F -azyklishe Au�ösung ist eine (lange)exakte Folge der Form

. . .→ 0→ 0→ A→ X0
γ0−−→ X1

γ1−−→ X2
γ2−−→ · · · ,wobei die Xi jeweils F -azyklishe Objekte sind.Beispiel 8.4.14. Injektive Au�ösungen sind für alle Funktoren F auh F -azyklish.Satz 8.4.18. Sei F : C → C′ ein kovarianter linksexakter Funktor,

C, C′ wie immer, A ∈ obj(C) und 0 → A → X0
γ0−−→ X1

γ1−−→ . . . eine
F -azyklishe Au�ösung von A.Dann ist (RqF )(A) ∼= Hq(F (X•)+).Beweis. Wir zerlegen die azyklishe Au�ösung von A mit dem Aufspaltungslemma wiefolgt:

0→ A =: C0
i0−֒−→ X0

p1−−−։ C1 → 0

0→ C1
i1−֒−→ X1

p2−−−։ C2 → 0...
0→ Cn

in−֒−→ Xn

pn+1−−−−−։ Cn+1 → 0Für jede dieser kurzen exakten Folgen gibt es eine entsprehende lange RqF -Folge:
0 F (Cn) F (Xn) F (Cn+1)

R1F (Cn) R1F (Xn) R1F (Cn+1)

R2F (Cn) R2F (Xn) . . .

F (in) F (pn+1)

R1F (in) R1F (pn+1)

R2F (in) R2F (pn+1)

∆0

∆0 ∆1

∆1Da die Xi azyklish sind, werden einige dieser Objekte zu 0, und wir erhalten
0 F (Cn) F (Xn) F (Cn+1)

R1F (Cn) 0 R1F (Cn+1)

R2F (Cn) 0 . . .

F (in) F (pn+1) ∆0

∆0 ∆1

∆1630



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDas heiÿt, wir haben für alle q, n ≥ 1:
0→ (RqF )(Cn)

∼−−→ (Rq+1F )(Cn−1)→ 0Auÿerdem haben wir für n ∈ N die exakte Sequenz
0→ F (Cn)

F (in)−֒−−−→ F (Xn)
F (pn+1)−−−−−−→ F (Cn+1) ։ (R1F )(Cn)→ 0Das heiÿt, es ist (R1F )(Cn) ∼= cokerF (pn+1), auÿerdem ist (weil F linksexakt ist) auh

kerF (γn) = F (ker γn) = F (Cn), d.h. wir können die bekannten im-ker-Hq-Diagrammefür (F (X•), F (γ•)) mit diesen Sequenzen zusammensetzen zu einem groÿen Diagramm.Hier ein Ausshnitt des dieses (nah unten unendlihen, oben bei F (C0) = F (A) begin-nenden) überall kommutativen Diagrammes, mit exakten Sequenzen in den Diagonalen,einem Komplex in der Mittelspalte sowie kurzen exakten Sequenzen in den Spalten da-neben:
0 imF (γn−1) F (Xn−1) Hn−1(F (X•)) R1F (Cn−2)

F (Cn) 0 0

R1F (Cn−1) Hn(F (X•)) F (Xn) imF (γn) 0

0 0 F (Cn+1)

0 imF (γn+1) F (Xn+1) Hn+1(F (X•)) R1F (Cn)

F (Cn+2) 0 0

R1F (Cn+1) Hn+2(F (X•)) F (Xn+2) imF (γn+2) 0

0 0 F (Cn+3)

0 imF (γn+3) F (Xn+3) Hn+3(F (X•)) R1F (Cn+2)

F (in)

F (pn+1)

F (in+2)

F (pn+3)

F (pn)

F (in+1)

F (pn+2)

F (in+3)

F (γn−1)

F (γn)

F (γn+1)

F (γn+2)

πn−1

πn

πn+1

πn+2

πn+3

hn

hn+2

hn+1

hn+3

∼

∼

∼

∼

∼

Da πn Epimorphismus ist, ist
R1F (Cn) = cokerF (pn+1) = coker(hn+1 ◦ πn) ∼= coker hn+1 = Hn+1(C0), 631



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungalso R1F (Cn) ∼= Hn+1(E(X•)).Weiterhin haben wir (siehe oben)
(RqF )(Cn) ∼= (Rq+1F )(Cn−1),also
(RqF )(A) = (RqF )(C0)

∼= Rq−1(C1)

∼= Rq−2(C2)...
∼= R1F (Cq−1)und das ist ja, wie wir eben ausgerehnet haben,
∼= Hq(F (X•)).Und genau das wollten wir ja zeigen.Exakte δ-FunktorenDe�nition 8.87. Für eine exakte Kategorie C bezeihne Clex+ diejenige volle Unterka-tegorie von Clex, die aus den langenen exakten Sequenzen besteht, die links irgendwannnur noh aus 0-Objekten besteht (d.h. nur nah rehts wirklih unendlih sind):

obj(Clex+) :=
�
(C•, ∂•) ∈ obj(Clex)

���∀q ≤ 0 : Cq = 0
©De�nition 8.88. Seien C, C′ abelshe Kategorien, C mit genug injektiven Objekten,

F : C→ C′ additiver linksexakter (kovarianter) Funktor.Ein exakter δ-Funktor für F ist ein Funktor G : Ckex → (C ′)lex+, so dass es eineFolge von kovarianten Funktoren Gn : C → C′ sowie γn : Ckex → Mor(C) gibt mit denfolgenden Eigenshaften:(1) G setzt sih auf den Gi und γi zusammen, es ist
G
�
0→ A

f−→ B
g−→ C → 0

�
=

8>>><>>>: 0→ G0(A)
G0(f)−−−−→ G0(B)

G0(g)−−−−→ G0(C) −
γ0−−→ G1(A)

G1(f)−−−−→ G1(B)
G1(g)−−−−→ G1(C) −

γ1−−→ G2(A)
G2(f)−−−−→ G2(B)

G2(g)−−−−→ G2(C)
γ2−−→(Dabei steht γi hier für γi �0→ A

f−→ B
g−→ C → 0

�.)(2) G0
∼= F (als Funktorisomorphismus).(3) Für injektive Objekte I ∈ obj(C) und n ≥ 1 ist Gn(I) = 0.Beispiel 8.4.15. ((RqF )q≥0, (∆q)q≥0) ist nah Konstruktion ein exakter δ-Funktor für

F .632



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenSatz 8.4.19. (Universaleigenshaft der rehtsabgeleiteten Funktoren)Sei F : C→ C′ additiver linksexakter Funktor zwishen abelshen Kate-gorien, C Kategorie mit genug Injektiven. Sei G = ((Gn)n≥0, (γn)n≥0)ein exakter δ-Funktor.Dann ist G funktorisomorph zu ((RnF )n≥0, (∆n)n≥0).Beweis. Wir müssen Funktorisomorphismen hn : RnF
∼−−→ Gn auf funktorielle Weisekonstruieren.Wir haben ja G0

∼= F nah Vorraussetzung, auÿerdem R0F ∼= F , was uns die Isomor-phismenshar hn = (hnX)x∈X , hnX : R0F (X)
∼−−→ G0(X) liefert.Nun sei A ∈ obj(C), mit injektiver Au�ösung

0→ A→ I0 → I1 → I2 → . . .Wir können (wie üblih) diese Au�ösung (mit dem Aufspaltungslemma) in einzelne kurzeexakte ker-coker-Folgen zerlegen (mit C0 = A):
0→ Cn

in−֒−→ In
pn+1−−−−−։ Cn+1 → 0Wenden wir nun G auf diese Folgen an, so erhalten wir diese langen Folgen (für n ∈ N0):

0→ G0(Cn)
G0(in)−−−−−→ G0(In)

G0(pn+1)−−−−−−→ G0(Cn+1) −
γn
0−−→ G1(Cn)

G1(in)−−−−−→ G1(In)
G1(pn+1)−−−−−−→ G1(Cn+1) −

γn
1−−→ G2(Cn)

G2(in)−−−−−→ G2(In)
G2(pn+1)−−−−−−→ G2(Cn+1)

γn
2−−→ . . .Nun ist Gi(In) = 0 für i ≥ 1, also wird diese Folge zu

0→ G0(Cn)
G0(in)−−−−−→ G0(In)

G0(pn+1)−−−−−−→ G0(Cn+1) −
γn
0−−→ G1(Cn)→ 0→ G1(Cn+1) −
γn
1−−→ G2(Cn)→ 0→ G2(Cn+1)

γn
2−−→ . . .Die �hinteren Teile� dieser Sequenz liefern uns Isomorphismen (für i ≥ 1, n ≥ 0):

γ
(n)
i : Gi(Cn+1)

∼−−→ Gi+1(Cn)Der vordere Teil (bis zur ersten 0) gibt uns zusammen mit den entsprehenden Anwen-dungen des Rehtsableitungs-Funktors RnF das folgende Diagramm:
0 R0F (Cn) R0F (In) R0F (Cn+1) R1F (Cn) 0 0

0 G0(Cn) G0(In) G0(Cn+1) G1(Cn) 0 0

∼

h0
Cn

∼

h0
In

∼h0
Cn+1

∼

h1
Cn
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDas Fünferlemma liefert uns hier einen (eindeutigen) Isomorphismus h1
Cn
, welher dasDiagramm kommutativ maht.Die hi+1

Cn
für i ≥ 1 erhält man nun sukessiv als diejenigen Morphismen, welhe dieDiagramme

0 RiF (Cn+1) Rq+1F (Cn) 0

0 Gi(Cn+1) Gq+1(Cn) 0

∼
∆i

∼
γ
(n)
i

∼hi
Cn+1

∼

hi+1
Cnkommutativ mahen. Diese Morphismen sind dann natürlih auh wieder Isomorphismen(entweder mit dem Fünferlemma oder einfah als Verkettung von Isomorphismen.)Für n = 0 liefert uns dies speziell die gewünshten hiA : RiF (A)→ Gi(A).Ein spezieller abgeleiteter Funktor: ExtDe�nition 8.89. Sei wieder C abelshe Kategorie mit genügend injektiven Objekten,

A ∈ obj(C). Dann gibt es den Hom-Funktor
HomC(A,�) : C −→ Ab

B 7−→ HomC(A,B)�
B

f−→ C
�
7−→ f∗ : HomC(A,B)→ HomC(A,C)

ϕ 7→ f ◦ ϕ
HomC(A,�) ist linksexakt, kovariant und additiv, hat also rehtsabgeleitete FunktorenExtqC

ExtqC(A,�) := Rq (HomC(A,�)) : C→ AbBemerkung. Das heiÿt, für eine beliebige injektive Au�ösung (I•)+ von B ist
ExtnC(A,B) = Hn (HomC(A, I•)+).Korollar.(1) Ext0C(A,B) = HomC(A,B)(2) Für injektive Objekte B und q ≥ 1 ist ExtqC(A,B) = 1.De�nition 8.90. Sei C eine abelshe Kategorie. Ein Objekt A ∈ obj(C) heiÿt projek-tives Objekt, falls A ein injektives Objekt in der opositionellen Kategorie Co ist.Bemerkung. Äquivalent zur Projektivität von A sind:(1) HomCo(�, A) ist exakter Funktor(2) HomC(A,�) ist exakter Funktor(3) Für jedes Diagramm der Form B C

A

f

ϕ
ϕ̂ gibt es einen faktorisierenden Morphismus ϕ̂.(4) HomC(A,�) überführt Epimorphismen (in C) in Epimorphismen (in Ab).634



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenKorollar. Für projektive Objekte A ∈ obj(C), beliebige B ∈ obj(C)und q ≥ 1 ist ebenfalls ExtqC(A,B) = 0.Beweis. Wähle eine injektive Au�ösung
0→ B → I0 → I1 → . . .Da für projektive A HomC(A,�) exakt ist, ist also die Hom-Folge

0→ HomA(A,B)→ HomA(A, I0)→ HomA(A, I0)→ . . .exakt, also ExtqC(A,B) = Hq(Hom(A, I•)
+) = 0 für q ≥ 1.Bemerkung. Wir haben also ExtqC(A,�) : C → Ab als kovarianten Funktor (für jedes

A ∈ obj(C)). Durh Fixieren von B ∈ obj(C) (und einer Au�ösung 0 → B → (I•)+)erhalten wir aber umgekehrt eine Abbildung
ExtqC(�, B) : obj(C) −→ obj(Ab)

A 7−→ ExtqC(A,B) = Hq
�
HomC(A, (I•)

+)
�
,welhe sih mit

(A
f−→ A′) 7−→ Hq(hom(f)) : ExtqC(A′, B)→ ExtqC(A,B)zu einem kontravarianten Funktor vervollständigen lässt. (Dass dies wirklih ein Funktorwird, kann leiht nahgerehnet werden.)Fazit. Für eine abelshe Kategorie mit genügend vielen injektivenObjekten ist

ExtqC(�,�) : C× C→ Abein Bifunktor, kontravariant in der ersten, kovariant in der zweitenVariable.Satz 8.4.20. Sei B ∈ obj(C) �xiert, 0 → B → (I•)+ eine injektiveAu�ösung von B in C, 0→ A′ → A→ A′′ → 0 eine exakte Folge. Dannexistiert eine (funktorielle) lange exakte Sequenz
0 HomC(A′′, B) HomC(A,B) HomC(A′, B)

Ext1C(A′′, B) Ext1C(A,B) Ext1C(A′, B)

Ext2C(A′′, B) Ext2C(A,B) . . .

∆0

∆0 ∆1

∆1
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeweis. Zu der exakten Folge 0 → A′ → A → A′′ → 0 erhalten wir (weil die In jeweilsinjektiv sind und damit Hom(�, In) exakt) eine Familie kurzer exakter Folgen (für n ≥ 0):
0→ HomC(A′′, In)→ HomC(A, In)→ HomC(A′, In)→ 0Diese lassen sih (durh die von In

∂n−−→ In+1 induzierten kanonishen Nahshalt-Morphismen (∂n ◦�)A
′′ , (∂n ◦ �)A und (∂n ◦ �)A

′) zu einem Komplex-Diagramm ver-binden (in den Spalten Komplexe, die Zeilen exakt):
0 0 0

0 Hom(A′′, I0) Hom(A, I0) Hom(A′, I0) 0

0 Hom(A′′, I0) Hom(A, I0) Hom(A′, I0) 0... ... ...
0 Hom(A′′, I0) Hom(A, I0) Hom(A′, I0) 0

0 Hom(A′′, I0) Hom(A, I0) Hom(A′, I0) 0... ... ...

(∂0◦�)A′′

(∂1◦�)A′′

(∂n−1◦�)A′′

(∂n◦�)A′′

(∂n+1◦�)A′′

(∂0◦�)A

(∂1◦�)A

(∂n−1◦�)A

(∂n◦�)A

(∂n+1◦�)A

(∂0◦�)A′

(∂1◦�)A′

(∂n−1◦�)A′

(∂n◦�)A′

(∂n+1◦�)A′Zusammengefasst ist das eine kurze exakte Folge in Comp
Ab
:

0→ (Hom(A′′, I•))
+ →֒ (Hom(A, I•))

+ ։ (Hom(A′, I•))
+ → 0Für diese existiert nah Satz 8.4.11 eine lange Kohomologiefolge, diese ist genau die imSatz genannte Sequenz.Die duale Theorie abgeleiteter FunktorenDrehen wir in den bisherigen Betrahtungen alle Morphismenpfeile um, erhalten wir einedazu duale Theorie (mit den selben Beweisen).De�nition 8.91. Sei F : C → C′ kovarianter additiver Funktor, C eine Kategoriemit genügend vielen projektiven Objekten, d.h. für jedes A ∈ obj(C) existiere einprojektives P ∈ obj(C) mit einem Epimorphismus P ։ A.Dann gibt es den oppositionellen Funktor F o als kovarianter Funktor zwishen denoppositionellen Kategorien: F o : Co → (C′)o.636



8.4 Homologishe Algebra in abelshen Kategorien und (abstrakten) GarbenDort existiert (weil Co jetzt genug injektive Objekte hat) der rehtsabgeleitete Funktor
Rq(F o) : Co → (C′)o. Dessen oppositioneller Funktor LqF

LqF := (RqF o)o : C→ C′heiÿt dann q-ter linksabgeleiteter Funktor für F .Bemerkung. Ist A ∈ obj(A), so haben wir eine (exakte) projektive Au�ösung
. . .→ P2 → P1 → P0 ։ A→ 0Anwenden von F ergibt dann den Komplex

. . .→ F (P2)→ F (P1)→ F (P0) ։ F (A)→ 0Das Objekt F (A) shneiden wir ab, und haben dann
(LqF )(A) = Hq(F (P•))(als Homologieobjekt).De�nition 8.92. Für einen kontravarianten Funktor F : C→ C′ gibt es die dazugehö-rigen (kanonishen) kovarianten Funktoren F̄

F̂F̄ : Co −→ C′

A 7−→ F (A)

(A
f←− B) 7−→ F

�
A

f−→ B
�

: F (A)→ F (B)und
F̂ : C −→ (C′)o

A 7−→ F (A)

(A
f−→ B) 7−→

�
F (B)

F (f)−−−−→ F (A)
�Ist C eine Kategorie mit genügend projektiven Objekten, so sei

RqF := RqF̄ =
Ô
LqF̂ : C −→ C′als kontravarianter Funktor. Ist C eine Kategorie mit genügend injektiven Objekten, sosei

LqF :=
Õ
RqF̂ = LqF̄ : C −→ C′ebenfalls als kontravarianter Funktor.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendung8.5 GarbenGeometrishe oder konkrete GarbenDe�nition 8.93. Sei X ein topologisher Raum.Eine (topologishe) geometrishe Garbe (auh konkrete Garbe) über X ist ein Tri-pel (X,F, π), wobei F ebenfalls topologisher Raum und π : F ։ X lokal ein Homöomor-phismus ist (d.h. für y ∈ F gibt es eine Umgebung V ∈ Off ′(F ), so dass π|V : V → π(V )ein Homöomorphismus ist).Geometrishe Garben von X werden auh als etale Überlagerungen bezeihnet.Wir shreiben EEns (X) für die Kategorie der geometrishen Garben über X, mitEEns (X)

obj(EEns (X)) = {(F, π) := (X,F, π) | (X,F, π) geometrishe Garbe}
HomEEns(X)((F, π), (F1 , π1)) :=

�
f
��� f ∈ HomTop(F,F1), π = π1 ◦ f

©De�nition 8.94. Sei X ein topologisher Raum, R ein topologisher Ring (d.h.topologisher Raum und Ring mit stetigen Operationen (und stetiger additiver Inversen-bildung)) und C ∈
�
ModR,Alg

R

© (d.h. die Kategorie der R-Moduln oder R-Algebren).Dann bezeihnen wir mit EC (X) die Kategorie, die de�niert wird durh:EC (X) (1) Die Objekte von EC (X) sind alle Quadrupel (X,F, π, (ξx)x∈X) mit:(i) (X,F, π) ist (topologishe) geometrishe Garbe.(ii) Für alle x ∈ X ist ξx = (+x, ·Rx ) bzw. ξx = (+x, ·Fx , ·Rx ) eine C-Struktur auf derFaser Fx = π−1(x) ⊂ F .(iii) Für das Faserprodukt
F ×X F = {(s, t) ∈ F × F | π(s) = π(t)} =

[
x∈X

Fx(mit der von F × F induzierten Topologie) sind die von (ξx)x∈X induziertenkanonishen Abbildungen
+ : F ×X F −→ F

(s, t) 7−→ s+π(s) t

·F : F ×X F −→ F (nur für AlgR)
(s, t) 7−→ s ·Fπ(s) t

·R : R× F −→ F

(r, t) 7−→ r ·Rπ(t) tsämtlih stetig.(2) Die Morphismen von EC (X) sind gegeben durh
HomEC(X)((F, π), (F1, π1)) :=

8>>><>>>:f : F → F1

���������� f ∈ Mor(Top),

π = π1 ◦ f(d.h. f fasertreu),
∀x : f(Fx) ⊆ (F1)x,

f |Fx ∈ HomC(Fx, (F1)x)

9>>>=>>>;638



8.5 GarbenÜbliherweise shreibt man die C-Struktur (δx)x∈X für eine Garbe (F, π) = (X,F, π)niht mit, wenn klar ist, welhe gemeint ist.
EC (X) heiÿt die Kategorie der geometrishen C-Garben über X.De�nition 8.95. Für zwei topologishe Räume F und X ist π ∈ EpiTop(F,X) eineunverzweigte Überlagerung, falls es für jedes x ∈ X eine o�ene Umgebung U ⊆ Xgibt, so dass π−1(U) =

Ṡ
a∈π−1(x)Va, mit a ∈ Va ∈ Off ′(F ) und Va

∼−−−→
π|Va

U für alle
a ∈ π−1(x).Bemerkung. O�enbar induziert jede unverzweigte Überlagerung eine geometrishe Gar-be.Beispiel 8.5.1. X × Z ։ X, wobei Z die diskrete Topologie habe, ist für jeden topolo-gishen Raum eine Ab-Garbe (d.h. ModZ-Garbe).Lemma. Sei (X,F, π) geometrishe Garbe.(a) Für alle x ∈ X ist Fx mit der Teilraumtopologie ein diskreter To-pologisher Raum.(b) Ist F oder X ein T1-Raum (d.h. ∀x 6= y∃U ∈ Off ′ : x ∈ U, y 6∈ U),so auh der jeweils andere Raum.De�nition 8.96. Sei (X,F, π) geometrishe Garbe, U ∈ Off(X). Dann heiÿt

Γ(U,F ) :=
�
s ∈ HomTop(U,F ) | π ◦ s = idU

©Menge der Shnitte in F .Bemerkung. Sei (F, π) eine geometrishe C-Garbe über F und U ∈ Off ′(X). Dann gibtes eine natürlihe C-Struktur auf Γ(U,F ), nämlih durh
+ : Γ(U,F )× Γ(u, f) −→ Γ(U,F )

(s, t) 7−→ (s+ t) : U → F

x 7→ s(x) +x t(x) ∈ Fxund analog für die weitere(n) Operation(en).Lemma.(a) Jeder Shnitt s : U → F ist eine o�ene Abbildung.(b) Seien U, V ⊆ X o�en mit x ∈ U ∩ V , s : U → F und t : V → FShnitte mit s(u) = t(v).Dann existiert eine o�ene Menge U1 ⊆ U ∩ V mit s|U1 = t|U1 .() Die MengeM =
�
s(U) | U ∈ Off ′(X), s : U → F Shnitt© ist Basisder Topologie von F . 639



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeweis.(a) Klar, weil π lokaler Homöomorphismus ist.(b) Sei H ⊆ F o�ene Umgebung von s(x) = t(x), so dass π|H : H → X Homöomor-phismus ist. Setze dann U1 := s−1(H) ∩ t−1(H). O�enbar ist dann x ∈ U1, also
U1 6= ∅.Für jedes weitere x1 ∈ U1 gilt dann s(x1) ∈ H, t(x1) ∈ H, und es ist

(π|H ◦ s)(x1) = x1 = (π|H ◦ t)(x1).Da π|H ein Homöomorphismus ist, ist also auh s(x1) = t(x1).() Aus (b) folgt, dass für zwei Shnitte s : U → F und t : V → F entweder s(U)∩s(V ) =
∅ oder s(U) ∩ t(V ) = s(U1) = t(U1), mit einer o�enen Menge U1 ⊆ U ∩ V .Weiterhin ist jede o�ene Menge H ′ ⊆ F Überdekung von Bildern s(U) von Shnit-ten, denn für a ∈ H ′ gibt es ja ein H ′′

a ⊆ H, a ∈ H ′′
a , so dass π|H′′

a
Homöomor-phismus, und damit ist sa := (π|H)−1 ein Shnitt, mit a ∈ s(π−1(H ′′)) = H ′′, und

H ′ =
S
a∈H′ H ′′

a .Es ist also M wirklih eine Basis der Topologie.Korollar. Seien (F, π) und (F1, π1) zwei C-Graben auf X, f : F →
F1 ein EC (X)-Morphismus. Dann gilt:(1) f ist lokal injektiv.(2) f ist o�en(3) f ist surjektiv ⇔ f ist shon EC (X)-Isomorphismus.Beweis.(1) weil π1 ◦ f = π lokaler Homöomorphismus ist.(2) Für einen Shnitt s : U → F ist ja f◦s : U → F1 ein Shnitt, also (f◦s)(U) = f(s(U))o�en. Da die s(U) eine Topologie-Basis von F bilden, reiht dies aus.(3) Folgt aus (1) und (2).Limes-FunktorenInduktive/direkte LimitesDe�nition 8.97. Sei (I,≤) halbgeordnete Menge (d.h. ≤ re�exive und transitive Ord-nung auf I, niht notwendig antisymmetrish).

(I,≤) heiÿt (nah oben) gerihtete Menge, falls es für alle (i, j) ∈ I2 ein k ∈ I gibtmit i ≤ k und j ≤ k.640



8.5 GarbenBeispiel 8.5.2. Für einen topologishen Raum X bildet (Off(X),⊇) eine gerihtete Men-ge, genauso wie (Off(X),⊆).Beispiel 8.5.3. Auf den natürlihen Zahlen (oder Z\{0}) ist die �teilt�-Relation gerihtet:Für n,m ∈ N ist n | n ·m und m | n ·m.De�nition 8.98. Eine halbgeordnete Menge I kann als Kategorie CI aufgefasst werden: CI

obj(CI) := I

HomCI
(i, j) :=

(
∅ i � j

{(i, j)} i ≤ jDe�nition 8.99. Sei I eine halbgeordnete Menge mit der zugehörigen kleinen Kategorie
CI , C eine weitere Kategorie. Ein kovarianter Funktor CI → C heiÿt auh direktesSystem oder induktives System in C.Ist I gerihtete Menge, nennen wir F ein gerihtetes direktes System.Bemerkung. F ist vollständig bestimmt durh die Familie (F (i))i∈I und eine Familie vonMorphismen (ρij : F (i)→ F (j))i≤j (mit ρjk ◦ ρij = ρik für i ≤ j ≤ k und ρii = idF (i)).De�nition 8.100. Sei F � ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) ein direktes System in C. Dann de�niertdies einen weiteren kovarianten Funktor limù F

limù F : C −→ Ensdurh
A 7−→

(
(gi)i∈I

����� ∀i ∈ I : gi ∈ HomC(Ci, A)

∀i, j ∈ I : i ≤ j ⇒ gi = gj ◦ ρij

)
(A

f−→ B) 7−→ (f ◦�)∗ : (limù F )(A)→ (limù F )(B)

(gi)i∈I 7→ (f ◦ gi)i∈IDe�nition 8.101. Sei F � ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) ein direktes System in C.Man sagt, F hat einen direkten Limes (oder induktiven Limes), falls der Funktor
limù F : C→ Ens darstellbar ist.Bemerkung. Es gelten die folgenden Äquivalenzen:

limù F ist darstellbar
⇔ ∃A ∈ obj(C) : limù F ∼=Funct HomC(A,�)und nah Satz 5.3.2
⇔ ∃A ∈ obj(C), η = (ηi)i∈I ∈ (limù F )(A) :

∀C ∈ obj(C),∀(gi)i ∈ (limù F )(C) :

∃!f : A→ C : ∀i ∈ I : gi = f ◦ γi 641



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungDe�nition 8.102. Falls F = ((Ci)i, (ρij)i≤j) einen direkten Limes hat (es also einenuniversellen Punkt (A, (γi)i∈I) für limù F gibt), so nennen wir dieses Objektlim−→F

lim−→F := lim−→
i∈I

Ci := Aden direkten Limes (bzw. induktiven Limes) für F .Bemerkung. Alle universellen Punkte (A, (γi)i) sind isomorph, denn die de�nierendeEigenshaft ist eine Universaleigenshaft. Daher ist der direkte Limes bis auf Isomorphieeindeutig de�niert (und das reiht uns).De�nition 8.103. Eine Kategorie C heiÿt Kategorie mit direkten Limites, fallsjedes gerihtete direkte System F = ((Ci)i, (ρij)i≤j) einen direkten Limes hat.Satz 8.5.1. In den Kategorien Ens und ModR (für einen k&u-Ring
R) hat jedes gerihtete direkte System einen direkten Limes, d.h. Ensund ModR sind Kategorien mit direkten Limites.Beweis.

Ens: Sei ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) : Ci → Ens ein direktes System von Mengen. Betrahte
Â :=

a
i∈I

Ci =
[
i∈I
{i} × Ciund darauf die Äquivalenzrelation

(i, xi) ∼ (j, xj) :⇐⇒ ∃k ∈ I : i ≤ k, j ≤ k, ρik(x) = ρjk(x)Betrahte dann die Faktormenge mit den Projektionsabbildungen
A := Â�∼, ∀i ∈ I : γi : Ci → A

x 7→ [(i, x)]∼Dies soll unser universeller Punkt sein.Sei eine Menge C ∈ obj(Ens) mit einer F -kompatiblen Abbildungsshar (Ci
gi−−→

C)i∈I (d.h. gi = gj ◦ ρji∀i ≤ j) gegeben.Wir haben dann (für alle i ∈ I)
Ci C

A

gi

γi
h
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8.5 Garbenmit einer zu konstruierenden Abbildung h. Falls es so ein h gibt, muss für alle i ∈ Iund alle x ∈ Ci gelten:
h([(i, x)]) = h(γi(x)) = gi(x)Das heiÿt, h ist durh die gi eindeutig bestimmt. Wir müssen nur noh zeigen,dass ein so de�niertes h auh wohlde�niert ist. Seien also x ∈ Ci und y ∈ Cj mit

[(i, x)] = [(j, y)]. Dann ist (i, x) ∼ (j, y), also gibt es ein k mit i ≤ k, j ≤ k und
ρik(x) = ρjk(y) ∈ Ck. Das heiÿt:

gi(x) = gk(ρik(x)) = gk(ρjk(y)) = gj(y),und h([(i, x)]) = h([(j, y)]) ist wohlde�niert.Fazit. In Ens existieren direkte Limites für direkte Systeme.
ModR: Sei ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) : Ci → ModR ein direktes System von R-Moduln. Dann hat

(Ci)i∈I einen direkten Limes A = lim−→
i∈I

Ci in Ens, mit Morphismen γi : Ci → A. Esgibt nun eine kanonishe (abelshe) Gruppen-Struktur auf A ∈ obj(Ens):
+ : A×A −→ A

([(i, x)], [(j, y)]) 7−→ [(k, ρik(x) + ρjk(y))](mit einem k, so dass i ≤ k, j ≤ k)Dies ist wohlde�niert, weil die ρ�� Homomorphismen sind und miteinander kom-mutieren. Multiplikation mit Skalaren ist klar (und auh mit der Addition ver-träglih), also wird A auh ein R-Modul, und o�enbar sind die γi dann auh R-Modulhomomorphismen.Die für einen weiteren Modul C mit F -kompatibler Morphismenshar gi durh die
Ens-Universaleigenshaft gegebene Abbildung h : A → C wird o�enbar (da die gialle R-Homomorphismen sind) auh Homomorphismus.Bemerkung. Analog geht dies für Top, Alg

R
, Mod

[�,�]
R , Rings = AlgZ et.Beispiel 8.5.4. Sei X 6= ∅ eine Menge, I ⊆ P(X) abgeshlossen bezüglih endlihenVereinigungen (d.h. ∀A,B ∈ I : A ∪ B ∈ I.) Dann ist (I,⊆) eine gerihtete Menge, undder kanonishe Funktor

F : Ci −→ Ens

M 7−→M

(M ⊆ N) 7−→
�
M

inclNM−֒−−−→ N

�
=: ρMNist ein (gerihtetes) direktes System. Nah Satz 8.5.1 gibt es also den direkten Limes

lim−→F = lim−→
M∈I

M =
`
M∈IM�∼. 643



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungAuÿerdem haben wir noh SN∈I N , mit den kanonishen Einbettungen νM : M →S
N∈I N . Diese Einbettungen sind o�enbar auh F -kompatibel, wir haben damit (auf-grund der Universaleigenshaft von lim−→F ) eine Abbildung

h : lim−→
M∈I

M −→
[
N∈I

N

[(M,x)] 7−→ νM (x) = xDiese Abbildung ist o�ensihtlih surjektiv, und wegen
h([M,x]) = h([N, y])

⇒ x = y

⇒ [M,x] = [M ∪N,x]
= [M ∪N, y]
= [N, y]auh injektiv, also bijektiv.Fazit. Direkte Limites sind Verallgemeinerungen von Vereinigungen.Bemerkung. In ModR kann man entsprehend (unendlihe) direkte Summen als direkteLimites von Modulsistemen mit endlihen direkten Summen darstellen.Bemerkung. Der mengentheoretishe Limes existiert nah der Konstruktion von Satz8.5.1 auh für niht-gerihtete direkte Systeme (d.h. Funktoren von CI für eine beliebigehalbgeordnete Menge I).Für C = ModR funktioniert diese Konstruktion nur für gerihtete Systeme. Für denallgemeinen Fall ((Mi)i∈I , (ρij : Mi →Mj)i≤j) geht es dennoh, mittels

M :=

M
i∈I

Mi�S,

S := spanR {νj(ρij(xi)− νi(xi)) | i ≤ j ∈ I, xi ∈Mi} ,wobei νi : Mi →֒
L

k∈IMk die kanonishen Einbettungen darstellen sollen. Sei nun noh
µj : Mj −→M

x 7−→ [νj(x)]S ,dann bildet (M, (µi)i∈I) einen induktiven Limes (d.h. einen universellen Punkt für
limù
i∈I

Mi).Für gerihtete Systeme sind beide Konstruktionen R-isomorph, via
κ :

a
i∈I

Mi�∼ −→
M
i∈I

Mi�S.

[(i, x)]∼ 7−→ [νi(x)]S644



8.5 GarbenLemma. In ModR ist jede direkte Summe isomorph zu einem direktenLimes von R-Moduln.Beweis. Sei (Ei)i∈I beliebige Familie von R-Moduln, Li∈I Ei die direkte Summe. Be-trahte
J := ({J ∈ P(I) | J endlih} ,⊆) .

J ist o�enbar gerihtete Menge. Nun sei F : CJ→ ModR gegeben durh
F (J) =

M
i∈J

Ei =: EJ

F (J1 ⊆ J2) := ρJ1J2
:
M
i∈J1

Ei →
M
i∈J2

Ei (kanonishe Einbettung)
F = ((EJ )J∈J, (ρJ1J2

)J1⊆J2) ist ein direktes System von Untermoduln von EI =
L
i∈I Ei.Das heiÿt, es existiert lim−→

J∈J

EJ , und man hat einen induzierten Homomorphismus
ϑ : lim−→

J∈J

EJ −→
M
i∈I

Ei,so dass für jedes K ∈ J das Diagramm
EK lim−→

J∈J

EJM
i∈I

Ej

γK

νK

ϑkommutiert. O�enbar muss θ dann die Form
θ([(J, (ξj)j∈J)]S) = (ηj)i∈I mit ηi =

(
ξi i ∈ J
0 i 6∈ Jhaben, und dieser Homomorphismus ist o�enbar shon ein R-Modul-Isomorphismus. Esist also wirklih

lim−→
J∈J

EJ ∼=
M
i∈I

Ej,also die direkte Summe isomorph zu einem induktiven Limes (aus endlihen direktenSummen).
645



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.5.2. Sei R ein Ring. Dann sind folgende Bedingungen äqui-valent:(1) R ist noethersh.(2) Für jedes gerihtete direkte System injektiver R-Moduln ist auhL
i∈I

Ei injektiv.(3) Für jedes gerihtete direkte System injektiver R-Moduln ist auh
lim−→
i∈I

Ei injektiv.Beweis.(1) ⇔ (2): ist bereits bekannt (ohne Ordnung auf I, aber das ändert ja nihts an derdirekten Summe).(1) ⇒ (3): geht analog (ÜA).(3) ⇒ (2): Folgt aus dem obigen Lemma (mit seinem Beweis), denn endlihe direkteSummen von injektiven Moduln sind wieder injektiv.Duale Theorie: Inverse oder projektive LimitesDe�nition 8.104. Sei wieder (I,≤) halbgeordnete Menge, C eine Kategorie, F : CI → Cjetzt ein kontravarianter Funktor.Dann heiÿt F ein inverses System oder projektives System in C, indiziert über
(I,≤).Bemerkung. Wir haben dann dual zum direkten Fall F � ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j), Ci ∈ obj(C)und ρij : Cj → Ci.De�nition 8.105. Sei F � ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) inverses System in C, dann sei der (kon-travariante) Funktorlimø F

limø F : C −→ Ensde�niert durh
A 7−→ {(gi)i∈I | ∀i : gi : A→ Ci,∀i ≤ j : ρji ◦ gi = gj}�

A
f−→ D

�
7→ (� ◦ f)∗ :

�
limø F

�
(B)→

�
limø F

�
(A)

(γi)i∈I 7→ (γi ◦ f)i∈IDe�nition 8.106. Falls für ein inverses System F der (kontravariante) Funktor limø Fdarstellbar ist (d.h. funktorisomorph zu HomC(�, B) mit einem geeigneten B), dann hat
F einen projektiven Limes (bzw. inversen Limes).646



8.5 GarbenBemerkung. Auh in diesem Falle existiert dann ein universeller Punkt (B, (δi)i∈I),
δi : B → Ci mit Universaleigenshaft(i) ∀i ≤ j : δi = rhoij ◦ δj(ii) Ist ebenso (X

αi−−→ Ci)i∈I mit αi = ρij ◦ αj, so existiert genau ein f ∈ HomC(X,B)mit αi = δi ◦ f für alle i.De�nition 8.107. Wir nennen in diesem Fall diesen universellen Punkt
lim←−F := lim←−

i∈I
Ci := (B, (δj)j)den projektiven Limes (oder inversen Limes) von F . lim←−FFrage. In welhen Kategorien existieren inverse (projektive) Limites?Satz 8.5.3. Sei F � ((Ci)i∈I , (ρij)i≤j) : Ci → Ens inverses Systemvon Mengen und

ZF :=

(
(ξi)i∈I ∈

Y
i∈I

Ci

�����∀i ≤ j : ρij(ξj) = ξj

)
.Ist ZF 6= ∅, so ist �ZF , (ZF pri−−→ Ci)i∈I

� ein inverser Limes für F .
ZF

Beweis. Nahrehnen.Satz 8.5.4. In ModR existieren stets projektive Limites für inverseSysteme von R-Moduln.Beweis. Sei also F = ((Mi)i∈I , (ρij)i≤j) ein inverses System in ModR. Wir betrahtendas ZF aus Satz 8.5.3. Es ist o�enbar (0)i∈I ∈ ZF , also ZF 6= 0. Damit ist
ZF =

\
i≤j

ker(ρij ◦ δj − δi)ein R-Untermodul von Qi∈IMi. Das heiÿt, lim←−
i∈I

Mi existiert und ZF ist ein kanonishesModell.Beispiel 8.5.5. Sei C = Ens, (Ei)i ∈ I Familie von Mengen. Betrahte die (minimale)Halbordnung i ≤ j :⇔ i = j. Dann existiert lim←−
i∈I

Ei und ist gleih Qi∈I Ei.Bemerkung. Analog zum Fazit aus Beispiel 8.5.4 ist der projektive Limes auh eineVerallgemeinerung der Shnittmenge.
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8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBeispiel 8.5.6. SeienM1,M2,M3 ∈ obj(ModR) mit I = {1, 2, 3}, 1 ≤ 2, 1 ≤ 3, 2 � 3 � 2sowie zugehörigen ρij :
M2 M1

M3

ρ12

ρ13Dann existiert lim←−
1,2,3

Mi und ist wegen der Universaleigenshaft isomorph zum Faserpro-dukt bzw. Pullbak M2 ×
(ρ12,ρ13)

M2:
M2 M1

M2 ×
(ρ12,ρ13)

M2
∼= lim←−

1,2,3

Mi M3

ρ12

ρ13Fazit. Inverse (projektive) Limites sind Verallgemeinerungen von(a) Produkten(b) Durhshnitten() Pullbaks/Faserprodukten.Beispiel 8.5.7. Weitere Beispiele von Verwendungen des projektiven Limes sind(1) der Ring der ganzen p-adishen Zahlen Zp = lim←−
n∈Z

Z�pnZ (mit seinem Quotientenkör-per Qp = Q(Zp))(2) die a-adishe Komplettierung M̂a = lim←−
n∈N

M�anM für einen R-ModulM und ein Ideal
a ⊆ R.PrägarbenDe�nition 8.108. Sei X ein topologisher Raum. Dann sei dieKategorie der o�enenMengen Off(X) de�niert durhOff(X)

obj(Off(X)) := Off(X) = {U ⊆ X | U o�en}
HomOff(X)(U, V ) =

8><>:�inclVU : U → V
© falls ∅ 6= U ⊆ V�

∅ := ∅V : ∅→ V
© falls U = ∅

∅ sonstDie Verkettung sei die von Ens geerbte (d.h. inclWV ◦ inclVU = inclWU ), mit f ◦∅U := ∅V ,und idU = inclUU .648



8.5 GarbenDe�nition 8.109. Sei C ∈
�
Ens,Ab,ModR,Alg

R

©, X ein topologisher Raum. Eine
C-Prägarbe über X ist ein kontravarianter Funktor P : Off(X)→ C.Bemerkung. Einfaher formuliert: Eine C-Prägarbe P ist eine Familie (P (U))U∈Off(X)von C-Objekten, zusammen mit Einshränkungsmorphismen ρV U : P (V ) → P (U)für U ⊆ V , welhe die Kompatibilitätsbedingungen ρV U ◦ ρWV = ρWU für U ⊆ V ⊆Werfüllen). (Dabei ist ρV U = P (inclVU : U → V ).)Bemerkung. Eine C-Prägarbe ist also einfah ein inverses System in C mit der (gerihte-ten!) Indexmenge Off(X) � wir können also die Theorie über (inverse) Limites anwenden.De�nition 8.110. Es sei PregC (X) die Kategorie der C-Prägarben über X, mit

obj (PregC (X)) = {C-Prägarben}
HomPregC(X)(P,Q) = HomFunct(P,Q)

=

(
(hU )U∈Off(U)

����� ∀U ∈ Off(X) : hU ∈ HomC (P (U), Q(U))

∀U ⊆ V ∈ Off(X) : ρQV U ◦ hV = hU ◦ ρPV U

)De�nition 8.111. Sei X topologisher Raum, R ein k&u-Ring. Dann bezeihnen wirmit PShR(X) die Kategorie der Prägarben von R-Moduln auf X: PShR(X)

PShR(X) := PregModR
(X) = Funct(Off(X)o,ModR),d.h.

obj(PShR(X)) = {F : Off(X)→ ModR | F Prägarbe}
HomPShR(X)(F,G) =

8><>:δ = (δU )U∈Off(X)

��������∀U ⊆ V :

F (V ) G(V )

F (U) G(U)

δV

δU

ρV
U (F ) ρV

U (G)

9>=>;De�nition 8.112. Sei P ein C-Prägarbe über X. Für x ∈ X sei Bx

Bx := {U ∈ Off(X) | x ∈ U}die Menge der o�enen Umgebungen von X. Auf der disjunkten Vereinigung `U∈Bx
P (U)de�nieren wir dann die Äquivalenzrelation ∼x via ∼x

P (U) ∋ f ∼ g ∈ P (V ) :⇐⇒ ∃V1 ∈ Bx, V1 ⊆ U ∩ V : ρUV1(f) = ρV V1(g)Die Faktormenge Px

Px :=

a
U∈Bx

P (U)�∼xheiÿt dann Halm von P in X. Ein Element des Halmes, etwa
[f ]x :=

8<:g ∈ a
U∈Bx

P (U)

������ g ∼x f9=;heiÿt Keim von f in x. 649



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungBemerkung. Setzt man Offx(X) := {U ∈ Off(X) | x ∈ U}, so liefert dies (mitden üblihen Inklusionen) eine (in beide Rihtungen) gerihtete Menge, wodurh�
(F (U))U∈Offx(X), (ρV U )x∈U⊆V

� ein direktes System wird. Dann ist
lim−→

U∈Offx(X)

F (U)de�niert und (als Menge) kanonish isomorph zum oben de�nierten Halm.Der Halm trägt also auh eine C-Struktur.Bemerkung. Seien h : P → G ein Morphismus von C-Prägarben über X, x ∈ X. Für ein
fx ∈ Px gibt es dann natürlih ein U ∈ Bx und ein fU ∈ P (U), so dass [fU ]x = fx. Daraufkönnen wir hU anwenden und erhalten hU (fU ) ∈ G(U), daraus ein [hU (fU)]x ∈ Gx. Diesgibt uns eine Zuordnung hx : Px → Gx.

fU hU (fU )

P (U) G(U)

fx Px Gx [hU (fU )]x =: hx(fx)

[�]x

hU

[�]x

hx

∈ ∈

∈ ∈

hx ist auh wohlde�niert: Ist fV ∈ P (V ) ein weiteres Element mit [fV ]x = fx, so gibtes (weil fV ∼x fX) eine Teilmenge V1 ⊆ U ∩ V mit ρPUV1
(fU ) = ρPV V1

(fV ), und aufgrundder Verträglihkeit der h� mit den ρ�� ist
ρGUV1

(hU (fU )) = hV1(ρ
P
UV1

(fU )) = hV1(ρ
P
V V1

(fV )) = ρG(hV (fV )),also hV (fV ) ∼x hU (fU ), d.h. [hV (fV )]x = [hU (fU )]x.
P (U) G(U)

P (V1) G(V1)

P (V ) G(V )

Px Gx

ρP
UV1

ρP
V V1

ρG
UV1

ρG
V V1

hU

hV1

hV

hx wird auh ein C-Morphismus, durh die Universaleigenshaft von lim−→.Beispiel 8.5.8. Sei X ein topologisher Raum. Dann gibt es
C(�,R) : Off(X) −→ Ab

U 7−→ C0(U,R) := HomTop(U,R)

(U →֒ V ) 7−→ ρVU : C(V,R)→ C(U,R)

f 7→ f |U650



8.5 Garben
C(�,R) ist eine VectR-Prägarbe (d.h. ModR-Prägarbe), die Prägarbe der stetigenreellwertigen Funktionen auf X.Beispiel 8.5.9. Sei X topologisher Raum, G abelshe Gruppe. Dann ist

CG : Off(X) −→ Ab

U 7−→
(
G U 6= ∅
(0) U = ∅

(U ⊆ V ) 7−→

8><>:idG U 6= ∅
G ։ (0) U = ∅ 6= V

(0)→ (0) V = ∅eine Prägarbe von abelshen Gruppen auf X, eine sogenannte konstante Prägarbe.De�nition 8.113. Sei δ : F → G ein Morphismus in PShR(X), also δ = (δU )U∈Off(X)mit Kompatibilitätsbedinungen.(a) Dann sei
(ker δ) : Off(X) −→ ModRde�niert durh

U 7−→ (ker δ)(U) := ker δU ⊆ F (U)

(U ⊆ V ) 7−→ ρVU (ker δ) : ker δV → ker δU ,

ρVU (ker δ) der induzierte ker-Homomorphismus in dem Diagramm:
0 ker δV F (V ) G(V )

0 ker δU F (U) G(U)(b) entsprehend seien auh coker δ und im δ de�niert.Bemerkung. ker δ, coker δ und im δ sind für einen PShR(X)-Morphismus ebenfalls ModR-Prägarben auf X.Satz 8.5.5. Sei X topologisher Raum, R ein Ring.(1) ker δ, coker δ, im δ sind in PShR(X) wirklih Kern, Kokern undBild von δ (im kategoriellen Sinne).(2) PShR(X) ist eine additive exakte Kategorie.Beweis. Klar. 651



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungSatz 8.5.6. Sei X topologisher Raum, R ein Ring. Dann ist
PShR(X) sogar eine abelshe Kategorie, mit Produkten, Koprodukten,direkten und inversen Limites.Beweis. Sei (Fi)i∈I Familie in PShR(X). Ein Koprodukt (direkte Summe) von (Fi)ierhält man dann als M

i∈I
Fi

!
: Off(X) −→ ModR

U 7−→
M
i∈I

(Fi(U))

(U ⊆ V ) 7−→ ρVU

 M
i∈I

Fi

!
:=

M
i∈I

�
ρVU (Fi)

�
:
M
i∈I

Fi(V )→
M
i∈I

Fi(U)

(ξi)i 7→
�
ρVU (Fi)(ξi)

�
i∈IDieses Objekt in PShR(X) ist wirklih ein Koprodukt.Analog erhält man ein Produkt und direkten bzw. inversen Limes (für halbgeordneteMengen I und eine direkte/inverse Familie (Fi)i): Y

i∈I
Fi

!
(U) :=

Y
i∈I

(Fi(U)) 
lim−→
i∈I

Fi

!
(U) := lim−→

i∈I
(Fi(U)) 

lim←−
i∈I

Fi

!
(U) := lim←−

i∈I
(Fi(U)) ,die mit den kanonishen Bildern für Morphismen zu Prägarben werden und dabei wirklihdie Universaleigenshaften für Produkte und direkte/indirekte Limites erfüllen.Beispiel 8.5.10. Sei R ein k&u-Ring, X := SpecR das Primspektrum von R mit derZariski-Topologie. Diese hat die Topologie-Basis BX := {D(f) | f ∈ R}, mit den o�enenBasismengen D(f) = {p | f 6∈ p}.Dann seiOX

OX : Off(X) −→ Alg
R
⊆ ModRde�niert durh die Lokalisierungsringe

OX(D(f)) := Rf

OX(U) := lim←−
f∈R

D(f)⊆U

Rf(Insbesondere ist OX(X) = OX(D(1)) = R1 = R.)652



8.5 GarbenSatz 8.5.7. OX : Off(X)→ Alg
R
ist wohlde�niert und eine Prägarbevon R-Algebren auf X = SpecR.Beweisidee.(a) Zunähst zeigen wir, dass OX |BX

: BX → Alg
R
eine Prägarbe ist.Für f, g ∈ R ist

D(f) ⊆ D(g)

⇔ V (f) ⊇ V (g)

⇔
È

(f) ⊆
È

(g)

⇔ f ∈
È

(g)

⇔ ∃n ∈ N,∃h ∈ R : fn = g · hDamit erhält man eine Abbildung
ρgf : Rg −→ Rf

r

g
7−→ r · h

fn
,welhe niht von der Wahl von n und h abhängt.

ρfg ist R-Algebra-Homomorphismus und für D(f) ⊆ D(g) ⊆ D(l) ist die Kompatibi-titätsbedingung ρlf = ρgf ◦ ρlg erfüllt.Das heiÿt, OX |BX
ist eine Prägarbe.(b) OX(U) := lim←−

D(f)⊆U
Rf erweitert dies nun zu einer Prägarbe auf X.

GarbenDe�nition 8.114. Sei C wieder eine unserer üblihen konkreten Kategorien, X ein topo-logisher Raum. Eine Prägarbe F ∈ obj(PregC (X)) heiÿt Garbe, falls folgende Axiomeerfüllt sind:(Sh 1) Für alle U ∈ Off(X) und alle o�enen Überdekungen U =
S
i∈I Ui, für alle (s, t) ∈

F (U)2 gilt:
(∀i ∈ I : ρUUi

(s) = ρUUi
(t))⇒ s = t(Sh 2) Für alle U ∈ Off(X) und alle o�enen Überdekungen U =

S
i∈I Ui, für alle

(si)i∈I ∈
Q
i∈I F (Ui) gilt:Ist ρUi(Ui∩Uj)(si) = ρUj(Ui∩Uj)(sj) für alle (i, j), so gibt es ein ein s ∈ F (U) mit

ρUUi
(s) = si für alle i. 653



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre AnwendungEine Prägarbe, welhe (Sh 1) erfüllt, heiÿt auh separierte Prägarbe.Beispiel 8.5.11. Unsere Prägarbe C0(�,R) der stetigen reellen Funktionen ist sogarGarbe von R-Algebren.De�nition 8.115. Für s ∈ F (V ) und U ⊆ V shreiben wir oft s|U := ρV U .s|U Beispiel 8.5.12. Sei X topologisher Raum M ein (nihttrivialer) R-Modul, und CM diekonstante Prägarbe auf X, d.h.CM

CM (U) =

(
M U 6= ∅
(0) U = ∅

.Dann ist CM eine Garbe genau dann, wenn X irreduzibel ist.
CM ist immer separierte Garbe, aber (Sh 2) (das �Verklebungs-Axiom�) maht fürniht irreduzible Räume Probleme: Man hat dann nihtleere o�ene Mengen U1 und U2mit U1 ∩ U2 = ∅, und mit g1 ∈ CM (U1) = M , g2 ∈ CM (U2), g1 6= g2 ist ja ρU1∅(g1) =

0 = ρU2∅(g2). Mit (Sh 2) würde es nun für U = U1 ∪ U2 ein g ∈ CM (U) geben, so dass
g1 = ρUU1(g) = g = ρUU2(g) = g2ist, und das ist ja ein Widerspruh zu g1 6= g2.Beispiel 8.5.13. Die PrägarbeĈM

ĈM : Off(X) −→ ModR

U 7−→ {f : U →M | f lokal konstant}(mit den üblihen Einshränkungen) ist eine Garbe, und es gibt einen ModR-Prägarbenmonomorphismus
θ : CM → ĈM .

θU(f) := fDe�nition 8.116. Ist X lokal zusammenhängend, so heiÿt ĈM die konstante Garbezu M .Bemerkung. Für alle x ∈ X (lokal zusammenhängend) ist
(X̂M )x = lim−→

U∈Offx(X)

ĈM (U) ∼= M.De�nition 8.117. Die Kategorie der Garben von R-Moduln ShR(X) ist de�niertShR(X) durh
obj(ShR(X)) := {F ∈ obj(PShR(X)) | F erfüllt (Sh 1) und (Sh 2).}

HomShR(X)(F,G) := HomPShR(X)(F,G),also als volle Unterkategorie von PShR(X).654



8.5 GarbenSatz 8.5.8. Sei ϕ : F → GMorphismus in ShR(X). Dann hat man jadie in PShR(X) vorhandenen (und explizit konstruierten) kerϕ, imϕ,
cokerϕ, zunähst als Prägarben. Dabei gilt:(1) kerϕ ist selbst eine Garbe.(2) cokerϕ und imϕ sind i.a. keine Garben.Beweis.(1) Die Separiertheit ist klar, weil kerϕ ja eine Unterprägarbe von F ist.Sei U =

S
i∈I Ui o�ene Überdekung von U . Sei

(si)i∈I ∈
Y
i

ker(ϕ|Ui
)| {z }

=(ker(ϕ))(Ui)mit si|Ui∩Uj
= sj|Ui∩Uj

für alle i, j.Da F eine Garbe ist, existiert ein s ∈ F (U), so dass s|Ui
= si für alle i ist. (Wirmüssen noh zeigen, dass dieses s auh in kerϕU ist.)Für x ∈ U ist nun ϕ(s)x = ϕx((s)x) = ϕUi

(si)x (mit einem i, so dass x ∈ Ui ist),d.h. ϕ(s)x = 0. Damit gibt es auh ein Vx ∈ Offx(U), so dass ϕ(s)|Vx = 0 ist, undweil U =
S
x∈U Vx ist, ist (nah (Sh 1) für G) auh ϕU (s) = 0, also s ∈ ker(ϕU ).(2) Hier �ndet man Gegenbeispiele:Betrahte Hol ∈ ShC(C\{0}), mit δ : Hol→ Hol, δ(f) = d

dzf . Hier ist coker(δ)(U) = 0für alle einfah-zusammenhängenden Mengen, aber coker(δ)(C \{0}) 6= (0) ist � dieswiderspriht dem Verklebungsaxiom für Garben, also kann coker δ keine Garbe sein.Betrahte X = {q, p1, p2}mit Off(X) = {∅,X,U1 := {q, p1} , U2 := {q, p2} , U := {q}},und die Garbe
F : Off(X)→ VectQ∅ 7→ (0)

X 7→ Q
U1 7→ Q[T1]

U2 7→ Q[T2]

U = U1 ∩ U2 7→ Q[T1, T2](mit den kanonishen Inklusionshomomorphismen (bzw. der Projektion auf 0). Alszweite Garbe nehmen wir die konstante Q[T1]-Garbe G := CQ[T1]. Betrahte nun
ϕ : F −→ G,de�niert durh

Ti 7−→ T1 655



8 (Ko-)Homologietheorien und ihre Anwendungund Q-Algebra-Fortsetzung.Hier ist imϕ keine Garbe, denn sonst wäre wegen T1 ∈ imϕ(Ui) und der Verklebungs-Axiome auh T1 ∈ imϕ(X), also gibt es ein P ∈ F (X) = Q mit ϕ(X)(P ) = T1 �also müsste T1 ∈ Q oder T2 ∈ Q sein.
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GlossarHier ein paar Notationen, welhe häu�g benutzt und nie (bzw. noh niht in dem bisheraufgeshriebenen Teil) wirklih de�niert wurden. (Die Seitennummern geben einige derVerwendungen an.) Alles andere ist über den Index an der passenden Stelle im Skript zu�nden.Notation Desriptioneinfah De�nition G.118. Ein Ring A heiÿt einfah,falls es keine Ringe B und C gibt derart, dass
A ∼= B × C (mit der komponentenweisen Multi-plikation).Dies ist äquivalent dazu, dass A nur 0 und 1 alsidempotente Elemente hat.

283
hom(f) Für f ∈ Hom(A,B) haben wir

hom(f) = homC(f) : Hom(B,C)→ Hom(A,C)

ψ 7→ ψ ◦ f(Was C ist, geht bei der Shreibweise hom(f)dann ho�entlih aus dem Kontext hervor.) EinSpezialfall ist f∗ : A∗ → A∗ (für Moduln), eben-so wie f# : Abb(B, k) → Abb(B, k) (für k-Varietäten).
288, 490
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GlossarNotation DesriptionZornshes Lem-ma Zunähst eine De�nition:De�nition G.119. Sei (M,≤) eine beliebigegeordnete Menge. (M,≤) heiÿt induktiv geord-nete Menge, falls gilt: Jede ≤-totalgeordneteTeilmenge N ⊆ M hat mindestens eine obereShranke in M.Damit kann das Lemma dann formuliert werden:Satz G.1. Zornshes LemmaSei (M,≤) eine induktiv geordneteMenge. Dann besitzt M mindestens ein
≤-maximales Element:
∃c ∈M : ∀x ∈M : c ≤ x⇒ x = cDer Satz mit Beweis �ndet sih in meiner Mit-shrift zu Lineare Algebra und Analytishe Geo-metrie I als Satz 0.5.1.

29, 39, 41,49, 234, 275,350
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