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0 Vorbemerkung

Wir verwenden in unseren Formeln als Bild- und Urbildmengen immer R, R?,
R3. In Wirklichkeit sind hier immer auch nichtleere (idealerweise offene) Teil-
mengen davon zugelassen, wir schreiben nur R", damit klarer wird, welche Di-
mension der jeweilige Raum hat, und um die Leser nicht durch stdndig neue
Mengen U, V', W, etc. zu verwirren.

1 Einfiihrung

Drehfléichen entstehen im R3 durch Rotation einer ebenen (R%-)Kurve um eine
Dreh-Achse. Bekannte Beispiele sind Sphéren, Zylinder, Tori.
Vereinbarung. Wir wollen stets um die z-Achse rotieren lassen.
Seien 7, h : R — R C*°-Funktionen, also
(r,h) : R — R?

t— (r(t), h(t))
Parametrisierung einer Kurve im R2?. Wir betten diese Kurve in die x, z-Ebene
des R3 ein

R— R x {0} x RCR?

t— (r(t),0,h(t))

und rotieren diese Kurve um einen Winkel p € [0,27) C R, was durch Multipli-
kation mit der Drehmatrix D, bewirkt wird. Wir erhalten

fR? — R
(t, p) — f(t, p) - (r,0,h)T(t)
cosp —sinp O r(t)
= | sinp cosp 0
0 h(t)

= (r(t) cos p,r(t) sinp, h(t))
Definition.

S = f(R?) = {(r(t) cos p,r(t)sinp, h(t)) € R* | p,t € R}
heifit Rotationsfliche im R2.

Im Folgenden berechnen wir die Kriimmungsgroflen derartiger Fliachen.

2 Erste Fundamentalform

Die dafiir nttigen partiellen Ableitungen ergeben sich zu

O (1.9) = (" (1) cos (1) sim p, (1)
Z,J;( p) = (—r(t)sin p,r(t) cos p,0)



Die erste Fundamentalform ist damit

of of of of

= ot> ot Op’ ot
B of 8f of of
ot dp op’ Op

B 7,,/2 + h/2 0
o 0 r2

Bemerkung 1. Wie wir sehen, ist I(t, p) =: I(t) im Falle von Rotationsflichen
mit dieser Parametrisierung nur von t abhdngig. Damit kénnen wir schreiben:

I:R — Bil(R?) = R**?
t— I(t) = (7-'2 ®) J(; W) 7“2(215)>

=Tt
I(t):R* xR* — R

(vgl. Vortrag ,Requlire Flichen®.)

Ist r(t) # 0 Vt € R und die Ausgangskurve regulir, d.h. r/(¢) # 0 # h'(0) Vt
so folgt 7/(¢)? 4+ h/(t)? > 0 Vt, also I(t) regulire Matrix fiir alle . f heifit dann
Immersion.

3 Vertragliche Normalenvektoren

Das mit der Parametrisierung vertréigliche Normalenvektorfeld (in unserer Pa-
rametrisierung) ergibt sich als

v:RZ2 —R3
v=DNof,

wobei hier N : S — R? die (mit f vertrigliche) GauB-Abbildung zu S ist.

of
ot X o

BNERE| H
r'(t)sinp -0 —h'(t) - r(t) cosp
W (t) - (=r(t)sinp) —r'(t) cosp- 0
r'(t) cos p - r(t) cos p — r'(t) sin(p) - (—r(t) sin(p))

_ sin(p)
olt,p) = r'(t)sinp -0 — h'(t) - r(t) cosp
)

R(t) - (- ()Smp) () cosp - 0
r'(t)cosp-r( t)COSP—T )sin(p) - (—r(t) sin(p))

"(t)r(t) cosp
—h' (t)r(t)sinp

r'(t)r(t)
VR cos p)? £ (WD (@) smp)? + (7 (0r(D)?




(t) cosp
r(t) - (h'( )Sinp>
r'(t)

VP 07)

Die Normalenvektoren lassen sich also darstellen als
1 —h'(t) cosp
v(t,p) = ——=——="- | —h/(t)sinp
R ()% + r/(t)? v ()

4 Zweite Fundamentalform

Die fiir die zweite Fundamentalform notigen zweiten partiellen Ableitungen er-

geben sich zu

82f 1 1 : 1
201 — (" (t) cos p, 7" (t) sin p, K" (t)
2
gtaj; = (r'(t) sin p, r'(t) cos p, 0)
2
(‘fpafp (—rcosp,—rsinp,0)

Wir erhalten die zweite Fundamentalform als
d*f 3*f
(o gy (v aras)
1l = 9% f 9% f )
<U’ W> <U’ 8ﬂap>
wobei fiir die Eintrége gilt

< 2 > (t.p) —h(t)cosp-r"(t)cosp+r"(t)sinp - (—h (t)sinp) + h"(t)r'(t)
" Otot W2+ 1 (1)2

_ W@ @) + ()" (t)
IR T )
< 0% f > (t.p) = —r'(t)sinp - (—h'(t) cos p) + (—h'sinp) - 7' (t) cos p + 0 - 1/ (¢)
h'(t)? + 1 (t)?

< 0% f > (tp) = —r(t) cos p(—h'(t) cos p) + (—=h'(t) sin p)(—r(t)sinp) + 0
' WP+ e
_ @)
WO+ (D)2
Es ist also (offensichtlich wieder unabhiingig von p) die zweite Fundamental-

form

II _ 1 ' h/T” + hl/ / O
- G 0 rh’/
IT : R — Bil(R?) = R?*?
II(t):R*xR? — R



5 Kriimmungsgrofien

(1) Hauptkriimmungen

Die Hauptkriimmungen ki und ko ergeben sich als Eigenwerte der negativen
Weingartenabbildung —dN. Thre Matrix beziiglich IT und I ist

1 7T//h/+rllh// 0
I It ——— | " ,
T 0 7;2

Die beiden Hauptkriimmungen sind also (ebenfalls von p unabhiingig)

N IR
K1 = 7“74—7“3 :R— R
(h/2+rl2)§
B
hp=——— R—R

/22 ’

Sei nun (r,h) (also die — rotierende — ebene Kurve) nach Bogenlinge para-
metrisiert. Also ist 1 = ||(r, h)’|| = r'* + K2 Fiir die Fundamentalformen ergibt

sich
B 7'/2 + h/2 0
=70 )
(1 0
—\0 2
- 1 . —Wr 4 B 0
T 0 rh
—RP B 0
- ( 0 rh’)
also

p— Yy X

Lemma. Die erste Hauptkrimmung k1 der Drehfliche S ist genau die
Kriimmung k der R2-Kurve t — (r(t), h(t)).

Beweis. Nach den Frenetgleichungen gilt fiir das Frenet-Koordinatensystem
(“Zweibein”) ey, eq : R — R2:

el = kes ey = Key und

er = (r',h') ey = (" n") e = (=h',7")

" N
cmter= (7 ()=

also



Bemerkung 2. Wegen r'? + h'? =1 gilt
0= (TIQ + T/Q)/ _ 27"/7’/1 + 2h/h//
S 0=rr"+n'n’
h/h//
; (*)

Es ergeben sich fiir k1 folgende weitere Darstellungen:

"
<> r = —

r

(*) h/h//

k1= —r"h +n'"y = hfu = i ) r

h// o o
Wtk = FLLI +,_/T/ )= Y Y

,,,/
=1n.V.
(2) GauB}- und mittlere Kriimmung
Die GauB3-Kriimmung K : R — R ergibt sich also zu
T/, h/ 71//
Wor
Die mittlere Kriimmung H : R — R ist

1 1 hll h/ h// Ihl hl/
H=2(f~€1+f€2)=<+)=r TR _ k)

2\ 7’ r 2rr! (r2y

Kilfl'l{g:*

Es folgt fiir Flachen mit konstanter gauflscher Kriimmung K € R bzw. konstan-
ter mittlerer Kriimmung H € R:

g

K = " +rK =0

!

r

7 13,1
H = m — H - (7“2)/ = (Thl)/

2rr!

Ferner ergibt sich als Bedingung fiir Nabelpunkte einer Drehfliche

h/l h/ h// ,rl
Kl =Ky = — = — = hr'=h"r = —=—
r r h r

(3) Fazit
Jede Bedingung an die mittlere Kriimmung H und an die Gauf-Kriimmung K

fithrt also auf eine Differentialgleichung in r (da h durch A’ = +v/1 — /2 — bis
auf Verschiebung — festgelegt ist).

6 Scheinbare Degeneration

Es konnen Fille auftreten, bei denen in einzelnen Punkten eine Singularitét
vorliegt, d.h. eine Hauptkriimmung wird 0, die andere unendlich (Das nennt
man Degeneration der Fliche an diesen Punkten).

Aber: Eine Drehfliche kann auf der z-Achse (also r(tg) = 0) in anderer
Parametrisierung eine regulire Fliche sein, sogar C°° oder analytisch, obwohl

dort
r2(to) + ' (to) 0 % (to) + h'(to) 0
I(t)< 00 ’ r(t0)>< 00 ’ 0>



scheinbar degeneriert. Man muss die Kriimmungen dann iiber Grenzwertbildung
berechnen:

/
Ko = lim ()
t—to 7(t)

Das ist (wegen r(¢p) = 0) nur dann nicht oo, wenn lim A'(0) = 0. Dann folgt

—to

nach L’Hospital:

h”(t)

2 ()

12
i @)
t—to /T — I/(1)2
lim A" (t)

t—to
3 N 2
tli)ntlo 1—"n'(t)
—_— ————
=1

Ky = & lim h"(t).

—to

Beispiel. Betrachten wir die Sphére, parametrisiert durch r(t) := sint,
h(t) := — cost. Dann ist

ki(t) = —("B" +7'h")(t) = sin®t 4 cos’t = 1

W(t) sint
t = = — = 1 h f" t =
Ka(t) ") st (auch fiir 0)
Also ist die Sphire auch in t = 0 reguldr (denn A’'(0) = 0). O

Bemerkung 3. Falls die Fliche regulir und mindestens C? ist in einem sol-
chen Punkt to mit r(t) = 0, so gilt dort notwendig k1(tg) = k2(to) (Nabelpunkt).

Beweis. Es gilt hier r(tg) = 0 = h/(tp), also ist die vorhin gefundene hinreichen-
de Bedingung h/r’ = rh” fiir Nabelpunkte erfiillt. O

7 Drehflaichen mit konstanter Gauflscher
Kriimmung K

Zur Bestimmung der Drehflichen konstanter Gaufischer Kriimmung K suchen
wir alle Losungen der Differentialgleichung

4+ K-r=0

Dabei sei t —— (r(t),h(t)) auf Bogenlinge parametriesiert, was ja immer
moglich ist, also
R (t)? =1—1'(t)2

Hier setzen wir jetzt das Comuteralgebrasystem , Mathematica“ ein, was uns
liefert:



Satz. Alle Losungen der Differentialgleichung " + K -r = 0 (unter der Be-
dingung |r'| < 1 (wegen Parametrisierung auf Bogenlinge)) sind (fiir a,b € R)
gegeben durch

acos(VKt) + bsin VKt K>0
r(t) =< at+b (mit |a] <1) K=0
acosh(y/—Kt) + bsinh(v/—Kt) K <0

Veranschaulichen wir uns die damit entstehenden Drehflachen:

(1) K=0

e Fiir a =0 ist 7(t) = b, damit r'(¢t) =0, K> =1—r? =1, h(t) =t + c also
das Bild von (r, h) eine Gerade, die parallel zur Drehachse verlduft:

b
t— 0
t+c

Fiir b # 0 liefert die Drehung D, dann den Zylinder mit der Gleichung
2?2 +y? = b2 (b = 0 ist der Entartungsfall der Gerade x = y = 0 — also
die z-Achse —, was keine Fliche mehr darstellt).

’ Bild siehe Matematica ‘

e Fiir a = +1 ist (jeweils fiir alle t € R) r(t) = £t + b, also r%(t) = 1,
also (wegen der Parametrisierung nach Bogenlidnge) h'(t) = 0, damit h =
const. Das Bild von (r, h) ist also eine Gerade, die senkrecht zur Drehachse

steht:
t+b

t— 0
c
Durch die Rotation entsteht die zur Drehachse senkrechte Ebene z = c.

Bild siehe Matematica ‘

e Fiir alle a € (0,1) (sowie (a € (—1,0)) gilt

r:R— 1R
t—at+0b
r=a

h? =1-a?

A =+y1-a?

h(t)=+vV1—a2-t+c

und unsere Kurve ist also

at + ¢

0
Vi—a?-t+c

t—



Dies ist eine Gerade, die schrig zur Drehachse steht. Durch Rotation ent-
steht so ein gerader Kreiskegel.

’ Bild siehe Mathematica

(2) K>0
Hier ist
7(t) = acos(VKt) + bsin(VK),

was wir durch eine (die Flidche ja nicht verindernde) Parameterverschiebung

um tg zu

r(t) = acos(VE (t +to)) + bsin(VE (t + to))
= acos(VKt + VEKty) + bsin(VEt + VKty)
a(cos(\/ﬁ) cos(VEty) — sin(VE?) sin(\/Eto))+
+ E(Sm(ﬁt) cos(VEty) + cos(VEL) sm<\/f?to))
= cos(VEL) (a cos(VEto) + Esin<\/mo)) +sin(VEH) (5 cos(VEty) — asin<\/m0))

=:a =0, fiir to geeignet.

r(t) = acos(VKL)
umformen kénnen. Es ergibt sich

R(t)? =1 —7'(t)?
=1-d’K sin(VKt)?

Da wir nur reellwertige Funktionen betrachten, muss also gelten:
0 < ad’Ksin®(VKt) <1

Es ergibt sich (bis auf Verschiebung in Achsenrichtung eindeutig)

h(t) = /Ot \/1 — a?K sin®(VKz)dz.

Dabei entsprechen die Fille

e a’K =1 der Sphire ’ Bild siche Mathematica ‘,

e 0 < a’K < 1 dem Spindeltyp ’ Bild sieche Mathematica ‘ und

e 02K > 1 dem Wulsttyp ’Bild siche Mathematica ‘




3) K<O0
Fiir Rotationsflichen mit negativer konstanter gaufscher Kriimmung gilt.
r(t) = acosh(v—Kt) 4+ bsinh(v —Kt)

Auch hier konnen wir drei Typen unterscheiden:

o Fiir b2 > a? erhilt man den Kegeltyp ’Bild siehe Mathematica |,

e fir a> > b? erhilt man den Kehltyp (oder hyperbolischen Typ)

Bild siehe Mathematica ‘

e Fiir a = b und K = —1 erhilt man
r(t) = a(cosht + sinh t)
= a%(et +e el — e_t)
= ae’
und damit
R'(t)? =1—ae*

¢
h(t) = / V1 —a?e?®dx
0

Dies ist die beriihmte Pseudosphére (Beltramis Fliche) mit der Traktrix
(Schleppkurve) als Meridiankurve.

’ Bild siehe Mathematica ‘
Fiir K # —1 und a? = b? ergeben sich dhnliche Flichen.

8 Quellen

Quellen waren

e vor allem das Kapitel 3C im Buch ,Differentialgeometrie (Kurven —
Flachen — Mannigfaltigkeiten)“ von W. Kiihnel,

e erginzend das Buch , Differentialgeometrie, Kurven und Flachen* von V.
Wiinsch (Kapitel 5)

o (v.a. fiir die Mathematica-Anteile) ,,Modern Differential Geometry of Cur-
ves and Surfaces® von A. Gray (Kapitel 21, nicht 20),

e Der Vortrag von Aleksander Momot und Christian Thier fiir die Defini-
tionen der wichtigsten Kriimmungsgrofien.
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