Kapitel 3

Grundbegriffe der
(semi-)Riemannschen
Geometrie

Idee von B. Riemann (1954): Man kann alle geometrischen Objekte (Léngen, Fliachen-
inhalte, Volumen, Winkel, Kriimmungen) durch ein einziges algebraisches Objekt aus-
driicken, der sogenannten “Riemannschen Metrik” g € T'(S%(M)), einem symmetri-
sches nichtausgeartetes (2, 0)-Tensorfeld auf M:

g:rxeEMwrg,: T, xT,M — R,

dabei ist g, ein Skalarprodukt auf 7, M.

3.1 Riemannsche und pseudo-Riemannsche
Metriken

Definition. Sei M™ C*°-Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M ist ein symmetrisches,
nichtausgeartetes (2,0)-Tensorfeld g : X(M) x X(M) — C*(M) auf M mit konstantem
Index, d.h.

g:xeM— g, :T,MxT,M—R

und g, ist fiir jedes x € M eine symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform mit Nor-
malform

-1

_1k

Tk+1

1n
Die Zahl k soll konstant bleiben und heifst Index von g . (k,n — k) heifit Signatur von g.

113
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e Ist Index g =0, d.h. g, ein positiv-definites Euklidisches Skalarprodukt auf T, M,
s0 heifit g Riemannsche Metrik

o Ist Index (g) = 1, so heifft g Lorentz-Metrik ( Lorentz-Metriken benutzt man in der
Relativitdtstheorie )

e 1 <k<n-—1,so heifst g pseudo-Riemannsche Metrik

o k beliebig , dann heifit g semi-Riemannsche Metrik

Definition. Ist g eine Metrik auf M", so heifit (M, g)

e Riemannsche Mannigfaltigkeit < g Riemannsche Metrik

e Lorentz-Mannigfaltigkeit < g Lorentz-Metrik

e pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g pseudo-Riemannsche Metrik

e semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g beliebige Metrik

Definition. Sei g eine Metrik auf M, dann heifjt

e v € T, M heifit zeitartig < g.(v,v) <0
e v € T, M heifit isotrop (lichtartig) < g,(v,v) =0,Yv # 0

e v € T, M heifst raumartig < g..(v,v) >0

Lokale Darstellung einer Metrik:

Sei (U, p = (z1,...,x,)) eine zuldssige Karte, dann ist

gu = Z gzgdm't ® dxj = Zg”dxl o d:Cj

4,j=1 (2]

015(2) = (5 (0), 5-(0)

J

Die Funktionen g;; € C*°(U) heiflen lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich (U, ¢).

Da g, nichtausgeartet und symmetrisch, ist die matrix (g;;(z))};_; symmetrisch und
invertierbar. Die dazu inverse Matrix bezeichnet man mit (¢*'(z))y ,_,.

Es folgen nun Beispiele von Metriken.

Beispiel 50. METRIKEN IM R"

Sei (,)p,q eine nichtausgeartete symm. BLF vom Index p auf R™. Ein Vektor-
feld auf R™ ist eine glatte Abbildung

X € C*(R",R")

und somit ist
9p,a(X,Y) (@) := (X (2), Y(2))p,q
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eine Metrik vom Index p auf der Mannigfaltigkeit R™.
Lokale Darstellung von g, ;: Sei (a1, ...,a,) ONB von (R”9,(,), ), d.h.

< > _5ij fiir ¢ < P
Qi Qj5)p,q = e .
A (5@' fir: > p

Fir eine Karte auf dem R” : p(z) = (z1,...,2,) mit x = > x;a; gilt dann

6%(3:) = a; und daraus folgt
. —1 furi<p
g”(l‘) = (ai,aj>p7q = aiéij WObel E; = { 1 furz S »
und damit ist
Gpq = —dai — ... —da] +dxl + ...+ dz} wobeida} = dw; o du;.

Das Paar (R", g, »—1) heit Minkowski-Raum

Beispiel 51. INDUZIERTE METRIKEN

Sei (M, §) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Immer-
sion, dann heif3t
ffg=y9

die induzierte Riemannsche Metrik auf M

Sei (M, §) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine
Immersion so dass fiir alle x € M

df o (Tu M) C TpiyM

ein nichtausgearteter Unterraum ist, (d.h. gy, ist auf df,(7,.M) nichtaus-
geartet), dann ist

g:=f"g

eine Metrik auf M und heiflt induzierte semi-Riemannsche Metrik

e Sei (R%,g11) und M = R. Die Abbildung f : M — R% z — (z,z) ist
eine Einbettung. Aber jeder Vektor df , .)(v) ist isotrop und deshalb ist
f*g1,1 = 0. Keine Metrik!

e Sei speziell M C M eine Untermannigfaltigkeit und (17, j) eine semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit, sodass fiir alle z € M T, M C T, M ein
nichtausgearteter Unterraum ist. Dann ist

9= glxnxx(m)

eine semi-Riemannsche Metrik auf M.

e Ist M C RY eine Untermannigfaltigkeit des reellen Vektorraumes R"
und (, )g~ das Standardskalarprodukt von RY. Dann gilt X(M) c C>®(M™ RY).

9g(X,Y)(z) = (X(2),Y(x))pgy X,Y € X(M)

ist Riemannsche Metrik auf /™. Diese heiflt induzierte Riemannsche Metrik der
Untermannigfaltigkeit M C RY.
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Beispiel 52. ROTATIONSFLACHEN IM R3

Wir betrachten die Mannigfaltigkeit

M? = {f (u,v) = (71(v) cosu, 1 (v) sinu, ¥2(v)) |v € (a,b) ,u € R}
mit einer Kurve
7= (11,72) : (a,b) C R — R?

mit den Eigenschaften v, (v) > 0 und % # 0.

M2
M? c R3 ist eine 2-dim. UMF. Sei
D = (ug—m,ue+ m,0, — €19 + €),
dann ist

(U=fD),p=f"p=(uv)

eine Karte um f (u,, v,).

Fir die kanonischen Basis ergibt sich damit

0 _of
%(f(u,v)) ~ o

(u,v) = (=71 sinu, 1 cosu, 0)
und 5 of
E (f(u,v)) = B0 (u,v) = (Y1 (v) cosu, 41 (v) sinu, y2(v)) .

Die Koeffizienten der lokale Darstellung der induzierten Metrik ergeben
sich dann aus

0 9N [0 O
(0 (FCu ) = (2%’@ <%u’%v>)
ov? 8u 01)7871

l\’)

(7 )
0 Hv(v [k

9f(uw) = 72(U)du2 + "7(“)”2 dUQ

Es ist also

Beispiel 53. PRODUKT-METRIKEN

Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit den Projek-
tionen
“MxN-—-Mundmy: M x N — N

Wir definieren eine Metrik » € (20 (M x N) durch
r:=m1g+msh.

Dies ist eine Metrik auf M x N mit Index (r) = Index (g)+ Index (h) und
heiflt Produkt-Metrik.

Nun ist jedoch
Tiaay(M x N) =~ T,M x T,N
s ((dﬂ-l)(l’,y)(v)v (dﬂ'2)(1',y)(v))

v1 v2
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und damit
() (V1 + Vo, w1 +w2) = gz (v1, w1) + hy(v2, w2).
Deshalb benutzt man auch folgende Schreibweise:
r=g+h

Beispiel 54. WARPED-PRODUCT-METRIKEN

Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
fec>(M),f>0
Wir definieren folgende Metrik auf M x N
r:=7lg+ (fom)*n*h,
oder in Kurzform
r=g+[f?h,

wobei

Ty (V1 + V2, w1 +w2) = gu (v, w1) + f(2)*hy(v2, w2)

Diese semi-Riemannsche Mannigfaltikgeit M x; N := (M x N,r) heifit
warped product.
Viele kosmologische Modelle (4-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die die
Einstein-Gleichungen der ART erfiillen: Ric — %R g = T) sind warped pro-
ducts.

M=Ix;F

Dabei ist (F), g) eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten kon-
stanter Schnittkrimmung, I,;;., C R ein Intervall und f € C*°(I). Fiir die
Metrik ergibt sich

r=—dt* + f%g.

Satz 3.1. Auf jeder C>°-Mannigfaltigkeit M™ existiert eine Riemannsche Metrik.

Beweis:
Sei A = {Ua,, ¥a)}aca abzédhlbarer Atlas mit Zelegung der 1 {f,}aca. Wir betrachten

die induzierte Riemannsche Metrik

ga = 05 (,)rn € XEO(U,)

auf U, C M. Dasup f, C Uy ist foge € X9 (M) ein symmetrisches Tensorfeld auf M.
Die Fortsetzung

9= fu-ga € XPO(M)

a€EA

ist symmetrisch und existiert, da {sup f,} lokal endlich ist.
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gz ist positiv-definit: Fir v € T, M, v # 0 gilt

gw(vvv) = Z fa(w)g%, (1),1}) >0,

acl

wobei
A={aec Al zecU,}

Da ) f. =1, existiert ap und f,,(x) > 0, sodass
ach

gz (v,v) > 0.
Damit ist g eine Riemannsche Metrik auf M.
[
Metriken mit Index ¢ = k£ > 0 existieren nicht immer. Dazu braucht man zusétzlich

topologische Bedingungen an M.

Satz 3.2. Auf M"™ existiert genau dann eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur

(p,q), wenn
T™M =& @,

debei sind £P und n? Vektorbiindel vom Rang p und q.

Die Aufspaltung TM = &P & n? hat topologische Konsequenzen — Stiefel-Withney-
Klassen, Chernklassen. Fiir Lorentz-Metriken gilt speziell

Satz 3.3. Sei M™ eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Bedingungen dquiva-
lent:
1. Auf M existiert eine Lorentz-Metrik

2. Es existiert ein nirgends verschwindendes Vektorfeld X € X(M) (X (x) # 0,Vx €
M)

3. M ist nicht-kompakt oder M ist kompakt und die Eulersche Charakteristik X(M)
ist Null.

(Beweis: — O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 149).

Wir erinnern an den schon aus Analysis IV bekannten

Satz 3.4 (Igelsatz). Auf der Sphire S*" existiert kein nirgends verschwindendes Vektor-
feld.

Aus Satz 3.3 folgt nun, dass auf 52" keine Lorentz-Metrik exsistieren kann.
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3.2 Lingen, Winkel und Volumen
in semi-Riem. MF

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Volumen- und Lingendefini-
tion einer semi-Riem. Mannigfaltigkeit ()M, g) beschaftigen.

3.2.1 Langen von Kurven in M/
Definition. Sei v € T, M, dann heifst

[ollg == V/1ga (v, 0) |

die Lange des Vektors v in (T, M, g).

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. MF. und v : I;,0rvan C R — M eine glatte
Kurve auf M. Dann heifit

)= [ 150l d
T
Léange von v in (M, g).
Bemerkungen:

o Ist M C RY eine UMF mit induzierter Metrik. Dann ist fiir eine glatte Kurve
v:ila, b CR— M

b
1) = [ 15 (@) et

die aus der Analysis bekannte Lange.

e Fir eine pseudo-Riem.-MF kann die Lange einer nicht konstanten Kurve auch
null sein, da fiir isotrope Kurven stets |7 = 0 gilt. ( Das Licht bewegt sich in der
Reletivititstheorie auf isotropen Kurven. )

Eigenschaften der Linge

1. Seiv: 1 C R — M eine glatte Kurve und 7 : J — I eine Parametertrafo (d.h. v
ist ein Diffeomorphismus). Sei dann

so gilt



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 120

,da

~
—
N
N
Il

/ 1 (6) I, e
J

/ | (o) (8) Iy dt
J

P / [ Grom) () l |det (=) (1) de

7(J)
iR yor) (7! 7! 1
S I/m )y 17 0]
L(v)

2. Eine Kurve v : I = [a,b] C R — M heifit nach Bogenlénge parametrisiert, falls

@) llg = 1.

Fiir eine nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve v gilt dann
YOI
T

[

T
=b—a

L(v)

3. Eine Kurve v : I C R — M heif}t regulér, falls 4 # 0 fur alle ¢ € 1.

Behauptung: Jede regulére, nirgens isotrope Kurve v : I ¢ R — M ist nach
Bogenliange parametrisierbar, d.h. es exisstiert eine Umparametrisierung 4 = vyor
mit || (¢) | = 1.

Beweis: Sei v : [a,b] — M reguléar und nirgens isotrop. Wir betrachten die
Abbildung

l:[a, 0] — M
t
t 1 (Va) =/||W(t) llg dt

dannist I’ (t) = || (¢) ||; > 0. Wegen dieser strikten Monotonie existiert eine Um-
kehrabbildung
7= l_l [Ovl(V)] — [aa b] :

Es gilt nun

’

lGrom) () lly = 14 (@) llg 17'®)
- Hﬁ(T(t))Hgﬁ

=1

D.h. 4 = v o 7 ist nach Bogenlénge parametrisiert.
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Definition. Eine Kurve v : I = [a,b] — M heif}t stiickweise glatt, falls v stetig ist und
eine Zerlegung
a=ty<t1 <...<t,=0b

existiert, sodass die
Yi = ’7‘[ti’ti+l] : [t17t7+1] I M

fiiralle i =0...n glatte Kurven sind.

Die Punkte v (¢;) heilen Ecken von ~.

v(a)

Dann ist die Léange von v definiert durch
1) = 1(w)-
i=1

Die Eigenschaften 1-3 bleiben erhalten.

3.2.2 Volumen in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im letzten Kapitel haben wir die Integration von k-Formen auf Mannigfaltigkeiten
besprochen. Nun wollen wir dies auf den Begriff des Volumens ausdehnen. Wie man
aber am Beispiel des (R", (, )z.) sehen kann, ist der Volumenbegriff stark an die Metrik
gebunden!

Wir suchen nun eine spezielle, der Metrik g angepalite positive n-Form auf M™.

Definition. Sei (M™, g, Oy) eine orientierte semit-Riem. Mannigfaltigkeit und (v, ... ,v,)
eine positiv-orientiete Basis in T, M mit dualer Basis (n1,...,10,) aus TxM. Dann be-

dM, = /| det (g5 (vi,v)) Im A ... Ay

zeichnen wir
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Bemerkungen:
e dM, ist unabhéingig von der gewéhlten Basis. Denn sei (aq,...,a,) eine weitere
positiv-orientierte Basis mit dualer Basis (o4, ...,0,) und Ubergangsmatrix v; =

A;ray, so ist nach Voraussetzung det A > 0. Dariiberhinaus gilt

gz (Vi,v5) = go (Aipar, Ajiap)
= AiAjig: (ar, ar)
= AirAl;9. (ak, @)

ZA“C Zgw (ak,ar) Alj;-.
k l

In Matrizenschreibweise heif3t das

{92 (vi,0))},; = A+ {ga (ar, a)}y, - AT

Andererseits ist
o1 N...No, = (det Ay A ... Ay

Fur dM, ergibt sich damit

| det (g5 (vi,v5)) I A ... Ay \/| det (A)” - det (g (ar,a)) | (det A) " oy AL Aoy

| det (g (ak,ar)) |or A ... Aop.

e Die Abbildung = — dM,, ist ein glatter Schnitt in A" M, denn sei (U, ¢ = x1,...,2,)
eine positiv-orientierte Karte, so gilt fiir deren kanonische Basis

a, = \/ detgs (7 o), o @)

dri N ...Ndxy,

eCc>(U)
e Ist (eq,...,e,) eine positiv-orientierte ONB aus 7. M und (o1, ...,0,) deren Dual,
so gilt
dMy (e1,...,en)=1=01 A... Aoy (€1,...,€n),
d.h.

dM, =01 N...Noy

Dies erlaubt nun folgende

Definition. Die n-Form dM, € Q™ (M) mit
dMy : x — dM, € A" (T; M)

heifit Volumenform von (M, g, O ).

Lokale Darstellung der Volumenform:

Ist (U, = (x1,...,2,)) eine positiv-orientierte Karte und g;; (z) = g, (82, (z), 2 (ac))

seien die Koeffizienten der Metrik, dann ist

dM|U = |d€t (gij)\dml/\.../\dxn
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Definition. Sei (M",g,Oys) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit
und A C M eine mef3bare Teilmenge, so heif3t die Zahl

Vol, (A) = / dM,
A

das Yolumen von Ain (M",g,0x). (Im Fall n = 2 entspricht dies dem °’Fldcheninhalt’.)

Bemerkungen:

o Fiir (M, g) = (R", (,)gn) ist Voly (4) = A" (A), dem Lebesque-Mal} auf R™.
e Vol, ist unabhéngig von der gewéhlten Orientierung, denn fiir —M = (M, —Oyy)
ist
d(M) = —dM

und damit

e Man kann das Volumen auch fiir Teilmengen von nichtorientierbaren Mannigfal-
tigkeiten definieren:

Sei A C M meBbar, so ist

A= UA“ wobei A, paarweise disjunkt, und A, C U, Karte

Dann fixieren wir eine Orientierung auf U, womit

Vol, (Au) = / dU.,
Aq

und wir setzen
Voly (A) => Vol (Ad)

Beispiel 55. OBERFLACHEN VON GRAPHEN

Seih : U,;., C R? — R eine glatte Abbildung. Fiir M? = graph (h) C R?
mit induzierter Metrik gilt dann

oh\* [ on\®
VOlg (M) = / \/1 + <8u1> =+ (auz> dU1 dUQ
U

denn in der inversen Karte f (u1,u2) = (u1,uz, h(u1,u2)) mit f (uy,us) =

hat man
o _of B oh
Fur (%) = dfuy uy) (€1) = E (ur,u2) = (1,07 o, (U17U2)>

und

9 _of _ Oh
8711/2 (:L) - df(ul,uz) (62) - 8u2 (u17u2) - (07 17 s (u17u2)> .
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Fur die Koeffizienten der Metrik ergibt sich dann

d 0
5@ = ({5 @ 5 @)
2 leli
1+ ( (U1,uz)) P (uy, ug) - o (uq, ug)
= 2
P (ug,ug) - H (ug,up) 14 (é)u2 (uhUQ))
und es folgt

oh > [ on 2
det (gij (z)) = 1+ <87u1 (Uhuz)) + <8TL2 (u1>u2)) :
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Voly (M) = / dM,
M

/ \/det (gij (z)) dus A dug

fFU)

= [ et (Fuu) ¥
f=Hf@)

oh 2 oh 2
= /\/1 + (87111 (U17U2)> + (Tug (U1,U2)> duy dus.
U

Beispiel 56. OBERFLACHEN VON ROTATIONSFLACHEN

Hier ist bekanntlich!

M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu, 7 (v) sinu, 72 (v))},

wobei v > 0 und 4 (v) # 0. Fir die Metrikkoeffizienten ergibt sich mit

x = f(u,v)
’Yl() 0
9 (@) = ( 0 w<v>||2>

det (gi; (2)) =77 (v) - I () [I.

Fiir das Volumen erhalten wir nun

und daraus folgt

27

b
Vol / 7 (v) - |17 (v) ||dudv

bzw.

Volg (M) =2m | 71 (v) - |7 (v) ||dudv

se—_

Lsiehe Beispiel 52 auf Seite 116
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3.2.3 Der Schnittwinkel von Kurven in semi-Riem. Mannigfal-
tigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt beliebiger Signatur kann man erkliren was
’senkrecht’ bedeutet, Winkel existieren aber nur im euklidischen Fall.

Definition. Seien v, w € T, M, dann heif3t v orthogonal zu w (v L w) falls
gz (V,w) =0
Bemerkungen

1. Ist (M, g) eine Riemannsche MF, so kann man den Schnittwinkel beliebiger Tan-
gentialvektoren u,v € T, M definieren. Fiir ein positiv-definites Skalarprodukt
gilt bekanntlich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|92 (w,v) | < lull - lv]]
und daraus folgt dann

1< gz (u,v)

< <1 fir alle u,v # 0.
[[ull - [lvll

Es existiert also ein eindeutig bestimmter Winkel « € [0, 7] fiir den

9o (u;0)
[l - [l

Dieser Winkel a =: Z (v, w) heit Schnittwinkel von v und v in (M, g).

Ccos o =

2. Sei (M, g) eine Lorentz-MF.
(a) Sind v, w € T, M zeitartig, so gilt
|92 (v, w) | = o] - [Jwl]

Beweis:

OBdA seien v und w linear unabhéngig und es gelte

w=av+ W wobei w L v.
Damit folgt
g (w,w) = gy (av + W, av + W) = agy (v,v) + g (0, W) (%)
Da v zeitartig ist und der Index von g nur 1, muss w raumartig sein, d.h. es
gilt
9o (0, W) > 0.
Wir erhalten nun
gl’ (vv ’UJ)Q = a’2g:)3 (U, U)Q

—~
*
=

(92 (0, w) = g (W, )) ga (v, )
= Yz (wv ’LU) 9z (’U7 U) — Yz (71)7 ﬁ)) 9z (’U7 U)
—_————— - —

<0 <0 >0 <0

>0
> 9z (wv U}) 9z (U7 U)

= [lol* - flwl?
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O

Damit gilt also
9: () |
[0l - llwl]

und es existiert genau ein « € [0, 0o) fiir das

9a (v, w)

cosha = .
(o]l - fJwl]

Dieses o heif3t hyperbolischer Winkel zwischen « und v.

(b) Ist v € T, M isotrop, so gilt v L v.

Definition. Zwei reguldire glatte Kurven v : I — M und § : J — M schneiden sich
in xg € M orthogonal, falls

zo =" (to) =5 (to) und 4 (to) L9 (to)

Sei (M, g) Riemannsch. v und § schneiden sich im Winkel a € [0, 7], falls

z0=7(t) =8 (t) und a=2(7(t).d(t)) = Lu (1.0).
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3.3 Isometrien und konforme Abbildungen

Definition. Seien (M,g) und (M , g) semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: M — M heifit Isometrie, falls

1. f ist ein Diffeomorphismus.
2. f*g=g.
Ist dies der Fall, so nennen wir (M", g) und (M", g) isometrisch.

f*g = g heilit ausgeschrieben:

damit ist also df, : T,M — Tf(x)]\?[ eine lineare Isometrie der Vektorraume.

Definition. Eine C>®-Abbildung f : M™ — M" heif3t lokale Isometrie, falls

ffg=g

Aus () erkennt man unmittelbar, das mit /*§ = g das Differential df injektiv sein muf}
und aus Dimensionsgriinden demnach bijektiv. Der Satz iiber die Umkehrabbildung
liefert dann eine lokale Diffeomorphie.

Definition. Eine C*-Abbildung f : M"™ — M" heifit konform, falls
f*5=02g wobei 0 € C* (M), 0 >0
Insbesondere ist f damit ein lokaler Diffeomorphismus.

Es folgen nun einige Beispiele.

Beispiel 57. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Sei f: U C C — C eine holomorphe Funktion und g (,) = (, )g:.

Behauptung: Ist f' (z0) # 0, so ist f lokal konform auf U = {z € U| f’ (z) # 0}
mit 0% = det (Df).

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
Beispiel 58. MOBIUSTRANSFORMATION

Wir betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C: C,, = C U {c0}. Sei

weiterhin
a b
A_< )EG’L(Q;(C)7
c d

so definieren wir die Mobiustransformation

FA: (COO — (COO
az+b
—

cz+d

a
00— —
c
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Mit
Ht :={z+iyeCly >0}
und der Metrik
1
"2

g+ = (dac2 + dy2)

bezeichenen wir die Poincare-Halbebene (H™*, g+ ).

Behauptung: Sei A € SL (2;R), so ist

Fy: (H+’9H+) - (H+79H+)

eine Isometrie.

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
Beispiel 59. STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION

Wir betrachten die Kartenabbildung?

on: S"—{NP} — R"
2 +— Schnittpunkt des Graphen durch NP

und z mit R” = {z € R" ™| 2,41 = 0}

NP

Behauptung: o ist ein konformer Diffeomomorphismus mit

1+ Jlow () |R> ,

ONYRr = ( 5 gsn
<~

induzierte riem. Metrik

Der Beweis bleipt als Ubungsaufgabe. (Man berechne

1
1—.%1

YN (xlv"'7x77,+1): (xla'”)xn)

und

Soji\fl (yl;u';yn): (2y1;~~'72yn7HyH271)

b
L+ ly?

Definition. Ein Diffeomorphismus f : (M,g) — (M ,g) zwischen zwei semi-Riem.
Mannigfaltigkeiten heif3t

o ldngentreu <> lg (v) =15 (f (7)) fiir alle Kurven v : I — M,

2siehe auch Bsp. 20 auf Seite 20 von Kapitel 1
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e volumentreu < Volg (A) = Vol (f (A)) fiir alle mefibaren A C M

e orthogonalititserhalten :<— Vo, we T, M mit viw gilt df, (v) Ldf. (w).

Seien g und g Riemannsch, so heifit f
o winkeltreu <= Ly (7,0) = Ly (f (), £(6)) -
Seien g und § pseudo-Riemannsch, so heift f

e typerhaltend < YV € T, M zeitartig (raumartig) ist df, (v) zeitartig (raumaritg).

Satz 3.5. Sei f : (M,g9) — (M ,g) ein typerhaltender Diffeomorphismus zwischen
semi-Riem. Mannigfaltigkeiten, dann gilt

1. f ist eine Isometrie < f ist lingentreu,

2. [ ist konform < f ist orthogonalitditserhaltend,

3. fist langentreu < f ist konform und volumenerhaltend.

Sind g und g Riemansch, so gilt

4. fist konform < f ist winkeltreu.

Bewelis:

~
)
—~
~k
—
=
S~—
=
I

S © s

b
[t o) e

b

= [ Vlas60 (o G0 dfyo G0) e

b
[ a0 GO w)

2 [ oo GOAO = [ 150 g

= ()

(<) : Sei f langentreu. Da g und f*g¢ symetrische Bilinearformen sind, geniigt es
zu zeigen, dass
(f*9), (v,v) =gz (v,v) YveT,M

da

o (0,0) = 5 (92 (0,0) + g0 (w,0) g (0~ w,0 — )
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Sei also v : (—¢,¢) — M eine Kurve mit v (0) = z und 4 (0) = v. Wir setzen

L0 =1y () = [150) e

und

L) =ty (F () li-ea) = [ 1(£02) (@)l

Nach Vor. ist L (t) = L (t). Differenziert man nun nach ¢ in ¢ = 0, so folgt

15 @) llg =1 (For) () ]y

bzw.
192 (v,0) [ = [(f79)a (v, v) |.
Da f typerhaltend ist, folgt daraus die Behauptung.

2. (=) : Seien v,w € T, M mit v_Lw, so gilt
9f(z) (dfs (v),dfs (v)) = (f*g)L (v,w) = 0291 (v,v) =0
(<) : Sei f orthogonalitédtserhaltend. Wir fixieren eine ONB (eq,. .., e,) von T, M.
Dann ist
1 i=1,...,
€ = g (€is€i) = { ' P

1 it=p+1,....n

und wir setzen

(f*9), (eisej) = gs(a) (dfz (ei), dfz (e5)) (*)

Sijei0? (r) mit o > 0

Wir zeigen nun

o1(x)=...=0p(x)=10(x).
Es gilt ndmlich

9z (ei —€5,€5€; + eiej) = €;€; — €€ = 0.

Demzufolge ist nach Voraussetzung auch

dfx (Gi — e]—) Ldfw (ejez- + 6,’€j)
und damit

0 = (f"9), (e; —e5,€5e; + €ie5)
= Gp(x) (dfs (1) — df (€)) , €5dfs (€;) + €idfs (€5))

= ejeiaf (z) — eisjcrz» (z)

R AGREAG

Durch lineare Fortsetzung von (x) folgt nun die Behauptung.

3. f langentreu <= f ist konform und volumentreu.
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(a) Sei (u.po = (1,...,7,)) eine Karte von M mit der durch ¢ definierten Orien-
tierung Oj; und damit (U =fU),p=poft=(y,... ,yn)) eine Karte auf
M mit der durch ¢ definierten Orientierung. Dannist f : U — U ein ori-
entierungserhaltender Diffeomorphismus. Nach Definition uberfithrt df die
kanonischen Basen ineinander, denn

df“”(aii (m)>:dfﬂ” (dopln (€)= d(Fow™) (@)

_1)71 (61)

(y)

i
3
®
U
O o~ —~
AS)
o
~ €

Fiir die kanonischen n-Formen folgt dann
7] 7]
. 0 0
= 7 A ) (5 @) o (@)

Damit ist also
f ldyr Ao oANdyn) =dar AL ANday, (3.1)

Behauptung: f ist volumentreu < f*dU = dU Y (U, @)

i (e):
Vol, (A) = / U

A

e / frdu
A

= [V @ n e ndyn)
A

(3.1) /\/gf(m)dxl A Adz,
A

_ / N
»(A)

— \/§¢,1d/\”
)

= /\/édyl/\---/\dyn
ey

= [ ar=vels (s (a)
ey

ii. (=) : Fiir die n-Formen f*dU und dU existiert genau ein A € C*° (M) mit
f*dU = - dU.

Fir alle z € M gilt nun aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
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nung
[ AU [ fdU
o . Ke(x) T Ke(z)
Aoy = I = I T
Ke(m) Ke(w)
I Vo ffi(dyiA...Adyn)
= limKE(w
e—0 f dU
K. (x)
| Vo fdzi Ao Adxy,
e—0 f aU
K (x)
S/ go(fop=t)dx
— K w(Ke(z))
e—0 f dU
K(x)
Vo pld\
_ lim@(f(&(ﬂﬂ)))
e—0 f dU
K. (x)
dU
. f(Ke(x) . Vol (f (K (v)))
= 1 AN JR ¥ A S S S
S0 [ dU =0 Voly (K. (x))
K. (x)
Vé’r 1

(b) Zum Beweis von 3. :

i. (=) : Ist f langentreu so gilt f*§ = ¢ und somit ist f konform. Wahlt
man nun alle Karten wie in (a), so gilt auch

%M {or0 (35 0 5, w)
\/det {gf(l.) (dfm (a% (x)> Jdf <£j (x))) }j

Vet {£23},; = \Jdet {g},,

= Vg ()

9(f (z))

Ist A meBbar und liegt 0BdA in einer Kartenumgebung U, so folgt

/dﬁ: /\/ﬁdylA...Adyn
f(A) f(4)

Vo g ld

@(f(A)

/ V(Go f)optdx

»(A)

/dU

A

Also ist f auch volumenerhaltend.
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ii. («<):8Sei f*§ =02 gund f*dU = dU fiir alle Karten (U, ). Sei weiterhin

(e1,...,e,) eine positiv-orientierte ONB in 7,.U bzgl. g, dann ist
1 1
——d x yr ——d, x \tn
(it e e te0)

eine positiv-orientierte ONB in Tf(w)f] bzgl. g. Und es folgt
(£740) (er.evien) = s (dfs (e1) - df (en)

n ~ 1
= 0 (1’) ~de(m) <7

o (x)
— o™ 1

= o"-dU; (e1,...,en).

b

s ()

dfm(el),...,

Damit ist also
frdU = o™ - dU

Nach Voraussetzung gilt dann jedoch ¢ = 1.

4. Analog zu 2.

Information:

Satz von Nash.? Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M isome-
trisch zu einer UMF M C RY mit Induzierter Metrik.

Definition. Sei B € X" (M) ein (r,0)- Tensorfeld und X € X (M) ein Vektorfeld und
®, : M — M die durch den Fluf von X definierten lokalen Diffeomorphismen, dann
heifit das (r,0)-Tensorfeld

d
(LxB), i= 4 (B{B), iz € T{"OM

die Lie-Ableitung von B nach X.

3Ann. of Math 1956, 63, S.20-63
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Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M)
heif3t

e Killing-Vektorfeld :<—= Lxg =0

e konformes Vektorfeld :<—= Lxg=\-g

Schreibt man z.B. die Bedingung fiir ein Killingfeld aus, so erhilt man

(Lxg), (v,w) = 5 (859), lizg
= & (g0, (X (20), X (5(0)) oo
8 (X 0(0), X (5(0)) — ga, ) (X (), X (3(1))
b il
i 800 = oy (X () X (5()
© h—0 ||
=0

fir alle v = [y] und w = [4] aus T, M.

Satz 3.6. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit und X € X (M) mit Fluf3 {®.},
dann gilt

1. X ist ein Killingfeld. <— ®,: U; C M — ®; (U;) C M sind Isometrien.

2. X ist ein konformes Vektorfeld <— &, : U, ¢ M — &, (U;) C M sind konforme
Abbildungen.

Bewelis:

1. («):Seix € M. Fir alle |t| < e ist z € U;. Nach Voraussetzung ist dann
(®/9), =9  Vt|<e

und damit J
(Lxg), = T (®79), lt=0 =0

(=) : Sei z € Uy. Zu zeigen ist (P} g), = g,. Dazu nutzen wir die Eigenschaft
(Ds-l»t = CDS (0] ¢t
und betrachten die Abbildung

(@), : TSOM — TEOM ()

Nach Voraussetzung ist

d (i
0= (LX9)<1>t(w) = i ((‘I)sg)@(x)) |s=o0-
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Wenden wir darauf (x) an , so folgt

d * *
0 = 2 (%), (Pe9)a,(x))ls=0

(<I>Z‘+Sg)m

d

- @* -
= (@),

d.h. (®%g), ist konstant auf (—¢, ¢) und damit folgt

(®79)y = 92
2. («): Esist (9jg), = 0 (z) g, fiir alle ¢ fiir die ®; definiert ist. Damit folgt

d d
(Lx9g), = i (®79), lt=0 = o (o7 (2)) lt=0 " 9z
~————
A(z)

(=) : Sei z im Definitionsbereich von ®; und gelte

d *
(Lx9)a, @) = s (239)p,(2) ls=0 = A (Pt (2)) - 9o, ()
Wir benutzen wieder die Abbildung von (x) :

d

75 U21)5 0 (Pe9)a, (1) )lt=0 = A (21 (5)) - (21),, o, (0)

(q);:rsg)w

Damit ist

& (®19),) = A (@0 () (@),
——
h(t)

Aus der DGL // (t) = A (t) h (¢) folgt dann

[A@. (@) ds

(®7g), =¢° ' - (269),
::Uf(w) Ja

und somit ist ®; konform.

O

Satz 3.7 (Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern). Seien B;, B € X% (M)
Tensorfelder, f € C* (M) und X,Y € X (M), so gilt

I Lx (f-B)=X(f)-B+f-LxB
2. Lx (Bl®B2):(LxB1)®BQ+Bl®(LxB2)
3. (LXB)(Xl,...,XT):X(B(Xl,...,XT))—i:lB(Xl,...,[X,Xi],...,X,,)

4. [Lx,Ly] = Lixy
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Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerung

Sind X, Y Killing-VF (konforme VF), so ist [X, Y] auch ein Killing-VF (konformes VF).
Beweis: Essei Lyg=A-gund Lyg = - g. Aus Satz3.7 folgt dann

4.
Lixv)9 2 [Lx,Lylyg

Lx (Lyg) — Ly (Lxg)

Lx (n-g) =Ly (A-g)

X -g+p-Lxg—XN)-g+A-Lyg
(X () +p-A=XA)—A-p)-g

(X (1) = X (N)-g

cC>>M

mns

Bemerkungen

o Rill(M,g) ={X € X (M)| X ist Killing-Vektorfeld} ist eine Lie-Algebra.
Isom (M,g) = {f € Diff(M)] f ist Isometrie} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
RKill. (M, g) ={X € &ill(M, g) | X ist vollstandig}

o conf (M,g) ={X € X(M)| X ist ein konformes VF} ist eine Lie-Algebra
Conf (M,qg) = {f € Diff(M)]| f ist konform} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
confe.(M,g) ={X € conf (M, g)| X ist vollstandig}

und es gilt
1
dim Rill. (M", g) < " (n+1)

dimeonf, (M",g) < 5 (n+1) (n+2)
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3.4 Kovariante Ableitungen und der
Levi-Civita-Zusammenhang einer
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

Im Euklidischen Raum weill man, wie man Vektoren entlang von Kurven parallel ver-
schieben kann. Wir wollen dies jetzt auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu
bendétigt man ein Konzept, mit dem man erkldren kann, was die Parallelverschiebung
von Tangentialvektoren sein soll.

Betrachten wir dazu zunichst die Parallelverschiebung im R” nochmals genauer:

\ 7(t)

e v(Z) € T,»)R™ = R" Parallelverschiebung von v € T,R" entlang v <= v(t) = v =
const. <= v/'(t) =0

e 7(t) kiirzeste Kurve zwischen = und y im R" <= ~/(¢) parallel verschieben ent-
lang ~(¢)

Wir miissen allgemein erklidren, was die Ableitung von VF entlang Kurven ist. Dazu
verallgemeinern wir zunichst die Richtungsableitung im R™ und betrachten dazu die
Menge der Vektorfelder X(R") = C*>°(R",R") = I'(TR") mit der Abbildung

V: X([R") x X(R™) — X(R™),
(X,Y) — VxY = X(Y)
Richtungsableitung von Y : R — R"
nach VF X.

Diese Abbildung ist

e additivinY,
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o erfiillt die Produktregel in Y, d.h. Vx (fY) =X (/)Y + f - (VxY),
e und sie ist tensoriell in X, d.h. Vix 10x,Y = f-Vx,Y +g-Vx,Y furalleY €
% (B") und f.g € O (R").

Desweiteren hat sie die Eigenschaften:

o X ((Y1,Y2)gn) = (VxY1,Y2)gn +(¥1, VxYa)pn
e VxY —VyX =[X,Y]
Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Zuordnung

ViX(M)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — VxY

heifit kovariante Ableitung (=affiner Zusammenhang) von Y nach X (auf M), falls

1. Vx(Yy + Ys) = VxV; + Vy Y, (additiv in Y)

2. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (Produktregel)

3. VxY tensoriellin X, d.h. Vix,1¢x,Y = f-Vx, Y +9-Vx,Y fiiralleY € X (M)
und f,g € C™®(M).

Beispiel 60. KOVARIANTE ABLEITUNGEN

1. Fiur R™ = M™ ist wie oben gesehen VxY = X (V) eine kovariante Ab-
leitung.

2. Sei M™ C R" eine UMF, dann ist (VxY') (z) := projg, ,; X(Y)(x) eine
——

ERN
kov. Ableitung auf M.

3. Sei V eine kov. Ableitung und B € X(>1) (M), dann ist V = V + B mit
VxY =VxY + B(X,Y)

ebenfalls eine kov. Ableitung.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit M diffeomorph ist zu einer UMF M c RV
existieren also immer co viele kov. Ableitungen.

Lemma 3.1. Sei V eine kov. Ableitung, U C M offen und Y1,Y2, X € X(M) mit Y1|y =
Ya|u, so ist
Vx,Y1=VxY;

auf U.

Beweis: Sei z € U fixund f € C*°(M) mit f(z) = 1 und supp f C U. Dann ist f -
(Y1 — Y3) = 0 auf M und mit der Produktregel folgt

0=Vxf Y1 -Y2)=X(f)(Y1 —Ya)+ f-(VxY¥1 —VxY2)
Im Punkt x gilt nun aber f(z) = 1 und Y;(x) = Ya2(x), sodass
0=(Vx1)(z) = (VxY2) (2).

Daraus folgt aber die Behauptung.
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O

Folgerungen

1. (VxY) ist eindeutig durch X (z) und Y|y bestimmt, und zwar fiir beliebig kleine
offene Umgebung U(z) C M. Wir setzen damit

(ny) (1‘) = VX(I)Y.

2. Man kann die kov. Ableitung VM auf M zu einer kov. Ableitung auf offenen Teil-
mengen U C M einschrianken:

VU x(U) x X(U) — X(U)

(X,Y) — (VRY) (@)= (YY) (@)

wobei X,V € X(M) mit X|y = X und Y|y =Y.

Wir bezeichnen im Folgenden VY und V* mit dem gleichen Symbol V.

Definition. Sei (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte auf M, dann heiflen die Funk-
tionen T¥; € C>=(U), fiir die

lokale Koeffizienten von V bez. (U, p).

Wegen der Eigenschaften 1.) - 3.) ist V eindeutig bestimmt, wenn man die {I'};} fiir
einen Atlas Aj; kennt. Sei ndmlich X = Zfia%i und V = ija%j fiir eine Karte
(U, = (x1,...x,)), so folgt dann

VxY

D EV LY

=1

L o )
i.7 7

2 WY g e

ij=1

n noo 9 o
> (z €Tl + ;&Z%i(nk)> o

0
%(Uj)%j

k=1 \i,j=1
Beispiel 61. KOVARIANTE ABLEITUNG IM R"
Sei M =R" und VxY = X(Y). Fir die Karte (R", p = id) mit % = ¢; folgt
Ve.ej =¢€;(ej) =0,

da e; ein konstantes VF ist. Es gilt also I'}; = 0.
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Definition. Sei v: I C R — M eine C*°-Kurve. Ein VF entlang -y ist eine Abbildung
X:ICR — TM
t— X(t) € TyyM
die ‘glatt’ ist, d.h. fiir jede Karte (U, ) mit U N~ (I) # 0 sind die Koeffizienten £'(t) in
der Basisdarstellung

X() =3 €W5-0)  @eU

glatte Funktion in t.
Wir setzen

X, (M) := Menge der Vektorfelder entlang
Bemerkung

X () ist i.A. nicht zu einem VF auf M fortsetzbar.

Behauptung: Sei~y : I C R — M reguldr und X € X, (M), dann existiert fiir alle tg € I
ein ¢,, > 0 und Vektorfeld X,, € X(M) so dass

Xiy(Y(®) =X () V[t—to| <e,t el
D.h. man kann X in diesem Fall lokal zu einem Vektorfeld auf M fortsetzen.

Beweis: Nach Voraussetzung ist v eine Immersion, und damit lokal eine Einbettung.
Es existiert also eine Teilmenge I;, C I so dass

sztogw(jto):KCM

ein Diffeomorphismus zur UMF K C M ist. Damit existiert auch eine Karte (U, ¢) von
M mit (K NU) = (21,0,...,0) und wir setzen

X(@‘l(ml,....,xn)) ::X(cp_l(wl,o,...70)).
O

Satz 3.8. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitungund v: I CR —
M eine C*°-Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zuordnung

\Y
V%, 00) — %, ()
VX
X — o

mit folgenden Eigenschaften:
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(X1 +X5) = vxl + VXz

2. Y(f-X)=fX+f-YX firalle f € C>(I).
3. Ist X € X(M) mitX(’Y(t)) =X (t) VtelcIdannist

VX . .

VX € X, (M) heift kovariante Ableitung von X € X.(M) entlang v

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Angenommen % und 1.) - 3.) sind gegeben. Sei (U, ¢ = (1,...,25))
zulassige Karte mit U N ~(I) # 0, und I C I ein Teilintervall mit () ¢ U, dann

ist
X(t) = Z &(t)

tel

=:X,(t)
Aus 1.) und 2.) folgt nun

n

2 = Z(g X+§IVX).

=1

und mit 3.) folgt weiter

VX,
dt

9 -
(t) = V;Y(t)% vtel
Setzen wir nun ¢ o~ = (74, ...,7,) auf I, so erhalten wir
n a
!
D (1) (1)
=1 J a.itj

TR0 = Y OO0 ) tel

dt -
ky,j=1

7 (t)

n

= %(t) =y (&;@ (t)+Z£i ()~ () TF (v (t))) a%k(y(t)) viel (%)

k=1

und damit ist X ist eindeutig durch die lokalen Koeffizienten {I'};}von V be-

stimmt.

2. Existenz: Sei (U, ¢ = (z1,...,,)) Karte mit v (I)NU # 0. Wir definieren VX (t) V¢ €
I durch (%)

—Z(ék(t +Z€z (T (v ())>£k(7(t))'
k=1 i,

Direktes Nachrechnen zeigt, dass Y2* (¢ ) die Eigenschaften 1.) - 3.) erfiillt. (x) ist
damit auch die Lokale Darstellung von YX (t)
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Beispiel 62. KOVARIANTE ABLEITUNG ENTLANG KURVEN IM R"

Sei M = R" und VxY = X (V). Fir X € X, (R") gilt

n

X()=Y &We

i—1
und damit ist

VX ",
- O = ];Ek (ex  (daT}; =0)

— X'(1)
Definition. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v: 1 C R —
M eine glatte Kurve. Ein VF X € X, (M) heifst parallel verschoben entlang ~, falls
X
VX _ 0

dt

In lokalen Koordinaten ist diese Bedingung dquivalent zu

4,4
Beispiel 63. PARALLELVERSCHIEBUNG IM R"

Sei M =R"und VxY = X(Y). Z € X, (R")ist genau dann parallel verscho-
ben, falls

Z
vdT = Z’(t) =0 <= Z(t) = const.

Satz 3.9. Sei(M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und ~ : [a,b] C
R — M eine glatte Kurve, dann gilt

1. Ist v € Ty)M, so existiert genau ein entlang -y parallelverschobenes VF X, ¢
X, (M) mit Xy(a) = .
2. Die Abbildung
PY i TyaM — Tym)M
v — X,(b)

heifit Parallelverschiebung entlang ~, ist ein linear Isomorphismus der Tangentia-
ldume und unabhdngig von der Parametrisierung von -.

Beweis:

1. Die DGL ¥X = ( hat in lokalen Koordinaten die Form
dt
g (t)=B(t)-£(t),

wobei £ (t) = (& () ,...,&, (t))" und B (t) € Mg (n,n). Sei £(a) vorgegeben, dann
existiert (lokal) genau eine Losung des AWP auf dem ganzenDefinitionsbereich
von B*. Uberdeckt man durch Karten + ([a, b]), so erhilt man sukzessive die Lo-
sung des AWP auf den Teilintervallen. Und damit folgt die Behauptung.

4siehe Analyis 3: Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeloff
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2. PY ist
e linear, da DGL linear:
Xowtpw(t) = aX,(t) + X, (1)
erfiillt DGL und AWP
e bijektiv: Wir lassen ~ rickwérts durchlaufen:
() =A(b—tb—a)) te0,1].
Dann ist X~ (¢) := X (b —¢(b — a)) parallel entlang v und es gilt
X (1)=X(a) und X~ (0) = X(b)
sodass
Pwv ’ va* = idr,,m
va— 0Py = idr,,m
e Mit
Y(s)=(7(s))  7(s0) =a,  7(s1)=0
ist X(s) := X (7(s)) Parellverschiebung von v € T.,(,)M entlang 7.

O

Satz 3.10. Sei M"™ C R"eine UMF mit kanonischen kov. Ableitung VxY = projpys (X (Y))
und v : I C R — M eine Kurve. Dann gilt:

Ein Vektorfeld Z : I C R — RY auf M entlang v ist parallelverschoben. <= 7' (t) €
NyyM™ C RNVt € I

Beweis: Sei (U, ¢ = (z1,...,z,)) Karte mit v (t) € U, dann ist in einer Umgebung von
7 (1)
- 0
Zw—;&waﬁm»
und damit
VZ 0
Zf t) +§z() v(t)afxi
“fzs (1) +& (1) pr (5
% p OJT (t)M ,-y axl
. y 0 d (0
= Projra (Z & (1) e () +& @) ( pErtl (ﬂ))
. d 0
= Prog w5 (Z &i (1) e (v (t)))
Z(t)
= PTOij(t)MZ/ (t).
Und daraus folgt

Z'(t)=0 <= projp ,  (Z'(t)) =0 Vtel
— Z'(t)e NyyM" CR Vtel.
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O

Beispiel 64. PARALLELVERSCHIEBUNG AUF DER 52

Betrachten S? mit kanonischer kov. Ableitung VxY = proj;g. X (V).
Wir betrachten die halben GroBkreise. Fiir ¢ € [0, 7] sei

v (t) = cos(t)es +sin(t) e;

72 (t)

Fiir die Parallelverschiebungen PY : T.,S* — T_.,5?, j € {1,2}, folgt dann

cos (t) eg + sin (t) eq

Py (v) = —PX (v) mitv e TpS?

wobei T;S? = span (e1, e2). Denn es gilt

o 71 (t) = —sin (t) e3 + cos (t) e7 ist parallel entlang v, mit 7 (0) = e;, da
v () = =y (t) LTy, (1) S?
e 7, (t) = —sin (t) e + cos (t) ez ist parallel entlang v2 mit 4 (0) = es.
X1 (t) = 62 ist || VF entlang v; und X; (0) = ez, da X; (¢) Ly (¢) und
X{ (t) =

e X, (t) = ey ist || VF entlang v, mit X5, (0) = e;.
Sei dann v = vie; + vaes € TeS?, so folgt
Py (v) = 1Py, (e1) + v2Py, (e2)
= —vie1 + vae2
und

P, (v) = v1Py, (e1) + v2Py, (e2)

= vV1€1 — V2€2
Hierbei hingt die Parallelverschiebung also vom Weg ab!

Bemerkung

Der Begriff der kov. Ableitung und der ||-Verschiebung sind dquivalent: Seien X,Y €
X(M) und ~ Integralkurve von X durch z, sodass

y0) =z, y)=X ().

Dann ist
(Vx¥) (@) = & (PF,, 0 (1) o

€T M

Sei (M"™, g) semi-Riemannsche MF, dann existieren verschiedene kov. Ableitungen. Wol-
len wir solche kov. Ableitung V finden, fiir die die Parallelverschiebungen

’Py : Tw(a)Mn — T,Y(b)]\/[n

(pseudo)-orthogonale Abbildungen sind, d.h. Lingen und Winkel von Vektoren bleiben
invariant.
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Satz 3.11. [Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie]

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF. Dann existiert genau eine kor. Ableitung V auf M"
mit

1. X(g(Y,2)) =g (VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (metrisch)
2. VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei).

Diese kov. Ableitung V heifit Levi-Civita-Zusammenhang von (M",g) und ist gegeben
durch die Koszul-Formel:

(x)  29(VxV)Y) = X (9(Y,2))+Y (9(X,2)) - Z(9(X,Y))
—i—g([X,Y},Z)—Q—g([Z,X},Y)—Q—g([Z,Y],X).

Bewelis:

1. Existenz: Die Formel (x) definiert eine metrische und torsionsfreie kov. Ableitung.
UA.

2. Eindeutigkeit: Sei V metrisch und torsionsfrei, dann gilt
@ X(g(Y,2)) ™" g(VxY,Z) +9(Y,VxZ)
(b) Y (g(X,2)) "=" g(VyX,Z) + g(X,VyZ) & g(VxY.Z) + g([V,X], Z) +
9(X,Vy2Z)

© Z(9(X,Y))=g(VzX,Y)+g (X, VYY) "E g(VxZ,Y)+g([Z, X],Y)+g (X, VyZ)+
9(X,[Z,Y])

Daraus folgt dann aber die Koszul-Formel (x).

O

Satz 3.12. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen MF (M", g)
und seien {Ffj} die lokalen Koeffizienten von V

Dann gilt: Ffjist symmetrisch in (i,j) und

R R o O N N A
=520 (g 00+ g 00— o)

wobet g;; = g ( 8‘; , a%j)die lokale Koeffizienten der Metrik sind und ¢** inverse Matrix
2U Gij-

n
Beweis: Wir setzen V o ;0 = - T2~ in die Koszul-Formel (+) ein und benutzen

[(%L, 0 } = 0. Dann ist

20 (g i) = e )+ e )~ 5 ()

oz; Oz’ Ox 0zx; 0z ; i
J P j P

£ o
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Multiplizieren wir dies mit > ¢g** , so folgt
P

6, 6, G,
- § 97— (g = () — — (g.
2T';; : 9 <3$7: (g5p) + oz, (9ip) oz, (913)> :

Definition. Die {Ff]} aus (**) heiffen Christoffel-Symbole von (M™,g).

Satz 3.13. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang der semi-Riemannschen MF (M™, g)
, v ¢ [a,b] € R — M eine glatte Kurve und X,Y € X,(M) parallelverschiebende VF
entlang v, dann gilt

gy(t) (X (8),Y (1)) = gy(a) (X (a) Y (a))  VEEa,b]

Insbesondere ist Py : TyayM — T,4)M eine (pseudo)-orthogonale Abbildung, d.h.
Lingen und Winkel von Vektoren bleiben invariant.

Beweis: V ist eine metrische kov. Ableitung, und mit der Definition von ¥z* folgt

G @0 X 0.7 0) =0 (S 0.7 ) 4o (X0, @) vy e x 00

Da nach Voraussetzung X und Y parralele Vektorfelder sind, verschwindet die rechte
Seite der Gleichung.

O

Satz 3.14. Sei M" C RY eine UMF mit induzierter Riemannscher Metrik g. Der Levi-
Civita-Zusammenhang von M™ ist dann gegeben durch

VxY =projru X (Y)

Beweis: Die Richtungsableitung im R" ist bekanntlich metrisch und torsionsfrei. Fiir
Y,Z € X (M™)mit X (Y) = projy,, X (Y)+projy,, X (Y) folgt dann aber aus TM Ly NM

BT

X(g(Y,2)) = (projpy X (Y), Z)gn + (Y, Projp X (£))
= g(VxY,2)+g(Y,VxZ)

und

VxY —VyX = projp, (X (Y)-Y (X))

projr | [X,Y]
——
tangential

= [XvY]

Eine kovariante Ableitung V auf M kann man auch auf Tensorfelder fortsetzen.
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Definition. Sei B € X% (M) ein (r,0)-Tensorfeld und X c X(M). Das Tensorfeld
VxB € X9 (M) mit

(VxB) (X1,...,X,) ::X(B(Xl,...,XT))—ZB(Xl,...,VXXi,...,XT)
i=1

heifit kovariante Ableitung von B nach X.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Vx (Bl + Bg) =VxB1 +VxBs
2. Vx (fB)=X(f)B+ f-VxB
3. Vx (B1®By) =VxB1®By+ B ® Vx By

Satz 3.15. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. V ist ein metrische kovariante Ableitung auf M <= V, =0

2. Ist V torsionsfreie kov. Ableitung auf M, dann gilt

(Lxg) (Y, Z) = (Vxg9) (Y, Z) + g (Vy X, Z) + g (Y,VzX)

3. Ist VEC der Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g), so folgt

(Lxg) (Y, 2)=g(V§°X,Z) + g (Y, V;°X).

Insbesondere gilt:

X ist Killing-VF < ¢ (Vi°X,Z) +g(Y.V5°X) =0 VY,Z € X(M)

und

X ist ein konformes VF <= 3\ € C™ (M) mit g (V{“X,2)+g (Y, VLX) = \g(Y,Z) VY, Z € X(M)

Beweis: Nachrechnen mit Definition von V, und UA iiber Lie-Ableitung.
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3.5 Die Krimmungen einer
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Kriimmungsgrofien einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit befassen. Dazu fithren wir im erten Teilabschitt die grundlegenden
Definitionen ein. Danach wollen wir uns mit zwei speziellen Klassen von Mannigfaltig-
keiten beschiftigen, den Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung und da-
nach mit den sogenannten Einstein-Mannigfaltigkeiten. Am Ende dieses Teilabschnitts
wollen wir dann eine kleine Einfithrung in das mathematische Modell der Allgemeinen
Relativititstheorie (ART) geben.

3.5.1 Definitionen

Sei M™ eine C*°-Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung V. Auf (M", V) betrachtet man 2
Tensorfelder:

Definition. Das (2,1)-Tensorfeld TV € x>V (M)
TV(X,Y) :=VxY - VyX — [X,Y]
heifst Torsion von V.
Das (3,1)-Tensorfeld RY € X3V (M)
RY(X,Y)Z :=VxVyZ-VyVxZ-VixyZ

heiffit Kriimmung von V.

Die Abbildung RV (X,Y) : X(M) — X(M) heifpt Kriimmungsendormorphismus.

Bemerkung
1. Die tensoriellen Eigenschaften rechnet man leicht nach (aus jeder Komp. kann
man Funktionen herausziehen).
2. TV und RV (-,-)Z sind schiefsymmetrisch.

3. Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen Mannigfaltig-
keit, dann ist TV = 0 (torsionsfrei).

Definition. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF, V Levi-Civita-Zsh. Der Kriimmungstensor von (M", g)

ist das (4,0)-Tensorfeld R € X9 (M):

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W)

Spéater werden wir feststellen, dass R ein MaB fiir die Abweichung von der Geometrie
des R"ist.

Satz 3.16. Der Kriimmungstensor einer semi-Riem. MF hat folgende Eigenschaften:

1. R ist schiefsymmetrisch in der 1. und 2. und in der 3. und 4. Komponente:

R(XaYaZ7W) = 7R(Y7XaZ7W) = 7R(X’KW7Z)
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2. R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X.Y)
3. Es gilt die 1. Bianchi-Identitdt:

R(X,Y,Z,W)+R(Y, Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0

4. Es gilt auch die 2. Bianchi-Identitdt:

(VXR)(Y’ Z7 U7 V) + (VYR)(Zv X7 U7 V) + (VZR)(Xa Ya Ua V) =0
Beweis:

1. Die Schiefsymmetrie in der 1. und 2. Komponente ergibt sich aus der Def., da
RY(X,Y) schiefsymmetrisch ist.
R(X,)Y,Z,W)=-R(X, YW, Z) = R(X,Y,Z,Z)=0 VZ
(da b(z,w) + b(w, z) = 3(b(z + w,z + w) — b(z — w, 2 — w))
R(X,Y,Z2,Z) = g(VxVyZ—-VyVxZ—-Vxy|Z,7Z)
Ve X(g(Vy 2, 2) = 9(Vy 2,V xZ) = Y (9(Vx 2, 2)) + 9(Vx 2, Vv Z)
-X.Y](9(Z,2)) +9(Z,Vx v Z)
— XY(9(2,2) - X(g(2, Vv 2) — Y X (9(Z, 2))
Y(9(Z.Vx2)) - [X.Y)(9(Z.2)) + 9(Z.Vix.2)
= —g(VxZ,VyZ)—g(Z,VxVyZ)
+9(VyZ,VxZ)+g(Z,NyVxZ)=g(Z,Vxy)Z)
= -R(X,)Y.Z.Z) ~1.
2. R(X,)Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y) VX,Y,Z,W € X(M): Benutzen Schiefsymme-
trie und 1. Bianchi-Identitat
RX, Y, Z W)+ R(Y,Z, X, W) =R(Z,X, Y, W
R(Y,Z,W,X) + R(Z,W,Y,X) = R(W,Y, Z, X
R(Z,W,X,Y)+R(W,X,Z,Y)+ R(X,Z,W,Y
RW,X,Y,Z) + R(X,Y,W,Z) + R(Y,W, X, Z

I
o o o o

)
)
)
)

Summiert man diese Gleichungen, dann folgt
AR(X, Z,W,Y) +R(W,Y, Z, X)) =0 = R(X,Z,W,Y) = RIW,Y, X, Z)
3. 1. Bianchi-Identitdt:
RY(X,Y)Z+RY(Y,Z2)X =RV (Z, X)Y =
= VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z+VyVzX —=VzVy X — Viy 71X
+VzVxY = VxVzY = VizxY
= Vx([Y,2]) = Vy X +V -Y[Z, X] -Vizx)Y

+Vz([X,Y]) — Vixy)Z
= [X7 [KZ]]+[Y> [ZaX”+[Z> [XaYH

(Jacobi-Identitat fir den Kommutator von VF  Satz 2.11, Kapitel 2).
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4. 2. Bianchi-Identitit: UA. (direkte Rechnung)

O

Sei nun (M™, g) eine semi-Riem. MF, x € M und v, w € T, M linear unabhéngig, dann
definieren wir

Qu(v,w) 1= go(v,v)ga(w, w) — go (v, w)?

_ det ( 9z(v,v)  gu(v,w) ) .

9z (W, ) go(w,w)

Offensichtlich gilt

1. Sei v = (v1,v2),w = (wy,wz) eine Basis eines 2-dim UR F C T, M und M =
{M}

dann ist

v,w?

(*) Qz(v1,v2) = Det(M)QQz(wh wa)
(Trafo-Formel fiir BLF)

2. E C T, M ist bez. g, nichtausgearteter 2-dim UR <= Q,(vi,v2) # 0 V Basen
(1)1,’02) von E.

Definition. (M™", g) semi-Riemannsche MF, R € X*:0) (M) Kriimmungstensor von (M, g)
r € M und E C T, M nichtausgearteter 2-dim UR.

Rz (v, w, w,v)

Q. (v, w)

wobei E = span(v,w) heifit Schnittkrimmung von (M,g) in x € M in Richtung E C
T.M.

Bemerkung:

1. Kg(z) ist korrekt definiert (d.h. unabhéngig von Wahl der Basis (v, w) von E)
Dies folgt aus (*) und da R in (1,2) und (3,4) schiefsymmetrisch ist, d.h. Zédhler
und Nenner transformieren sich mit det(M?).

2. Ist (e1,e2) ONB von (E, g,) und g, (e;, ;) = d;;¢; = £1, dann ist
Kp(x) =€ - € Ra(er, ea,€2,€1)

Satz 3.17. Sei (M™, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.
Der Kriimmungstensor R von (M", g) ist durch die Schnittkrimmungen Kg(x) mit x €
M und E C T, M 2-dim. nichtausgeartet, eindeutig bestimmdt.

Beweis: Wir fithren folgende Bezeichnung ein: Sei V' reeller VR mit dimV > 2, dann
sei

52 (AQV*) = {B e T*YV | B schiefsymmetrisch in (1,2) und (3,4),
und B(v,w,z,y) = B(z,y,v,w)}
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Sei (,) nichtausgeartete BLF auf V. Da R ein (4,0)-Tensorfeld ist, das die 1. Bianchi-
Identitét erfiillt und R, € S?(A2T} M) Vo € M, geniigt es, folgendes zu zeigen:

Seien R, kR € S%(A2V*) (4,0)-Tensoren, die die 1. Bianchi-Identitit erfiillen und gelte

R('T7yay7$) :K — R(x,y,y,x)
Q(z,y) BCICEY)

fur alle nichtausgearteten UR E = span(z,y) C V. Dann ist R = R.

KE =

1. Nach Voraussetzung gilt R(X,Y,Y, X) = R(m, y,y,z), falls 2,y linear unabhéngig
und F = span(z,y) nichtausgearteter UR.

R(z,y,y,2) = R(z,y,y,z) Vy,y€V:

Da R(z,y,-,) schiefsymmetrisch, kann man o0BdA annehmen, dass z, y linear un-
abhéngig sind (sonst 0 = 0). Sei F = span(z, y) 2-dim und ausgeartet. Wir zeigen:
es existiert Folge y, € V,y, — y, so dass E,, = span(z, y,,) 2-dim, nicht ausgear-
tet: E = span(z,y) ausgeartet = (,) ist definiert. Wahle ein v € V mit folgender
Eigenschaft:

(x,z)y =0: veV sodass{z,v) #0
(z,z) <0: veV mit(v,v) >0
(z,z) >0: veV mit{v,v) <O0.

In allen 3 Fillen gilt dann Q(z,v) < 0. Sei y,, :=y + %v, n € N, dann folgt

Q($7y7L) = <x7w><y’luy’n> - <x7y'n>
= ) () + o)+ 20

(w0 + Hew)

= Q@)+ (@) v) ~ (9o 0))

o)+ ) ()

- Qmw+;@mm+j(mwmw—@w@m)
b

z,y)=0 1 2
Qe)=0 —Q(z,v) + —-b#0
n n

fiir n hinreichend gro. Damit ist span(z,y,) = E, nichtausgeartet falls u > v.
Und nach Voraussetzung folgt dann

R(@,Yn, Yn, T) = R(T, Y, Y, )

bzw. fur y, — y
R(z,y,y,7) = R(z,y,y,7)

2. R(z,y,y,2) = ]:Z(:J:,y,y, ) Vr,y,z € V:
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Mit 1. folgt
Rz +z,y,y,x+2) = J%(x+z,y,y,x+z)
R(z,y,y,2) + R(z,y,y,2) = R(2,y,y,7)
= R(z,y,y,%)
= R(z,y,y,2) + R(z,y,y,2)
= R(z,y,9,2) + R(z,y,9,7) + R(z,y,y, 2)

Da R, R € S%(A2V*) folgt dann aber

R(z,y,y,2) = R(z,y.y,2) Va,y,z

Mit 2. ist
R(z,y+w,y+w,z) = Rlz,y+w,y+w,z)
und damit

R(x7 y7 y? Z) + R(x’ y7 w7 z) = R(I7 w7 w7 z) + R(aj7 w’ y7 Z)

R(w.y.y, z)
E(ZE, y7 w? Z) + R(‘Tv QD? ’U, Z) + R(‘Z7 ’UJ, y7 Z)

Jetzt setzen wir
f(z,y,w,2) == R(z,y,w,z) — R(z,y,w, z)
= R(w,z,y,2) — R(w,z,y, 2)
= flw,z,y,2)
und erhalten weiter
[ y,w,) = flw,z,y,) = fly,w,z,)

Damit ist f invariant gegen zyklische Vertauschungen der vorderen 3 Eintrage.
Aus der 1. Bianchi-Identitit folgt dann

3f(.’L',y,’LU,Z) = f(x7y7w7z) + f(y7w7x7z) + f(w7x7y7z) = O
und daraus ergibt sich

R("E’y7 w’ z) = Rg("l"’y7/l’0’ Z) vx7y7w7 z € V’

O

Satz 3.18. Sei F : (M, g) — (M, §) eine Isometrie zwischen semi-Riem. MF, ¥,V Levi-
Civita-Zsh. von (M, g) bzw. (M, §) und R, R die Krimmungstensoren, dann gilt:

1. Vapx)dF(Y) =dF (VxY) XY € X(M)
2. FFR=R

3. Fiir die Schnittkriimmungen auf M bzw. M gilt: E C T, M nichtausgeartet 2-dim.
gilt
Kire)(F(z)) = Kp().

Den Beweis iiberlassen wir als UA.



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 153
3.5.2 Raume mit konstanter Schnittkriimmung

In der Riem. Geometrie spielen MF mit konstanter Schnittkriimmung eine besondere
Rolle.

Definition. Eine semi-Riem. MF (M™, g) heifst MF konstanter Schnittkrimmung K, €
R«

KE(’L) =Ky VeeM
VE C T, M nichtausgeartet, dim E = 2.

Satz 3.19. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF, dann gilt

(M, g) hat konst. Schnittkrimmung K, <= R(X,Y, Z,W) = Ky (¢ (X, W) g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,W))

Beweis: (<) : Sei £/ C T,, M nichtausgeartet mit dim £ = 2 und (e, ez) ONB von E mit
g(ei,ei) =€; = :i:l, dann gllt

Kgp(z) = eeaRq(er,ea,e2,€1)
2 eea Ko (glers er)glez, e2) — gler, e2)?)
= K,
(=) :Sei kp(z) = Ky Vz € M, E? C T, M nichtausgeartet. Wir betrachten den (4,0)-
Tensor

Dann ist R, € S?(\2T*M) Vz € M und erfiillt die 1. Bianchi-Identitét (nachrechnen).
Fiir die zu R gehérende Schnittkrimmung gilt
KE(.I) = 6162]%(61762762,61) (61,62) ONBin E

- K,.

Der Beweis von Satz 3.17 liefert dann R = R.

Es folgen nun Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkrimmung.

Beispiel 65. DER R"” MIT EUKLIDISCHEM SKALARPRODUKT

Behauptung: (R™, (, )g~) hat konst. Schnittkrimmung K, = 0.
Beweis:

Nach Satz 3.19 ist R = 0 zu zeigen. Der Levi-Civita-Zsh. ist hier VxY =
X (Y) und fiur den Krimmungsendomorphismus fogt dann

RY(X,Y)Z = VxVyZ —-VyVxZ -V xyZ
X(Y(2) -Y (X(2)) - [X,Y](Z)

0

Daraus ergibt sich dann R = 0 bzw. Ky = 0.
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]
Beispiel 66. DIE SPHARE S MIT INDUZIERTER METRIK

Wir betrachten die Sphiire S* C R"*2
St = {zx € R"™ | (x,z) = r?}

mit induzierter Riem. Metrik g.
Behauptung:(S}', g) hat konstante Schnittkrimmung K, = T%

Beweis: Fir den Levi-Civita-Zsh. ergibt sich aus Satz 3.14:
VxY = projpg. X(Y).
Da TxS! = {v € R"™! | (v,z) = 0} ist

M : S* — R**! Einheitsnormalenfeld von S

$'—>l-x.
T

Sei Z € R**!, dann folgt

Proj, s, Z = Z —  (Z,u(2)(n(x)
—_———
Normalenkomp. von Z
= VxY =X()—(X(Y),n{n, X,Y eX(S").
Aus der Produktregel fiir (,) ergibt sich

(X(Y),n) = X {¥Y,n) =Y, X(n) )

—— ——
dnyln dn(z)=1X
1

= ——(Y, X
L)

Fir den LC-Zsh. auf S} gilt also
Vxy=X(Y)+ %(X, Yin; X, Y € X(S))
und damit folgt
RY(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ -V xyZ
— X(VyZ) = %(X, Yy Z)n
Y (VxZ) - %(Y, VxZ)n

-[X,Y](2) -

=S|

([X,Y],Z)n

Y, Z)n) + %(X, V-YZ)n
21
"

—

= XY(2) + %X(

_YX(Z) - %Y()X, Zn)
1

Y, VxZ)n
X, Y](2) <VXY,Z>n+%(VyX,Z>n
= (V. 2)X() - (X, 2)Y (n)

= SV 2)X - (X, 2)7)
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Fir den Krimmungstensor ergibt sich dann:
1
R(X,Y,Z,W) = 72{<Y, Z)X, W) = (X, Z)(Y,W)}.

Aus Satz 3.19 folgt nun K, = 5.

Beispiel 67. DER OBERE HALBRAUM MIT HYPERBOLISCHER METRIK

Betrachten den oberen Halbraum
H"={x e R" |z, >0}

mit hyperbolischer Metrik

und setzen

H! :=(H",g,).
Behauptung: Die RMF (H, g.) hat konst. Schnittkrimmung —T%.
Beweis:

Wir berechnen zunichst die den Kriimmungstensor ganz allgemein in loka-
len Koordinaten bez. einer Karte:

Sei (¢, ¢ = (21, ...,2,)) eine zul. Karte, {aj 0 } deren kanonische

=)
Basis und {g;;}die Koeffizientenmatrix der Metrik mit Inverser {¢% }. Fiir
die Christoffelsymbole von (M, g) gilt

L
=5 > " (ilgse) + 05(9ie) — Del9i5))
=1
fiir den Kriimmungsendomorphismus
RY(9;,0;)0r = Vo, — Vo,06 — V,Vo,06 — Vi,,0,0k
9;(T1,)0p + T 1L, 0r
—8;(T5)0p — TLL7,0,.

und fiir den Kriimmungstensor

R = Ri]‘k[dl’i ® dl‘j ® dxp ® dx;, wobei
(%) Rijre = R(0;,05,0k,0¢) =
= (3i(T,) — 0 — (i) + T5Ly, — THTG,) gre

(In allen Fallen gilt die Summenkonvention: Summiert tiber gleichen Indi-
zes.)

Nun leiten wir daraus die Formel fiir den Krimmungstensor fiir H* ab:
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Fir H! betrachten wir die Karte (H", o(z) = Id = (z1,...,%,)). Dann ist

T

=0 .
9 = 5,; = ¢; und

r? . 2
{gij ()} = sz bzw. {g” (1)} _ %E

Ty, T
Fir die Christoffelsymbole folgt

2
k _1xn

=5, (0i(gjx) + 0;(gin) — O(gij)) = T} =0,

aulBer fiir die Indizes:

1 .
re = — 1<n
Tn
Fn _i _ Fz _ F’L
nn — “in T T nit
Tn

Setzt man dies in (*) ein, so erhélt man:

7,2

Rijre = (05051 — Oi10j¢)

vy
x?’b

1
=3 (9r7 (8, 00)grr (05, 0k) — grr (85, Ok ) grr (05, 00)) -

Aus Satz 3.19 folgt nun wieder K = — %

Information:

Fiir Modellrdume mit Riemannscher Metrik gilt:®

e Sei (M™,g) zsh., vollstindige Riem. MF mit konst. Schnittkriimmung K, dann
ist (M™, g) isometrisch zu einer der folgenden Riem. MF

Rnh'* fur KO =0
. 1
Sﬁh“ fiir Ky = 7"72 >0

1
H,:?h" fir K0:—7<0
r

wobei I' eine diskrete UG der Isometriegruppe von R", S bzw. H" ist, die eigent-
lich diskontinuierlich wirkt.

e Ist die universelle Riem. Uberlagerung von (M™, g) gleich R", S™ bzw. H”, dann
ist (M™, g) ist lokal isometrisch zu R", S!* bzw. H".

Analoge Eigenschaften gelten auch im pseudo-Riem. Fall fiir Modellraume konstanter
Schnittkriimmung fiir Metriken vom Index k:8

1. Fir R™* = (R, (| )np = —da? — ... —da} +da}, + ...+ d2?) ist R = 0 und damit
auch
Ko =0.

5siehe Kapitel 4 Satz 4.9 und J.A. Wolf: Spaces of constant curvature
8siehe O’'Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 110 ff
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2. Sei 5}, = {z € R"LE | (2,2) 416 = r?} mit der durch (), induzierten
Metrik die ‘Pseudosphire vom Radius r’.

Si(r) hat Dimension n, Index k£ und konstante Schnittkrimmung

1
K() == 7"72
(S2(r) ist diffeomorph zu R¥ x S"~*.)
3. Sei H}(r) := {x € R* AL | (2, 2), 11 k41 = —r?} mit der durch (, ), 41 441 indu-

zierten Metrik "Pseudohyperbolischer Raum".

H}? (r) hat Dimension n, Index & und konstante Schnittkrimmung

Koy=——.
r2

(H(r) ist diffeomorph S* x R"~*.)

Es gilt allgemeiner: Ist (M™*, g) zsh. geoditisch vollstindige” pseudo-Riem. MF vom
Index k (1 < k < n— 1) mit konst. Schnittkrimmung K, so ist (M™F, g) isometrisch zu

R™*|p fiur Ko =0
~ 1
S]?(T‘)h" fiir Ky = 7"72 >0

— 1
H]?(T)h" fur Ky = 77'72 <0

wobel

§,§(T) = univ. Uberlagerung von S}'(r) k=n—1

Hp(r) = univ. Uberlagerung von H}'(r) k=n—1
I' diskrete UG der Isometriegruppe der Totalrdume, die eigentlich diskontinuierlich

wirkt.

Insbesondere gilt:

e Seien (M, g), (M, §) semi-Riem. MF, vollstindig, gleiche Dimension und gleicher
Index.
Wenn (M, g) und (M, §) gleiche konst. Schnittkriimmung haben, so sind sie lokal
isometrisch.?

e R = 0 fiir vollst. zsh. semi-Riem. MF (M, g) <= (M, g) lokal isometrisch zu R™.

Definition. (M",g) semi-Riem. MF mit Kriimmungstensor R. Das (2,0)-Tensorfeld
Ric € X209 (M)

Ric(X,Y)(z)

Z €R(X(x),e5,e,Y(x))

wobei (e1,...,e,) ONBin T, Me; = g.(e;,e;) = £1
= Try, (RY(-, X (2))Y (2))

Tsiehe Definition auf Seite 176
8siehe Folgerung von Satz 4.6 aus Kapitel 4
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heifst Ricci-Kriimmung von (M. g). Die Funktion R € C*° (M)

R(z) = Z €€;Rz(€i,€5,€5,€;)

4,j=1

= Z ejRicw(ej, ej)

Jj=1

heifit Skalarkriimmung von (M, g)

Bemerkung:

e Beide Kriimmungen sind korrekt def. (, dh. unabhingig von Wahl der ONB)
e ’'Ric’ ist ein symmetrisch (2,0)-Tensor

® R(z) =23 Kg,(z), dabei sei Kp,; die Schnittkrimmung auf
1<

E;; = span (e;,e;) C T, M
Satz 3.20. Sei (M™, g) n-dim. semi-Riem. MF konst. Schnittkriimmung K, so gilt

R = nn-1)- Ky

Beweis: Aus Satz 3.19 folgt

Ra(v,€5,e5,w) = Ko (g(v,w)g(ei, e;) — g(v, ei)g(ei, w))
= Ko( ig(v,w) — g(v,e;)g(es, w))

= Ric, (v, w) = Zﬁz (v, €4, €4, W)

= K, | n-glw) Ze,g (es,w)e;)
= Ko(n —1)g(v,w).
R(z) = ZKE” ) =n(n—1)K,.
1<7
Ky
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3.5.3 Einstein-Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine semi-Riemannsche MF (M, g) heifit Einstein-MF: <> es existiert Funk-
tion f € C*°(M) so dass Ric= f - g.

Beispiele:

e Jede MF konst. Schnittkriimmung ist Einstein (Satz 3.20)

e Jede 2-dim MF ist Einstein:

TIM = span(el, 62) €1, 620NB

2

Ric,(e;,¢e5) = Z xR (€i, ek, ek, ;)
k=1

0 1#£ 7 (schiefraum)

EQRI(elv €2, €2, 61) 1= j =1
€1Rz(e2,e1,€1,€2) i =75 — 2
K(x)-eg i=j=1
0 i F ]
wobei K (z) = K, p(7) Schnittkriimmung von m?. Und damit ist Ric = K - g.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Einstein-Raumen behandeln. Zunéchst je-
doch eine Definition:
Definition. Sei (M",g) eine semi-Riem. mit LC-Zsh. V und (e1,...,e,) € T, M eine
ONB.

e Fiirein (r,0)- Tensorfeld B € X("° (M) bezeichne 6B € X("=1.0) (M) das Tensorfeld

6B(X1,..., X, 1) ==Y e1(Ve,B) (e, X1,..., X 1)

i=1

0B heif3t Divergenz von B.

e Seien B und S aus X("%) (M). Wir definieren (B, S), € C> (M) durch

n

(B,S), (x):=" > €6, Blei, ... i) S (i, . ei).

LSRN ip=1

(B, S>g heifst Skalarprodukt von B und S bzw. Biindelmetrik auf T% M.

e Sei B € X9 (M). Dann heifit

n
k. Stelle L. Stelle
TTgB(k,l) = E EZB(7 € ..., € )

=1

die Spur von B in der (k,l)- Komponente.
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Bemergungen

1. 69 =0,Tryg = nund TryRic = R.

2. Ist B symmetrisch (schiefsymmetrisch) so auch 6B

3. Ist B € X9 (M), dann gilt (g, B), = Tr,B.

4. Ist X € X (M) ein Vektorfeld, dann ist div (X) € C*° (M) mit

div (X) = Z €9 (Ve, X, €)

=1

die Divergenz von X.

Ist weiterhin wx die zu X duale 1-Form, d.h. es gilt
wx (Y)=g(X,Y) VY €Xx(M)

so folgt

’&ux = —div(X)‘

(denn

ow = — Z € (Ve,w) (€;)

- Ze (w (&) —w (Ve,e)) e

= *ZQ’ (9(eis X) —g(Ve,ei, X)) e

= —div(X) )
5. Sei f € C* (M) und Hess f € S0 (M) die Hessische Form von f:
Hess f:= (Vx (df)) (Y) := XY (f) — df (VxY')

dann wird durch

‘Trg (Hess f) = —ddf = div (grad f)0 =: —Agf‘

der Laplace-Operator von [ definiert.

Eine Methode um Tensorrechnung zu vereinfachen: x-synchrone Vektorfel-
der

Sei x € M fixiert. Dann existiert eine Umgebung U () mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

Zu jedem y € U () existiert® eine eindeutig bestimmte Kurve

Yy 1 [0,1] — U (2)

mit v, (0) = z, 74y (1) = y und v;fy = 0. Dabei heifit U (z) Normalenumgebung von z

und v, radiale Geodéate.

9Beweis im niichsten Abschnitt
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Dann kann man jedem Tangentialvektor v € T, M durch Parallelverschiebung von v
entlang ~,, zu einem Vektorfeld V auf U (z) fortsetzen:

V(y):= chy (v) € T,M.

Ein solches VF V' € X (M) heifit synchron bzgl. x und erfiillt

d.h. im Punkt z gilt (VyV) (z) = 0 fiir alle Y € X (M).

Insbesondere erfiillen alle z-synchronen Vektorfelder V, W die Eigenschaften

1. VV (2) =VW (z)=0
2. [V,W](z)=0

3. (divV)(z) =0= (div W) (x)

Wenn man die Gleichheit von Tensoren tiberpriifen will, so geht man wiefolgt vor:
zz. (By), = (Ba), YV

Dazu wéihlen wir uns vy, . .., v, aus T, M und setzen diese x- synchron zu Vi, ..., V, fort,
und zeigen

(Bl)(vl,...,vr) = Bl (Vl,,%)(x)
Bg (Vl, .. 7‘/1) (x)
= (Bg) (Ul, e ,UT)

und verwenden dabei die Eigenschaften 1.-3.

Satz 3.21. Fiir den Ricci-Tenso einer semi-Riem. MF. (M, g) gilt:

0Ric = —%dR

Dabei ist R die Skalarkriimmung.

Beweis: Seixz € M,v € T, M, (e1,...,e,) eine ONB von (T, M, g,) und V, (Eq,...,E,)
z-synchrone Fortsetzungen von v und (eq, ..., e,).

Aus der 2. Bianchi-Identitét fiir R folgt dann
0 = (VvR)(Ei,E;,E;, E)) + (VE,R) (E;,V,E;, E;) + (VE,R) (V. Ei, E;, E;)
auf U (z). Und im Punkt 2 gilt nun speziell wegen der z-Synchronitét

0=v(R(Ei, Ej, Ej, Ei)) + e (R(E;, V, Ej, Ei)) + € (R(V, Ei, Ej, E))
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n
Jetzt summieren wir dies tiber ) ¢;¢; und erhalten in x:
ij=1

0=v(R)— Qifiei (Ric (V, Ey))

i=1
und daraus folgt
2 € (Ve,Ric), (v,€;) = dR, (v)

i=1

—(4Ric) , (v)

und damit auch die Behauptung.

Satz 3.22. Es gilt:

1. Ist (M™, g) ein Einstein-Raum, so gilt Ric = %

.g'

2. Sei (M",g) ein zsh. Einstein-Raum der Dimension n > 3. Dann ist die Skalar-
kriimmung konstant.

Beweis:
1. Sei Ric = f - g und seien (ey,...,e,) eine ONB in 7, M, dann folgt
R(z) = e;Ric,(e;,¢e;) = f(x € g(e;,e;
(); ()f()zl:g(v)
= n- f(z).
2. Sei Ric = [ - g, dann gilt

ORic = f g) ZG’L el f g 67,, )

- ZE ei(f)-g(e, )+ [ (Veg) (e, )

=0

-9 Zﬁz‘ei (f)ei, -

=
grad f
1. 1
- df: _“ar
n
Satz3.21 1
2GR
2

Damit ist also

und fiir n > 3 die Aussage bewiesen.



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 163

Man erhalt also folgende Inklusionen:
MF. konst. c Einstein- 7%3 MF. konst.
Schnittkrimmung Raume Skalarkrimmung

Beispiele fiir Einstein-Riume!°

e R3Imit Schwartzschild-Metrik

e Sei G eine Halbeinfache Lie-Gruppe, mit der durch die Killingform erzeugten
Metrik g, dann ist (G, g) ein Einstein-Raum.

e CP"mit der 'Fubini-Studi-Metrik’

3.5.4 Mathematische Modelle der Allgemeinen Relativitatstheo-
rie (ART):

Die Idee dieser Theorie ist die Beschreibung der Gravitation durch eine Krimmungen
des Raumes. Bevor wir uns jedoch genauer mit diesem Thema beschiftigen, miissen
wir nch etwas auf den Sogenannten Lagrange-Formalismus eingehen.

Der Lagrange-Formalismus in der Klassischen Mechanik

Der Lagrange-Formalismus dient i.A. zur Beschreibung eines physikalischen Syste-
mes. Ahnlich wie in der Newton-Mechanik, bei der die Bewegung eines Teichens ¢
beschrieben wird durch dessen Bewegungsgleichung

gibt es bei Lagrange Bewegungsgleichungen, deren Losung die Bewegung eines Teil-
chens darstellen, dass sich in diesem System mit gewissen Anfangsbedingungen be-

wegt.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Lagrangefunktion ist eine glatte
Abbildung

L:TM — R.

Das Paar (T M, L) heifit Lagrange-System mit Konfigurationsraum M und Phasenraum
TM.

Das Integral
S () ::/L("y(t)) dt mity:ICR— M
bl

nennt man Wirkung.

Wie die Lagrangefunktion im speziellen aussieht, hingt vom System ab.

10 _~ A Besse: Einstein-manifolds, Springer 87
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Beispiel 68. NATURLICHE SYSTEME

Angenommen eine Punktmasse ¢ bewegt sich im ’leeren’ Raum (R?, (,)) in
dem keine dufleren Krifte wirken, dann hat die Lagrange-Funktion die Ge-
stalt

La@.a0)= Sl . (32)
S —

kinetische Energie
Fiigt man dem System jedoch einen massiven Koérper hinzu, so wirkt zuséitz-
lich auf ¢ ein Gravitationspotential U. Fiir das Lagrange-Funktional ergibt
sich dann

Liq(t),q() = %IIN)II2 - Ul®) - (3.3)
< ——

potentielle Energie
kinetische Energie

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Lagrange-System
(T'M, L) heifst natiirliches System, falls die Lagrangefunktion die Gestalt

L(q,4) =T(q,4) = U (q)
hat. Dabei ist U € C* (M) und heifst Potential. T hat die Form

T(q.d) = 39, (6:3).

Tatsachlich lassen sich sehr viele klassische Bespiele in solch eine Form

bringen.
Wir kommen nun zu den Bewegungen in einem Lagrange-System.
Definition. Sei v : [a,b] C R — M eine glatte Kurve. Unter einer Variation von ~
verstehen wir eine glatte Abbildung

I [a,b] x (-1,1) — M
(t,e) — T (t,€) =: v (¢)

mit T (t.0) =~ (t), ['(a,e) = (a) und T (b,e) = v () fiir alle e € (—1,1).

Definition. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Bewegung in (T'M, L) ist eine Kur-
vevy: I CR— M, fiir die die Wirkung

S(v):/L(“’y) dt

stationdr wird, d.h.
d

as(%) le=0 =0

fiir alle Variationen ~. von ~.
Bemerkung
e Sei (T'M, L) ein natiirliches Lagrange-System mit Funktional

L{a,) = 595 (d:4)

so folgt fiir dessen Wirkung S offensichtlich

S0) = [ oG9 dt =3 [ Il dt=510).

Y
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Es gilt nun folgende Aussage:

Satz 3.23. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Kurve v: I C R — M™ ist genau
dann eine Bewegung, wenn v fiir alle Karten die Euler-Lagrange-Gleichungen

da (oL _ok
dt \ 9¢ |~ 9q

Lig.d) =L (de;" @) = ((¢7) L) (@)
fiir eine Karte (U, = (q1,---,qn))-

erfiillt. Dabei ist

Diese Gleichungen werden deshalb auch Bewegungsgleichungen des Systems genannt.

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf M. Schottenloher ’Geometrie und Symmetrie in
der Physik’, Vierweg 95, S. 119, verwiesen.

Die Einstein-Gleichung der ART

Dazu betrachten wir die Bahn eines Teilchens in einem Gravitationsfeld.

Die Bahn eines Trabanten.

Bewegt er sich nicht auch auf eir
scheinbaren Oberflache?

Die Idee ist nun, die Ablenkung als eine Krimmung des Raumes zu betrachten und
eine Metrik ¢ zu finden, fiir die sich das Teilchen auf einer Geodite bewegt. Diese
Metrik erhilt man aus der Einstein-Gleichung, die nun im weiteren Verlauf erlautert
werden soll.

Sei (M*1, g) eine 4-dim Lorentz-MF.

Wir betrachten nun den Einsteinscher Gravitationstensor

. R
G—R1C7§g

und einen sogennanten Energie-Impuls-Tensor

T € x29(M) symmtrisch und 67 = 0

Letzterer beschreibt die Energie-Verteilung der Materie in der speziellen physikali-
schen Situation.
Dann lautet Einstein-Gleichung der ART

G:Ric—gg:T

Eine Losung dieser Partielle Differentialgleichung in g liefert uns nun eine Metrik, in
der sich die Teilchen auf Geoddten bewegen.
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Die Einstein-Geleichungen im Vakuum als Variationsproblem

Im Vakuum ist keine Materie vorhanden, d.h. T = 0 und damit haben wir fir die
Einstein-Gleichungen

G:Ricfggzo. (+)

Wir wollen nun ein Lagrangefunktional £ finden, dessen kritische Punkte, und damit
meinen wir die stationdren Punkte der Wirkung von £ gerade die Losungen von (x)
sind.

Dazu sei erwidhnt, das es sich hierbei nicht um ein klassisches Lagrangefunktional
aus dem vorletzten Abschnitt handelt, da () eine Gleichung fiir eine Metrik ist. Das
Funktional £ mufl dadurch auf den symmetrischen (2,0)- Tensorfeldern mit Signatur
(p, q) der definiert sein. Solche Langrangefunktionale, die auf Feldern diefiniert sind,
bezeichnet man auch als Lagrangedichten.

Sei

My o (M) = {g | g Metrik der Sign. (p, q) und/Rg dM, < oo} ,
M

dann setzen wir als Lagrangedichte £

L My, (M) — C® (M)
g — Rg

die Wirkung ergibt sich daraus als

Dieses Funktional heifit Einstein-Hilbert-Funktional.

Fiir die Variation betrachten wir nun ein g € M,, , (M) und ein h € S(()Q’O) (M), dies sind

die symmetrischen (2, 0)-Tensorfelder mit kompaktem Trager. Dann ist

gHthe My, (M)  fir |t <e.

g € M, , (M) heifit nun kritischer ( o. stationérer) Punkt von S, falls

d
Z(S(g+th) =0 VhesZ” (M),

Satz 3.24. Eine Metrik g auf M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. g ist kritischer Punkt des Einstein-Hilbert-Funktionals.
2. Ric, — iR, =0.

3. Ric=0

Zum Beweis benutzen wir folgende Variationsformeln fur die Krimmungstensoren:
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Lemma 3.2. Sei g eine Metrik, h € S(()Q’O) (M), dann gelten die folgenden Variationsfor-

meln

1. Fiir die Volumenform:

) d 1
M := — (dMgyn) im0 = 5 (9, h), dM,
1
= 5Trg (h) dM,

2. Fiir den Levi-Civita-Zsh: )
d
V= p (V9+) [i=o
ist ein (2,1)- Tensorfeld und

g (V(X.Y),2) = S (V4h) (V. 2) + (Th) (X, 2) ~ (V4h) (X, V)

3. Fiir den (3,1)-Krimmungstensor:
Sei R := & (RV**'") |,—o, dann ist

R(X,Y)Z = VY (v) (Y, Z) - Vi (X, 2)
4. Fiir den Ricci-Tensor:
Sei Ric := 4 (Ricg i),y dann ist

n

Ric(X,Y) =) ¢ [ (Ve,( )(X Y), ez) —Q(VX (V) (ei’y)’e"’)]

i=1

5. Fiir die Skalarkrimmung:

= & Byt limo = D (irg (1)) + 3, (5,h) — (Ric, ),

Beweis:
1. Nach Definition ist dM, = \/|det (g (a;,a;))|o* A... A o™ fiir eine Basis (a1, ..., a,)
und deren Dualbasis (o',...,0™). Sei nun (ay,...,a,) eine ONB fiir g mit Index
p. Dann ist
|det (g (i, a;))| = [(-17)] = 1
und damit

dMgzol/\.../\a"

und daraus folgt

dMypn = /(1) det (g + th) (ai.a))o" A... Ao

= (-1 det (A +tB)o" A...nG"

wobei

A= undB:(h(ai,aj)).
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Behauptung:
= (=1)"det (A+tB)) |t—o = det A- Tr (A™'B)
Es gilt det (eX) = e¢”"X, dies rechnent man mithilfe der Jordanform aus. Nun
entwickeln wir dies fiir s:
det (E+sX) =1+ sTrX +0 (s?)

und daraus folgt nun

det (A + sB)

det (A’l) (E+ sA’lB)
= det (A‘l) (1 +s-Tr (A_lB) +0 (52))
und das heif3t dass

dis (det (A+ sB)) =det (A™") - Tr (A'B).
Mit dieser Tatsache ergibt sich nun

d 11
— (dMgyen) [e=0

(—=1)P-det (A)-Tr (A™'B) -o' A...AO"

dt 2.1
—1
0
1 -1 1 n
= §~T7‘ 1 o(h(ai,aj)) | -0 N...Ac
0
1
1 n
= 5 -Zejh(ai7aj) dMg
=1
1 1
= ETT'gh'dMg = §<g,h>g dMg

2. Hier benutzen wir die Kozulformel fiir den LC-Zsh. Aus

2(g+th) (VE™Y. Z) = X ((g+1th) (Y, 2)) +Y (g + th) (X, 2))
—Z((g+1th) (X,Y)) + (g +th) (X,Y],2)
+(g+th) ((Z.X].Y) + (g + th) ([Z,Y], X)

mit 4 |,_, folgt

X (Y, 2)+Y (h(X.2)) - Z(h(X,Y))
Yh(IX,Y],2)+h(ZX].Y)+h(ZY].X)
= (Vxh) (Y, Z) + (Vyh) (X, Z) = (Vzh) (X,Y)
+h(VxY,Z)+h(Y,VxZ)+h(Vy X, Z)
+h(X,VyZ) —h(VzX,Y) = h(X,V,Y)
+h(VxY,Z) = h(VyX,Z)+h(VzX,Y)
—h(VXZY)+h(VzY,X)—h(VyZ X)

2.g (v (X, Y),Z) +2h (V%Y Z)
)
)

und daraus ergibt sich dann

0 (VXY), Z) = L (Vxh) (¥, 2) + (Vyh) (X, 2) — (V0) (2,Y)
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3. Hierbei sei nochmals auf die Definition der Kovarianten Ableitung fiir Tensorfel-
der verwiesen. Mit der Produktregel folgt dann

RX,Y)Z = V(X,VyZ)+Vy (v (v, Z)) VYV (Y,VxZ)
-y (V(X.2)) - V(X.Y],2)
Def . .
Vx (V) (.2) - vy (V) (X, 2)
4. Da die Spur einer lin. Abbildung und die Ableitung nach ¢ vertaschbar sind, folgt
- d .
Ric(X,Y) = — (Ricgqsmn (X,Y)) |t=0

dt
Tr (Z - R(X,Y) Z)

und daraus ergibt sich

Ric(X,Y) zn:el( ( (V) (X,Y),ei)—g(Vx (V) (ei,Y)7€i>>

5. Es gilt
Ryn =Y €iRicgun (ai (t),a; ()
i=1

wobei a; (t) eine ONB von g + th ist. Sei a; (0) = a; und a; = a; (0), dann ist

d

R = a (Rgttn) lt=0

Z (QRIC (ai, (li) + 2€iRng (a“ al))

%

TrgRic +2 Z e;Ricy (a4, a;) (*)

Behauptung:
2 " eiRicy (ai,a:) = — (Ricg, h),

Aus (g + th) (CLZ‘ (t) , @ (t)) = €i5ij fOlgt
h (aia aj) +9 (al> aj) +g (ai7 a]) =0
und mit Basisdarstellung ergibt sich

a; = Z g (di,ar) exag
2

> —h(ai, ) exar — g (ai, i) exax
[

Insgesamt erhalten wir dann

n

ZeiRicg (Gi,a;) = — Z ei€x (h (ai,ar) Ricy (ag, a;) + g (a;, ax) Ricg (ax, a;))

i=1

- <h,Ricg>g — > exRic (ax, ax)
k

<2 eRicg (ai,a;) = — (h,Ric,),

i
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Wenden wir dies auf (%) an, dann bleibt die
Behauptung:
Tr,Ric = Ay (Trh) + 8,0, (h)

Esist

TTgRiC = ZQRIC ei,ej)

S o5 (8) .5) o 5 (5] )

nun rechnen wir im Punkt = € M in einer z-synchronen ONB. Dann folgt

TrgRic L quj (g (Vel (V) (e, €i) ,ej) —g (Vel. (V) (ej,€5) ,ei))
Vg0 ZQGJ (e] ( ( (es,€i), eJ)) —e; (g (V (ej,€5) 7€j)))

3 Z ei€j{e; (Ve,h(ei,e;) + Ve h(ei,e;) — Ve, h (e, e;))
,J
—e; (Ve,h (e e5) + Ve h(ej,e;) — Ve, h(ej,€;))
= D ciei(es(Veihlen eg)) = 5(Ve,hles, 1))
———

2

[

—8h(e;)
= 5g5gh — Z €,€5€5 ((ij (h (61'7 ei) —2h (Vej €;, €l>))
2
= 0g0gh+ Dy (Trgh) +2)  €icjh (Ve, Ve e, e:)

0,J
Wir zeigen nun
2 Z €¢€jh (Vei Vej €, 6i) =0
,J

Es gilt

ve«LVEjez Z kg v v euek) €k

Z Vejez,ek)) 70) ek
k

zk: ( ( zwek))) —g(eiyvejek)> ek

= = erg(ei Ve, Ve, er) ex
k

und daraus folgt
ZGiEjh(veivejei,ei) = ZEiEjEkg (ei,VEJVEjek) -h(ek,ek)
3.7 N

- Z EkEjh (Vej Vej €k, ek)
j-k

=0

Insgesamt ergibt sich damit

R = 6,640+ Dy (Trgh) — (Ricy, h),
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Und das Lemma ist bewiesen.

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.24.

Beweis: Fiir die Variation des Einstein-Hilbert-Funktionals gilt nun

d d
P (S(g+th)li=o = / P (Rgtth - dMgien) =0

M

/R-dMg+Rg-dM
M

Lemma / (Ag (Trgh) + 6404h — (Ricg, h), + % (Ry9, h)) dM,
M

1
_ /<2Rgg - Ricg,h> dM,
M

+ / (Dg (Trgh) + 8,04h) dM,

M

der 2. Term verschwindet jedoch nach dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenzsatz
fiir Vektorfelder mit kompaktem Triger auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Aus

d 1 .
0=~ (S(g+th)l=o = / <2Rgg — Rlcg,h> dM, Vhe SO (M)
M g
folgt dann also
. 1
Ric — 5Rg g=0
O
Bemerkung:
e Esgilt

T—0« %(5 (g+1th)) im0 = / (T,h), dM, =0 ¥he S$0 (M)

M
Sei z € M, (e,...,e,)eine ONB in T, M und angenommen T, (e;,e;) # 0. Wir
betrachten h mit h, = h, (e;,e;) o' o cfund
——
#0
T, (6i, Gj) hy (6i, Gj) > 0.
=:f(z)

Sei p € C*° (M) mit ¢ > 0,0 (x) =1 und suppp C {f > 0} dann ist

d
GG tem) o= [ @, ant, = [ orar, > o
M M
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Satz 3.25. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riem. MF mit Vol (M, g) = 1. Sei
F:Mgpgy—R

das normierte Einstein-Hilbert-Funktional

1
F(g)= ﬁ/Rnggv
Vol (M,g) ™
dann gilt
(M, g) ist Einstein-Raum <> gist kritischer Punkt von I’
Beweis:

Bemergung: Verhalten der Funktionale bei Umskalierung der Metrik
Sei g = A g, dann ist

e Ric; = Ric,
e R =X"'R,
o dMy = \zdM,

Somit folgt also
S (\g) = /RM dMy, = \"7" 5 (g)
M

bzw.
]. n n—2 n—2

=——5SAg=A"2"7 AT F(g)=F(g).
Vol (M, g) 2

Fiir die Variationen ergibt sich damit

F(\g)

n—2 i
dt

L (F (g 1) om0 = 2 (5 (g 4+ 1h) [ Vol (M) +5 (g)-| —
———

pr (Vol (M, g+ th)) |i=o

Vol

wobei nach dem Lemma

und nach Satz 3.24

%(5 (g4 th)) lr—p = /f <Ric7 %Rg~g,h> dM.

S

Insgesamt erhalten wir also

L F (g4 th) oo =

= Ric =

Und somit ist ()M, g) ein Einstein-Raum.
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3.6 Geoditische Linien auf semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung der Geraden im R" = kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punk-
ten in (R™, (, )grn).

Definition. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-
Zusammenhang. Sei weiterhin I C R sei ein Intervall.
Eine C>*-Kurve v : I — M heifit geoddtische Linie auf (M™,g), falls

Vy

ot =Y

auf I, (d.h. 7 ist ||-verschoben entlang ).

Eigenschaften von Geoditen:

1. Lokale Formel fiir geoddtische Linien ~

Aus der lokalen Formel fiir parallele Vektorfelder folgt: Sei (U, = (z1,...,zy))
zul. Karte um ~(¢t) und ¢ oy = (71, ...,7x), so folgt

50 = Y2405 (1(0)

und damit

W)+ D By OTEGE) =0 k=1,...n
i,j=1

wobei (I'};) die Christoffelsymbole von (M, g) beziiglich (U, ¢) sind.

Beispiel 69. GEODATEN IM FLACHEN RAUM

Sei (M, g) = (R™,(,)gn) , dann ist I'}; = 0. Damit gilt:
~v: 1 — R" geoditische < v, () =0 k=1,...,n<~(t)=at+b a,becR"
2. Sei~y : I — M geodétische, dann ist
Iy (1)) = const.
Da die ||-Verschiebung beziiglich Levi-Civita-Zusammenhang die Lingen erhalt!!.
3. Sei v : I — M eine nicht-konstante geodatische und 7 : J — I eine Parameter-

transformation. Dann gilt:

Die umparametrisierte Kurve 4 = yor : J — M ist eine geodatische < 7(t) = at+b
(d.h. 7 ist eine affine Parametertransformation).
Denn:
Y () =(r(t) - 7'(t)
Aus der Produktregel fiir kovariante Ableitung von VF folgt dann
X/ /
YTy = YTa) (0 4 ) ()
TE A W)

Da v nicht konstant und +/||-verschoben ist, folgty'(7(¢)) # 0 V¢t € I\Nullmenge.

1lsiehe Satz 3.13 auf Seite 146
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Definition. Eine C*-Kurve v : I — M heifit Prigeoddite < es existiert eine beliebige
Parametertransformation v : J — I derart, dass ¥ = vyor:J C R — M eine Geoddte ist.

Satz 3.26. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, v € M und v € T, M. Dann
existiert genau eine maximale Geoddtische v, : I, C R — M mit

v (0) = =

7,(0)

v “Durchlaufgeschwindigkeit”

(maximal = maximaler Definitionsbereich)

Bewelis:

1. Wir zeigen zuerst: es existiert eine Geodétische v : (—¢,¢) C R — M mit v(0) =
x,v'(0) = v.
Dazu wihlen wir Karte (U, ¢ = (z1,...,7,)) um z. Sei dann v = kaa%k(x), S0
betrachten wir das lineare DGS auf ¢(U):

Y+ S AL T (1) =0

24(0) = Xo(2)
7(0) = v*

Dies ist gewohnliche DGLS 2. Ordnung mit AW =- es existiert lokal eine Losung

k=1,...,n

umt =20
() = (), aa(t) tE (—ge)

2. Maximalitit und Eindeutigkeit: Standardschluss wie im R™: Seien v; : I; C R —
M Geodétische mit +,;(0) = z,7'(0) = v,I; N Iz zusammenhéngend, 0 € I; N Iy
= 1 = v auf I1 N I; denn: Sei

A={te LNk n(t) =), =)}

dann ist A # ¢ da 0 € A. Dariiberhinaus ist A abgeschlossen, da ~;,~; stetig und
T>-Raume, und offen nach lokalem Existenzsatz fiir tg € A. Da I, N I, zusammen-
héngend ist, folgt A = I, N I5.

Wir betrachten alle Losungen v : (a,,b,) — M, a = inf, a,, b = sup,, b,. Dann gilt:

Yo :(a,b) =1, CR—M

ist eindeutige maximale Losung: v, (t) := ~(t) falls ¢t € (a,, by).

Folgerung:

Sei 7, : I, C R — M die maximale Geodéate mit Anfangspunkt +,(0) = z und Anfangs-
richtung +/ (0) = v. Dann gilt:

tsel, = s €l

und
Ytv (S) =T (ts)'
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Insbesondere ist mit 1 € I, auch 1 € I,,V0 <t < 1.

Beweis: Sei 0(7) := v,(t-7) fur 0 < 7 < s, t fix. Dann gilt: § ist Geodéte, da affine
Parametertransformation

50)=70)=2 , §0)=t-v

Nach Definition ist dann 6(7) = 74, (7) und damit

5(5) d;f ’Yv(ts) = ’Yw(S) = S E Itv; dats e Iv.

Fir s =1 folgtdannt¢-1 € I, VO < ¢t < 1 und demnach

1e;, VO <t <1,

O

Satz 3.27. Sei f : (M,g) — (M, §) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Dann gilt:

v : I — M ist eine Geoditische in (M, g) <= fovy: I — M ist eine Geoditische in (]\Zf, g)

Beweis: Eine Geodatische v ist stiickweise entweder regulér (7/(¢) # 0) oder konstant,
da ||7/(t)|| = const. und ' ||-verschoben. Fiir einen Diffeomorphismus f gilt dann

~vkonstant < f o~konstant und

~vregular < fo~yregular.

Sei nun ~ regulir und ¢, € I, dann existiert I = (t, — ¢, ¢, + ¢) und ein VF X, € X(M)
mit X, (y(t)) = v/(t)¥t € I. Betrachten das VF df(X;,) € X(M), ( dies existiert, da f ein
Diffeomorphismus ist):

df (Xeo) (1) E dfy (X (4(2)))
= (Y () = (f1)(t) Vel

D.h. df (X,,) setzt (f)' um (f~)'(to) fort. Und damit folgt
V((f))

7 = Vayod(X)

= dfy) (Vo Xuo)
%4

5.3.8 .
= dfw(t)(ﬁ(ﬁ)) viel

Da df,, ;) eine Isometrie ist, folgt (f7/)(t) || < +/(t) |Vt € I. Da t, € I beliebig ist, gilt die
Behauptung Vt € 1.

O

Satz 3.28. Sei M" C R" eine Mannigfaltigkeit mit induzierter Riemannscher Metrik
und bezeichne
N, M := (T,M)™*

den Normalenraum in x € M. Dann gilt: v : I — M™" ist eine Geoddtische

- ’}/”(t) S Nv(t)M
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Beweis: Dies folgt aus Satz 3.10: Sei Z € X, (M), dann ist Z(¢) ist parallelverschoben
entlang v < Z'(t) € N,)M. Es gilt also

7vist Geoditische <= 7/ (t) ||entlangy <= ~" (t) € NyyM

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heift
geoddtisch vollstindig (kurz: vollstindig) :< Jede maximale Geoddtische v : I — M ist

auf ganz R definiert.
Beispiel 70. VOLLSTANDIGKEIT IM FLACHEN RAUM

1. (R™*, g;) ist geodiitisch vollstéindig.
maximale Geodatische: v(t) =at+b t€R

2. (R™*\{0}, g) nicht geoditisch vollstindig.

~(t) = te; ist nur definiert auf (—oo, 0) und (0, co).
Beispiel 71. GEODATISCHE LINIEN AUF S” C R**! MIT IND. METRIK

Wir betrachten einen Grof3kreis auf S":
E? c R""! wobei dim E = 2

und setzen
I':= E?2NnS" ’GroBkreis’

Sei E = span(vy, v9) mit ON-Vektoren (v, v:) aus R"t!, Wir parametrisieren
I" mittels Bogenlinge.

~(t) := costvy +sintvy , tER
=I=Im , [Y@®)=1
~(t) ist eine Geodatische auf S™, denn

v (t) = —sinv; + cosvy

v (t) = cosvy — sintvg = —(t)
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Da N,Y(t)Sn = R"}/(t), ist
v (t) € Ny S™

Da durch jeden Punkt 2 € S™ und in jeder Richtung genau ein GroBkreis
geht, sind das alle Geodétischen Linien. Insbesondere gilt: Die Sphére S™
ist eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Beispiel 72. DIE GEODTISCHEN LINIEN DER POINCARE-HALBEBENE
Sei
H* = {(x,y) €R?| y >0}
y%(dﬂﬁz +dy?)

gu+

die Poincare-Halbebene!2.

Behauptung: Die senkrechten Geraden und alle Halbkreise mit MP auf der
reellen Achse sind (bei geeigneter Parametrisierung) alle Geodétischen von
(H',gy+). Insbesondere ist (H".gy+) vollstédndig.

U1

T
V2

L2

Beweis: Da durch jeden Punkt x € H* und in jede Richtung v € T, H*
genau ein Halbkreis oder eine senkrechte Gerade steht, g.z.z. man kann
diese Mengen durch Geodéitische Linien parametrisieren.

Parametrisierung des Halbkreises (MP (3,0), Raduis «):

(+) () = (atanh(t) + 5,

«
R
cos h(t) ) te

Parametrisierung der Geraden:

() A)=(Be) teR

Wir berechnen nun die Christoffel-Symbole von (H ™", g+ ) in Karte ¢(z,y) =
(z,y):

F%l = F%z :Fgl =0
2 1 1 1 2 1
Iy = F2121112:_5 ) Fu:;
Demnach sind die Geodétengleichungen: ~(t) = (v1(t), 72

” 2 / / o
(1)~ A = 0

(t)) Geodate <

” 1 / / 1 / / _
v (t) — m%(ﬂ%(t) + 727(15)% ()7 (t) =0

Diese Gleichungen sind fiir die Kurven (%) und (xx) erfiillt.

12Siehe hierzu auch Bsp.58 zur Mobiustransformation
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O

Bemerkung zu den Modellen der nicht-Euklidischen Geometrie

Euklidische Geoemtrie wird durch Axiomsysteme beschrieben.

Grundbegriffe:

e Punkt
o Gerade

e + Axiome der “synthetischen Geometrie”

Sreitpunkt: Parallelenaxiom:

L Gerade, x Punkt, z ¢ L. Es existiert genau eine Gerade druch z, die L nicht schneidet,
“parallele” Gerade.

Kann man dies aus den Axiomen der synthetischen Geometrie folgern oder muss man
es zusétzlich fordern?

= Entwicklung der nicht-Euklidischen Geoemtrie (Gaul3, Lobatschewski, Bolay ...)
= man muss Parallelaxion zusitzlich fordern. Es existieren auch andere Geometrien,
wo es nicht gilt!

Modelle:

vollstidndige einfach-zusammenhiingende Riemannsche Mannigfaltigkeit (M2, g) mit
konstanter Schnittkrimmung K = 0,1, —1

“Punkte” = Elemente x € M
“Geraden” = Geoditische Linien in (M?, g)

Dann sind alle Axiome der synthetischen Geometrie erfiillt, aber:

K=0: (R2, (,)g2) Euklidische Geometrie

¢ LN undze Lund LNL = ¢
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K=1: 52 mit ind. Metrik. Sphérische Geometrie

Alle “Geraden” durch x schneiden L.

K=-1: (H™*, g+ ) Hyperbolische Geometrie

//"\\L

Es existieren unendlich viele “Geraden” durch z, die L nicht schneiden.

Beispiel 73. GEODTISCHE LINIEN AUF ROTATIONSFLACHEN

Wir betrachten die Rotationsfléiche'® mit induzierter Metrik:
M? = {f (u,v) = (71(v) cosu, y1(v) sinwu, y2(v)) |v € (a,b),u € R}
mit einer Kurve
v=(71,72) : (a,b) CR — R?
mit den Eigenschaften v; (v) > 0 und 4 # 0.

Wegen (x) ist f : R x (a,b) — R3 eine Immersion. Wahlt man ~(v) geeig-
net, (z.B. ohne Doppelpunkt), so ist M? = Imf C R® eine UMF und inverse
Kartenabbildungen auf M sind gegeben durch

f=¢1: (u,v) € (ug —m,ug+m) X (vo,v1) — f(u,v) € M

Fir die kanonische Basis dieser Karte gilt:

% (f(u,v)) = % (u,v) = (=1 sinu,y; cosu,0)

und 5 of
5 (W) = 2~ (u,0) = (11(v) cosu, 1 (v) sinw, j2(v)) -

13siehe hierzu Bsp. auf Seite 116
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Berechnet man die Christoffelsymbole, so erhilt man folgende Geodéten-
gleichungen:

5(t) = f(u(t),v(t)) ist Geodatische

1 7 ’ 1 / "
o (v r 2By o) wnd (- -0y LT (12 o) o)
n 71+ (92) (13)" + (13)

wobei 7/ = /(v(t)).
Die Kurve 0(¢) ist auf Bogenlénge parametrisiert, falls

R @)+ (007 +00)°) () =1 (%)

Die Punktmengen
{f(u7U0)‘ u € R}

heilen Breitenkreis von M und die
{f(ug,v)| v € (a,b)}

heiflen Meridian von M.

Wir parametrisieren die Breitenkreise durch die Bogenldnge. d.h. durch
Kurven §,(t) = f(u(t),vo). Mit (x * x) folgt dann

7o) (u)’ =1
Fir die Meridiane schliet man mit 4,,(¢t) = f(ug,v(t)) analog, dass hierfur
()7 +(9)%) (@) =1
Dann gilt:

1. Alle (auf BL parameter) Meridiane 6., (t) = f(uo, v(t)) sind Geodéatische
Linien.

2. ein (auf BL parameter) Breitenkreis 6,(t) = f(u(t),vo) ist Geodatische
Linie < ~{(vo) = 0 (d.h. 7/(vo) ist parallel zur z-Achse.

sind die einzigen geoditischen unter den Breitenkreisen.



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 181

3. Sei d(t) = f(u(t),v(t)) auf BL parametrisiert, 3(t) := Schnittwinkel zwi-
schen § und dem Breitenkreis durch §(¢) im Punkte §(¢).
Es gelte 0 < 3(t) < 7 (d.h. 0 verlauft nirgends auf einem Breitenkreis)
r(t) := Radius des Breitenkreises durch §(¢). Dann gilt die Clairantsche Regel:

|3 (t) ist Geoditische <« r (¢) - cos 3 (1) = const |

Zylinder, r(t) = r = const = [(t) = const = 0(¢) Schraubenkreis
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3.7 Exponentialabbildung und
Normalkoordinaten, konvexe Umgebungen

Sei (M", g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T, M.
Yo: [y, CR—-M

Sei eindeutig bestimmte maximale Geodétische mit v, (0) = z, +,(0) = v. Nach Folge-
rung aus Satz 3.26 gilt

lel,=1€l, Y0<t<1l und ~u(l) =t

Dann ist die Menge
D, ={veT,M| 1e€l,} CcT,M

sternformig bzgl. 0, € T,, M und offen (folgt aus allgemeiner Theorie der Differential-
gleichungen)

Nach Def. ist D,, C T,,M. Ist (M™, g) geodétisch vollstandig, so gilt D, = T, M.
Definition. Die Abbildung

exp, : Dy, CT,M — M
v = (1)

heifit Exponentialabbildung von (M, g) im Punkt x € M.

exp, bildet Geradenstiicke {tv| ¢t € T'y, I'} auf Geradenstiicke im M ab
exp, (tv) = Yo (1) = 1 (?)

Die Abbildung exp,, ist C*°, denn Losungen von Differentialgleichungen mit C*°-Koeffizienten
hingen glatt von den Anfangsbedingungen (v, 7(v)) ab.
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Satz 3.29. Die Exponentialabbildung exp, : D, C T, M — M ist ein lokaler Diffeomor-
phismus um 0, € D,.

Beweis: Es gilt: bei Identifizierung Ty(T, M) ~ T, M

(d expm)o = ideM

da

(dexp,Jow) = 5 (exp, 0+ w)lizg
d d
= @(expz(tw))\tzo = a(%}(t))h:o

O

Definition. Sei U C T, M eine bzgl. 6, € T, M sternformige Umgebung von 6, € T, M,
so dass
exp, : U - U(z) c M

ein Diffeomorphismus ist. Dann heifit U(z) = exp, (U) Normalenumgebung von x € M.

Aus Satz 3.29 erhilt man:

(M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann besitzt jeder Punkt x € M eine
Normalenumgebung.

Normalenumgebungen haben folgende spezielle Eigenschaft:

Satz 3.30. Sei U(x) Normalenumgebung von x € M. Dann existiert fiir jeden Punkt
y € U(z) eine eindeutig bestimmte Geodéte v : [0,1] — U(z), die = und y innerhalb von
U(z) verbindet (v(0) = z,v(1) = y). Dabei gilt: Ist v = exp; (y), so ist

(t) = expy(tv) = (t) ¢ €[0,1]

und
l(%|[0,1]) = ||v]|

Yo : [0,1] — U(x) heifit radiale Geoddte von = nach y

t— v, (t) = exp,(tv).
Beweis:

1. Existenz:
v =exp;'(y) € U. Da U sternformig, ist tv € U V0 <t < 1. Und damit ist
Yo(t) = exp,(tv) € U(x)

eine Geodite in U(x), die z und y verbindet.
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2. Eindeutigkeit:

Seir : [0,1] — U(x) weitere Geodéte mit 7(0) = z, 7(1) = y. Wir setzen w := 7/(0) €
T, M und betrachten die durch w definierte maximale Geodéte v,, : I,, — M.Da t
und v, gleichen AP und Anfangsvektor, folgt:

T= %|[0,1] (*)
und damit ist w € D, C T, M.

Dann ist w € U, denn angenommen, w ¢ U.
Dann verlaBt der Strahl {tw|t € [0,1]} U.

Es existiert also ein ¢, € (0,1) so dass tow € U\ exp; *(7[0, 1]) kompakt. Damit ist
aber

Yw(to) € U(z)\7[0,1]
Das ist aber ein Widerspruch zu (x).

Es gilt nun
Y="(1)=7(1) undov,we U mit exp, (w) = exp, (v)
Da exp, : U — U(x) ein Diffeomorphismus ist, folgt
W=0=9 =Y ="T
auf [0, 1].

3. Die Liange ist nun

1
[(oliou)) = / I (0)ldt = [Jo].
0

O

Folgerung: Sei (M", g) zusammenhéngende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
kann man beliebige Punkte z,y € M durch eine gebrochene Geodéte verbinden.

~
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~ ‘gebrochene Geodite’ < -+ stiickweis C* und die glatten Stiicke sind Geodéaten.

Beweis: Sei x € M fix. Und

C := {y € M| es existiert eine gebr. Geodate von = — y}

Dannist M = C, denn C # (), da = € C. C ist offen:

Sei y € C und U(y) die Normalenumgebung von y. Fiir jedes z € U(y) existiert nun eine
radiale Geodite von y — z, somit ist

U(y) cC.

C ist abgeschlossen, d.h. M\C ist offen:

y € M\C und U(y) dessen Normalenumgebung. Fiir z € U(y) ist z € M\C und damit
U(y) c M\C.

Da M zusammenhingend ist, folgtM = C.

Ziel: Die Exponentialabbildung hat folgende geometrische Eigenschaft:

exp, :UCT,M — U(x)C M
Strahl tv — radiale Geodate v, (t) = exp, (tv)

i

exp, erhélt die Orthogonalitét zu den radialen Richtungen, d.h. sie ist eine “Radiale Isometrie’
(schneidet § den Strahl tv L, so schneidet § = exp, 00 die radiale Geodéte v, _L).

Dazu zunichst ein Hilfsmittel:

Definition. Sei A C R? eine zusammenhdingende Menge, so dass U C A C cl (U) (%) fiir
eine offene Menge U C R?. Eine parametrisierte Fliche in einer Mannigfaltigkeit M" ist
eine glatte Abbildung

f:ACR* - M

(Dabei heifit f glatt, falls es eine offene Menge V' O A und eine C*°-Abbildung F': V C
R? — M mit F|4 = f gibt. Bedingung (*) sichert, dass das Differential df, := dF,,a € A,
unabhiéngig von der Fortsetzung F ist.)
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Definition. Ein Vektorfeld X entlang einer parametrisierten Fldche f : A C R? — M
ist eine Abbildung

X:ACR® - TM
(t,S) — X(t,S) S Tf(t,s)]\/L

die C* ist (im iiblichen Sinne wie fiir Vektorfelder entlang Kurven).

Sei f: A CR? — M eine parametrisierte Fliche

f(to,s)

Die Kurven t — f(t,50) bzw. s — f(to,s) heilen Koordinatenlinien von f (sg,to fix).
Leitet man die Koordinatenlinien nach ihrem jeweiligen Parameter ab, so erhilt man
Vektorfelder % bzw. % entlang f:

of

d d
a(tmso) = %(f(tvSo)tztodf(to,so)(a(to»80))

7] d 0
& (t0,50) 1= (700, 5)smanlfy )y (10, 0)

Sei V eine kovariante Ableitung auf M und X ein Vektorfeld entlang f. Dann sind
die partiellen kovarianten Ableitungen ¥ und Vaf

ot
Vektorfelder entlang f:

vX
5t (

die folgendermafien definierten

to, So) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (-, sg) entlang der Koordina-
tenlinie f(-, so) im Punkt ¢.

Va—f (to, so) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (¢o, -) entlang der Koordina-
tenlinie f(tg,-) im Punkt s,.

Lemma 3.3. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen bei parametrischen Fldchen
(£ Schwarz-Lemma der Analysis))

Sei M™ eine C*°-Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier kovarianten Ableitung V und f :
A C R? — M eine parametrisierte Fliche, dann ist

vVof Vof
otds  0s ot
Beweis: Sei (U, p) Karte um f(¢,s) und o(f (¢, s)) = (z1(L,5),. .., za(t, s)), so folgt
of " Oz; O

of o 0
s = ZE%(“"'))
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fur f(t,s) € U. Aus der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung folgt:

Vv of 83& Jxy, 0x; ri

9s Ot Z 950k — Ot ds lk)ax (FC)
Vv of 9%z, Oxy Oz, , O

ok o5~ 2-Gr9s * 255 x4

Da V torsionsfrei ist, folgt I'{, = I';, und damit die Behauptung.

Satz 3.31. [Gaul3-Lemmal]

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € Mund v € D, C T, M.

Sei 0, (t) = tv C T, M der von v erzeugte Strahl in T, M. Sei weiterhin X € T,(T,M) ein
“radialer” Tangentialvektor (d.h. X tangential an o,) und Y € T,(T.M) beliebig. Dann
gilt bei Identifizierung T,(T, M) = T, M:

gy((dexp,)u(X), (dexp,)u(Y)) = g2(X,Y)

wobei y = exp, (v).

(Insbesondere gilt: schneidet eine Kurve 4(t) in T, M den Strahl o,,(¢) in v orthogonal,
so schneidet die Bildkurve §(¢) = exp,(d(t)) die radiale Geodite ~,(t) in y = exp,(v)
orthogonal.)

Beweis: Sei X € T,(T, M) ein radial Vektor, so ist X = dv. Da (dexp, ), linear ist, ge-
niigt es die Behauptung fiir X = v zu beweisen. Betrachten die parametrisierte Fliache

f:00,1] x (—e,6) - M
(t,s) — f(t,s):=exp,(t(v+ sY))

Aus f(t,s) = exp, (t(v + sY)) und v,(t) = f(¢,0) folgt dann

L0 = L enDlor = w0l
= (dexp,)u(v)
of

L0,0) = L(70,9)am0 = exp, (0 + 59)]om0)
= (dexp,)v(y)



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 188

Zu zeigen ist also:
of

f
(Gt

(1,0), 5-(1,0)) = ga(v,y) ()

Da der Levi-Civita-Zusammenhang V metrisch ist, gilt

0T 9), L 9 = 05, L t,9), S (9 + 9 G 51,5 S )

f(t,s) = exp, (t(v + sy)) ist fiir ein fix. s eine radiale Geodéte und %(t, s) ihr Tangenti-
alvektor, d.h. Y 2/ (¢, s) = 0. Mit dem Symmetrie-Lemma folgt nun

ot ot
S ), L9 = 91, - k) = £ 2 (o (1,9, T 1),

Da %{(m s) Tangentialvektor an die radiale Geodéte exp,,(¢(v + sy)) mit Anfangsvektor
(v + sy), folgt

0 0 10
209, L9y = 2 (gutw syt )

= 5-9:(1,y) + 92(v,y)

(da Lange des Tangentialvektors konstant).
Fiir den Parameter s = 0 folgt

d ,0 0
& (20,0, L 1,0) = galo,) Vee,1]

h(t)

mit ~(0) =0 da g(& 0) = i(expgc(O)) = 0. Es ist also
Js ds ~~—2-2
h(t) =t ga(v,9)
und damit

n(0) = (20,0, 2 (1,0)) = gu0,)

und daraus folgt (x)

Definition. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und n = (a1,...,ay)
eine ONB in T, M, g,.. Es gilt also

(9e(ai, 05)) =
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Sei weiterhin U(z) Normalenumgebung von x € M. Wir definieren
wa:U(x) - R”

y — (T1,...,2n) y:expm(inai)

pa heiffen Normalkoordinaten auf U(x)

Bemerkung:

e Sei %(t) = exp,(tv) die von v € D, C T,M erzeugte radiale Geoddte und sei

v = Z v;a;. Dann gilt: ¢, (7, (t)) = (tvi,...,tv,). In der kanonischen Basis bezgl.
=1

(U (x) ©q) gilt damit:
t) = sz Yo
e Seiy € U(z) und v = exp, ' (y) = >_ v;a;, dann ist
zi(y) = v;
und damit

Iwlon) = (I = 23(y) — ... —ad(y) + 2(y) + ... +22|?)

= (k =index(g))
e Fur die kanonische Basis der Normalkoordinaten ¢, gilt:

) = (dexp,)u(a;) : v =exp, ' (y)

da

(1) = (e (paly) + 1)) o

= (e e + o+ (@) + D0t -+ ray)an)imo

= (dexp,)v(a) .
Die Normalkkordinaten um x verhalten sich im Punkt x in 1. Ndherung so wie die
Euklidischen Koordinaten von R™* ~ T, M:
Satz 3.32. Sei (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und (U(z), o) Normalko-
ordinaten um x € M, dann gilt
1. g”(fL‘) = 6ij€j mit e = {—1 j<k1j> k’}

2. Th(z)=0



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 190

Bewelis:

1. Es gilt

6@ = gl (), a%(as))

= ga((dexp,)o(a), (dexpy)o(ay))

Satz 3.29
=7 golag, a5) = dize;5

2. Betrachten die Geoditengleichung fiir radiale Geodate v, (¢) in Normalkoordina-

ten:
y = exp,(v),a(y) = (21(y), - -, 2u(y)) = (01, .., vn)
dann ist
Pa((t)) = (tx1(y), .- ten(y) = (1), -, (1))
und damit

Wty =ily)  bzw.y (1) =0,

Daraus folgt nun

S rhuO)riw)a, ) =0 te(0.0) k=1, ...n

Wir betrachten nun speziell den Vektor v = (a, + a;5). Sei 0 < « € U fixiert, dann

ist
o firi=roderi=s
J%(y) =
0 sonst

Es gilt also
Flrcs(’Yv(t)) + Flscr(’yv(ﬁ)) =0 Vte|0,¢)

und insbesondere fiir t = 0
I (x) + Tk (z) =0

D.h. T% () ist schiefsymmetrisch in (r, s). Da aber F’jﬁs(m) immer symmetrisch in
(r, s) folgt
F}ﬁ,s(a:) =0 Vrs,k.

Definition. Sei (M", g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Eine offene Menge W C M heiffit konvex < W ist Normalenumgebung fur jeden ihrer
Punkte.

Aus Satz 3.30 folgt: Ist W C M konvex, so existiert fiir je 2 Punkte z,y € W eine
eindeutig bestimmte Geodéte, die x und y in W verbindet.
Ziel: Jeder Punkt von M besitzt eine konvexe Umgebung.

Dazu betrachten wir die C*°-Abbildung

E:DcCcTM — MxM

v = (7(v), exprar( (v))
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Dabei sei 7(v) der FuBpunkt von v im Tangentialbiindel TM und

D:={veTM|1el,}.
D c TM ist offen (Theorie der Differentialgleichungen) und es gilt
D,=DnNT,M Vxe M.
Lemma 3.4. Sei x € M und v € T, M, so folgt: Ist

(desz)v : E)(T’I‘M) - expz(v)M
ein Isomorphismus, so ist
dEU : Tv (TM) — T(I,expw(v))(M X M)

ein Isomorphismus. Insbesondere ist E : D C TM — M x M ein lokaler Diffeomorphis-
musum o, € T, M C TM.

Beweis: Sei v € T, M ein Vektor fiir den (dexp, ), ein Isomorphismus ist. Aus Dimensi-
onsgriinden geniigt es zu zeigen, dass dF, injektiv ist. Sei X € T,,(TM) und dE,(X) = 0.
Da prq; o E = m = Projektion im Tangentialbiindel, und damit

dmy(X) =dpri odE,(X) =0

folgt
X e kerdmr, =T,(T, M)
—— N—

n-dim n-dim

d.h. X ist ein “vertikaler Vektor”. Und damit

(dEU) (X) = (07 (dexpm)v(X)) =0

sodaf
(dexp,)y(X)=0=VerX =0
0

Satz 3.33. (M", g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt x € M besitzt eine
konvexe Umgebung.

Beweis: Sei U(z) eine Normalenumgebung von z und ¢, = (z1,...,z,) Normalenkoor-
dinaten um z auf U(z).

Wir betrachten die Funktion (unabhéngig von sign(g))
N:U(x) — R
y = 2i(y) +.. A ah(y)

Fiir hinreichend kleines 6 > 0 gilt

V(@) = {y € U(z)| N(y) < 6°} C U(x)

(Vs(z) wird bei ¢, auf die Euklidische Kugel im R” und Radius § abgebildet).
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1. Sei B das folgende symmetrische (2, 0)-Tensorfeld auf U(z):

B=> (6;;—Y_ Iy, Yda; ® da;
./7]. \,—/

k
bzgl. Normalkoordinaten

Im Punkt z € U(z) gilt nach Satz 3.32

n

.3 i=1
d.h. B, ist positiv-definit. Wahlen § zuséatzlich so klein, dass B auf Vs(z) C U(x)
positiv definit ist. Da
¢ [0,1]xDC[0,1]xTM — M
(t,v) = exp,(,)(tv)

stetig ist, existiert eine Umgebung [0,) x V C [0,1] x oo von (0, ¢,) so dass
d)(t?U) = €XPr(v) (tU) € ‘/5('1)
V(t,v) € [0,¢) x V.

v
~ I ~
Betrachten V' := {5‘/ |v € V} € D (Umnormierbar), dann ist

~ €
exP () (tV) = expyyi(y (t - B v) € Vs(x)

mit 9 =£ -0Vt e[0,1]und v € V.

Es existiert Umgebung V' von §, € T'M, so dass expr (v (tv) € Vs(z) fir alle 0 <
t <1und v € V. Nach dem Lemma ist E : D ¢ TM — M x M ein lokaler
Diffeomorphismus um §,. Wihlen 0 <e< § so klein, dass

E:WcCTM — V,(z) x Vo(z)

ein Diffeomorphismus und exp,(,(tw) € Vs(z) fir alle 0 < ¢t < lund w € W
(W c V' wiihlen).

2. Behauptung: Fir jedes 0 < a < ¢ gilt: V,(z) ist Normalenumgebung fiir jeden
seiner Punkte y € V,(x).

Seien ¥,z € V,(z) und v := E~(y,2) € W. Dann gilt y = n(v) z = exp, (v). Dann
gilt nach 1.) die radiale Geodéte v,(t) = exp,(tv), die y und z verbindet: ~,(t) €
Vs(z) (t € [0,1]). Wir zeigen, dass sogar gilt:

Yo(t) € Vo(z) VEte0,1].
Betrachten die Geodéte +,(¢) in den Normalkoordinaten bezgl. =

Yo(t) = (21(t), -, 2a(t))

Sei N(t) := N(v,(t)) = Zn: 7;(t)%. Nach 1.) folgt dann N(t) < §2.

i=1
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Angenommen -, verldBt V,(z). Da y,z € V,(z) = N(0),N(1) < a? = N(t) hat
einen maximalen Wert in einem ¢, € (0, 1).

N'(tg) = 2 Z i(to)w;(to)

N (to)

23 (@(to)? + wilto) (t0)  (x)
Die Geoditengleichung in Normalkoordinaten lautet
z; (to) + > w2 Ty (ro(t)) = 0
k,l

sodall

"

N'(to) = 2 (0m — Tiy(v(to))i(to))} (to)} (to)
k,l

= 2B,(1) (7 (t0), 7 (t0)) > 0
da B auf Vj(z) positiv-definit und +/(¢9) # 0.

N hat also in ¢y ein lokales Mimimum. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass N in ty maximal ist.

= ’YU([Ov 1]) - Va(x)- O0<a<c

3. V,(z) ist Normalenumgebung von y € V,(z): Sei
W' = E"Y(Vy(2) x Vy(z)) C W.
und
W, = W' NT,M C T,M
offen. Da E|y;,, Diffeomorphismus ist folgt
exp, : W, C T,M — V,(z)
Diffeomorphismus. Noch zu zeigen: Wy ist sternformig bezgl. o,
veEW, = 2= exp, (v) € Vo ()
2 Die radiale Geodéte v, (t) € V,(z) V0 < t < 1
=t-v=exp, (v(t) €W, Vtelo,1]
——

Yt (1)

Folgerung

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Ist v : [0,b) C R — M eine Geodéte und existiere eine stetige Fortsetzung 7 : [0,b) C
R — M von v, dann existiert eine Fortsetzung von v zu einer Geodéaten auf [0,b+¢) (fiir
ein ¢ > 0).

Beweis: Sei V C M eine konvexe Umgebung von 5. Dann existiert 0 < a < b so dass
:7|[a,b] cV.

V ist Normalenumgebung von v(a) = 7|(,;) ist ein Anfangsstiick einer radialen Geo-
daten. Setzen diese radiale Geodéte bis zum Rand von V fort. Da 4(b) ¢ 0V, ist die
radiale Geodate auf [0,b + a) fiir ein € > 0 definiert.
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3.8 Geoditen und Abstinde in Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Der Satz von Hopf und Rinow
Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Riemannsche Mannigfaltigkeit (M", g) und

studieren die Abstands-minimierenden Eigenschaften von Geoditen in Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

Sei (M™, g) eine zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkeit und z,y € M.
Q(x,y) := Menge der stiickweise glatten Kurven, die « und y verbinden.

Definition. d(z,y) := inf{l(7)| v € Q(z,y)} heifit Abstand von x und yin (M, g).

Bemerkung:

1. d: M x M — Rist offensichtlich > 0, symmetrisch und erfiillt die A-Ungleichung
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Sei e > 0. Wahle a € Q(z, 2), 5 € Q(z,y) mit
o) <d(zyz)+e , UP)<d(zy) +e
dannist a * 8 € Q (z,y)!* und es gilt
laxB) = () +1(B)

d(z,y) <laxpB) <d(z,z)+d(z,y) + 2¢.

Mit & — 0 folgt Behauptung.
Zeigen spiter, dass d eine Metrik auf M ist (noch zu zeigen: d(z,y) = 0=z = y)

2. In pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man zwar d ebenfalls definie-
ren, dies ist aber keine Metrik:

Fiir (R?,g = —da? + dy?) ist v : [0,1] — R%!  ~(t) := (¢,t) isotrop, und damit gilt
I(y) =0 =d(v(0),7(1)) =0
3. Es muss keine Kurve geben, deren Léange gleich dem Abstand ist

R?\{(0,0)} g = dz*+ dy?

o

4Hierbei bezeichne o * 3 die Verkniipfung von Wegen.
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Definition. Eine Kurve v € Q(x,y) heifit minimierend :« l(v) = d(z, y).

Sei (M™,g) ein Riemannsche Mannigfaltigkeit und © € M. Sei U(zx) eine Normalen-
umgebung von x und

exp, : U(0) C T, M - U(zx) C M

Diffeomorphismus. Sei ¢ > 0sodass ¢l (K. (0)) C U(0). Dann heifit
——

abg. Kugel in (Tq M,gg)

Be(x) := exp, (K. (0)) C U(x)

geoditische Kugel um 1% und

S. (x) 1= exp,, (9 (K (0))) = exp, ({v € U] o] =e})

geoddtische Sphédre um zx.

Seien ¢, = (21,...,z,) Normalkoordinaten um auf U(z). Dann gilt

y€B: & [lexp;'(y)]* <e?

e o)A+ Faa(y)? <e?

Aus dem Beweis von Satz 3.33 erhilt man

Satz 3.34. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt © € M
existiert eine geoddtische Kugel B.(x) so dass fiir jedes 0 < a < c¢ die geoddtischen
Kugeln B,(z) um x konvex sind.

Satz 3.35. Sei (M", g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, © € M
und U(z) eine Normalenumgebung um z. Sei y € U(z) und v, : [0,1] C R — U(xz), die
radiale Geoddte von x nach y (v = exp;'(y)). Dann ist v, die eindeutig bestimmte
kiirzeste Kurve von x nach y in U(x), d.h.

o) = () VYVaeQ(zy)
l(a) = l(7v)<:>a:’7/vo7'

Dabei ist T eine monotone, wachsende Umparametrisierung von -,

Beweis: Sei o € Q(z,y), a:[0,1] — U(x) (d.h. evtl. umparametrisiert auf das Intervall

[0,1]). exp, : U(0) C T, M — U(x) ist ein Diffeomorphismus. Sei
o(t) = exp; Ha(t) € U(0) € T,M

OBdA gelte o(t) #0 Vt € (0,1] (sonst 148t man Anfangsintervall weg, mit dem man z
mit z verbindet.)

Dann ist 9(t) = r(t) - v(t), wobei |Jv(t)|| = Lund r : (0,1] — R stiickweise glatt ist.
(Damit ist auch [0 (¢) || = r(¢)). Aus «a(t) = exp,(r(t) - v(t)) und mit Ausnahme der
endlich vielen “Ecken” von «(t) gilt dann:
o (t) = (dexp, )z ( ' (t)v(t) + r(t) - v'(t) )
—— ————

tangential an den Strahl o,y y (orthogonalanden Strahl o, 4))

15 B, () ist ebenfalls eine Normalenumgebung von z.
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Aus dem GauB-Lemma (Satz 3.31) folgt

gla’(t),a'(t) = () gu(v(t),v(t)) +9(5,5) mit § = (dexp,(y))
~————

Damit ist dann
[/ ()] = ()] = ' (t).

1 1
Wir betrachten nun [ ||/(¢)||dt > [+/(t)dt = r(1) — r(e). Fir ¢ — 0 folgt r(¢) — 0, da
9(0) = 0,. Desweitereen ist -

r(1) = )] = [exp™ (W) = llv]l = L),

sodass insgesamt

1(a) = (7).
Die Gleichheit kann nur auftreten, wenn in (x) die Gleichheit eintritt, d.h.
W) =1U(w) = 9(§,9) =0 dh.g=0,
da aber nach Konstruktion r(t) > 0, muBl v (¢) = 0 sein, sodass
v (t) = vg.

Wir erhalten dann
o(t) =r(t)-vp mitr’(¢) >0 (xx)

r (t) ist also monoton wachsend. Aus (1) = v = r(1)vg, bzw. vg = ﬁv folgt mit (xx)

o(t) = ) v und damit

r(1)

(1) = exp,(75 )

Fiir die geodétischen Kugeln um z gilt sogar noch mehr:

Satz 3.36. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und B.(x) eine geodd-
tische Kugel um z,y € B.(z). Dann ist die radiale Geodidte v, : [0,1] — B.(z) von = nach
y die kiirzeste Kurve zwischen x und y in ganz M. Insbesondere gilt: Ist « eine stiickweis
C>-Kurve, die in x beginnt und B.(x) verldfit, dann gilt

l(a) >e.
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Beweis: Nach Satz 3.35 ist v, die kiirzeste Kurve von z nach y innerhalb von B.(z).
Nach Definition von B.(z) gilt I(v,) = ||[v|| < €. Es geniigt also zu zeigen: Ist « : [0,b) —
U (z) eine stiickweis C*°-Kurve mit «(0) = z, die B.(z) verlafit, dann gilt [(a) > ¢.

Also angenommen « verldBt B.(z), dann schneidet « jede geodéatische Sphére S, (x) fur
O<a<e.
Sei nun « fix und ¢y € (0,b) der kleinste Parameter mit a(ty) € S,(z), dann ist

aljo,4) C ¢l (Ba(x)) C Be(x)

Fiir die radiale Geodéte v von x nach «(tp) gilt I(y) = a und nach Satz 3.35 folgt also
l(a) > (o) > Uy)=a Va<e

bzw.
l(a) > e.

Folgerung

Sei B.(x) eine geodatische Kugel um x und S, (x) die geodétische Sphire vom Radius
¢. Dann gilt

1. Vy € B.(x) gilt
d(xvy) = l(’}/v) = ||’UH7

wobei v, : [0,1] — M die radiale Geodéte von x — y = exp, (v)

2. Weiter ist

Sy

m

&
I

{y € M| d(z,y) < ¢}
= {ye M| d(z,y) =€}

R
3
!

Aus dem soeben bewiesenen folgt insbesondere, dass Geodédten lokal minimierende
Kurven sind:

Satz 3.37. Sei v : I — M eine Geoddte in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Dann ist v lokal minimierend, d.h. zu jedem Kurvenpunkt ~(t) existiert eitne Umgebung
V(v(to)), so dass fiir je zwei Kurvenpunkte v(so),v(s1) € V(v(to)) das Geoddtenstiick
Viso,s,] Minimierend ist:

d((s0),7(s1)) = 1(V][s0,51])

Beweis:

Sei z = 7(tg) und B,(z) eine geodatische Kugel um z und J(ty) C I ein Parameter-
bereich um t¢, die so klein gewéhlt sind, dass die Kurve v|; die Kugel B,(z) in einem
zusammenhéngenden Parameterbereich schneidet. Seien nun =y = (s¢), z1 = v(s1) €
By (). Dann ist Im~|(5, s,] C Ba(z) und 7|4, s,] ist eine radiale Geodéte aus v(so) in der
Normalenumgebung B, (x) von (sg). Nach Satz 3.35 ist dann

d(l‘o, .%‘1) = l('Y)[smSl]
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Andererseits gilt

Satz 3.38. Sei (M",g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x,y €
M. Sei a € Q(x,y) eine minimierende Kurve, die proportional zur Bogenldnge parame-
trisiert ist. Dann ist « eine Geoddte (also insbesondere auch C).

Beweis:

Sei o : I — M eine minimierende Kurve, ¢t € I und B.(«(t)) eine konvexe geodatische
Kugel um «a(t). Dann gilt fiir ein Teilintervall ¢ € [t1,¢2] C I dass

a([t1,t2]) C Be(a(t)).

Da o minimierend ist, folgt
Halp, b)) = da(tr), aftz))

(A-Ungleichung).

Nun ist B, (a(t)) eine Normalenumgebung von «(t;). Nach Satz 3.35 ist a|, ,) eine mo-
noton wachsende Umparametrisierung der radialen Geodéten « von «(t;) nach «a(tz).
Sei 7 : [t1,t2] — [0, 1] die Umparametrisierung:

Da « proportional zur Bogenlinge parametrisiert, folgt

o (#)]] = const = |l (r(0)|| | 7'(¢) |
————
konst >0

und damit ist

7'(t) = const > 0
Somit mul} 7 eine affine Transformation sein:
T(t) =at+b

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in den “Ecken” von «.

Da v eine Geodéte ist, ist die affine Umparametrisierung oy, ;,; auch eine Geodéte. Da
dies fiir jedes t € I gilt, ist « insgesamt eine Geodite.

O

Satz 3.39. Sei (M",g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und
d: M x M — R der Abstand auf (M, g). Dann ist (M, d) ein metrischer Raum. Die von
der Metrik d induzierte Topologie auf M stimmt mit der MF-Topologie tiberein.
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Bewelis:

1. dist Metrik auf M:
Es ist nur noch zu zeigen, dass gilt:
dlz,y) =0 = =z=y:

Sei = # y. Da M T»-Raum, existiert eine geodatische Kugel B.(z), die y nicht ent-
halt. Nach Satz 3.35 ist jede Kurve o € Q(z,y) lénger als ¢, da sie B.(z) verlafit,
d.h.

d(z,y) >e>0.

2. Fir die geodéitischen Kugeln in (M, g) gilt
Be(z) ={y € M| d(z,y) <&}

Da exp, ein Diffeomorphismus ist, sind die geodétischen Kugeln B.(z) sowohl in
der MF-Topologie von M als auch im metrischen Raum (M, d) offen, die Topologie
stimmt damit iiberein:

e Sei V C M offen in (M, d) = Vx € V existiert Kugel B.,)(z) C V, sodass

zeV

—_——
offen in M

e U C M offen in M (MF-Topologie). Nach Satz 3.34 = Vx € U existiert geodatische
Kugel B.(;(r) C U, d.h.
eV
—— —
offen in (M, d)

Bevor wir nun zum Satz von Hopf und Rinow kommen, noch ein wichtiges Lemma:
Lemma 3.5. Ist x € M ein Punkt fiir den exp, auf T, M definiert ist, so existiert fiir
Jeden Punkt y € M eine minimierende Geoddte von x nach y.

Beweis:

Sei B.(z) eine geodatische Kugel um z mit y ¢ B.(z) (sonst Behauptung trivial). Sei
0 < 0 < e. Betrachten die geodétische Sphire Ss(z).

Ss(x) ist nach Definition kompakt (da exp, stetig). Die Metrik definiert eine stetige
Funktion

dyM — R
z = d(y,z)

d, nimmt dann auf S5(z) ein Minimum an. Sei m € S;(z) mit d(y, m) = mind(y,z) =z €
Ss(x), dann gilt

d(l‘, m) + d(ma y) = d(l‘, y)v (*)
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Sei namlich a € [0,b] — M Kurve von z nach y und sei 0 < a < b der kleinste Parameter
mit a(a) € Ss(x). Sei nun
a1 = a|[0,a) y Q2 = a'[a,b]7

dann ist

l(a) =l(ar) +l(az) > 6+ I(a2),

da ay Kurve in Bs(z) ist, deren Lange ist nach Satz 3.35 > (Lénge der radialen Geodé-
ten von © — a(a)) = ¢ = d(z, m). Nach Wahl von m gilt nun

d(m,y) < d(a(a),y) < l(az),

und daraus folgt
(@) > d(x,m) +d(m,y) Ya € Qx,y),

und damit
d(z,y) > d(z,m) +d(m, z).
Aus A-Ungleichung erhéalt man dann die Behauptung (x).

Sei nun [0, 00) — M die auf BL parametrisierte radiale Geodate (B. (z) ist eine Nor-
malenumgebung) von z aus, auf der m liegt:

exp,  (m) = v fiur ein v € T, M mit ||v|| =1,
und
Y(t) = exp, (tv).
(Nach Voraussetzung ist v (¢) Vt € [0, c0) definiert.)
Behauptung: Sei dy = d(x,y), dann gilt:
vdo) =y (%)
Sei néamlich

T:={te€[0,do]| t+d(v(t),y) =do} beachte t =1 (v|j0.4)) = d (2,7 (t))

Nach (x) ist § € T. T ist abgeschlossen in [0,dy] aus Stetigkeitsgriinden. Sei dann
to = max{t € T} € [0,dp], dann ist
to>9>0

Wir zeigen, dass ¢ty = dy, damit wére
do +d(v(do),y) = do = v(do) = y.

Angenommen tqg < dg:
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Dann findet man eine geodétische Sphéare S, (y(o)), sodass

O +d(3(8).y) = d(r(to). y).
=d(y(tg),m) —~

m

Dann ist

t0+g+d(m7y) :d(’}/(to),y)+to :d($7y) 7da tO ET, d(l’7y) :dO

und damit

to + 6+ d(m, y) = d(x,y) < d(w,m) + d(i,y) = to+ 6 < d(x, ).
Aus der A—Ungleichung folgt aber

d(z,m) < d(z,7 (to)) +d (7 (to) ,m)

to 5

d.h. es tritt eine Gleichheit ein:
to—ﬁ-g:d(l‘,ﬁl).

Wir setzen nun v, = 7|[o ¢, und 7, = ’y|[075]. Dann ist

to=1(y) ,und §=1(%).

Die stiuckweise C*°-Kurve v, *4; von z nach 7 ist nach bogenldnge parametrisiert, hat
die Lange to + 0 und es gilt

l(’yl * 5/1) = d(wvm)v

sie ist somit minimierend ! Satz 3.38 liefert nun, das v, x| sogar eine Geodéte ist, also
insbesondere glatt, d.h. es liegt in v(¢y) keine “Ecke” vor, und damit ist zwangslaufig

Y(to + 6) = 7in.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitét von ¢y # dy, da

—~
*
=

d(’V (to),’ﬁl) +d(m7y) = d(’)/ (tO)vy)
= to+d(y(to),m)+d(m,y) " do
= to+o+d(y(to+0),y) = do

Und damit wéire tg < to + 6’ € T. Widerspruch! D.h. tq = dj.
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O

Satz 3.40. [Theorem von Hopf und Rinow]

Sei (M",g) zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. (M™, g) ist geoddtisch vollstindig.
2. Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.
3. Jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von M ist kompakt.

4. Es existiert ein Punkt x € M so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist.

Ist (M™, g) vollstandig, so existiert fiir je 2 beliebige Punkte z,y € M eine minimierende
Geodate v von x nach y: d(z,y) = I(y).

Bemerkung: Es folgt

1. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltgkeit ist vollstandig.

2. In einer vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man Abstidnde be-
rechnen, in dem man alle Geodéten von x — y bestimmt und deren Lénge be-

rechnet.
Bewelis:

e 4.— 3. Behauptung: Existiert ein « € M, sodass exp, auf ganz T,, M definiert ist,
und sei A C M abgeschlossen und beschriankt. Dann ist A ist kompakt.

Aus Lemma 3.5 folgt: Ist y € A, so existiert eine minimierende Geodéte v, :
[0,1] — M von z nach y:

d(z,y) = Uyy) = 7, )]
Da A beschrankt ist = es existiert ein konstantes C' > 0, so dass

d(r,y) <C Vye A (A€ Kc(z)).

Und so ist
v,(0) € {v € T, M| ||jv]| < C} := K. C T,M

K, ist kompakt, exp, : T.M — M stetig, und damit ist expx(f{c) kompakt in M
und enthéilt A. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist jedoch
kompakt.

e 3. — 2. Behauptung: Jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge ist kom-
pakt. Dann ist (M, d) vollsténdig.
Sei {x,} eine CF in (M,d), dann ist A = {z,,}eine beschrinkte Menge. cl (A4)
ist somit beschrinkt und abgeschlossen und nach Voraussetzung kompakt bzw.
folgenkompakt. D.h. jede Folge in ¢l (4) hat konvexe Teilfolge. Da {z,,} eine CF
ist, die eine konvergente Teilfolge enthalt, ist {x,,} konvergent.
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e 2. — 1. Behauptung: Sei (M, d) vollstandig. Dann ist jede Geodate ist auf ganz R
definiert.

Sei v : (a,b) — M eine auf BL parametrisierte maximale Geodate. Dann 146t sich
~ tiber b hinaus als Geodéate fortsetzen:

Sei t,, — b < co. Dann ist {7(¢,,) }eine CF in M, da
d(y(tn), Y(tm)) < l(7|[tn ,tm]) =t —tm| (n,m = ny).

Nach Vor. konvergiert nun{~(¢,)} in M gegen ein ¢ € M. Ist s,, — b eine andere
Folge, dann gilt ebenfalls

d(y(tn),v(sn)) < l(7|[sn.,tn]) = |th —sa| — 0

D.h.{7(s,)} konvergiert ebenfalls gegen ¢ € M. Dann definiert

F(b) := lim ~(tn) = ¢

tn—b

stetige Fortsetzung von v n den Punkt b. Nach Folgerung aus Satz 3.33 ist v
auf (a,b + ) mit ¢ > 0 als Geoddte fortsetzbar . Damit ~ ist nicht maximal und
(a,b) =R.

e 1. — 4. Behauptung: Ist (M, g) geoditisch vollstindig, dann ex. x € M, sodass
exp, auf ganz T, M definiert ist.

Dies folgt trivialerweise aus der Definition.
(|

Die Aussagen des Satzes von Hopf und Rinow gelten nicht in pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1. Beispiel einer kompakten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, die nicht geo-
datisch vollstiandig ist.

Wir betrachten den R? mit der Lorentz-Metrik
Y(w.y) = (cos’ y — 1)da® — 2dzdy

Diese Metrik ist 27-periodisch, definiert also eine Lorentz-Metrik auf dem kom-
pakten Torus T? = R?/2n - Z x 2m - Z. (T2, g) ist nicht geoditisch vollstindig, da
sich die Geodéte

v:(0,00) — T? = 7(R?)
t — W(% — t,arctan(t))
nicht iiber 0 nach links fortsetzen 148t.

2. Beispiel einer geoditisch vollstindigen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit,
in der es Punkte gibt, die man nicht durch Geodéiten verbinden kann: Anti-De Sitter-Raum

M? = {(z,y) € R?| —g<x<g}
_ 2, 12
Y(z,y) —m'(—dl +dy”)

Man kann zeigen, dass die Geodédten durch den Punkt (0,0) folgenden Verlauf
haben und dass alle maximalen Geoditen auf R definiert sind.
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« 1 wird nicht
N .
1 erreicht

;’/:/

|
|
|
fus
2

(0,0)

3. In pseudo-Riemannschen Rdumen muss man den kausalen Charakter von Geo-
déten unterscheiden:

R? mit Koordinaten (z,y). Sei f € C*(R?) Funktion mit f = 1 auf {(z,y)| |z| > 1},

f symmetrisch der y-Achse, [ f(0,y)dy < co. Dann ist die Lorentzmetrik
g

g = f*(da® — dy?)

raum- und lichtartig geodtisch vollstindig, aber zeitartig geodétisch unvollstan-

dig. Insbesondere geht die Vollstindigkeit von (dz*—dy?) bei konformer Anderung

der Metrik verlorenl®.

16Siehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, Seite 154, Beem, Ehrlich: Global Lorentzian Geometry
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3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

Sei (M",g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und exp, : .M — M
die Exponentialabbildung. Wir wissen bereits, dass fur das Differential von exp, im
Nullvektor o € T, M

(dexp,)o = idr, i

gilt. Insbesondere ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus um o € T, M.
Wir wollen nun wissen, wie gross der Diffeomorphiebereich von exp, ist. Dazu miissen
folgende Fragen beantwortet werden:
1. Wie kann man
(dexp,)y : Tpy(TeM) =T, M — Toxp, ()M

bestimmen fiir v # 0? Fur welche v € T, M ist diese Abbildung ein Isomorphis-
mus?

2. Fiar welchen Bereich U, C T, M ist exp, : U, C T, M — M injektiv?
3. Wir suchen eine Menge Cut(z) C M, so dass
exp, : Up C T M — M\Cut(x)

ein Diffeomorphismus ist.

Als technisches Hilfsmittel benutzen wir Jacobifelder.

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine
Geoddte in (M, g). Ein Vektorfeld Y € X(M) entlang ~ heifst Jacobifeld, falls

Y +R(Y, 7)Y =0
auf [0,a], wobei Y' =YX V" = Y XY fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V.
Beispiel 74. EINFACHE JACOBIFELDER

Y=+ und Y ¢ X, (M) mit Y (t) := tv/(t) sind Jacobifelder entlang ~.

Jacobifelder treten bei Variation von Geoditen auf:

Definition. Sei v : [0,a] — M eine Geoddte. Eine Variation von ~ ist eine parametri-
sierte Fldche V : [0,a] x (—¢,e) — M mit
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Das Vektorfeld Y € X, (M) mit Y (t) := 2L (t,0) heipt Variationsvektorfeld von V.

Satz 3.41. Ist V eine Variation der Geoddten ~y : [0,a] — M, die nur aus Geoddten
besteht, d.h. V(-,s) : [0,a] — M ist eine Geodite fiir jedes s € (—¢,¢), so ist das Variati-
onsvektorfeld Y = %—Z(~, 0) ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis: Nach dem Symmetrielemma gilt

vov VoV .
9 = 1o (da V metrisch).

Da V torsionsfrei ist, folgt [2%, 2V'] = 0. Esist v/(t) = 2¥(,0) , Y (t) = 2%(¢,0).

Daraus folgt im Punkt (¢,0):

ov
RY,A W = (VauVay = VarVay = Visy ay)) -
= (V4 ¥y - VoV

Da V eine Variation aus Geodaten ist, ist t — V(¢, s) eine Geodéte fiir jedes s € (—¢,¢),

d.h.
VoV

&E(7S):O Vs € (_675)

Unter Benutzung des Symmetrielemmas folgt dann

ov ov
R(Y, v )y = —Va%v%iva = —V%Vﬂ— = —YYY =-Y".

Beispiel 75. JACOBI- UND KILLINGFELDER

Sei X € X(M) ein Killingfeld und ~ : [0,a] — M eine Geodéate. Dann ist
X(t) := X(v(t)) ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis: Sei {15} der lokale FluB3 von X. Da X ein Killingfeld ist, ist

v : UCM— ¢, (U)Cc M

eine Isometrie. Wir betrachten nun die Variation

V:il0,a] x (—e,e) = M
Vit,s) = ¥s(v(1))

Vg (t)
V. ()

y(t)
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V ist eine Variation durch Geodaten, folglich ist das Variationsvektorfeld
9V (t,0) ein Jacobifeld. Wir erhalten

10,0 = L @aoto)))omo

0s
= X(v(to)) = X(to),
denn s — 15(y(to)) ist die Integralkurve von X durch den Punkt v(¢).

O

Satz 3.42. Sei v : [0,]] — M eine Geoddte, u,w € T, M,~(0) = z und v'(0) = v. Dann gilt

1. Es existiert genau ein Jacobifeld Y € X.,(M), so dass Y (0) = u,Y’'(0) = w.

2. Sei Y € X,(M) das Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0,Y’(0) = w € T, M. Dann
gilt
Y(t) =t (dexpz)tv(w) € T'y(t)M

Beweis:

1. Die Jacobi-Gleichung Y” + R(Y,~')y’ = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung. Die Losung ist deshalb eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen
Y (0) und Y'(0).

2. Wir betrachten die folgende geodétische Variation von ~:
V(t,s) := exp, (t(v + sw)).

Dann gilt

V(tv 0) €XPy (tv) = 'Vv(t)
Vit so) = exp,(t(v + sow)) = Yosou(t)

und aus der Kettenregel folgt

Y () = 9(1,0) = (dexp, o1,

Aus Satz 3.41 weiss man, dass Y ein Jacobifeld entlang ~ ist. Ausserdem gilt

Y(0) = 0
VoV VoV

Y'(0) = %g( ; ):gamvo)

%—‘{ (+, so0) ist das tangentiale Vektorfeld an die Geodéte V (¢, so) = Yo4sow(t), d.h. es
ist
V(0,50) = Vpysgw(0) = v + sow. Also gilt:

d
Y'(0) = ﬁ(v + sw)|s=0 = w.

Damit ist Y (t) := (dexp, ) (tw) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit Y (0) =
0,Y'(0) = w.
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Beispiel 76. JACOBIFELDER AUF MF KONST. SCHNITTKRUMMUNG

Sei M"™ = M"(Ky) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
krimmung K, und v : [0,!] — M"(K,) eine auf Bogenlénge parametrisierte
Geodate mit y(0) = z,7/(0) = v. Seien u,w € T, M™ gegeben und bezeich-
ne U, W € X%,(M) die Parallelverschiebung von u — (u, v)v bzw. w — (w,v)v
entlang v. Dann ist das Jacobifeld Y € X, (M) mit Y (0) = v und Y'(0) = w

gegeben durch
Y(t) =Y (&) + (w,u)t -5 + (v, u)y
wobei .
Y(t) = { T (sin( Kot) - W (t) + cos(v/Ko - t) - U(t))

Zum Beweis benutzt man

R(X,Y,T.Z) = Ko(9(X. 2)g(Y.T) = g(X. T)g(Y, 2))

und berechnet Y + R(Y,~)y' = 0.

Satz 3.43. Bezeichne Jac, M den Vektorraum der Jacobifelder entlang . Dann gilt:

1. Jac, M ist ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
2. {Y € Jac, M| Y L ~'} ist ein (2n — 2)-dimensionaler Vektorraum.

3. {Y € Jac, M| Y (0) =0,Y L ~'} ist ein (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.
Insbesondere gilt fiir Y € Jac, M
(Y(1),7'(t)) = at + 8
(wobei (-,-) die Metrik bezeichnet).

Beweis: Sei Y € Jac, M. Wir zeigen, dass die Funktion ¢t — (Y (¢),+'(¢)) linear ist:

1 A z / Y A /A
dt<Ym> = <th,V)+<Y, dtw—(Y,v)
d2 / 1" ! ! v !
) = Y)Y )

(R, )Y, 7)) =R(H,Y,v,7)=0.

Folglich gilt (Y (£),7'(t)) = at + 4 mit 5 = (Y(0),'(0)) und & = (Y"(0),~(0)).

Die Bedingung (Y,+’) = 0 liefert o = 8 = 0, also einen Unterraum der Codimension
2 im 2n-dimensionalen Raum aller Anfangsbedingungen (Y (0),Y’(0)). Ist zusatzlich
Y (0) = 0, so ist bereits § = 0 und man hat einen Unterraum der Kodimension 1 im

n-dimensionalen Raum der Anfangsbedingungen Y”(0).

O
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Definition. Sei z € M,v : [0,a] — M eine Geoddte mit v(0) = z und ty € (0,a]. Der
Punkt (ty) heifit konjugiert zu = entlang -, falls ein Jacobifeld Y € X, (M) existiert mit
Y # 0 und Y (0) = Y (to) = 0.

Y(to) Y

Bemerkung: Fiir dieses Jacobifeld gilt Y | +/, denn nach Satz 3.43 ist (Y (¢),~/(t)) = ot
und somit o = 0 wegen Y (¢g) = 0.

Satz 3.44. Sei © € M und v € T, M. Das Differential der Exponentialabbildung

(dexpy)tw : TuM — T,.,M
ist genau dann ausgeartet, wenn die Punkte x und ~,(t) zueinander konjugiert entlang
der radialen Geoddten ~, sind.

Beweis: Wir wissen, dass das Vektorfeld Y, (t) = ¢(dexp, ) (w) das Jacobifeld entlang
v, mit ¥,,(0) = 0 und Y, (0) = w ist. Folglich gilt:

(dexp,),, ist ausgeartet & Jw € T, M, w # 0 : (dexp,),, (w) =0
< Y, (t)=0,Y,(0)=0
< zund v, (t) sind konjugiert entlang -,

Beispiel 77. KONJUGIERTE PUNKTE VON RIEMANNSCHEN MF

1. Auf den Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R™, (-, -)gn) existieren kei-
ne konjugierten Punkte:
Fir R” ist die Schnittkrimmung K, = 0. Das Jacobifeld Y € %, (R")
mit Y(0) = 0 und Y’'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢t) = tW(t), wo-
bei W(t) die Parallelverschiebung von w # 0 entlang ~, ist. Folglich ist
Y(t)=1t-W(t) #0fur alle ¢ > 0.

2. Auf (H", gg» = -5 (daf +...+da?)) existieren keine konjugierten Punk-
te: '
H™ hat konstante Schnittkrimmung K, = —1. Das Jacobifeld Y €
X, (H") mit Y(0) = 0 und Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (t) =
sinh(t) - W (t) # 0 fir ¢ > 0.
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3. Aufder Riemannschen Sphire S™ sind zwei Punkte x und y genau dann
konjugiert, wenn y = —z gilt:
S™ hat konstante Schnittkrimmung K, = 1. Das Jacobifeld Y € X, (S™)
mit Y (0) = 0 und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sint - W(¢),
wobei W (t) die Parallelverschiebung von w € T, M entlang -, ist. Folg-
lich gilt Y'(t) = 0 genau dann, wenn ¢ € «-Z. D.h. die Punkte z, —z € 5"
sind konjugiert entlang jeder Geodéten.

Als nichstes werden wir zeigen, dass die Schnittkriimmung eine Aussage iiber den
Verlauf von Geodédten macht. Dazu benutzen wir den folgenden Satz iiber Jacobifelder:

Satz 3.45. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v : [0,a] — M eine Geo-
ddte mit v(0) = z und ~'(0) = v. Sei weiterhin w € T,;M ein Vektor mit (v,v) = (w,w) =1
und (v,w) = 0. Bezeichne Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0 und Y'(0) = w. Dann
gilt

1

7Kspan(v,’w) (I)tg + O(t3)

IY@el=t-

Beweis: Wir betrachten die Taylorentwicklung der Funktion h(t) = (Y'(¢),Y(¢)) im
Punkt ¢ = 0:

h(t) = h(0) + 1 (0)t + %h"(())ﬁ + éh’”(o)t?’ £ RO + o)

Dabei gilt
h(0) = (Y(0),Y(0)) =0
R(0) = 2(Y'(0),Y(0)) =0
R'(0) = 2(Y"(0),Y(0)) +2(Y’(0),Y’(0)) = 2(Y'(0), Y'(0)) = 2(w,w) = 2
R7(0) = 2(Y"(0),Y(0)) +6(Y"(0),Y"(0)) = —6(R(Y'(0),7'(0))'(0), Y'(0)) = 0
A 0) = 8(Y"(0),Y'(0)) + 6(Y"(0),Y"(0)) .

Da Y (t) = ~R(Y(t), (1) (¢) folgt

v — —V.(R(Y, ’Y/)’Y/) =—(V,,R)(Y, 7/)7/ _ 'R(Y/a’}//)’Y/ .

Folglich gilt in ¢ = 0:
Y"(0) = —R(w,v)v .

Damit folgt A*)(0) = —8 K,pan(v,u)(z). Wir erhalten

1
YOI = = 3 Kepanw,w) (@)t + o(t")
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Fiir die Wurzel erhilt man durch Multiplizieren und Koeffizientenvergleich
Y (Ol =t = § Kupantoy @)+ 0ft")
O

Bemerkung: Da fiir den flachen Raum R = 0 gilt, folgt aus dem Beweis des vorigen
Satzes in diesem Fall 2(¥)(0) = 0 Vk > 2. Also ||V (t)| = t.

Fir die gekrimmten Falle gilt:

1
||Y(t)|| =t— ngpan(v,w) (.T)t3 +0(t3)
——

Abweichung vom flachen Verhalten

1. a = Kypan(v,w)(z) < 0. Dann ist [|Y(t)|| = ¢ + |a[t® monoton wachsend. In diesem
Fall laufen die Geodéten auseinander.

2. a = Kypan(v,w) > 0. Dann hat ||V (¢)|| = ¢ — |a[t® ein lokales Maximum. In diesem
Fall laufen die Geod4ten zusammen.

5

Als nachstes wollen wir zeigen, dass eine Geodéte in einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit, auf der ein konjugierter Punkt liegt, nicht minimierend sein kann.
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Satz 3.46. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,1] — M eine auf
Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Sei V : [0,1] x (—e,e) — M eine Variation von vy
mit dem Variationsvektorfeld Y = 2% (-,0). Bezeichne L : (—¢,c) — R die Linge der
variierenden Kurven

Dann gilt fiir die 1. und 2. Variation von L:

)7 (D) = (¥(0),7(0))

v
l
o) = [ (IWOF - RE 9 )ae+ (L 5E0070) - (35 0.0.70))

VoV

wobei Y die Normalprojektion des Variationsvektorfeldes Y ist:

Y=Y —({Y,7)y.

(Sind die Randkurven s — V (0, s) und s — V (I, s) Geoddten, so fallen die letzten beiden
Summanden von L"(0) weg.)

Beweis:
1. Wegen
1 l
ov ov oV 3
L(s):/Ha(t,s)Hdt:/<§(t,s),§(t,s)> dt
0 0
folgt
l
1 VvV oV oV
r :/7 — 2 (t,8), —(t,s) )dt .
(®) / |\%—‘t/(t,s)||<ds i (09): 7 (69)
Wir wissen: oy
- o ! =
|50 =wei=1
und A vars Ava%
—_— = —-—— f— /
Daraus folgt

l
L) = / (Y(), ()t
0

|
o
Se
—~
)-<
—
4~
N
\Q\
—
~~
N
U
4~
|
—~
)~<
—
=
\2\
—
=
\
—~
)~<
—
o
=
\2\
—
o
=
=
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2. Wir leiten die Formel fiir L’ (s) nochmals ab und erhalten in s = 0

L(0) = {Hy’tt)u{<%%8€T‘;(t’0)77/(t)>+<%667‘1?/(t’0) dvaa‘t/(t 0)}
1
t

O\N

oo g O @) Ja

- / { dvzegv 0),7/(£) ) + (Y'(£), Y'(8) = (Y (),7/(£))* }at

) /{ av av av ,(t)>|320+<%%%‘;(t,sw(t)>\szo+<Y’(t),Y’(t)>

(==}

—(Y'(1),7'(1)*}dt

(R(K’Y/7K7/) + i<V8*V

S0, () + (T (). V1))t

I
S—

Die letzte Identitat folgt wegen

~
—~
~
=
I
~
—~
~
s
|
—
=
—
~
=
2
<
—~
~
=
=
2
~
—~
~
=

und somit
(Y'(1),Y'(1)) = (Y'(1), Y (1)) = (Y'(£),7'(1))*.

Bemerkungen:

1. Analoge Formeln gelten fiir stiickweis glatte Variationen (werden entlang der
Stiicke summiert)

2. Ist V eine Variation mit festem Endpunkt und festem Anfangspunkt (= eigentli-
che Variation)

so gilt fiir das Variationsvektorfeld Y (0) = Y (I) = 0 und folglich

L'0) =0

1(0) = / (V' ()]l - R(V ', 7))t
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3. Sei~v : [0,]] — M eine auf Bogenlénge parametrisierte Geoddte und X,Y € X, (M)
Vektorfelder entlang v mit X (0) = X(I) =0und Y(0) =Y (I) = 0.
Dann heif3t die symmetrische Bilinearform

l
L(X,Y): / Y + R(Y, ) )dt
0

die Indexform von ~.

Da fur Vektorfelder Y € X, (M) gilt

YY) = LY - (YY)

d

erhilt man folgende Beziehung zwischen der Indexform von ~ und der 2. Variation der
Bogenlange:

Satz 3.47. Sei v : [0,]] — M eine auf Bogenldnge parametrisierte Geoddte und Y €
X, (M) ein Vektorfeld mit Y (0) =Y (I) = 0und Y L ~'. Dann definiert Y die eigentliche
Variation V : [0,1] x (e,e) = M

V(t,s):= exp,y(t)(sY(t))

mit dem Variationsvektorfeld Y. Fiir die Indexform gilt

l

[ (P =Ry

0
_ L//(O)

L(Y,Y)

wobei L(s) =1(V(-,s)).

Wir erhalten nun die folgende Aussage tiber die Linge von Geoditen, auf denen ein
konjugierter Punkt liegt:

Satz 3.48. Sei v : [0,]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddte und ~(0) = x.
Sei ty € (0,1) und ~(to) konjugiert zu v(0) = x entlang . Dann existiert eine eigentliche
Variation V von ~y so dass

L(Vs) < L(y) Vs e (—&,¢)\{0}
Vi
A Vs(t):=V(t,s)

X

Insbesondere ist v nicht minimierend zwischen x und y.
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Beweis: (1) ist konjugiert zu x entlang ~. Folglich existiert ein Jacobifeld Y € X, (M)
mit Y(0) = 0 und Y (¢9) = 0. Nach Satz 3.43 ist dann Y | ~' und Y”(¢o) # 0. Bezeichne
nun Z, € X, (M) die Parallelverschiebung von —Y”(¢y) entlang  und 6 € C'*°([0,[]) eine
Funktion mit #(0) = 6(I) = 0, 0(t9) = 1. Wir betrachten das Vektorfeld Z € X, (M)
definiert durch Z(t) := 6(t) - Zy(t). Dafiir gilt

Fir a € R setzen wir

Ya(t) = Y (t) + aZ(t) t € [0,to)
) a2 t € [to, 1]

Y, ist stetig und stiickweis C*°. Auflerdem gilt Y,,(0) = Y, (I) = 0. Benutzt man Y, L +/
und (Y'(tg),7 (to)) = L((Y(t),7'(t)))|t=0 = 0, so folgst aus der Definition von Z, dass
Y, L 7. Sei nun V, die durch Y, definierte stiickweis glatte Variation

Va (tv 5) = XDy (1) (5 Yo (t))
Nach Satz 3.45 und 3.46 gilt fiir die Bogenlange L, (s) = [(V,4(-, 5))
L0 =0
L7(0) = L,(Ya,Ya) -

Nach Definition von I, (Y,, Y,) gilt I,(Y,, Ye) = I1 + I + I3, wobei

to

I = / (Y, Y" +R(Y,~ )y )dt
0
to to
L = -a / (ZY" + RV )Y)dt — a / (Y, Z" + R(Z,o )t
0 0
to to
_ —2a/<Z, Y”+R(Y,~/)7’>dt+a/((Z7 Yy — (v, Z'))dt
0 0

= —2a/<Z, Y +R(Y, v )Y)dt + a((Z(to),Y'(to)) — (Y (to), Z' (t0)))

0
to

= —2a/<Z, Y + R, Y)Y )dt — afY'(to)|?
0
= —al|Y'(ty)|* (daY ein Jacobifeld ist)

Iy = o*1,(2,2).

Dann gilt fir die Variation der Bogenldnge
L,0) =0
Ly(0) = I,(Ya,Ya) = o®1,(Z,Z) — oY (to)||*
= —a(|Y'(t)II* - al,(Z, 2))

Ist « hinreichend klein, so ist ||Y'(to)|| — ol,(Z, Z) > 0, also L7 (0) < 0. Fir diese o ist
Vo eine Variation von +, fiir die /() ein striktes lokales Minimum von L(V,(-, s)) ist.
Also gilt

L(Va(-s)) < L(y) Vs € (=¢,2)\{0}.
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O

Satz 3.49. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien ~,¢ : [a,b] —
M zwei verschiedene gleichlange Geoddten, die zwei Punkte x und y verbinden.

do-8)

X =y(a)

Dann ist «y : [a,b+ €] — M nicht minimierend (fiir beliebige ¢ > 0).

Beweis: Sei ¢ > 0 und bezeichne ¢ : [a,b+ ] — M die Kurve

sy t<
d)(t){'y(t) t>b.

Da (M, g) vollstandig ist, existiert nach dem Satz von Hopf und Rinow eine minimie-
rende Geodéte 7 von ¢(b — ¢’) nach ¢(b+¢'), wobei 0 < &’ < . Da ¢ in ¢(b) eine “Ecke”
hat, ist ¢|;,_./ 44 nicht minimierend zwischen ¢(b—¢’) und ¢(b+¢’) = vy(b+¢’). Folglich
gilt

UPpp—er prer) > d(p(b =€), p(b+€")).
Folglich existiert eine Kurve zwischen x = ~v(a) und z = (b + ¢’), die kiirzer ist als

Blia,pre- Dal(d]jap) = UPlap) = U(Va,p) und ¢l pye) = Vlpprer), existiert eine Kur-
ve von x nach z, die kiirzer ist als 7|4 4. Folglich ist v|(, 4. nicht mimimierend
zwischen z und z.

O

Im folgenden sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit, € M und
exp, : TuM — M die Exponentialabbildung. Wir wollen nun den Diffeomorphiebereich
von exp, studieren.

Seiv € T,M und v, : R — M die eindeutig bestimmte Geodéite mit ~,(0) = = und
v,(0) = v. Bezeichne

Jy:={teR|~, istminimierend auf [0,¢]} C R.
Dann gilt:

o iy € J, = [0,t0] C J, (Dreiecksungleichung)
e J, ist abgeschlossen:
Seien t¢,, € J, und konvergiere t,, — ¢t € R. Dann gilt
d(vo(tn), @) = tn - [lv]| = ¢ - 0]
und da d stetig ist, folgt
d(vu(t), ) =t |lv]l = Uvlpa),
d.h.t e J,.
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Sei nun p(v) = max J, < oo, d.h. J, = [0, p(v)]. Dann gilt:

e p(v) ist der groBte Parameter ¢, fiir den ||y ;) noch minimierend ist.
e p(v) =Ap(Av) VA ER, dayr(t) = 70(At).

e p:{veT.M]|l|v| =1} — R ist stetig und von unten beschrankt durch ¢ > 0
(siehe Kobayashi / Nomizu, Teil II, S. 98).

Wir betrachten nun die offene Menge U, C T, M

Uy :={t-v]veT,M,|v|=1,0<t<pv)}

PV

Pw)w

Nach Umnormierung kann man U, auch in der folgenden Form schreiben

Us

{wemar| Jul < o720}

[[w
{weT,M|1<p(w)}

= {w € T, M | es existiert ein ¢ > 0, so dassv,|o,1+-) minimierend ist.}
Definition. Die Menge

Cut(z) := exp,(9U:) = {m(p(v))| v € TuM, |v] = 1}

heifit der Schnittort von .
Satz 3.50. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir
Jedes x € M:

1. M = exp,(U,)U Cut(z)

2. exp, : Uy, — M\Cut(z) ist ein Diffeomorphismus.

3. y € Cut(x) genau dann, wenn es 2 verschiedene minimierende Geoddten von x
nach y gibt oder y zu x entlang einer Geodditen konjugiert ist. Insbesondere gilt:

z € Cut(y) & y € Cut(z).
Beweis:

1. Behauptung: M = exp, (U,) Uexp,(0U,):
Sei y € M. Dann existiert nach dem Satz von Hopf / Rinow eine Geodéte v von
x nach y und d(z,y) = I(y). Sei v : [0,1] = M,~(0) = z,7(1) = y und bezeichne
v :=+/(0). Dann ist p(v) > 1, also v € U, U9U,, und somit y € exp, (U, )Uexp,(9U,).
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2. Die Vereinigung exp,, (U,) U exp, (09U, ) ist disjunkt:

Sei y € exp, (U,) N Cut(x). Day € exp,(U,), existiert eine Geodate v : R — M mit
7(0) = z,7(1) = y und v[ 14 ist minimierend fiir ein ¢ > 0.

Da y € Cut(z) = exp,,(0U. ), existiert eine Geodéte 6 mit 6(0) = x und §(b) = y, die
bis b minimierend ist und danach nicht mehr. Dann miissen die Geodaten v und
¢ verschieden sein.

Dann kann aber v nicht minimierend auf [0, + ¢] sein (Satz 3.49). Dies ist ein
Widerspruch, d.h. M = exp,(U,)U Cut(zx) ist eine disjunkte Vereinigung.

Insbesondere ist exp, : U, — M\ Cut(z) surjektiv.

3. Wir zeigen, dass exp, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus ist:

Nach Satz 3.49 und der Definition von U, ist exp, : U, — Cut(z) injektiv. Nach
Satz 3.48 gilt: Ist v € U,, so sind z und exp, (v) = y nicht zueinander konjugiert
entlang v, (t) = exp,(tv). Nach Satz 3.44 ist dann (dexp,), : T,(T, M) — T, M ein
Isomorphismus, also ein lokaler Diffeomorphismus. Da exp, : U, — M\ Cut(z)
auch bijektiv ist, ist exp,, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus.

O

Wir haben also einen Diffeomorphismus exp, : U, — M\ Cut(z) und fiir den Schnittort
Cut(z) gilt

Cut(z) = {y € M| es existiert eine minimale Geodéate von x nach y, die danach nicht

mehr minimierend ist.}
Definition. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heif3t

Tinj (%) 1= d(z, Cut(z))

Injektivitatsradius von (M, g) in € M.

T'inj (M) = 1121{,4 Tinj (L‘)

heifit Injektivitatsradius von (M, g).

Nach Definition von Cut(xz) gilt dann

€XPy (K(07 T'inj (x)) = B”'inj () (;L‘)

B, (x)(x) ist die maximale geodétische Kugel um z, auf der exp,, ein Diffeomorphismus
ist.



