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L Einfiihrung

B-1 Einfiihrung

Teil 1l

Der Grundbegriff der linearen Algebra ist der des Vektorraumes, mit
dessen Hilfe sich eine Vielzahl von mathematischen Objekten und
Anwendungsmodellen beschreiben 13Bt.

Lineare Algebra
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Teil 1l Definition B.1 (Vektorraum V bzw. linearer Raum)
. Zwei Vektoren u,v € V werden addiert und ergeben dabei einen neuen
Lineare Algebra Vektor w € V'
w=u+v ecV.
Einfiihrung . . - . . _— .
_ Die Addition muB so definiert sein, daB fiir beliebige u,v,w € V gilt:

Vektoren im Anschauungsraum > (Utv)Fw = ut (vEw) Assoziativitit
Abstandsnormen »u+v =v+u Kommutativitit
Basen und Unterraume »u+0 =u Neutrales Element
Lineare Abbildungen »u+(—u) =0 Inverses Element
Matrizen und ihre Algebra Weiterhin muB fiir die Multiplikation von Vektoren mit beliebigen

Skalaren A,y € R gelten:
> M) = (M)u

lu=u

AMu+v) = du+ v

(A+7)u = Adu+~u

Losung linearer Gleichungssysteme
GauB - Elimination (1850)

Determinante und Inverse
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Eigenwerte und Eigenvektoren
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Beispiel: Euklidischer Raum
Fiir beliebiges aber festes n kann man geordnete Mengen von jeweils n
reellen Zahlen v; fiir i = 1...n als Vektoren v definieren. Man schreibt
dann

v = (v1,10,. ..u,,)T oder v = (vj)l;.

Beispiel: Funktionenrdume

Fiir je zwei reellwertige Funktionen f, g mit gemeinsamen
Definitionsbereich D kann man die Summe h = f + g als die Funktion
mit den Werten

h(x)=f(x)+g(x) fir xeD

definieren. Entsprechend erhdlt man h = Af als die Funktion mit den
Werten
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Grundproblem
Die meisten Untersuchungen und Ergebnisse der linearen Algebra
beschéftigen sich mit Variationen der folgende Frage :

Problem B.2

Gegeben seien eine Familie von r Vektoren v;(i =1,...,r) und ein
spezieller Vektor v aus einem gemeinsamen Vektorraum V.
Gibt es nun eine Familie von Skalaren \;(i = 1,...,r), so daB

R
V = A\Vi+Xovo+ ...+ A\ v, = Z)\,‘V;
i=1

gilt, und wenn ja, wie kann man geeignete Koeffizienten \;
méglicherweise eindeutig berechnen.

Unter anderem lassen sich Fragen nach Basisdarstellungen sowie die

h(x) =Xf(x) fir xe€D. Suche nach den Lésungen linearer Gleichungen in dieser Art formulieren.
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B-2 Vektoren im Anschauungsraum
Beispiel: Formale Potenzreihen
Fiir xo = 0 oder sonst einen gemeinsamen Entwicklungspunkt bilden die

— — —
i Fiir v = OP und u = OQ ergibt sich w = u + v als w = OR, wobei der
Potenzreihen

0o 0o Vektor v, wenn man seinen Anfang in den Punkt Q legt, mit seiner
u = ZM,-X", v = Zu,—x’, Spitze den Punkt R erreicht. Umgekehrt kann man auch zu R gelangen,
i=0 i=0 indem man u an der Spitze von v ansetzt. Diese Beliebigkeit in der

Reihenfolge der Ausfiihrung ist gleichbedeutend mit der Kommutativitat

einen reellen Vektorraum beziiglich der Operationen -
der Vektoraddition.

utv = ()X, W= (wix .
i=0 i=0

Wenn die Potenzreihen fiir bestimmte Werte von x konvergieren, so
entsprechen Addition und Multiplikation der analogen Operationen auf
den Summenwerten, die man dann als Funktionen von x interpretieren
kann. Das ist aber fiir die Vektorraumeigenschaft nicht nétig, weshalb
man auch vom Raum der formalen Potenzreihen spricht.
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Legt man den Ursprungspunkt O fest, so lassen sich alle Raumpunkte P
mit ihren sogenannten Ortsvektoren v = OP identifizieren und man
schreibt auch P = P(v). z
Vereinbart man weiterhin ein System von drei rechtwinkligen
Koordinatenachsen mit geeigneter Skalierung, so 3Bt sich jeder Vektor v
mit Hilfe von drei Koordinaten v, 15,13 € R wie folgt darstellen:

V = rie; + 1nes + 13e3

Hierbei verlaufen die drei Einheitsvektoren e;, e; und e; entlang der
X-, y- bzw. z-Achse. Sie bilden eine sogenannte Basis des
Anschauungsraumes und werden zuweilen auch mit 7,7 und k bezeichnet.
Hat man sich auf ein bestimmtes Koordinatensystem festgelegt, so kann
man die Vektoren mit ihren entsprechenden Koordinatentripeln
identifizieren und schreibt dann einfach

v = (1/171/271/3)7— S R3 .
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Lange und Richtungskosinus

Wegen der vorausgesetzten Rechtwinkligkeit der Koordinatenachsen

ergibt sich aus dem Satz des Pythagoras

e; =(1,0,0)7, e =1(0,1,0)7, e3=1(0,0,1)7. Definition B.3 (Lange eines Vektors, Euklidische Norm)
Der Vektor v = (v1, 12, 3) hat die Lange

Inbesondere erhalt man die Basisvektoren selbst als

Addition, Subtraktion und Multiplikation erfolgen nun

komponentenweise, z.B. fiir v = (B+3+ 1/32)% .
T T
u=(3-12" ud v =(0,24) Diese nichtnegative reelle Zahl ist eine Verallgemeinerung des Betrages
o von reellen oder komplexen Zahlen und wird auch die euklidische Norm
ergibt sich
des Vektors v genannt.
utv = (3,1,6)", u—v =(3,-3-2)7 und 3u = (9,-3,6)7, Dividiert man nun einen Vektor v # 0 durch seinen Betrag, so erhdlt man

einen Vektor der Lange 1, dessen Komponenten als Kosinusse von drei

wobei der Faktor 3 in der letzten Gleichung die Rolle eines Skalars spielt. Winkeln , 8, ~ € [0, 7] dargestellt werden kénnen. Es gilt also

\" (1/1 Vy U3

.
2 _ _,_,—> = (cosa, cos 3,cosy)"
|v| v| " |v|” |v|
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2 Interpretation inneres Produkt im Anschauungsraum
Man betrachte das Dreieck mit den Kanten u,v und u — v, deren Ldngen
nach dem Kosinussatz die Gleichung

u—v[? = |uf® + |v|* — 2|ul|v| cos(y)

erfiillen. Hierbei ist ¢ der von u und v eingeschlossene Winkel.
Andererseits gilt fiir [u — v|2 nach den oben aufgefiihrten Regeln

u=v>2 = (u=v)-(u—v)
= (u=v)-u+(u—v)-(—1v)

€1
= u-u—VvV-u—u-v+v-v
= JuP+P-2u-v.
X
Vergleicht man nun die beiden rechten Seiten, so folgt fiir ¢
Wie aus der Zeichnung ersichtlich ist, bilden «, 8 und v die Winkel notwendigerweise
zwischen v und den Basisvektoren e, e, und e3. Man kann also einen cos(p) = ﬁ el-1,1].
ul|v

Vektor eindeutig durch diese drei Winkel und seine Lénge definieren.
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Skalar- oder inneres Produkt

Fiir zwei beliebige Vektoren u = (i1, 12, 13) 7 und v = (1, v, v3) 7
nennt man den Skalar

u
Definition B.4 (Skalar- oder inneres Produkt) \
14
v

Hierbei haben wir natiirlich vorausgesetzt, dal weder u noch v gleich

N dem Nullvektor ist

das Skalar- oder innere Produkt von u und v.
Auch ohne diese Voraussetzung folgt aus | cos(¢)| < 1 die sogenannte

Lemma B.5 (Eigenschaften Skalarprodukt)

Es 14Bt sich nun leicht nachpriifen, daB fiir alle u,v,w € R3 und A € R Lemma B.6 (SChwarZSChe Unglelchung)

gt _ ju-v] < Jullv
AMu - v) = (Au):-v = u-(\v)
u-(v+w) = u-vtu-w Bemerkung:
u-u = lu2>0 Die beiden Seiten sind nur dann genau gleich, wenn v = Au oder u = Av

sind fiir ein A, das auch Null sein kann.
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Definition B.7 (Orthogonale Vektoren)

Man bezeichnet zwei Vektoren u und v als orthogonal zueinander, wenn R
echtssystem

der von ihnen eingeschlossene Winkel 7/2 ist, oder wenn einer von ihnen Y

Zeigt it dem D d dem Zeigefi langs der Vekt
verschwindet, d.h. gleich Null ist. FormelmaBig schreibt man €= man miz ¢em iaumen und cem ~Egennger janes der veitoren U

und v, so muB w in die Richtung des nach innen abgeknickten
Mittelfingers zeigen.

s fall v =0
ULV, als ey In diesem Sinne sind auch die drei Basisvektoren (e1, €2, e3) rechtshindig

orientiert.
Beispiel B.8 GemiB den oben genannten Anforderungen gilt nun insbesondere:
Die Einheitsvektoren e; bilden ein Orthogonalsystem in dem Sinne, daB
e Xe = es, e Xe3 = —ep
e-e =0 falls i#j . e xe = —es, e xes — e
e3 X e = e, e3 X e = —e;

Es gibt aber auch noch andere Vektortripel mit dieser Eigenschaft. Das
innere Produkt 138t sich entsprechend auf allen endlich dimensionalen
Raumen definieren, es gibt dazu sogar mehrere Moglichkeiten.
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Vektor- oder Kreuzprodukt

Dieses Produkt ist nur im dreidimensionalen Anschauungsraum eindeutig
definiert.

o AW = uxv
Definition B.9 (Vektor- oder Kreuzprodukt) o
Zu je zwei nicht verschwindenden Vektoren u und v bezeichnet man als Flache ist |w]|
Vektor- oder Kreuzprodukt den Vektor w = u x v, dessen Richtung zu L o
u und v orthogonal ist und dessen Lange |w| gleich der Fliche des von u v / P E
und v aufgespannten Parallelogramms ist.
. si ~
Es soll also gelten: lw| = [ullv||sin(e)] \ i InS0/
1
= Julv] (1 - cos’(9)) i A

[luf?[vf? ~ (u-v)?] .

Bemerkung:

Man beachte, daB auf der letzten rechten Seite der Ausdruck unter der
Wourzel nach der Schwarzschen Ungleichung im allgemeinen nicht negativ
sein kann.



