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B-5 Lineare Abbildungen

Definition B.43 (Lineare Abbildung)
Eine Abbildung F : V — W zwischen zwei reellen Vektorraumen V und
W heiBt linear, falls fiir alle u,v € V und X € R gilt:

F(u+v) = F(u)+F(v) Additivitat
F(Au) = AF(u) Homogenitat
Bemerkung

Mit anderen Worten F ist ein Vektorraumhomomorphismus im Sinne der
auf Gruppen und Ringe zugeschnittenen algebraischen Definition A.62.
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Folgerung
Entsprechend zum Lemma A.68 ergibt sich nun auch folgende Aussage
tiber Null, Bild und Kern.

Lemma B.44
(i) Jede lineare Abbildung bildet die Null von'V in die Null von W ab.

(ii) Die linearen Bilder F(U) C W von Unterrdumen U C V bilden
Unterrdume von W.

(iii) Das Kern von F genannte Urbild
Kern(F) = F71(0) = {ueV:F(u)=0eW}

ist ein linearer Unterraum von V.

Die mit V/Kern(F) bezeichnete Quotientenraum von W beziiglich
der durch den Kern definierten Aquivalenz ist isomorph zum Bild
F(V)cw.
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Lemma B.45 (Restklassen beziiglich Untergruppe)
U C V linearer Unterraum impliziert, dass

u~w = u-weld <<= veclU:u=w+v

eine Aquivalenzrelation ist.

Die entspechenden Aquivalenzklassen
[u = {weV:w~u}
bilden einen Vektorraum beziiglich der Operationen

[u+[w] = [u+w] wund Au]=[\u].

Mathematik fr Informatiker |
L Lineare Abbildungen

Beispiel B.46

Betrachte V = W = P,,, den Raum der Polynome mit reellen
Koeffizienten vom Grad kleiner n = dim(7P,) in einer Variablen x. Dann
ist die Differentiation

w = F(v) = v/ =dv/dx

eine lineare Operation, deren Ergebnis wiederum ein Polynom w € V ist.
Mit den Koeffizientendarstellungen

n n
V= g vix' und w= g wix' 1
i=1 i=1

gilt w = F(v) genau dann, wenn
wi=1iviyy fir i=1...n—-1

und w, = 0. Ein beliebiges w € V ist also genau dann das Bildelement
F(v) fiir ein geeignetes v, wenn der héchste Koeffizient w, verschwindet.
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Folgerung B.47

Wir haben dann im n — 1 dimensionalen Bildbereich den Wertevorrat
Range(F) = "
ange(F) = Zi:l wix

Umgekehrt fillt der Koeffizient v der konstanten Funktion x° = 1 bei
der Differentiation weg, und wir haben den eindimensionalen Kern

wj ER} = Pp_1.

Kern(F) = {11x°|y1 eR} = Py

Mit anderen Worten, die Differentiation bildet genau diejenigen
Funktionen auf die Nullfunktion ab, die konstant sind. Wie in diesem
speziellen Fall, gilt fiir beliebige lineare Abbildungen zwischen endlich
dimensionalen Rdumen

dim(Range(F)) = dim(Dom(F)) — dim(Kern(F)) ,

wobei Dom(F) =V den Definitionsbereich von F bezeichnet.
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Von besonderem Interesse sind Abbildungen, die regulédr sind in dem
Sinne, daB ihr Kern trivial ist, d.h. nur aus dem Nullvektor 0 besteht.
Diese Voraussetzung ist dquivalent zu der Eigenschaft, daB es fiir jedes
w € Range(F) genau ein Urbild v € V gibt mit w = F(v). Dieser
Zusammenhang ergibt sich aus der Linearitat wie folgt:

F(uy=F(v) <= F(v)-F(u)=F(v—u)=0 <& v—uc Kern(F).

Mit anderen Worten: die Losung der sogenannten inhomogenen
Gleichung F(v) = w ist eindeutig genau dann, wenn die entsprechende
homogene Gleichung F(v) = 0 nur die triviale Lésung v = 0 hat. Im
reguldren Falle bezeichnet man die Zuordnung des Urbildes v € V zum
gegebenen Bilde w = F(v) € W als die Umkehrabbildung oder die inverse
Abbildung

F~! . Range(F) — Dom(F) .
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Falls sie tiberhaupt existiert, ist die Inverse einer linearen Abbildung auch
immer linear, d.h. es gilt fir v,w e W

Flv+w) = F1(v)+F(w)
FlOw) = AF(w).

Das Auffinden von v = F~}(w) fiir gegebenes w bezeichnet man auch als
Lésen der Vektorgleichung F(v) = w. Im Gegensatz zu skalaren
Gleichungen bezeichnet man Vektorgleichungen auch als
Gleichungssysteme, vor allem wenn sie beziiglich geeigneter Basen
komponentenweise dargestellt werden kénnen.

Die effektive und genaue Lésung von linearen Gleichungssystemen bei
gleichzeitiger Untersuchung ihrer Regularitét ist nach wie vor eine
zentrale Aufgabe im sogenannten Wissenschaftlichen Rechnen. Dabei
werden Ergebnisse und Methoden der Informatik und Numerischen
Mathematik eingesetzt, um Systeme mit Tausenden oder sogar Millionen
von Unbekannten zumindest ndherungsweise zu |ésen.
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Eine zweite fiir die Anwendung sehr wichtige Aufgabe ist die Lésung
sogenannter Eigenwertprobleme, d.h. die Berechnung von aus einem
Vektor v und einem Skalar \ bestehenden Paaren mit der Eigenschaft

F(v) = Av und v #0.

Gilt diese Gleichung, so nennt man X einen Eigenwert und v einen
Eigenvektor der linearen Abbildung F. Die Losung des
Eigenwertproblems wird dadurch erschwert, daB die Eigenwerte und
-vektoren oft komplex sind und F deswegen auf einer komplexen
Erweiterung von V definiert werden muB.

Die praktische Lésung von linearen Gleichungen und Eigenwertproblemen
verlangt die komponentenweise Darstellung linearer Abbildungen mittels
Matrizen genannter Felder von Skalaren.



