Mathematik fiir Informatiker |

L Algebraische Erweiterungen

Mathematik fiir Informatiker |
|

ql ionen und Quoti uren

Hierarchie algebraischer Grundstrukturen

Neutrales Inverses Kommutatives + Inverse bzgl.
Element Element Distibutivitat Multiplikation

- [ing] - [Kaer
\ 7
[ Monoid | ——» | Gruppe

y
1

y
1

Eine Verkniipfung: + oder x Zwei Verkniipfungen: + und %

Definition A.31 (Aquivalenzrelationen)
Man nennt R C M x M eine Aquivalenzrelation auf M und schreibt
dann

x~y<=(x,y)€R

wenn fiir alle x € M die folgenden Eigenschaften gelten :

X ~ X Reflexivitat
X~YyANy~z=— X~z Transitivitat
X~y=—=y~Xx Symmetrie

Fiir jedes x € M bezeichnet
Klr={y e M:x~y}

die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~.

Falls R klar schreibt man einfach [x].
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A-4 Aquivalenzrelationen und Quotientenstrukturen

Bemerkung
Die Menge der unsigned chars 5 basiert nicht direkt auf der
Zahlenhierarchie, sie ergibt sich als sogenannter Quotientenring von Z.

Entsprechend bilden die Drehungen in der Ebene S! eine
Quotientengruppe von R, wobei alle Drehwinkel 1, ¢, deren Differenz
ein ganzes Vielfaches von 27 ist, zusammengelegt werden, da sie als
dquivalent betracht werden.

Beispiel A.32
Fiir x,y € R gilt:

X~y <= xxx=yxy—=— [x]={+x,—x}

Beispiel A.33
Geraden in der Ebene sind dquivalent, wenn sie parallel sind.
Aquivalenzmengen sind alle Geraden mit derselben Steigung.

Lemma A.34 (Quotientenadquivalenz)
Fiir x = (x1,%) € Zx (Z\{0}) 3 y = (y1,y2) gilt:

X~y <= Xykyr=Yy1*Xp
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Lemma A.35 (Restklassen beziiglich Untergruppe)
U C G kommutative Untergruppe impliziert, dass

X~y <<= x—yeU < JzelU:x=y+:z

eine Aquivalenzrelation ist.

Beispiel A.36
Fiir festes m e Z gilt: x ~y <= m teilt x — y.

Beispiel A.38
Fiir Beispiel A.36 nehme Reprédsentant 0 < x < m.

Beispiel A.39

Fiir Lemma A.34 nehme gekiirzten Bruch wo x; und x; teilerfremd sind.

Beispiel A.40
Fiir Beispiel A.33 nehme Gerade durch Nullpunkt.
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Lemma A.37 (Partitionierung)
Sei ~ Aquivalenzrelation auf M.

() X1 =] = x~y
(i) KN =0 <« xdy

(i) Es existiert eine Reprdsentantenmenge M’ C M so dass

VyeM, xeMnlyl]az = z=x

und somit
x,y e M'AN(x#y) = [X#D]
sowie
M= I
xeM’

Definition A.41 (Quotientenmenge)

M/R=M/~={[x]: x e M}

bezeichnet die Mengen aller Aquivalenzklassen von ~ in M. lhre
Elemente werden hiufig mit denen von M’ identifiziert.

Satz A.42 (Quotientengruppe)
Ist ~ durch eine Untergruppe U der kommutativen Gruppe G induziert so
definiert die additive Verkniipfung

X+ D] =[x +v]

auf der Partitionierung G/~ eine Gruppenstruktur, welche mit G /U
bezeichnet wird. Die Restklasse [0] bildet die Null in G/U und [—x] das
negative Element zu [x].
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Beispiele A.43 (Symmetrische Gruppe)
> G=R, U={2nk: kelZ}
» S! = G/U = Richtungen in Ebene = {—7 < x <7} = M’ Beispiel A.46
mZ ist Hauptideal in Z.
Beispiel A.44 (Restklassenringe) Beispiel A.47
G=2Z, U={mx:x€Z}=mZ, M = Z[x] = Menge aller reellen Polynome enthilt x x M = x x Z[x] =
Zm=1Z)(mZ) = {x €Z:0<x<m)} Menge aller Polynome, deren nullter Koeffizient (= konstanter Term)
m T verschwindet.

Bemerkung:
Zpm ist nicht nur Gruppe sondern sogar Ring, da U nicht nur Untergruppe
sondern sogar Ideal im Ring Z ist.

Mathematik fiir Informatiker | Mathematik fiir Informatiker |

ionen und Quoti ukturen L Aqui ionen und Quoti uren

Definition A.45 (Ideal)
Eine Untergruppe U C M heisst Ideal des kommutativen Ringes M

falls S . .
atz A.48 (Quotientenringe)
acUNbeM —=axbel Gilt Satz A.42 und ist U sogar Ideal im kommutativen Ring G, dann
m.a.W. Produkte mit einem Faktor in U gehdren auch zu Y. macht die zusitzliche multiplikative Verkniipfung
Speziell ist fiir jedes a € M die Gruppe [x] % [y] = [x * ]
U=axM={axb:bec M} die Quotientengruppe G/U selbst zu einem kommutativen Ring.
ein sogenanntes Hauptideal in M. gzz ge,c,léan,;Z; 1, so ist die Aquivalenzklasse [1] die Eins im

Bemerkung:
Jedes Ideal ist insbesondere ein Unterrring. K&rper haben keine
Hauptideale auBer sich selbst und {0}.
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Schlussbemerkung

> B = unsigned char = Zjss = Z/256Z ist ein endlicher
kommutativer Ring mit Nullteilern. (z.B. [32] « [8] = [256] = [0])

» Obwohl a/b fiir b # 0 auf dem Rechner immer ein Ergebnis liefert
bedeutet dies nicht, dass a/b = a* b™! fiir ein Inverses Element b~!
in Zose gilt. Vielmehr gilt a/b = rp(a) wie im Folgenden definiert.



