Basistransformation

Umrechnung eines Vektors auf eine neue Basis

Ausgangspunkt

Gegeben sei eine Basis {v1,...,v,} = {v;}i=1..., des linearen Vektorraumes V.
Mittels des Gram-Schmidtschen - Orthogonali- sierungsverfahrens sei eine neue
orthonormale Basis {by,...,b,} = {b;}i=1.. ., erzeugt worden. Die dabei
erzeugten Zwischengréssen b;,i=1...n und aj, i=1...nj=1...(i—-1),
seien verfiigbar.

Es soll eine Formel ermittelt werden, mit deren Hilfe jeder beziiglich der Basis
{vi}i=1...n gegebene Vektor up) € V in eine Darstellung up, beziiglich der Basis
{b;}i=1..n» umgewandelt werden kann.
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Verfahren

| |

Der Ansatz des Gram-Schmidtschen-Orthogonalisierungsverfahrens
i—1
bi=vi+2a,-jbj i=1,...,n
j=1

kann nach v; umgestellt werden. Mit b; = b;/||b;|| erhilt man

i—1
V,':”b,'”b,‘—ZOé,'jbj i:1,‘..,n.
j=1
Mit dem Ubergang von v zu & = —ayj, i=1...n,j=1...i —1, und durch
zusatzliche Einfiihrung von &; = ||bi]|, i =1...n, folgt
i—1 i
V,':&,',‘b,','—FZd,'jbj = Zdijbj:"i i=1,...,n.
j=1 j=1

Damit hat man eine Darstellung der Basisvektoren v;, i = 1...n, als
Linearkombination der neuen Basisvektoren b;.
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Ersetzt man nun die Basisvektoren v; in einem gegebenen Vektor
n
u=up) = (p1, o )l = D Vi
i=1

durch die neue Basis {b;};—1.., erhilt man

up) = Z/J/ivi = Z//Li Zd’lbj = Zui Zd’]bl = Up
i=1 i=1 Jj=1 i=1 j=1

also die gesuchte Formel zur Darstellung uy, des Vektors u beziiglich der Basis
{bi}i=1..n-
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Alte Basis (n = 3):
vi=(2207"  w=(1,0,2)" v;=(0,2,1)"
Gegebener Vektor beziiglich Basis {v;};-1..3:
upy = (w1, 2, pa)g = (1, -2, 3)
Neue Basis aus Gram-Schmidt:

_ (1 1 T _ 2 2 2V2\T _ 2 2 1\T
bl_(ﬁ7ﬁ70) b2_(?77?5T) b3_(7§7§7§)

Koeffizienten ojj aus Gram-Schmidt:
an = -
azr = —v?2 azy = *%

Neue Koeffizienten R

dj=—aj i=1...nj=1...i—1 und &;=|bj|,i=1...n:

a1 = 2v2
Qo1 = % Gop = %
da1 = V2 G3p = 42 b33 = 3
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Nun Umrechnung auf neue Basis {b1, by, b3}:

3 i
Up =D iy b
-1 j=1
= p1611b1 + p1(da1b1 + Goob2) + p3(Gziby + dzaby + dsobs)

= (11611 + poGo1 + p3diz1) by + (p2dioo + padéizn) by + p3daz bs
——

_ 1 5
:2&—2%%& :_Q%Jr%.g =1.2
=2v2 - V2 + 2 =-3V2+iv2
B= 22 B =—1V2 By =3

und damit

upy = (s o, pa)fy = (1L, =2, 1)) = | (32,22, 1)) = upy | = (81, B2, Bs)
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Probe: Umrechnung in kartesische Koordinaten

3 2 1 0 2-240 0
uy =Y mvi=1(2]=2(0]+3|2| =[2-0+1]) =|| 3 | =u
i=1 2 1 0-4+3 -1
% V2 _2
2 6 3
3
up = Y Obi= 22 G | V2| 2|+ 3| g
0 2v2 3
3
3_34_ 10 3_ o 3_3
2 36 18 2 18 2 2 0
— 3 34 10 _ 3 27 _ 3 3 — —
=l2t®tn| =|(2tE] =|2+2 =13 =
68 5 63 7 -3
0-% 1 0-15 0-3 2
und damit

U[\,] = U[b] =u.
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