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D-1 Numerikim Uberblick{ Wasist, waswill 'Numerik' Stufendes'WissenschaftlicheRechnens'

Ausgangsdilemma

Die Modellierungnatur- oder sozialwissenschaftlichetusammeniange
bzw 'Systeme'fuhrt zu mathematischeriGleichungen'die nur in ganz
einfachenFallen per Hand oder sonstvie ‘exakt' gelost werdenkennen.
Zum Beispielkennenschonbei der unbestimmtenintegration Maple und
Mathematica nur in speziellenAusnahmedllen eine Lesungals Formel
angelen.

Eslesstsich soga zeigen,dasseine solche'symholische'Lesungim
Regelfallgarnicht existiert.
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I—Nurnenk im Uberblick { Wasist, was will '"Numerik'

PraktischerAusvweg

Die mathematischerGleichungerwerdenin Computergogramme
umgesetztund, wenn essich dabei um Di erentialgleichungenhandelt
'diskretisiert'.

Die resultierenderSystemdineaer oder nichtlineaer algelraischer
Gleichungenverdendann annaherungswiseeuber dem Raster(=Screen)
der Gleitkommazahlergelost

Die Ergebnisseverdenausgedruckioder bessergraphischdargstellt.
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(i) Modellierung ( desAnwendungssystemp
(ii) Diskretisierung ( von Di erentialgleichungen)
(iii) Dateneingale ( fur aktuelle Situation )
(iv) Lesung ( durch Gleitkomma-Algaithmen)

(v) Datenausgab ( in geeigneter~orm )

Eventuellkennen(iii) - (v) auchinnerhalbeinerWiederholungsaneisung
(Schleife,Schlaufe)ausgetihrt werden(z.B. wenndie Ausgate zur
EchtzeitsteuerunginesSystemdient).
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I—NumerlscheGrundaufgaben und ihre Lesbakeit

Numerischésrundaufgabn und ihre Loesbakeit

Lineae algelaischeGleichungssysteme

Im Prinzip vellig im Gri . Variablenzahljeweils durch Speichergpsseund
Prozesstzahl und -geschwindigkit beschankt.

Nichtlineae algelaischeGleichungssysteme

Lokal, d.h. bei vorhandenerguter Anfangsmherung:wie lineaer Fall.
Global: beliebigschwierigund eventuellunlesba.
Anfangswertaufgalen fer ODESs

Im Prinzip vellig im Gri unabhangigvon Lineaitat.

Randvertaufgaten fur ODEs

Standaddiskretisierungehrt auf lineae bzw nichtlineae algelyaische
Gleichungerund ist entsgechendlesba.

Partielle Di erentialgleichungerPDE

Nur im elliptischenFall schnelllesba, allesandereist Forschungsgebiet
und stesstjeweils an die GrenzervorhandenerRechnerkpaziwmten.
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Mathematik fur Informatiker 111

Glei ing und -ari

Warnung
Alleswird beliebigviel schwierigemenn
I einigeVariablenganzzahligseinmessen
und/ oder
I die LesunggegelenenUngleichungergereigenmuss
wie in der Optimierungublich.

Binardastellung,d.h. Basisb = 2

ist die am hau gsten verwendeteBasisvon Gleitkommazahlen
Auch b = 10 wird zuweilenin Hardware verwendet.

Arten von Gleittommazahlen
I normalisierte Gleitpunktzahl :

m xb ¢ <1

m > 0 =) %

Xx= 0:mpymy; m3 my b®withm;> 0 =) eindeutigeDarstellung

I unnormalisiert: m; = 0 zugelassen=) keineEindeutigleit
I denormalisiert: m; 0; e = emn

Vorsicht:
Rechnemmit denamalisiertenZahlenfuhrt zu verswrkten
Rundungse ekten.

{114
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D -2 Gleitkommadastellungund -arithmetik

Ein Systemvon Gleitkommazahlemwird de niert durch:

I Basis(oder Radix) b (= wublicherveise2)
I Mantissenaingel

I Minimaler Exponent e,

I Maximaler Exponent €max

Teilmengaler reellenZahlenR mit Darstellung

X = 1 SP:ml m{;z

Mantisse m

Vorzeichenbits, Mantissem, Exponente

my be 1° mib® 1+ myb® 2+mgb® 3+:::+mbe

BetragsmassigkleinstenarmalisierteZahl TINY

TINY = 0:1 bemn = pemn 1

Betragsmassiggre te narmalisierteZahl HUGE

HUGE O:(b 1)(b 1)(b 1):::(b 1):::béw== pémx(1 p )

Epsilon(relative Maschinengenauigk) "

ist die kleinsteZahl " fur die 1+ " in Gleitkommaaithmetik nicht 1
ergibt,d.h." b

Merke:

I Mantissenfingel bestimmt die Rechengenauigit.
I Exponentenlereichemax  emin bestimmt denWertebereich.

s2 ;1 m 201 :::;b 1g e2femin;€nint 1,:::; €maxd

{104
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BeispielD.1 (Gleitpunktzahlsystermit Basis2 und
Mantisserdnge3)

X = 0:my mp mg 2° Exponentenkereich 1 e 1

Normalisierte positive Zahlen: m=1; my2f0;1g3 ms
Denamalisierte positive Zahlen: mi1=0; e= 1; mp2f0;1g3 ms

TINY= %; HUGE I; EPSILON 1

denamalisiert

T

e |1 1 1/ 1 1/ 1 1 1000|071 1 1 1

m0/0/0({0| 1|2/ 1|1/2/2/12|1]1 1 1 1

my0[{0l1(/1/0/0|1|1|0|0| 1] 1|0 0 1 1

mg{0[1/0/12{0|1/0|2/0| 1|0 1O 1 0 1
O O T A A T D
16 8 16 16 8 16 2 8 4 8 4 2 7

{134
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L Gleitpunktop erationen

Gleitpunktogerationen

Bemerlensvert
(10/ 80 ) *80 = 1.0

(1.0 /50 ) * 50 6 1.0

Konsequenz
Gleitpunktoperationensteren normale algebraischeRechenregeln,
insbesondereDistributivitat:

Im Allgemeinengilt (a+b) c6a c+b c

Man musssich alsouber die Reihenfolgeder Anwendungvon
OperationenGedanlken machen.

{154
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[ Gleitpunktop erationen

BeispielD.2 (EinfachegenaueGleitommazahlernm Salfad
Fortran 95 Compiler)

b=2 1=24, enn= 125 enx= 128
HUGE 2128 plo 128 108 128 10%
TINY 2 125 1 — ol0 126 (108) 126 10 38
Epsilon 2 2% = o0 ¢ 18 ** 107
FolgerungD.3

Bei Verwendungder Gleitkommazahlerdes Salfad Fortran 95 Compilers
in Standadgenauiglkit wird mit etwa sieben signi k anten
Dezimalstellen gerechnet.

{14t

Allgemeingeltiger Standad: ANSI- IEEE754

(ANSI!  AmericanNational Standads Institute und IEEE! Institute of
Electricaland ElectronicsEgineering.)
Grundideen:

(i) Alle Zwischenergebnissgerdenzur nechstenGleitpunktzahl

gerundet.
(i) The showv must go on. Auch bei Fehlernwird weiter gerechnet.

{164
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I—GlewtkommadasteHung und -arithmetik I—GIewtkc:mmaxdarstellung und -arithmetik

I*Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen LZu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Zu Grundidedi) { Rundungvon Zwischenergebnissen
Auchwennx undy im Gleitpunktbereichliegen,gilt diesim Allgemeinen
nicht fur dasErgebnisx y, wobei 2 f ;+; ;=g. Dannwirdx y
zurachstmit erhohter Genauigkit berechnetund anschlie endzur
nachstliegenderGleitpunktzahlgerundet.

Warnung:

Rundungsfehleentstehenin (fast) jedereinzelnenOperation und
p anzen sichfort.

Rundungsden
9 Algorithmen (z.B. zur Matrixfaktorisierung) mussendesvegenauf ihre
r(x vy nach unten gerundet Stabilitat, d.h. die Verswmrkung oder Abdampfungvon Rundungsfehlern,
(gre te untere Schranle im Gleitpunktbereich) untersuchtwerden.
(x Yy nach oben gerundet
(kleinste obere Schranle im Gleitpunktbereich) BeispielD.4
Verheltnis der Rundungnachoben und unten Gausssché&limination ohnePivotierungist extreminstabil.
Falls e gemeinsameExponentvon ( x y) undr (x y) ist, danngilt Gaussmit Pivotierungist dagegernrecht stabil.
(xy) rxy) 2'2 2'2jx yj; dax yj 32°
q q
om 2° om 2°

174 {194
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[ Gleitkommadarstellung und -arithmetik

I—Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen I—Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Bezeichnetmanalsomit (x y)2fr (x y); ( x y)gdie
Gleitpunktzahl,die am nachstenzu x y liegt, so gilt

. . l . | . . .
ey xyi Fi(xy) rxoyi 20x yi o epsix yj Frage

wobei eps= 2 ! die relative Maschinengenauigt ist. Was passiert,wennx y au erhalb desWertebereichs[-HUGE, HUGE]

liegt, d.h. entwederr (x oder ( x nicht existiert?
Alternative Schreilweise: g (xy) (xy)

| (x y)=(x y) (@+"); wobei j'j eps

BeispielD.5 (Programm)

(x y) bezeichnetdasin Gleitpunktaithmetik erzielte Ergebnisfer REALu,s,t

X Y. s = TINY(u)**2 I ergibt O

t HUGE(u)*8 I ergibt INF, signalisiert OVERFLOW

Konsequenzur relativenFehler:

xy) (xy
%y i"i  eps

{201
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I—Gleitkommadarstel\ung und -arithmetik I—Summation numerischer Reihen
LZu Grundidee (i) { Fortsetzung der Berechnungtrotz Fehlers LFehlerfortp anzung
Zu Grundidedii) { Fortsetzungder Berechnungrotz Fehlers D -3 SummationnumerischeReihen
Mit INF und -INF kann (soweit esgeht) normal weiter gerechnetwerden, Feh|erqutp anzung

ohnedasssichje wiedernormale Zahlenergeten.

(Einige) Rechenregeln

x + INF == INF fur allex 6 -INF ; .

x * INF == sign(x) * INF furx 8 0 Erinnerung:

x /I 0 ==sign(x) * INF fur x 6 0 (x y)=xy (1+") mit eps " eps wobei 2f+; ; ;=g
wobei sign(x) dasVorzeichenvon x liefert.

Unde nierte Operationenwie 0/0, INF/INF, INF-INF und O*INF PrinzipHo nung fur komplexeBerechnungen

ergeken den sehrspeziellenWert NaN  Not a Number. Da Auf- oder Abrundenmehr oder minder zufallig auftreten hebt sich

Da ein NaNnicht mit sich selbstoder etwas anderemverglichenwerden derenWirkung (ho entlich) im Gro en und Ganzenauf.

kann, gilt
x 6 x .EQUIV. .TRUE.

genaudannwennx ein NaNist.

{214 {23{
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I—Zu Grundidee (i) { Fortsetzung der Berechnungtrotz Fehlers I—Fehlerfonp anzung

PositivesBeispiel:Geometrisch&eihe:

xn . 1 n+1
s= x':ix falls x6 1
i=0 1 X

Infektionspinzip: . .
Wennimmer ein NaNals Argument oder Operata einer Operation Einfachgenauesusvertungspogrammin Fortran 95
auftritt sind die ErgebnissaviederumNals. INTEGER,n

Auf dieseWeisewird der gesamteBerechnungszeig als ungultig REAL(KIND=1)x,y,s
ausgewiesen. REAL(KIND=2)check

s=0 ! Partialsumme
y=1 lieweils Potenzvon x
DOi =0, n
S = sty ; y =yX
ENDDO
check = x ; eps = EPSILON(x)
check = (1-check**(n+1)) /( 1-c heck)
WRITE(**) s,check,s/check -1, n*eps

{224 {241
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- Fehlerfortp anzung

Programmergibtfur n = 100und x = 2:0=3:0

s check slcheck - 1 | n* eps
3:0000002]| 3:00000019| 2 10 ® 12 10°
Beobachtungen

I Gleitpunkiert von x ist o0 enbar gre er als % (durch Rundung),da
beide Summengre er als I
2 27 2 " 2
1+ -+ — + + = —
3 3 3 3
I z }

I Der beobachteterelative Fehler zwischeneinfachund doppelt
genauer_esungist lediglich2 10 8, d.h. von der Gre enordnung
der Maschinengenauigt, obwohl wir 100 Operationendurchgethrt
haben. Die Rundungenscheinersich partiell aufgeholen zu haben.

I Eine exakte Abschatzung fur denworst case(d.h. schlimmsterFall)
ergibt denWert (1 + eps)® 100 eps alsrelativenFehler.Das
lasstsichwie folat herleiten. (251
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L summation numerischer Reihen
[ Fehlerfortp anzung

TheaetischeSchrank desFehlersim obigenProgramm

Furyi.s = (yi Xx) als berechneteWert vony im i-ten Schritt gilt:

Yo=1

Y1 =X

Vo= (y1 X) = x2(1+ ") N

ya= (Y2 x) = x3(L+")(1+"3) = x3(1+ )" wobej*sj eps
Ya= (ya X) = XL+ )31+ "s) = x*L+ )3

&/i = Xi(1+ '.'.i)l 1

S’n = x"(1+ )" 1

Mathematik fur Informatiker 111
L summation numerischer Reihen
L Fehlerfortp anzung

Entsprechenderhalt man fur die Pa!'tialsummens-ﬂ = (s+y)als
berechneteWertevon1+ x:::+ x*1

5= (Yot+ty) = (I+x)=(Q+x)(1+ "n)
2= (s1+Y2) = (s1+ Y2)(1+ "ni2)
L+ X)L+ "per) + X3(L+ ") (14 "ns2)

@+ x+ X)L+ %42)? fur j*ne2j eps

S$= L+ x+x2+  + XML+ )" s@@+")"

=

sodassfallseps = () n eps 1

nn 1), .

(= 1)j=jd+")" 1=1+n"+ 1 nj"j n eps

ErgebnisWorst caseerra - Abschatzung:

jss=s 1 n eps

Mathematik fur Informatiker I
L summation numerischer Reihen
[ Fehlerfortp anzung

NegativesBeispiel(d.h. Prinzip Ho nung versagt):
HarmonischeReihe

% 1 (mathematisch,in exakterArithmetik)

|

i = 15.403 auf Grievank's Laptop, in einfacherGenauigkit

=1 § (fur alle hinreichendgro en Summations-Schrardn
' = Zahl der Terme)

Frage:

Was passiert?

Antwort:

Die Summationbleibt irgendwann liegen da die zusatzlichenTermeim
Vergleichzur berechneternleilsummezu klein werden.

{281
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LFehlerfortp anzung

BeispielD.6 (Programm,dasdie hamonischeReihesummiert,
bis die Partialsummerkonstantbleiken:)

Erklarung: REAL(KIND=1)salt,sneu,one
Betrachte kleinenSummandery und gro en Summanden salt =-1 ; sneu=0; one=10 ; n=1
X = O:mumy:::m 28 sodassX = x + 2 '*¢ die nachstgre ere DOWHILE(sneu 6 salt)
Gleitpunktzahlzu x istundx = x 2 '*€ ist die nachstkleinere salt = sneu
Gleitpunktzahlzu x. sneu = sneu+one/n
n =n+l
2 1 x X X 2° ENDDO
' : . ) ' WRITE(*,*) sneu,n
2 I+e 2 I+e
Ergebnisauf Grievank's Laptop

Konsequenz: sneu - 15403

ivi 1 I+e — I 1+e i+ i — = 3 N
Fallsjyj< 52 =2 gilt immer (X +y) = Xx. n = 2097152 2 10°
Eine hinreichendeBedingungist: jyj jxj eps. Laufzeit %Sekunde

D.h. obigerSchleifenlerper wird in etwa 10° mal pro Sekunderausgedihrt
(entspricht ca. 10 Mega ops, d.h. 10 Millionen Operationen/Sekunde.)

{294 {314
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L summation numerischer Reihen
I—Fehlerfonp anzung

Vergleichzur theaetischenHerleitung

Am Beispielder harmonischerReihegilt nach(n 1) Termen:
n= 2097152 ergibt In(n) n EPSILONX) = 3:6

X1, Zn
X = } & }dz = In(n):
g | 1 Z Frage:
o N . . . Was passiertbei Ausfuhrung desobigenProgramms,wenn statt mit
Als:: blelpt die Summationliegen(d.h. die Partialsummenwachsennicht einfacherGenauigkit (d.h. KIND=} nun mit doppelt genauen
mehrweiter) wenn 1 Gleitkommazahlen(d.h. KIND=2 gerechnetwird?
jyi= > In(n) eps
was auf jedenFall gilt wenn Antwort:
J 9 Das Programmlauft ewig da eps * und damit dannauchn um Faktor
1 2%8=224 220 110° gewachsenist.
& .
eps In(n) In Sekunden:
11 1
10° s= ¢ h= 25 10* h= 25000Stunden 1000 Tage

6 2 36 108

{3014 {321
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L summation numerischer Reihen
LFeundungsﬂehlerabsthtzung bei Riemann

Verallgemeinerunder harmonischerReihe:
Riemannsch&etafunktion .
Partialsummen:

P
(x) = kix fur x> 1 n(X) = & wachsenmonotonmit n und sind nachoben durch X+
- =1
k=t beschankt, haben alsoeineneindeutigenGrenzvert (x).

Konvergenzbweis mittels Integralschrank ) o ) o
PraktischeNotwendigleit: Diskretisierung

Hier, wie hau g in numerischeMathematik mussmathematisches
L\ X 1 2 dy x+1 1 Problemdurch Ausfuhrung endlichvieler Operationenauf endlichvielen
Variablenanmaherungswisegelost werden.Hier einfachAnnaherungvon
k=1 1 (x) durch (x). Der entspechendeAbbruchfehlerj (x)  n(x)j kann
1 1 X hier einfachmit Hilfe einerIntegralschrank abgeschatzt werden.

=1 = Unabhangigvom in der NumerischemAnalysisbetrachteten
1 x x 1 Diskretisierungsfehleist der Rundungsfehleru bereicksichtigen.

{334 {35{

Mathematik fur Informatiker I
L summation numerischer Reihen
[ Rundungsfehlerabsctatzung bei Riemann

Mathematik fur Informatiker 111
L summation numerischer Reihen
I—Rundun(_;sfehlerabsc?nlzung bei Riemann

Rundungsfehlerabsatzungbei Riemann

. Ferb; > 0
n(X) = (X)) ax) = k * k X 2 bi+ by +by + by i+ b + by
K1 K = it bgt+ by 1+ +bg 1+, +by 143 i+ b, 1+, g
VA
= ® k X 1k"dk:klx1 1 ' = b1+ " b1+ bl a1y gt
_ n 1 X oy KT X1 %) oy
k=n+l =) hb1+:::+ bn byt bﬁ,+:::+ bn _
i i
_ 1 _ 1 ol by 1+eps" ' 1 +b, 1+eps" ' 1 +::i+ b, 1+ eps
n 11 x) n* 1(x 1)
bi+by(n 1)+ (n 2bs+(n 3)bg+ :::+ b, eps
s
x 1 1 .
) n ol x 1) Mit andererWorten:
Der anderj + 1-ten Stelle eingelsachte Summandwird (n ) -malin

den Operationenvon einerRundungbetro en und tragt entsgechendzur
Gesamtfehlerschraeloei.

{341 {361
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L Summation numerischer Reihen
L Konvergenzbeschleunigung(1. Stufe nach Wijngaard)

Schlussfolgerung:

Um Rundungsfehlezu minimierensollten Summenmeglichstvom
kleinstenzum gre ten Summandergebildetwerden.Bei konvergenten

(ho entlich monotonfallenden)Reihensollte von hinten, d.h. reckwarts

summiertwerden.

BeispielD.7 ( (2) auf G's Laptopin einfacherGenauiggit:)

8
g 2-6= 1:6449340:: exakt

@) = x 1 1:6447253 vorwerts bis. liegenbleiben n = 4097
k=1 k2 E 1:6446900 ruckwarts vom gleichen n = 4097
1:6449339 reckwarts mit n= 223 = 8388608
Bemerkung:

Durch Ruckwartssummationkennendeutlich mehr Summanderder Form

1=k x mit n> 4097ihren Beitrag zur Gesamtsummédeisten. Mehr
Summandereu benutztenbedeutetaber, den Diskretisierungsfehlezu
verringernund damit den exaktenWert (x) besserzu approximieren.

{374

Konvergenzéschleunigungl. Stufe nachWijngaad)
Beobachtungoei Riemann:

(x)—1+i+ +71+ 1+71+
T X L0010, 102

S
spatere Terme andern sich nur langsam

Idee:

Erste grobe Annaherungmit by = kix

a=bi+by, 2+ by 4+ +(by) 2 > =by+by+bg+ by

. P
Reiheder 2'b, konvergiertviel schnellerals  by. Die Korrektur erfolgt
durch transfamierte Terme

Mathematik fur Informatiker 111
L summation numerischer Reihen
I—Rundun(_;sfehlerabscmlzung bei Riemann

AbschatzungdesRundungsfehlers
Vorwerts:
xXn 1 xXn n 1 2
eps F(n k) = eps oz K
k=1 k=1
Reickwarts:
X

k2
k=1 k=1

X
k = eps K eps In(n)

eps
Vergleich:

2
eps n 3 eps In(n)

eps nF In(n) epsn

2

6

{381{

b3 .
a = b 2
i=1
{3914
Mathematik fur Informatiker I
L summation numerischer Reihen
[ Konvergenzbeschleunigung(1. Stufe nach Wijngaard)
SatzD.8
Satz: Fur by = k * oder anderemonoton konvergierendéreihengilt im
Grenzvert
% * o
be= (1) g
k=1 j=1
Bemerkung

Bemerkung:Die neueReiheist alternierend,wobeia;  bj, d.h. die
einzelnenTermegehennicht schnellergegenNull als die der
Urspungsreihe.

{401
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L summation numerischer Reihen
I*Konvergenzbeschleunigung(l Stufe nach Wijngaard)

IdeedesBeweises:

Betrachte, wie oft by in g auftritt

Vorz jnk|1]12|3|4]|5 718(19(10|11]12
+ 1 12 4 8
2 1 2 4
+ 3 1 4
4 1 2
+ 5 1 2
6 2
+ 7 2
i 1(1(1)1(1 1 Diiiiiin
mit Vorzeichen

Bemerkung

Bei Riemannkennendie & = &(x) soga explizit berechnetwerden.

Mathematik fer Informatiker 111
L summation numerischer Reihen
I—Schlussfoll_;erungenaus dem Summationsbeispiel

Schlussfolgerungeausdem Summationsbispiel

I Die Behandlungmathematischeund andererModellierungspobleme

bedingt dasAuftreten von Abbruchs-

Diskretisierungsfehlersowie

RundungsfehlernBeide sollten abgesciatzt und meglichst minimiert

werden.

I Gleitpunktaithmetik ist wederkommutativ noch assoziativ,

distributiv usw.

Spezielle Konsequenz: Betragsn® ig fallendeReihenvon hinten

summieren!

I Esist erstaunlicheinfach,an die Grenzender Gleitpunkt- und

Ganzzahlathmetik zu sto en.

I VieleJobs( Programme,Daten) laufenentwederim Sekunden-
oder Stundenlereich.Beobachtungder Abarbeitung im

Minutenbereichist relativ selten.

I Mathematischendlichist nicht gleichrechentechnisclendlich

Mathematik fur Informatiker 111
L Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

D -4 Lesung(nicht-)lineaer Gleichungssysteme
Methoden zur Lesungdeslineaen ProblemesAx = b mit
dim(x) = dim(b) = n

I CramerscheRegelx, = ( 1)'det(A;)=det(A) furi = 1::n
(In A; wird diei te Spaltevon A durchb ersetzt)

I Gauss-Elimination P A = LU Faktorisierung
( P Permutation, L unterhalbund U oberhalbdreiecksérmig)

I Schmidt-Ortogonalisierung A = QR Faktorisierung
( Q orthogonal, R oberhalbdreiecksérmig)

I Fixpunkt Iterationx x MF(X) mit F(x) Ax b
(M 2 R" " angemhertelnversesodassM A 1)
Hinweise:
I Fur (eindeutige) Losbakeit ist mberall det(A) 6 0 vorrauszusetzen.
I LeseLUx = b bzw QRx = b durch Substitution/Transmpnierung.
I Die letzte Methode lasstsich auch auf nichtlineaesF (x) anwenden.

{ 43¢

Mathematik fur Informatiker I
[ Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

Lineaisierungdes'Freistoss'Beispieles
Das nichtlineae Systemvon 3 Gleichungerin 3 Unbekannten
X1 X2 49 xZ 2

10 In(1+ 01 x3 x1) 25
(2 98 x) (£+01 x)+ pl—§

F1(x1; X2; X3)
Fa(X1; X2; X3)
Fa(x1; X2; X3)

I n
[eNeNe]

hat die Jacobimatrix

@ @:i i=1;2;3
FUx) —=F(x —
(x) Z -
X2 98 Xg X1 0
g 1+O:f3x1 X3 0 1+O:lex1 X3

. 9:8
z(x) % +01 xg szig"l

mit z(x) 98 (m+ )+ e 98 x))=3 98 £+ ix
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L Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

Lineaisierungdurch Jacobimatrix
Fallsfur F : R"! R" die n> Komponentender Jacobimatrix

@ @i i=1;:;n
FO(x —F(x —
( ) @ ( ) @i j=1;mn
bezuglich jederder Variablenxy;:::; X, Lipschitz-stetigsind, so lasstsich

ausdem Hauptsatzder Di erential- und Integralrechnundherleiten,dass
fur jedenSchritt s 2 R" gilt

kF(x+s) [F(x) + FU{x)s]k ksk?

Hierbei ist F9(x)s ein Matrix-Vektor Produkt und k Kk ist eine Vektor-
bzw. Matrixnorm (sieheAbschnitt B-3) mit

kFox)  FYqy)k kx  yk

Fx(s) F(x)+ FYx) s ist als Funktion desvariablenVektors s die
Lineaisierung( verallgemeinert&rangente) von F an der Stelle x.

Mathematik fer Informatiker 111
L Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

Newton'sMethode im Vektarfall

Setzt man die LineaisierungF,(s) = F(x) + FAx)s zu null so erhalt
man daslineae Gleichungssystem

As=b mit A=FYx) und b= F(x)

Die Losunglasstsich ausdrcken als
s=A'= FYx) 'F(x)

und heisstNewtonschritt
WiederholteBerechnungvon s und anschliessendmkrementierung
X X+ s ergibt Newton's Methode

x4 s it FYx®Y sk = F(x®))  fur k= 0;1;:::

Hierbei zahlt der hochgestelltelndex (k) die Iterationen.

Mathematik fur Informatiker 111
L Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

Warnung:

I Das Verfahrenmussabgeliochenwerdenwenn det(F9(x())) null
oder sehrklein ist.

I Im letzterenFalle werdendie Schritte sK) typischerisesehrgross
und fuhrenhau g zu Argumentenx&*D wo F garnicht mehr
ausgewrtet werdenkann.

I Zur VermeidungdiesesProblemswird s) manchmalmit einem
Dampfungsfakto () < 1 multipliziert, der dann Schrittweite
genanntwird. Wir iterierenalsoe ektiv

KD = 50 ROy 1E (x(K)

Die Bestimmungeinesgeeigneten () heisstauch Strahlsuche(engl:
Line Seach).

Mathematik fur Informatiker I
L Lesung (nicht-)linea rer Gleichungssysteme

Lokale Konvergenz/on Newton

SatzD.9 (Satz von Kantarovich)

Seidie Vektorfunktion F : R" ! R" einmaldi erenzierba und besitze
ihre JacobimatrixF%x) 2 R" " die Lipschitzlonstante .

Weiterhin seix© ein Punkt an dem FY(x(©) regukr ist und somit eine
InverseF(x@) 1 existiert. Mit k k als induzierteMatrix-Norm folgt
dannaus

Fix@y 1 ? F(x©)

dassNewton'sMethode zu einerLesungx( ) mit F(x({ ) = 0 konvergiert.
Die Konvergenzgeschwindigk ist quadratischin dem Sinnedassfur eine
Konstantec und alle k gilt

K6 O e 0 O 2

Bemerkung:

Je nichtlineaer ein Problemumsogresserist  und destostarker ist
damit die Bedingungan x© . Wird praktisch nie uberpreift 11!



Mathematik fur Informatiker 111
I—Gevw)hnhche Di erentialgleichungen (ODE)

D-5 GewhnlicheDi erentialgleichunge{ODE)

(nach Hartmann, Mathematik fur Informatiker)

De nition D.10 (GewshnlicheDi erentialgleichunger{ODE))

Eine Gleichung,in der neken derunabmngigenVariabIennx und einer
gesuchtenFunktion y = y(x) auch derenAbIeitungenﬁTﬁ’ = y(M(x) bis
zur Ordnungn auftreten, heisstGewehnliche Di erentialgleichung
n-ter Ordnung (ODE) .

Sind ausserdenein X, ausdem De nitionsbereichvon y(x) und

von einemAnfangswertproblem.

Mathematik fur Informatiker 111
I—Ge\whnllche Di erentialgleichungen (ODE)
L Sepaable Di erentialgleichungen

Seien z, 1 Z,
G(y) = ——dy; F(x) := f (x)dx
) ) y (x) . (x)
die Stammfunktionenvon - bzw. f (x).

a(y)

Dabei wurdenfur Integrationsvaiable und Obergrenzeder Integration
dasgleicheSyminl verwendet.

Auf J ist GYy) = 5y 6 0 (VoraussetzungSatz D.12), daherist G

strengmonotonund besitzt eine UmkehrfunktionG 1.

Dannist aber
y(x) = G YF(x)
die LosungdesAnfangsvertproblemsy®= f (x) g(y), y(Xo) = Yo.

514
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I—Gevmhnhche Di erentialgleichungen (ODE) I—Ge\whnliche Di erentialgleichungen (ODE)
I—Sepaab\e Di erentialgleichungen [ Sepaable Di erentialgleichungen

Probe:
Gly(x) = F(x) =) GYy(x) yAx) = FAX) = 55655 YA¥) = f (%)
De nition D.11 (SepaableDi erentialgleichung) =) yAx) = F(x) g(y(x))

Eine Di erentialgleichungF(x;y;y% = 0 ersterOrdnungheisst
sepaabel, wennsiesichin der Form

SepaableDi erentialgleichungen

Anfangswert: y(Xo) = Yo

Fx)=0 =) y(x)=G *(F(x)) =G *(0)

G(Yo)=0 =) G *0)=Yo
darstellenlasst,wobeif :1 | R,g:J ! R stetigeFunktionenauf =) G Y0) = yo = y(x)
denlintervallenl R,J R sind.

y°=f(x)a(y)

SatzD.12 (Lesbakeit: Anfangswertproblemsepaabler ODE) SatzD.13

Eine sepaable Di erentialgleichungerster Ordnungmit der
Anfangstedingungy(Xo) = Yo far xo 2 1, yp 2 J, hat im Intervall J eine
eindeutigeLesungy(x) : I ! J, falls

Das Anfangsvertproblemydx) = f(x) g(y), mit Funktionenf : 1 ! R,
g:J ! R, unddemAnfangsvert y(xo) = Yo 2 J, hat die eindeutige
Lesungy, die man erhalt, wenn man die folgendeGleichungnachy

au est: z
gly)6 0 8y2J: Y1

{504
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- Lineare Di erentialgleichungen erster Ordnung

Lineae Di erentialgleichungerersterOrdnung

De nition D.14 (Lineae Di erentialgleichung)
Di erentialgleichungen,bei denendie Funktion y = y(x) und ihre

Ableitungennur in linearem Zusammenhan@uftreten heisserLineare

Di erentialgleichungen .

Lineae Di erentialgleichungenerster Ordnung haben die Form

y*+ a(x)y = f(x):

Ist die Funktion f (x) 0 auf der rechtenSeiteidentischNull, so heisst

die Gleichunghomogen, sonstinhomogen.

Die Funktion F(x) auf der rechtenSeite heisstQuellfunktion .

Mathematik fur Informatiker 111
I—Gevmhnhche Di erentialgleichungen (ODE)
[ Lineare Di erentialgleichungen erster Ordnung

SatzD.15 (Lesunghomogenetineaer ODE)

Ist a(x) auf demIntervall | stetig, so lautet die vollstandigeLesungder

lineaen Di erentialgleichungy®+ a(x)y = 0

y(x)=c e A®

wobei ¢ 2 R und A(x) eine Stammfunktionvon a(x) ist.

SatzD.16 (Lesunginhomogenelineaer ODE)
Die inhomogenlineae Di erentialgleichungy®+ a(x)y = f(x),
fia:l ! R stetig, xo 2 |, besitzt die vollstandigeLosung
Z X
y = f(t)erdt+c e AX

Xo

wobei ¢ 2 R und A(x) eine Stammfunktionvon a(x) ist.

{53{
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I—Gev@hnllche Di erentialgleichungen (ODE)
LLineare Di erentialgleichungen n-ter Ordnung

Lineae Di erentialgleichungem-ter Ordnung

De nition D.17 (Lineae ODE n-ter Ordnung)
Eine Di erentialgleichungder Form

YW+ ax)y" D+ 4 1(X) Y0+ a(x)y = f(x)

heisstlineare Di erentialgleichung n-ter Ordnung.

Dabei sind die Funktionenf ;g : 1 ! R aufdemIntervall stetig.

Die g heisserKoe zientenfunktionen, f heisstQuellfunktion.

Ist f = 0, soheisstdie Gleichunghomogen, sonstinhomogen.

Mathematik fur Informatiker I
I—Ge\whnliche Di erentialgleichungen (ODE)
I—Lineare Di erentialgleichungen n-ter Ordnung

Satz D.18 (Existenzund Eindeutigkit der Loesung)
Sei
yO+a(x)y" P+ +an 1) Y0+ an(x)y = f(x)

einelineae Di erentialgleichungn-ter Ordnungmit &;f :1 ! R und

X0 2 |.

Dann gibt eszu den Anfangsverten
y(x0) = bo;  yAxo) = by iy P(xo) = by 1
genaueinelLosungy = y(x) diesesAnfangsvertproblems.

DieseLesungexistiert auf dem ganzenintervall | .

{554
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I—Gevw)hnhche Di erentialgleichungen (ODE) I—Gemle'mllche Di erentialgleichungen (ODE)
LLH‘IEEIS Di erentialgleichungen n-ter Ordnung LLineare Di erentialgleichungen mit konstanten Koe zienten

De nition D.20 (Chaakteristischefolynom)

. Das Pol
SatzD.19 (Lesungsstruktutineaer ODE n-ter Ordnung) asrolynom
Die MengeH derLesungerny : 1 ! R derhomogeneriineaen p( )= "+a "1+ ta, 1 +ay
Di erentialgleichungy™ + a;(x) y" D+  +a, 1(X)y%+ an(X)y = O _ o _
mit a :1 ! R bildet einenreellenVektorraum der Dimensionn. heisstchaakteristischesPolynom der homogeneriineaen

Eine BasisdesLesungsraumesi nennt man Fundamentalsystem. Di erentialgleichungn-ter Ordnungmit konstantenKoe zienten

(n) (n 1) 0 - 0
JedelLesungy derinhomogenerGleichung y'tay +  tay a1y tay =0

yW+a(x)y™ D+ a1 () YO+ an(x)y = feomitfil IR
hat die Form Y= Yot v Fortsetzung:Lesungdeshomogenergystems
) _ ° ) ) AusdenNullstellen ;i = 1:::nmit p( ;) = 0 deschaakteristischen
WOb_EI Xn 2 H eine I__osungder homoge_nerund ys einespezielleLosung Polynomskann ein Fundamentalsystenfiur die homogene
derinhomogenerDi erentialgleichungist. Di erentialgleichungn-ter Ordnungkonstruiertwerden.
Dazuist eineFallunterscheidunghach der Vielfachheitder Nullstellen ;
netig:
{574 {59{
Mathematik fur Informatiker 111 Mathematik fur Informatiker I11
I—Gevmhnhche Di erentialgleichungen (ODE) I—Ge\whnliche Di erentialgleichungen (ODE)
I—Lmeare Di erentialgleichungen mit konstanten Koe zienten I—Lineare Di erentialgleichungen mit konstanten Koe zienten
Lineae Di erentialgleichungermit konstantenKoe zienten 2 R ist einfacheNullstelle

. R . . .
Fur inhomogendineae Di erentialgleichungenn-ter Ordnung(siehe Dannist e eineLesungder Di erentialgleichung.

De nition D.17) existiertkein allgemeined esungsverfahren. . . .
K g g = + i 2 CisteinfachekomplexeNullstelle

ein Fundamentalsystenangegelen werden:

LesungdeshomogeneiSystems 2 R ist k-fachereelleNullstelle

x'eX; i=0:k 1
m 4+ a (n 1) 4 + 04 =0 . . .
y 1y &8 1Y '+ any sindk linea unabhangigeLeosungen.
Lesungsansatz Exponentialfunktion y(x) = e * und damit
= +1i 2 Cistk-fachekomplexeNullstelle
yo=e X yrg= e yg= ey = e

xe *cos x; x'e *sin x; i=0;::::k 1

Einsetzenin die Di erentialgleichungliefert sind die 2k linea unablengigeLesungsfunktionen.

BeispielD.21
SieheHartmann, Mathematik fur Informatiker, S.352 .

{584 {604
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e “+ g e *+ +a,1 € *+aye
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Mathematik fur Informatiker 111
L Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
I*Systemevon ODEs und ihre numerische Lesung

D-6 EulerVerfahrenfur Systemevon ODEs

Systemevon ODEsund ihre numerisché.esung

In vielenAnwendungerwird der Zustand einesSystemszum Zeitpunkt t
durch einenVektor

X(t) = [xa(t);xe(t);:x ()] mit n>0
beschrielen. Die Anderungsgeschwindigk x  dx(t)=dt desZustandes
nachder Zeit ergibt sichhau g als Funktion F(x(t)) mit F: R"! R"
eben diesesZustandes Also erhaltenwir das Systemgewshnlicher
Di erentialgleichungen

x(t) = F(x(t)) kurz x = F(x)

Das Systemheisstautonom, da die Zeit t auf der rechtenSeite nicht
explizit, sondernnur mittelbar mber x = x(t) vorkommt. Diesesist keine
Einschankungda ein nichtautonomesSystemx(t) = F(t;x(t)) sich
autonomumschreilen lasstindemmant als nullte Zustandslomponente
Xo(t) hinzufugt und somit fer x  (Xo;X1;:::;%,)" erhalt

d X0 t 1

at” x  x  FX F

Mathematik fer Informatiker 111
L Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
I—Syslemevon ODEs und ihre numerische Lesung

Auch ODEshehereOrdnungenlassensichin Systemevon ODEserster
Ordnungumschreilen, indemman z.B. die erste Ableitung y° als neue
abhangigeVariablev  y° de niert und danny®durch v° ersetzt. So
wird zum Beispielaus einernichtautonomenDi erentialgleichung zweiter
Ordnung

y? = f(ty;y9)
dasautonomeSystemersterOrdnungin dendrei Variableny, t,
yr yundy, y°

2 3 2 3
¥8 1

405 = 4 v 5
% f (Yo; y1;¥2)

Entsprechendlassensich Anfangstedingungerumschreilen.

Die Umformulierungals System1.0Ordnungere net die Meglichleit
numerischeStandadmethaden und Software fur die Lesungautonomer
Systemeerster Ordnungmit Anfangskedingungerzur Anwendungzu
bringen.

Mathematik fur Informatiker 111
I—Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
L systemevon ODEs und ihre numerischeLesung

SatzD.22 (Existenzund Eindeutigkit der Lesung)

SeiF:D R" ! R"ineinemoenem GebietD lokal Lipschitz-stetig.
Dann existiertfur jedenPunkt y, 2 D einIntervall (a; b) 3 0 und eine
eindeutigeLosungy(t) 2 D derODEy = F(y) fura< t < b mit

y(0) = Yo.
Bemerkung:

(i) Fur die ExistenzeinerLesungist die Stetigkeit von F hinreichend.
Vorraussetzungron Lipschitz- Stetigkeit ist fur die Eindeutigleit
der Lesungund die KonvergenznumerischeNerfahrenerfarderlich.

(i) Daslntervall (a; b) kannso grossgewahlt werden,dassy(b) den
Randvon D erreicht.

{63{
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I—Eulev Verfahren fur Systemevon ODEs
[ Eulers Methode und andere explizite ODE-Leser

EulersMethode und andereexplizite ODE-Loser

Die meistenODEshaben keine geschlossedarstellbae Losung.

Die Lesungkann aber durch numerischeMethoden mit (mehr oder
weniger) beliebigerGenauigkit approximiert werden.
NumerischeApproximationensind auch alles,was zur Berechnungder
mathematischerStandadfunktionene, sinx etc. zur Verfugungsteht,
da dieseFunktionenals Loesungvon ODEsde niert sind.

Die einfachstenumerischeMethode zur Lesungvon ODEsist das
Explizite (Vorwarts) EulerschePolygonzugverfahren.
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L Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
LEulers Methode und andere explizite ODE-Leser

Explizite(Vorwarts) Euler-Methale

Mathematik fur Informatiker 111
I—Euler Verfahren fur Systeme von ODEs
L Eulers Methode und andere explizite ODE-Leser

Erlauterung

Die angermherteLesungyr -, konvergiertgegendie exakteLesungy(T)
der ODE wenn die Schrittweite h = T =n gegenNull geht. Das bedeutet

aber dassdie Anzahlder Eulerschritteund damit der
Berechnungsaufand gegenl gehen.

Frage:

Kann der Approximationsfehlekyy -,  y(T )k als Funktion der

Schrittweite h = T =n dargestelltund somit zur Bestimmungeiner
verrenftigen Schrittzahln genutzt werden?

Antwort: JA!
Im vorliegendenspeziellenFall gilt

. Y7 =h 1_
imoym on

und somit erfellt der Fehler

yr=n Y(T) = h( 3T ?)+ O(h?)

{674

Seiy(t) die exakteLosungvony(t) = f(t;y(t)) mit y(0) = vo.
Y y(T)
_-eYn = Vi=n
exakterWert -
ykh
Vel YR =Ty
y(0) k-ten Schritt Anstiegder
7 erechnetenMert y(t) derLpsung
y(t) in tk
h  2n  3n ‘ te=k h Tt
Gesuchtwird alsoy,  y(t) furk = 0;:::; & mit t = k h:
‘Yk+1 Yk + h(te;yx) ‘ Y(tk+1)
{651
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[ Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
I—Eulevs Methode und andere explizite ODE-Leser
BeispielD.23 (Autonomelineae ODE)
y= y mit 2R und yo=1
Anwendungvon EulersMethode:
Yyi = Yothyo = (1+h)yo
Y = yithyr = (1+h )y = (1+h )3
Yo = (1+ hfyo = 1+ h)
Yo = I+ Mo = (1+ h)F

Vergleichmit exakterLesung:
y(t) = exp( t) ergibt am EndpunktT

T
h

y(T)=e " rHn’g(1+ h)

S|

{66{
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I—Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
[ Eulers Methode und andere explizite ODE-Leser

Beweis.

T T=h
lim e "(1+ h) 1
ht' 0 h

Td

— lim e 7eT:h|n(1+ h)
i 0 dh

- T T
- H T T= h
= rI]!moe @+ h e In(L+ h)+ 7h(1 P_—

= IimiT + + h
" noz2h 1+ h) @+ h @+ h)?

T 2

|
Nl

{68{
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L Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
LEulers Methode und andere explizite ODE-Leser

FolgerungD.24 (Approximationsfehleder Euler-Methale)

Fur alle Lipschitz-stetigenProbleme(d.h. die rechte Seite F(t;y;y) der
ODE ist Lipschitz-stetig) liefert das Euler-\erfahreneine numerische

Lesungmit

yr=n Y(T) = c(T)h+ O(h?):

Deshalbnennt man dieseMethode auch
VerfahrenersterOrdnung:

Die Verdopplungder Approximationsgenauigéit durch Halbierungder

Schrittweite h verdoppelt den Berechnungsaufand.

{1691
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Mathematik fur Informatiker 111

[ Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
I—Eulevs Methode und andere explizite ODE-Leser

Explizite(Vorwarts) Euler-Methale

Seiy(t) die exakteLesungvony(t) = f(t;y(t)) mit y(0) = vo.

g y(T)
exakterWert
ykh
Vel YK =f iy
y()= k-ten Schrjtt Anstiegder
1 erechneteert y(t) derLesung
y(t) in tg
h  2n  3h ‘ te=k h Tt
Gesuchtwird alsoyi  y(ti) furk = 0;:::; & mit t = k
[Ver W+ ()| Y(tees)

{74

Frage:

Gibt esVerfahrender Fehleradnungp so dass

gilt und damit die Halbierungder Schrittweite h zu einer Reduktiondes

Kyn  Y(T)k= c(T)hP + O(hP*)

Fehlersum den Faktor (3)P fuhrt ?

Anwort: JA!

p=2
p=4
p=5

Mittelpunkt - Regeloder Heun'schesVerfahren
Runge-Kutta4. Ordnung
Runge-Kutta-Fehlberg

{7014
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Runge-KuttaVerfahrender Ordnung2 und 4

Mittelpunkt-Regel

I tger=2 = te+ O5hy;  teer = te+ hy
I Yisr=2 = Yk + 0:5h f(teyi)
b oYker = Ykt M (teer =23 Yirr =2)

Runge-Kutta4 (Standadwahl)

I oteer=p = W+ 05hy; teer = te+ h
| Yierza = Yi+ 0:55hif (b k)

I Yisr=2 = Yk + 050 f (tees =) Yir1=4)

I Yiez=a = Ykt N (teer =2 Yisr =2)

P oYk+1 = Wt

B f (teiyi) + 2f (ties =23 Vier=a) + 2 (tkar =23 Yir1=2) + T (tiess s Y =a)

{724
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Visualisierungler Verfahrensanung

Fur einenbeliebigennumerischerntegrata folgt ausder
vorrausgesetzterBeziehung

kyr=n  Y(T)k = c(T)hP+ O(hP*t)  ¢(T)hP
durch Logaithmierung, dass

log kyr=n y(T)k  p( log(h)) log(c(T))

Die linke Seiteist ein Ma der korrekt berechneterDezimalstellerin der
Lesung.Sieist nun anmaherungswiseeinea ne Funktion von log(h)
alsoeineGerade derenSteigunggeradedie Ordnungp der Methode ist.

Um die OrdnungeinesVerfahrenszu prufen kann man die Schrittweite

zum Beispielwie hy = T =2k fur k = 1;2::: variierenund die

entspechenderfFehler log kyr-n,, y(T)k wuberdenAbzissenwrten
log(hyk) = k log(2) log(T) auftragen.

Mathematik fur Informatiker 111
[ Euler Verfahren fur Systemevon ODEs
[ Eulers Methode und andere explizite ODE-L eser

Visualisierungler Verfahrensainung
Euler Runge-Kutta4.0rdnung

30

" Euler ——
X Midpoint
RK-4 =%

25 - X 4

15 g

10 + g

{744
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Frage:
Wie kann die Schrittweite in Hinblick auf den geschatzten Fehlergewahlt
werden?

Antwort:
Durch Vergleichder Ergebnissédur verschieden&chrittweiten h oder
verschiedeneMethoden.

BeispielD.25 (Mittelpunkt - Regel)

Yn = y(T)+ c(T)h*+ O(h%)
Yon = y(T)+ c(T) zh?+ O(h®)
=) Yo VYon = ¢(T)3h?+ O(hd)
5 (M) )
=) kya y(T)k 3kyan Yok

ist eine Fehlerabschtzung fur die Mittelpunktregel.

Mathematik fur Informatiker I
I—Eulev Verfahren fur Systemevon ODEs
[ Eulers Methode und andere explizite ODE-Leser

FolgerungD.26 (EinfacheSchrittveitensteuerung)

Wenn die numerischeLesungmit einerabsolutenGenauigkit von > 0
gewanschtwird, dannwehlt man bei der Mittelpunktsregel

n=" =M

Allgemeineremp ehlt sichfur ein Verfahrender Ordnungp
p —
h=" =¢(T)

Hierbei ist die Fehlerlonstantee(T ) STARK vom Verfahrenabhangig.
Nimmt man dennah an, dassfur Euler, Mittelpunkt und Runge-Kutta4
die c = c¢(T) ahnlichgrosssind, so ergelen sich Rechenaufw@ndevon

p— P —
1 c=; 2 c=; 4 “c=
Auswvertungender rechtenSeite. Bei gresseremgefaderter Genauigkit,
alsokleinerem sind VerfahrenhehererOrdnungzu bevazugen,
vorrausgesetzdie rechte Seiteder ODE ist p mal di erenzierba.

{
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Numerischéntegrationvon Systemen Langzeitverhaltenon ODE { Lesungen
Runge-KuttaMethoden sind direkt auf Systeme
y(t) = f(y(t)) 2 R" bzw y(t) = f(t;y(t)) 2 R"

anwendba. Wahrenddie unabhangigeVariablet und die entsgechenden
Schrittweiten h Skalare bleiben, sind alle anderenGressenjetzt Vektoren
der Langen.

Bemerkungzum Langzeitverhalten

Hau g ist von Interessgz.B. in der Klimavarhersage) wie sich Lesungen

y(t) derODEy = F(y) fur sehrgrosset qualitativ verhalten,und zwar

unabhangigvom Anfangsvert y(to) = Yo.

Die Euler Rekursion _ N D.h. man will wissen,ob dasdynamischeSystemsich einschwingt,einen
Yier = Y+ heF(tioyid 2 R Gleichgewichtszutanerreicht, zufalliges(d.h. chaotischesMerhalteno..

erfardert alsodash-fachedesRichtungsvektos F(tx; yk) 2 R" zu dem zeigt.

alten Zustandsvekto y, zu addieren,um den neuenZustandsvekto

Vk+1 2 R" zu erhalten.Esist davonauszugehendassdiese

Vektormultiplikation und -addition vom Aufwand her gegemuber der

Auswvertung der RechtenSeite F(t;y) vernachissigbaist.

Die Konvergenzodnungenbleiben erhalten,wobei der Abstand zwischen

der anmahendenund der genauenLesungjetzt als eineVektornnam

kyr=n y(T )k derDi erenz zwischenyr -, undy(T) zu bestimmenist.

Im folgendenmachenwir Aussagerfur autonomeSystemeder
Zustandsraumdimension, die entspechendauchfer nichtautonome
Systemeder Dimensionn 1 gelten.

~
N
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() Fallsn = 1 mussundsonst(n > 1) kanneinerder beiden

LineaesBeispielfur Euler folgenderfalle eintreten:

Das autonomeSystemlineaer Di erentialgleichungen () y(t) strebt einemstationerenGrenzvert y, = t!“lm y(t) zu

x(t) _ y(t) - x(0) _ 1 Beispiell y= (y a); a2R; < 0; yp beliebig
y(t) x(t) y(0) 0 y \
hat die analytischeLeosung[x(t);y(t)] = [cos(t); sin(t)]. Die Anwendung
der Eulermethale mit Schrittweite h ergibt \
vty = cao t 4+ o & 0
O T hy. _ 1 h Xn A ;¢
Yn+1 Yn Xn Yn + hXq h 1 Yn Vi >
_ coy ) sin( ) X» _ o cogn) sin(n ) X1
sin( ) cog ) Yn sin )  cogn ) Y1 PN
p p y\l/ — UT QA " \¥J
wobei 1+ h?und = arcsinh= 1+ h?). /
/ t

{781 {801
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(b) y(t) expldiert (blow up)

lim ky(t)k= 1

fur endlicheZeit t (kritische Zeit)

Beispiel: y=y? mit y(0)=yo> 0

Z Z

9 Yerdn  Sdy= dm) steed) yO= oo
AW: yo= —>0 y

=) C=y—01<0 vm:%lt /

9 o= )

Yo
L ——
t
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(I AsymptotischperiodischeLesung

Falls die Zustandsdimensiom = 2 ist muss,ansonsterkanny(t) sich
asymptotischeinerperiodischenLesungy (t) nehern,fur die gilt

y(t+T)=y(t)

fur allet > 0 und festePeriode T .
Beispiel: sieheobigesLineaesBeispielfur Euler

(1) Chaotische&erhalten

Falls Dimensionn > 2 (einschliesslictn = 2 im nichtautonomenFall)
kann die Lesungy(t) der ODE sich chaotischverhalten,d.h. auchnach
sehrlangerZeit lasstsich keine periodischeoder stationare Struktur
erkennen.

Beispiel: Lorenz- Attraktor (Ybung2)

Mathematik fur Informatiker 111
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LInterpDk’amon mit Polynomen (Whd. 1.Semester)

D-7 Interpolation mit Polynomenund Splines

Interpolation mit Polynomen(Whd. 1.Semester)

SatzD.27 (Lagrange- Interpolation)
SeiR = R oder ein andererKerper. Dann gilt:
(i) Esexistiertzu jeder Familie von Wertepaaen (xi;yi) 2 R R fur
i = 0;1;:::;n mit unterschiedlichenAbzissenverten” x; 6 x; fur
i 6 j einInterpolationsplynomP(x) vom Grad n, soda
P(x) =i furi=0;1;:::;n:
(i) DiesesPolynomist eindeutigund la t sichdarstellenals
X X Xo):iii(x o X o1)(X Xe):iii(X X
P(X) - yi ( O) ( i 1)( |+1) ( n)

o (X000 X 6 Xea) 08 %)

Pi(x)

Koe zienten ¢ in P(X) = cp+ CiX + Gx? + ::: verschwindend.h.
esgilt ¢g=0 furi=0::::n:

Mathematik fur Informatiker I
I—Imerpola\lion mit Polynomen und Splines
I—Imerpo\a\\on mit Polynomen (Whd. 1.Semester)

Beispie{ Lagrangeplynom
x| 0]12]3
Yi 112|110

(x_ Dx_ 2(x 3)

PO = 1 8 Do 20 3
4o X O(x 2)(x 3) 2
1 0@ 21 3)
+1 (x 0)(x L(x 3) 1
(2 02 12 3)
+o & O Dx 2 : —
3 0B 1B 2 1 2 3
1

2 1
P(x) = §x3 4x2 + ?gx 1

{841
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Warnung:
InterpolationsplynomehehererOrdnungkennenzwischenden
vorgegelenenDatenpunktensehrstark oszillieren deshalbwendetmanin
der Numerik lieber aus PolynomenniedererOrdnungzusammengesetzte
Funktionsmalellean. =) Cubic Splines,Finite Elemente.

Lagrange- Polynom

KubischerSpline

{851{
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Mathematik fur Informatiker 111
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I—Imerpolallon durch kubische Splines

EigenschaftelkubischePolynome
P; hat 4 freie Parameterund die Ableitungen

PI(X) = 3a(x X 1)2+ 20X X 1)+
PI(X) = 6a(x x 1)+ 2b

PiDUO(X) - 6a

PiDUOU(X) - o

gesuchterkubischenSplinesP(x) sind genausoviele Gleichungemetig.
Diesewerdenausvier verschiedeneBedingungendie die
interpolierendenPolynomeerfullen mussen hergeleitet.

Interpolation durchkubischeSplines

Gegelen:

gemessen®atenpaae (X;;Vi), i = 0;:::;n.

Gesucht:

manipulierbae Funktion P(x) mit P(x;) = yi, i = 0;:::;n
Ansatz

De niere die interpolierendeFunktion P : [xo;X,] ! R in jedem
Teilintervall[x 1; %] alskubischesPolynomP;, sodassfur x; 1 X X

gilt:
P(x)=Pi(x) = a(x x 1)®+b(x x )?+c(x X 1)+d;

sind.

{861
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Interpolationskedingung
Pi(x) = Pia(x)=vy; i=21:u5n 1
Pi(x) = Yo
Pn(X) = ¥n
Mit X =X X 1 folgt ausderinterpolationskedingungferi = 1;:::;n
di=yi 1=Pi(x 1)
a x*+b xP+c x+di=y=Pi(x)
Dassindn mal 2 lineae Gleichungerin jeweils 4 Unbekannten.
{88¢{
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Steigungskedingung
P'(x) = Py(x); i=1L:o5n 1
Darausfolgendien 1 weiterenBedingungen:

3 X2+ 20 X+ G = Cui; i=21::0n 1

Esbleiben noch n + 1 Freiheitsgradenach Erfellung der bisher
gefundener8Bn 1 lineaen Gleichungen.

Kremmungskdingung
00 00 .
Pr(x)=Py(x); i=1:n
Darausfolgenn 1 weitere Bedingungerder Form

6 X + 2bj = 2bjs1; i=1::0n

{894

Berechnungler Koe zienten bei naturlichenSplines

Gesamtbilanz
Man erhalt ein sehrstrukturierteslineares Gleichungssystemon 4n
Gleichungerin ebensovielenUnbekannten.

Reduktionauf einlineaesSystemin (n 1) Variablen

Z = Php(x)= 2o furi=1;:::;n 1
2 = Pi(%)=0
Zy = Pso(Xn): 0

LemmabD.28

Aus(Yi 1;Yi;z 1;z) ergelensichdie Koe zienten (a;bi;ci; di) vonP;
als

d = V¥ b = z =2
a = Gyt G = P52 gtz x

{914
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Insgesamthat mannun 4n 2 lineare Gleichungerin 4n Unbekannten,
die fehlenden2 Gleichungerwerdendurch spezielleForderungenan P4
und P, im Anfangspunktxg bzw. Endpunktx, erhalten.Diesebeiden
Bedingungerunterscheiderauch verschiedendypen kubischerSplines:

NaterlicherkubischerSpline

P (x0) = P1(x0) = 0= Py(xa) = P"(x0)
Im Falle naterlicher Splinessind die letzten fehlendenGleichungeralso

bg=0 und 3a, Xa+b,=0

PeriadischerkubischerSpline
Pi(%0) = Pa(xn)i  Pi(x0) = Po(xa)i Py (%) = Py (%):

{9014

Struktur desreduzierterSystemsbei naturlichenSplines

Mit
i = 2( X + Xi+1) und i= X
sowie
n=6 Yisr Yi ¥ Y1
Xi+1 Xi
ist zur Bestimmungderz, i = 1;:::;n 1, dasfolgende

diagonaldominantesymmetrischeridiagonalelineae Gleichungssystem
zu lesen:

0 10 1 0 1
Z 1
2 2 3 2 r2
3 3 4 3 I3
n 2 n 2 n 1 n 2 n 2

{921
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[ Interpolatorische Quadraturformeln

D -8 Numerischdntegration{ Quadratur

Grundefur numerischéntegration

I Funktionenohnegeschlossedarstellbae Stammfunktion
I Stammfunktionnur durch sehrkomplizierte Formel darstellba

BeispieleD.29 (Funktionenohnegeschlossendstegral)

R
| e ¥ dx Gau 'sche Glackenkurve

Rp—
I p1 k2sirtt dt ElliptischesIntegral

{93{

SummierteTrapezregel
" #
Tn= by %(fo +fo) + fi

ApproximationsfehlesummierteTrapezregel
Zy

a 00
fx)dx T -2 n if i
. (x)dx Ty 12 n Xg}gﬁll (X)j

{95{
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[ Interpolatorische Quadraturformeln

InterpolatarischeQuadraturfomeln
Um eine Naherungdesbestimmtenintegrals
Zy
f (x)dx

zu berechnenwird dasIntegrationsintervalla; b] in n 2 1 gleichgrosse

gilt x = a+ i hy undinshesonderexo = aund x, = b. Mit f = f(x)
wird der Funktionswert an der i-ten Stutzstellebezeichnet.
Riemann'sch&ummen
Z b )(n
f(x) f(x)hn = fihn
a i=1 i=1
FehlertermRiemann'sch&ummen
b a ) .
f fih —— h f
(x) iNn > n Xan[S;L(]J (x)j

{94{

Kepler'schaassregel

Ansatz: QuadratischerSplineg(x) durch die Punkte
(a:f(a)),(252; f (252)), und (b; f (b))

g(x) = cx®+ dx+ e

Durch geeigneteUmformung desAnsatzeserhalt man eine
Berechnungswuschrift ohne die Koe zienten ¢; d und e desSplinesg(x):

S, = b_e"" f(a) + 4f (242) + f (b)

{961{
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Simpson'sch&®egel(SummierteKepler'scha~assregel)

Anwendungder Fassregehuf die Teilintervalleder Langeh, = bTa n
gerade,ergibt die Simpson'schdRegel:
2 3
n
?X 1

h Xz
Si= 2ot for2 f+d faab

i=1 i=1

ApproximationsfehlesummierteSimpson'sch®egel

Zy

. FOgd S g5 M max i)

©
Q
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Quadraturmit Extrapolation{ Romkerg'sVerfahren
Fur hinreichendoft di erenzierbae Integrandenf (x) beschreibtdie
Euler-Maclaurinsch&ummenfomel den Fehlerder summierten
TrapezregelT , als Polynomin geradenPotenzender Schrittweite hp:

Z b )(\]
Th= f (x)dx + ah2 + O(h2N+2)
a k=1

Die dabei auftretendenKoe zienten , sind von h, unablangige
Konstanten.

Damit kennenFehlertermevon Quadraturfeameln durch sog.
Extrapolation zur Grenze/zumLimit eliminiert werden,in der Werte einer
Quadraturfamel bei unterschiedlicherSchrittweitenhn, n= ng;ny;:::,
kombiniert werden.

Bei geschicktetWahl der Extrapolation erreicht man eine Aufhebungvon
Fehlertermenkleiner Ordnung,so dasder extrapolierte Wert einedeutlich
genauereApproximation desgesuchtenntegralvwertesist.

Mathematik fur Informatiker 111
I—NumerischeIr\tegratwon { Quadratur
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Romkerg Verfahren

Zuerstwird fur n = 1 die Trapezregelauf dem gesamten
Integrationsintervall[a; b] ausgewertet. Der erhalteneWert T, (d.h.
Schrittweite h; = b &) wird als ersterEintrag RY in die erste Zeile der
Tabelle eingetragen.

Mit halbierter Schrittweite h, = h;=2 wird T, = R) berechnetund in die
erste Spalteder zweiten Zeile direkt unter RY notiert:

k‘nzzk‘RE
1 | RO
1| 2 |R R}

Darausberechnetman den extrapolierten Wert R{ mittels

4RY RQ
RJZ!.: 13 RO - 521

was aber genauSimpsonsRegelfur n = 2 ergibt.

{994
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Romlerg Verfahren(Fortsetzung)
DiesesVorgehenkannin einerneuenZeile der Tabelle fortgefuhrt werden.

Die k-te Zeile erhalt man dabei, indem zurachstdie Trapezregelmit
erneuthalbierter Schrittweite h, = hx (d.h. n = 2%) ausge#ihrt wird und
T, alsRY in die erste Spalte eingetragenwird.

In dendarau olgendenk Extrapolationsschrittenwerdenjeweils die

R! ! und demlinks dareiber stehendenWert Rl 1 berechnet:

i1 pi 1l
Rj_4JRf<_ R 1, 1

j 1 j 1 R
k_ﬁ_ K 4] 1 Rf( Rf( 1 ]—l,...,k

Insgesamtergibt sichdamit dasfolgendeTableau:

{ 100¢
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Romlerg Verfahren(Fortsetzung)

n= o R,E=Tn RI RZ ... Teil E
R§=T .
RO = n RE Grundlageder Optimierung

RO=T, R} RZ

RO=Ts R! RZ RS Vorlau ge Gliederung

1. Lineae Ausgleichspobleme
16 R)=Tis R Rf R} R{ . Grundklasservon Optimierungsgoblemen
: . Lineare Optimierungspobleme (LP) mit Dualitet
. GemischteProgrammemit Ganzzahligkitsbedingung
. Nichtlineare Optimierungspoblememit Komplexitat
. Nichtlineare Ausgleichspobleme
. Klassenvon Optimierungsverfahren
. Unrestringierte nichtlineare Optimierung
. Restringiertenichtlineare Optimierunmg

A W NP O|X
o B~ NP

Als Abbruchbedingung eignetsich die Di erenz zwischenden beiden
zuletzt berechneterDiagonalelementedes Schemas.
Falls mit einervorgegelenenGresse die Bedingung

© o0Oo~NOO UL WN

jRE R

erfullt ist,dannwird dasVerfahrenbeendetund RS als Naherungdes
b
Integrals . f (x)dx betrachtet. { 101 (1031
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ApproximationsfehleRomlerg-\erfahren Literaturhinveisel
Fur f 2 C%*2([a; b]) gilt:
Zy
RE f(x)dx (b @hihd:::hd s max jf <]
a x2 [a;b]
. . . . G Walter Alt,
wobei  ac+2 wiederumeineKonstanteist. Nichtlineare Optimierung. 1. Au age, 2002, Vieweg.
Schene Kombinationaus Thearie, Numerik und Anwendung
Bemerkung ISBN: 3-528-03193-X
Die auftretendenKonstanten ; ergeten sichals @ Jorge Nocedal, StephenJ. Wright,

NumericalOptimization. 1999, Springer-\Verlag New York, Inc.
Ein Standadwerk.
ISBN: 0-387-98793-2

_Bi

wobei die B; die so genanntenBernoulli- Zahlensind. Dieseberechnen
sichrekursivaus
" ‘1 #
2 1 . B
2~ 4 i) : k
2(2i+ 1) ko1 2 2k + 1)!(2k)!

Bi=( 1) *

{1024 {1044
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(Nicht)lineae Ausgleichspbleme Normwahl

Wir betrachtenzunachstein System

AX = b; A2R™ "p2 RM _
Zur Messungder Gre e von F wahlt man hau g eineder Vektornormen

von m linearen Gleichungerin n  m Variablen.Wennm > n nennt man ausAbschnitt B.3
das Systemeberbestimmt, da eswenigerfreie Variablenx; furi = 1:::n _
gibt als Bedingungendie an sie gestelltwerden.Wennm = n spricht kFkp = kAx bk, mit p2f1;21g

man vom wohlbestimmtenoder quadratischerfall. DieseUnterscheidung

macht eigentlichnur dann Sinn, wenn man folgendeAnnahmemacht. Hier bedeutetkFk, die Summeder KomponententetragejFij und kFky

ihr Maximum. Die MinimierungdieserbeidenNormenfuhrt auf lineae

Vollrang-\orraussetzung Optimierungsaufgabn mit Ungleichungsneénbedingungen.

Die Matrix A 2 R™ " hat vollen Spaltenrangn = min(n; m), d.h. sie Diesewerdenspater betrachtet und sindim allgemeinerschvererzu losen

erfullt die aquivalentenBedingungengdassihre n Spaltenlinear als das Gau scheProblemder kleinstenQuadrate(engl.: leastsquaes),

unabtangigsindund manm  n Zeilenentfernenkann, so dassdie dassich ergibt, wenn man die EuklidischeNorm kFkz minimiert.

verbleitendequadratischeMatrix einenichtverschwindend®eterminante

hat.

{1054 {107{
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Fehlerminimierung
SatzE.1 (Kleinste- Quadrate- Losung)

Fur jedeslineae GleichungssysterAx = b mit A2 R™ ", b2 R™ und
rang(A) = n existiertein eindeutigerVektor x 2 R", sodass
Beobachtung
Im Fallem > n = rang(A) ist fur fast alle rechtenSeitenb 2 R™ das kAx  bky = minkAx  bkz
Systemvon Gleichungemx = b nicht exakt erfullbar.
DieseAusgleichsdsungerfullt dasquadratischeregulare
Konsequenz Gleichungssystem
Man versuchtdeshalbx so zu wahlen,dassalle Komponentendes A AXx = A b2 R"
Fehlervektos

F Ax b= (F) welchesals Normalengleichungssystebrezeichnetwird.
- Ji=l:uim
so klein wie meglich sind, d.h. man versuchteinenAusgleich zwischen Bemerkung
denm eigentlichals GleichungergedachtenBedingungerzu scha en. Wenndie Vollrangvaraussetzungrerletzt ist, existiert eineunendliche

Mengevon Vektoren, die savohl das Minimerungspoblemlesenals auch
die entspechendeNormalengleichungerfullen.
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Allgemeindineae Funktionenappmximation

Betrachte ein Systemvon n vorgegelenenAnsatzfunktionen
u(x) : [a;b]! R fur j=1:::n

mit dem gemeinsameme nitionsbereich[a; b].
Weiterhin betrachtem  n unterschiedlicheStutzstellenx; 2 [a; b] und

Gesuchtsind nun n Koe zienten z;, sodassdie Lineakombination
X
u(x) Zui(x)
=1
die sog. mittlere  Abweichung , meglichstklein werdenlasst:
" #1
XT\ 2
2 (u(x)  w)?

i=1
{1094
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Losungder Gau schenAusgleichsaufgab
Aus den Vektoren

Yy = (Y ¥z, Ym)” und  z= (z1;2;:::,20)
ist zur Lesungder Ausgleichsaufgaddas Funktional
kF(z)k, = kAz  yk;

Zu minimieren.
Das heisstaber nichts anderesals eineLesungz des(uberbestimmten)
GleichungssystemAz = y mit kleinstenFehlerquadraterzu nden.

{110¢{
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Spezialfall:Gau scheAusgleichsplynome

Wahlt man als Ansatzfunktionenu;(x) = x! 1, soergibt sichdas
Polynom

X ,
ux)=  zx *
=1

Die Vollrangbedingungrang(A) = n ist fur paaweiseverschiedene
Stutzstellenx; erfullt, da die erstenn Zeilenvon A die folgende
Vandermondsch®eterminantehaben:

3
1 % :ooox?
1 x 0 x4 oyl
detg . . . = (% x)60:
B k=2 j=1
1 % :oooxpt

{1114
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Zur Berechnungder Losungmit kleinstenFehler-Quadratermu die
NormalgleichungA® A z = A~y gelst werden.

LemmakE.2
Die NormalenmatrixA> A 2 R" " ist symmetrischund positiv
semi-de nit.

Unter der Vollrangvaraussetzungst A” A soga positiv de nit.

Bemerkung:

Wegender positivenDe nitheit der Matrix A> A kann man das Normal-
gleichungssystermit dem sogenannterCholesky- Verfahrenlesen.
Diesesist eine pivotierungsfreié/ersiondes Gau schenVerfahrens,das
die Symmetrieder Matrix ausnutztund dadurchden
Berechnungsaufand halbiert auf n®=6 Multiplikationengefolgt von
Additionen/Subtraktionen.

Allerdingskostet die Berechnungvon AT A ausA bereitsmn?
Operationen,was durch die QR Zerlegungvermiedenwerdenkann.

{1124
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QR Faktorisierung

Wendetman dasin Abschnitt B.7 behandelteGram-SchmidtOrthogo-
nalisierungsverfahreauf die n Spaltenvektoen g von A an so ergibt sich
daraus eine Folge von ebensovielenorthonormalenVektoren g; .
Ausserdenexistiert nach Konstruktion der g; die Darstellung

X
g = Ok ki furj=1;:::;n
k=1

wobei die diagonalenElementer;; fur j = 1;:::n alle positiv sind. Fasst
man nun die g; als Spaltenzu einerorthogonalenMatrix

durch Nullen zu eineroberhalbdreiecksérmigenMatrix R 2 R" ", so hat
man fur A die Faktorisierung

A= QR mit Q"Q=I2R""

Mathematik fer Informatiker 111
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VereinfachteNormalengleichung

Aus der Orthogonali®t ergibt sich unmittelbar
ATA = (QRT(QR) = RTQ"QR = R'R
und die Normalengleichungeduziertsich erst zu
RTRx = RTQ"b

und letztlich zu
Rx = Qb

was sehrbillig lesba ist.

{114¢
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Zur Berechnungler QR Zerlegung

I Eslasstsichleicht prufen, dassdie Zerlegungvon A 2 R™ " in das
Produkt einerorthogonalenMatrix Q und einerDreiecksmatrixR
mit positiven Diagonalelementerindeutigist.

I Esgibt ausserdem Gram-SchmidtVerfahrenandereMethoden, mit
denendie QR Zerlegungberechnetwerdenkann. Zum Beispiel
kennte man R aus der CholeskyFaktorisierungvon AT A gewinnen
und dannQ = AR 1 setzen.

I Als e ektiv und gegember Rundungsfehlerrsehrstabil gilt die
sukkzessiv&keduktionvon A mit Hilfe sogenannteelementaer
Re ektoren oder Householdermatrizen

Hinweis

Fur die kleinenAufgabken in Ubung 3.1 kann das Gram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahreangevandt oder noch einfacherdie
Normalengleichungxplizit gebildetund mittels Gau scherElimination
ohnePivotierunggelost werden.

{115{
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Bemerkung

Wesentlichfur die Anwendbakeit der linearen Gau schen
Ausgleichsrechnunigt, da fur die zu bestimmenderGre en einelineae
Beziehunggegelenist, z. B. y(x) = a+ bx.

Ist die gegeleneBeziehung(etwa aus physilalischenGreanden)
nichtlinea, sokann man versuchenausihr einelineae Beziehungfur
unter UmstndenandereGre en zu gewinnen,ausdenensich dann
nachtraglich die eigentlichgesuchtenGre en bestimmenlassen.

BeispielE.3

x) = a_ - }+9x—i— = a+ bx
YT 1™ a a_y(x)_y_

{1164
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Lineae Optimierung

I lineae Optimierungspobleme

I Polyeder

I Simplex-Algeithmus

I Dualitat

I kombinataischeganzzahligdineare Optimierungspobleme
I Branch& Bound

I Schnittekenenverfahren

{1174
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Einfuhrende®eispiel:Barkeeger
Cocktails:

I Daiquiri (45 ml wei er Rum, 30 ml Cointreau,30 ml Zitronensaft,
15 ml Zuckersirup,Eis), 5.50 Euro

I Kamikaze (30 ml Wodka, 30 ml Cointreau,30 ml Zitronensatft,
1 Schu Limonensirup Eis), 4.50 Euro

I Longlslandlce Tea (20 ml Wodka, 20 ml wei er Rum, 20 ml Gin,
20 ml Cointreau,4 TL Zitronensaft,4 TL Orangensaft,1/8 | Cola,
1 Orangenscheib, Eis), 7.00 Euro

VorhandeneSpirituosen:5 | wei er Rum, 6 | Cointreau,4 | Wodka und
31Gin

WelcheCocktails mu der Barkeeper mixen,um meglichstviel Geld
einzunehmen?

{118¢{
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Variablen:

x1: Anzahl Daiquiris

X2: AnzahlKamikazes

x3: AnzahlLongIslandlce Teas

Zielfunktion: Maximieredie Einnahmen:

max5:50x; + 4:50x, + 7:00x3

Nebenbedingungen:
Weier Rum: 45x; + 20x3 5000
Cointreau: 30x;, + 30x, + 20x3 6000
Gin: 20x3 3000
Wodka: 30x, + 20x3 4000

{119¢
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Optimierungspoblem:
O ggolT
max@ 450 A x
7:00

0 1
45 20 5000
% 30 30 20 § % 6000
20 KX 3000
30 20 4000

Schreibweise: bei Vektorenu;v2 "
u vi() 8i=1L::niu v

( ;<; > analog)

{1204
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Lesungmit MATLAB:

>>A=[[45 0, 20] [30, 30, 20]; [ 0, 0, 20]; [ O, 30, 20] ]

A=
45 0 20

30 30 20

o 0 20

0 30 20

>>b = [ 5000, 6000, 3000, 4000 ]

5000 6000 3000

>>c=[ 55 -45 -7]

c=
-5.,5000  -4.5000  -7.0000

>>x = linprog( ¢, A, b)
Optimization ~ terminated.

X =
44.4444
33.3333

150.0000

4000

{1214

WeiteresBeispiel:
Tschelysche scheApproximationsaufgab

Uberbestimmteslineaes GleichungssystemAx = b, A 2
Lesungmit kleinstemFehler:

nlin kAx  bkg

xn
in der Norm kAx  bk; = max ajx b
=10m
=1

(siehelineare Ausgleichsmpblemein 1)

mnm>n
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Lineae Optimierungspbleme

De nition E.4

Optimierungspoblememit lineaer Zielfunktion und linearen (Gleichungs-
und Ungleichungs-Nebenbedingungemennt man Lineare
Optimierungsprobleme, Lineare Programme, LPs.

AllgemeinsteForm:

maxc'x+ dTy

Ax + By

Cx + Dy

Ex + Fy =
X

ocQ T o

Zielfunktion
-Ungleichungen
-Ungleichungen
Gleichungen
vorzeichenleschankte Variablen

{1224
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Umformulierung: zusatzliche Variable 2

min

X5

X

aj% b
j=1
Au esungder Betrage ergibt ein LP:
min
X;
xn
ajx b
j=1
xn
aj% b
j=1
{124¢
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Transfamationen

1. min-Problemewerdenzu maxProblemen,indemman die
Zielfunktion mit 1 multipliziert:

2.

3. Gleichungerkann man durch Paare von Ungleichungerersetzen:

-Ungleichungerwerdenzu

1 multipliziert:

minc'x ()

AX

b ()

Ax=b ()

max ¢'x

AX

Ax b
Ax b

b

-Ungleichungenindemman sie mit

{125{

Mathematik fur Informatiker 111
I—Grundlagen der Optimierung
L Lineare Optimierung

Mathematik fur Informatiker 111
[ Grundlagen der Optimierung
I—L\neare Optimierung

FolgerungE.5

Man kann jedesallgemeinelP in der Standardform

maxcT x
Ax=b
x 0

oder in der Form

maxcT x
AXx b

schreilen.

Bemerkunge.6

Naturlich kann man auch Nebenbedingungerund Variablen skalieren.
Dasist wichtig bei der numerischerBehandlung.

{1274

Transfamationen

4.

Ungleichungerkann man durch Einfuhrung von Schlupfvaiablenzu

Gleichungermachen:

AX

X=Yy

b ()

Z;

Ungleichungerhinzunehmen:

AX
X

b
0

)

AX+s=b

S

y O

A

0

z

0

. Vorzeichenunkschenkte Variablenkann manin Paare von
vorzeichenleschenkten Variablen aufsplitten:

. Die Vorzeichenleschankungenkann man (formal) zu denanderen

o

{1264
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Wir betrachtenim folgendenlineare Programmeder (allgemeinen)Form

maxc’ x
Ax b (P)

mtA2 ™" b2 Mc2 "x2 M

{1284
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Geometrisch&ntersuchung

Die Nebenkedingungersind lineae Ungleichungen T x ( 60

X  Xo
X ! N
X >
/
Ty —
Xo  X=
0 ~— T
Auf der Seitevon X<
0<cos =< ;X X>= "(X X)= 'x Txg= Tx
Auf der Seitevon  : Tx <

T

fx: '"x= gisteineHyperebene.

fx: Tx g (oder ) isteinHalbraum.

{1294

Polyeder

JedeZeile desUngleichungssystentseschreibteinenHalbraum. Die
zulassigeMengeist der Durchschnittvon (endlich vielen) Halbraumen.
Diesnennt man ein Polyeder (wennbeschankt auch Polytop ).

P:= P(A;b) := fx:Ax bg
Annahme:Das Polyederist voll-(n)-dimensional.

(dimP = n  RangAgqpy, Wobei Agypy die Teilmatrix von A zu den
Ungleichungerist, die von allen PunktenausP mit Gleichheiterfullt
werden.)

{1314
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Das SystemAx b bestehtausden Ungleichungen

Xt
Ix = ay) by o ;1
=1 1
s Azl K
xn T
mX = amX bm "

{1304

Konvexiat und Ecken

Bemerkunge.7

Ein Polyederist einekonvexeMenge.Konvex bedeutet,da mit je zwei
Punkten auchihre gesamteVerbindungsstreakin der Mengeliegt:

x6y2P=) 8 2[0;1]:x()=x+ (y x)2P:

Ein Punkt desPolyeders,der nie im Innern, sondernimmer am Randvon
solchenVerbindungsstreadn liegt, heit Ecke:

zEcke () 86y2P:(9 2[0;1]:z=x+ (y x))=) ( =0_ =1)

{1324
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SaizE.8 Berechnungler optimalenEcle

SeiP:= fx:Ax bg(A2 ™ ") einvolldimensionale®olyeder.Dann
gilt: xp 2 P ist Ecke von P genaudann,wennn Ungleichungemit linea
unablangigenZeilenvon A mit Gleichheiterfullt sind:

9B fl;:::;mg;jBj=n:8i 2 B: iTx=bi;f i;1 2 Bg lin. unabh. Idee:

1. Starte mit einerzulassigerEcke (d. h. einerEcke, die alle
0 1 Nebenbedingungererfullt).
: 2. Gehezur nachstenEcke, wobei die Zielfunktion ansteigt (bzw. nicht
Ag = % .T § abnimmt).
. 3. Tuedies,bis keineVerbesserungnehr meglich ist.
: i2B 4. Vermeide,Ecken zweimal zu besuchen.

ist eine Teilmatrix von A ausden Zeilenmit IndizesausB, genannt
Basismatrix, und ist invertierba.

Schreilweise:

AgX = bB
{133{ {135¢
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Ab jetzt: Annahmen:P ist volldimensionalund P hat (mindestens)eine Simplex-Algathmusder lineaen Programmierung

Ecle.
Lineae Zielfunktion auf dem Polyeder:
Dantzig, 1947

hier: geometrische/ersion

Beobachtung:
0. Starte mit einer zulessigenEcke x°2 ",
SeiB die zugetorige Zeilenindexmengend Ag die zugelorige

Satz: Wenn das LP eine Opti- - -
Basismatrix:

mallesunghat, danngibt esauch

0_— 0_— 1
eineoptimale Ecklesung. AsX" = bg bzw.x" = Ag~bg

{1341 {1364
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1. Ist x° optimal?
De niere
um ==cTAgt2 "

Fallsu 0, danngilt fur allex mit Ax  b:
c"x=u"Agx Ubg=u"Agx®=cTx"

=) xO ist optimal. STOP.

{1374

3. Ist das Problem unbeschrankt?
Finde die nachstezulassigeEcke in Richtungd, d. h.

FO0+  d)y= [x%+ fd b
Esgilt
Ix% by 8j2f1::;mg
und
fd= [Ag'e;= j, 0 8 2B
Falls auch

T R EIEREE
jd 0 8 2flL:ii;mgnB

dannkennenwir jedes > 0 wehlenund bleiben immer zulassig.

=) DasProblemist unbeschenkt. STOP.

{1394
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2. Finde eine Richtung mit nicht abnehmender Zielfunktion.
Esgibt also(mindestens)einip 2 B mit uj, < 0.
Sei
d:= Ag'e,

Dann gilt fur alle 0:

c"(x°+ d) ¢'x° = c'd= c"Azle,
T

=) Entlangder Richtungd nimmt die Zielfunktion nicht ab.

{138{

4. Bestimme die Schritt weite, um zur nechsten zulassigen Ecke

zu gehen.

Bedingungfur

b x° )
— L gj2fL::;;mgnBmit [d>0
jd
Sei
(b Tx0 )
= min — T('j ;211 :;mgnB mit de>0

{ 1404
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5. Gehe zur nachsten Ecke.
De niere

und
Bneu := B nfiog[ fjog

Update von Ag und Ag*.
Weiter mit Schritt 1 und x* statt x°.
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Bemerkungerzum Simplex-Algathmus

Bei der Wahl von ig und jo hat man u. U. mehrereMeglichkeiten. Durch
bestimmte Strategien(,, wahle denkleinstenindex ) kann manvermeiden,
dieselle Ecke mehrmalszu besuchenDa esnur endlichviele Ecken gibt,
terminiert der Algorithmus dann nach endlichvielenlterationen.

{142¢{
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Bemerkungerzum Simplex-Algathmus

Die Anzahlaller Eckenist exponentiellin m, n ( r: ). Man kann
Beispielekonstruieren(Klee-Minty), fur die der Simplex-Algoithmus alle
Ecken besucht.Die Worst-Case-Laufzeitles Simplex-Algoithmus ist also
nicht polynomial.

Aber: Khachian(1979) und Karmakar (1984) haben polynomiale
Algorithmen fur LP gefunden.Alsoist LP 2 P.

In der Praxisist der Simplex-Algoithmus sehrkonkurrenzéhig, typische
Laufzeit 3m, logn.

Alternative: Innere-Punkt-Methalen (spater in dieserVorlesung).

Mathematik fur Informatiker I
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Wie erhalt man einezulassigeEcke x°, um den Simplexzu starten?

Formuliereein Hilfsproblem,z. B. (mit y 2 )

maxy
Xy
Ax y b O y 0y 1

Fer diesesProblemist der Punkt x = 0, y = 0 zulassig,er kann alsoals
Startpunkt genommenwerden,um das Hilfsproblemmit dem
Simplex-Algoithmus zu lesen.(sogenanntePhasel)

In der Lesung(x?; y°) ist y° entweder0 oder 1 (die Lesungist eineEcke).

Wenny® = 0, dannist Ax > y b fur allex undalley > 0, alsoauch fur
y = 1. DaseigentlicheLP ist alsounzulassig.

Fallsy® = 1, dannist Ax® Db, x° kann alsoals zulassigeStartloesungfur
den eigentlichenSimplexverwendetwerden.

Folgerung:EinenzulassigenPunkt zu nden, ist einegenausaschvere
Aufgabe, wie einenoptimalenPunkt zu nden.

143{
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Dualitat
PrimalesProblem T
maxc' x
Ax b )
aquivalent:(z2 )
maxz
z ¢'x O
Ax b
c’ z
—_ n
P, = x2 A X b

{145{

maxc'x: Ax bg
= maXz:z c¢c'x O0;Ax bg
= maXfz: P, 6 fgg
minfz : P, = fgg
= minfz: 9u 0 0: c¢"+u"A=0, z+u"b<O0g

WennLesungmit = O existiert,ist P, = fg 8z.

WennLesungmit > 0 existiert:

= minfz: 9u 0: u"A=c";u'b< zg
= minfu'b: u"TA=c";u Og
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LemmakE.9 (Farkas-Lemma)

SeiA2 ™ "' b2 ™ Danngilt entweder

92 ":Ax b

oder
Qu2 M™:u O uA=0u"b<O:

{ 1464
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Resultat: das Maximum von Problem (P) ist kleinergleichals das
Minimum von Problem
minu™ b
uTA=c’ (D)
u 0
(u2 ™M
(D) heit daszu (P) gehorendeduale Problem.
{ 148¢
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Folgerungk.10

1. (P) ist unbeschankt =) (D) ist unzukssig.
2. (D) ist unbeschankt =) (P) ist unzukssig.

SchvwacheDualitat:
x zulassigfur (P), u zulassigfur (D). Dann gilt

c'x=u'Ax u'b
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SatzE.11(Dualitatssatz)

Die beidenlineaen Programme(P) und (D) haben optimale Lesungen
mit dem gleichenZielfunktionsvert genaudann, wenn beide zulassige
Lesungenhaben.

(Beweismit Farkas-Lemma)

Folgerungen:

1. (P) hat endliche®Optimum () (D) hat endlichesOptimum, beide
haben den gleichenZielfunktionsvert.

2. (P) ist unbeschankt =) (D) ist unzulassig.
3. (D) ist unbeschankt =) (P) ist unzulassig.
4. (P) ist unzulssig=) (D) ist unzulassigoder unbeschankt.
5. (D) ist unzulssig=) (P) ist unzulssigoder unbeschankt.

{1494
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Komplementatat

Im Optimum gilt:

1. Primale Zulessigleit: Ax b
2. DualeZulsssigleit: uTA=c",u 0
3. ZF-Werte sindgleich:c"x = u™b

xn
0O=u"b c"™x=u"b uTAx=u"(b Ax)= Uy (b AX)
i=1
Wegenu; Ound(b Ax); 0 gilt also:

1. Wennu; 6 0,ist (b  Ax);
2. Wenn(b Ax); 6 0.istuy;

0.
0.

Diesbezeichnetman mit Komplementarit at.

{151{
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Im Simplex-Algeithmus, Schritt 1:

berechneDualvaiable:

Teste,ob

=) dualeZulessigleit
+ primale Zulessigleit
=) Optimalitat

Wir sind alsoimmer primal zulassigund im Lesungspunktauchdual
zulassig.

{1524
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Variante: Starte mit dualerZulassigleit, iteriere, bis auch primale
Zulassigleit erfullt ist.

I Dualer Simplex-Algorithmus

Anwendung:Re-Optimierungmit Warm-Start, Vermeidungerneuter
Phasel

d. h. nach erfolgter Optimierung: modi ziere Problem, optimiere erneut

I zusatzliche Variablen: setzezugelorige x-Werte auf 0, bleibt primal
zulassig!  weiter mit primalem Simplex

I zusatzliche Nebenbedingungensetzezugehorige u-Werte auf 0,
bleibt dual zulassig! weiter mit dualemSimplex(wichtig fur
Schnittebenenverfahren)

{153{
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Simplex-Sofvare

Kommerziell:

I CPLEX(ILOG)
I Xpress(Dash)
|

Akademisch:

I SoPlex(zIB Berlin)

I Ipsolve
|

{15414
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Lineae ganzzahlig®ptimierung

Alle oder einigeder Variablen musseneine zustzliche
Ganzzahligkitsbedingungerfullen, typischerneise

xi 2 fO;1goderx; 2 oder :::

Modellierungvon: Anzahlen,Entscheidungenusw.

Durch die Ganzzahligkitsbedingungerhaltenwir Kombinataische
Optimierungspobleme.

{155{
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TravelingSalesmarProblem(TSP)

gegelen: Graph(V,E) mit

EckenV (Stadten)und

KantenE V V (Straen) und
Kantengewichterc, (Streckenkngen)

gesuchtdie kerzesteRundreised. h. die ge-
schlossenéour mit kerzesterLange durch
alle Knoten

ordne jeder Kante e 2 E eine 0-1-Variable
zu:

1 Kante e gehert zur Tour

Xe = 0 sonst

(x: Inzidenzvekto)

{1564
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Xe=2 8v2V

Zielfunktion: X
min CeXe
e2E
Nebenbedingungen:
1. zu jedemKnoten gehenzwei Kanten der Tour
X
e2 (v)

mit (v):=fe2E:9v6 u: e=uv_e=vug

(DegreeEquation)

2. auf geschlossene8treclen (Kreisen) mit Lange< jVj durfen nicht

alle Kanten zur Tour geheren
X

Xe JCj 1 8KreiseC E; Cj<jV]j

e2C

(Sukcircle Elimination Constraint)

Mathematik fer Informatiker 111
I—Grund\agen der Optimierung
[ Lineare Optimierung

0-1-LPfur dasTSP

X
min  CeXe
X €2E
Xe=2 8v2V
® (v)
Xe JCj 1 8 KreiseC
e2C

xe 2 f0;1g 8e2 E

E; jCj< jVj

{1574
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AllgemeinedMixed-Integer-LRMILP)

mincT x
Ax b
X ganzzahligj2J f1;:::;ng

mit der zulassigerMenge

S=fx2 ":Ax b;x ganzzahligj2J f1;:::;ngg

Bemerkung: Wennman einenPunkt x hat, der (MILP) lest, gibt es
keineKriterien, mit denenman die Optimalitat leicht nachweisenkennte.
Schlimmstenfallsmnu man alle zulassigenPunkte untersuchen.

I ExponentielleLaufzeit.

(MILP) ist ein N P-schweres Problem.

Mathematik fur Informatiker I
[ Grundlagen der Optimierung
[ Lineare Optimierung

Lesungsstrategien

I Relaxierungen: Vergm ere die zulassigeMenge.
z. B. lassedie Ganzzahligkitsbedingungenweg! LP.

I Teilprobleme: Zerlegedie zulassigeMenge.
z. B. links: x; bxisc, rechts: x; bxisc+ 1

I Heuristik en: Finde schnellzulassigePunkte.
z. B. Runden,Greedy-Heuristik

DieseStrategienmessenan das konkrete Problemangepasssein!

{1594
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Relaxierungen liefernlokale untere Schranlen:

S S=) minc'x minc'x
x2S X2 Si

Lesungernvon Teilproblemen liefern globaleobere Schranien:

— — H T
$=S1[5=) mincx

mincT x
x2S

Zulassige Punkte liefernglobaleobere Schranken:

x2S=) ¢'x minc™x
x2S

{1614
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Mathematik fur Informatiker 111

[ Grundlagen der Optimierung
[ Lineare Optimierung

KonvexeHeille

Polyeder:P = fx2 ": Ax bg (Annahme:dimP = n)
ZulessigeMengevon (MILP): S:= P\

Die konvexeHelle von S ist die kleinstekonvexeMenge,die S enhalt.

xa xa
coowS= x2 ":x= ix'; i=1 i 0

{163{

DasBranch-&-Bound-¥rfahren

1.

Initialisiere die Liste der aktiven Subprobleme mit
dem gegetenen Problem (MILP), x := NULL.

. Wenn die Liste leerist, Stop: Problem (MILP) ist

gelost, Lesung: x .

. Entferne ein Subproblem (SUB) aus der Liste, und i

arbeite es wie folgt ab.

4. Lesedie LP-Relaxierung von (SUB).

5. (SUB) ist unzulassig, gehe zu (10).

6. Lesung xS ist schlechter als bisher gefundener

10.

bester Punkt x , gehezu (10).

. xS ist zulassigfur (MILP), neuer bester Punkt:

x := xS, gehezu (10).

. Wende Heuristik an, um zulassigenPunkt x" zu

nden. Ist dieserbesserals x : Setzex := x".

. Teile (SUB) in zwei (oder mehr) neue

Subprobleme auf, schreibe diesein die Liste.
(SUB) ist abgeabeitet, gehezu (2).

bxSc X bxSc+1

unzulassig

ganzzahlige
Losung

dominiert durch
obere Schranke

{16214
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KonvexeHeille

SatzE.12

convsS ist ein Polyedermit Punktenvon S als Ecken.

Die komplette Beschreibungron corvS erfardert u. U. sehrviele
( expn) UngleichungenDeshalbarbeitet man bessemit
Schnittebenen.

{1644
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Gultige Ungleichungenind Facetten

Gultige Ungleichungen fur corvS sind Ungleichungenfur die gilt:

Tx 8x 2 corvS

Eine Seiten ache von convS der Dimensionk wird beschrielen durch
einegeltige Ungleichungfur corvS, die vongenauk + 1 an
unabhangigenPunkten auscorvS mit Gleichheiterfullt wird.

X1

Xo;X1;::1; X an unabhangig X1 Xo
() Xt ;115X Xo linea unabhangig: < ;2)
2

Xo

Seiten achender Dimension0 hei en Ecken
Seiten achender Dimensionl hei en Kanten

Seiten achender Dimensionn 1 hei en Facetten.

Mathematik fer Informatiker 111
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Schnittekenen

(eigentlich Schnitthyperekenen)

AbschneidereinesPunktes
x* 62S:

° T
Schnittekene 1. X 8x2S
e 2. Txt >

Sepaationsproblem: Finde eine Ungleichung(aus einer Familie von
meglichenUngleichungen)die x* abschneidet.

Am besten:Facettenvon corvS als Schnittebenen.

Mathematik fur Informatiker 111
L Grundlagen der Optimierung
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Schnittelenenalgothmus

fur dasProblemminfcT™x : x 2 P\ iig

1.t:=1 Pl:=pP:
2. Lesedie LP-Relaxierung

c™x!:= minfc"x: x 2 Plg:

Fallsxj‘ 2 8j 2 J; STOP: (MILP) gelst.
3. Generiereeine oderemehrereSchnittebenen

Ty

die xt von P! abschneiden.

4. De niere P'*! durch Hinzufugender Ungleichung(en) i' x 1 zu

P! (und evtl. durch Entferneneinigervorher hinzugetigter
Ungleichungen).
5. Setzet := t + 1, und gehezu (2).

Mathematik fur Informatiker I
[ Grundlagen der Optimierung
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Generierewon Schnittelenen

{166{

I Problemspezi sche Facetten

z. B. FacettendesTSP-Polytops

Problem: Sepaation in polynomialerLaufzeit
I Lift-&-Project-Cuts  fur 0-1-Probleme

Betrachte Facettenvon
mincT x
AX b
X 2[0;1]8j 2 J
Xi = 0_ Xi = 1

Farkas-Lemma Chaakterisierungder Facettenals Ecken eines
Polyeders(Polare). Generierungron Facettendurch Lesungvon
LPs, die im wesentlicherdoppelt sogro sindwie Ax  b.

I Gomory-Cuts
Rundenvon Koe zienten, soda die Ungleichungfur ganzzahlige
Punkte erfullt bleibt, aber fur nichtganzzahligePunkte versclarft
wird.

{1674
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Branch& Cut

KombiniereBranch & Bound und Schnittebenenalgathmus.

GeneriereSchnittebenenin (einigen,vor allem fruhen) Knoten, um

(schnell) bessereSchranlen zu erhalten.

{1694
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L Lineare Optimierung
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TSP Beispiele

15112Knoten:

8246 Knoten:

{1714

TSP Beispiele

120 Knoten:

1000 Knoten:

{1704
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Nichtlineae Optimierungspblememit Komplexigt

De nition einesNichtlineaen OptimierungspblemegNLP)

Q;igf(x) bzw. minf(x) s«d:x2 S
wobei die zulassigeMengeS  R" typischerwisede niert ist durch
S fx2R":h(x)=0;c(x) Og
fur Gleichungsund Ungleichungsrestriktionede niert durch
h:R"! R™ und c:R"! RP
Fallsm = 0 = p heisstdas NLP Problemunrestringiert Musseneinige

Komponentenx; ganzzahligseinso sgricht man von einemMINLP in
Analogiezum lineaen MILP .

{1724
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Entspechende&ntscheidungspblem:
Fur welcheSchranlke' hat das SystemalgelyaischerGleichungerund
Ungleichungen

f(x) 5 h(x)=0; c(x) O

wberhaupteineLesungx 2 R" ?

Komplexiatsvergleich

Das jeweilige Entscheidungsmblemist nur unwesentlicheinfacherals das
Optimierungspoblem, da letzteresdurch eine Folge von
Entscheidungsmblemenmit variierendem' approximativ gelost werden
kann.

Bemerkung

Abgesehervom unten bespochenenkonvexenFall ist schondas
Entscheidungsmblemauch ohne GanzzahligkitsbedingungNP schver.
Unter Optimiererngehendie Meinungeneber die praktischeBedeutung
dieserthearetischenAussageweit auseinander.

Mathematik fer Informatiker 111
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Wirkungvon Nichtlineaitat und Nichtkonvexiat I

Im Falle reiner Gleichungssystemeurde festgestellt,dassnichtlineae
Probleme,fur die alle Funktionenstetig di erenzierba sind, im lokalen
Sinne( d.h. bei Vorgabe einesAnfangspunktesn der unmittelbaren Nehe
einerLesung) nur unwesentlichschvererals lineae Problemesind.

Dasgilt auchin Kombination mit UngleichungenAls Verallgemeinerung
von Newton's Methode nehert man danndasgegelenenNLP durch eine
Folge von Systemenauslineaen Gleichungerund Ungleichungeran. Bei
der direkten Lesungdes Optimierungspoblemeswird dabei die
Zielfunktion quadratischangerahert. Das fehrt zu den sogenannten
sukzessiveguadratischerOptimierungsverfahreiSQP).

Global d.h. ohneVorgabe guter Startwerte, sind nichtlineae Probleme
viel schwerer, da schondie Suchenach einemauch nur anneherungswise
zulassigenvektor einenin der Zahl seinerKkomponentenexponentiellen
Aufwand verursacherkann.

Mathematik fur Informatiker 111
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Wirkungvon Nichtlineaitet und Nichtkonvexigt |

Die scheinba harmlosepolynomiale(Zusatz-)Gleichung
x(l x) =0

erzwingt, dassdie i-te Variable x; binar ist, d.h. nur die Werte 0 oder 1
annehmerdarf. ( Man kann so leicht dasklassische
Entscheidungsmblem SAT als NLP schreilen.)

Ein guter Anfangsvert bedeutethier praktisch die Vorentscheidungpb x;
nun 0 oder 1 seinsoll.

Nur im Falle konvexerNLP ( d.h. h musslinea sein,aber f und die p
Komponentenvon ¢ kennenallgemeinere&onvexeFunktionensein)
werdenkeine guten Startwerte benetigt. Denndann sind sovohl die
Mengealler zulassigerund insbesondereadie Mengealler optimalen
Lesungenselbstkonvexund es gibt keinelokalen Minima.

{175¢
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Nichtlineae Ausgleichspbleme

Einewichtige Klasse(hau g unrestringierter)NLPs sind von der Form:

minf(z)  3KF@) ¥k = 2(F@) Y (F@) )

wobei F : R"! R™ mit m n einan verschiedeneRunkten
ausgewrtetesmathematischesviodell darstellt. Der Variablenvekto z
soll so gewahlt werdensoll, dassder EuklidischeAbstandkF(x) yk zu
‘gemessenenDateny 2 R™ meglichstklein ist.

Zum Beispielkennte man die in Ubung 3 Aufgabke 1 betrachteten
'synthetischen’( d.h. nicht wirklich gemessenesondernkenstlich
erzeugten) Daten

1

1+725xi2; x =f :6 :35 :1,0;:1;,:3;:6g; furi=1;:::;7

Vi =

auchnichtlinea anmahern.

{1764
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FortsetzungdesBeispieles Gauss-Newto(Fortsetzung)

Statt die Daten durch eine Lineakombinationvon Monomen
uj(x) = x 1 oder sonstigerBasisfunktionerkennte man annehmendass

Vi Fi(z) "(%:z) mit ' (x;2) Z1+ 25CoS(Z3 X + Z4) Wiederholungfuhrt hier unter Nutzung der Normalengleichungeur
Gauss-Newton lteration
Mit anderenWorten: Wir nutzen eine Kosinusfunktionmit denvier

1
Parameternz  (z)i=1 .4 als Modell fur unsereDaten. z z F2’Fl2 FA2’F(2)
O ensichtlichist nunF(z) y = (F; gZ) ¥i)i=1;::;4 Nicht mehrlinea Unter geeigneterorraussetzungerergibt sich von guten
und entspechendf (z) kF(z) yk°=2 auchnicht quadratischin z. Anfangspunkterlineare Konvergenzgegenein lokalesMinimum von
Wegender Oszillationender Kosinusfunktionist diesesProblemauch f(z) = 1=2kF(z) yk2. Dabei mussgegelenenfallseine Dampfungder
nicht konvexund hat mehrerelokale Minima. Schrittweite eingesetztwerdenund selbstmit ihr ist Konvergenzvon

beliebigenAnfangspunktemicht garantiert.

Nichtlineae Ausgleichspblemekennenentwedermit allgemeinen
Algorithmen zur nichtlineaen Optimierungoder mit verschiedenen
Varianten dessogenannterGauss-Newton Verfahrensgelost werden.

{1774 {1794
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Gauss-Newton Lesbakeit allgemeineNLPs
Bei dieserVerallgemeinerungles Newton-\Verfahrenswird am jeweiligen Man unterscheidetirei Meglichleiten
Anneherungswrt z fur einenzunachstbeliebigenSchritt s approximiert ) )

(i) zulessig () ; 6 S fx2R": h(x)=0c(x) Og
0
F(z+s) F(s) F(@)+F(2)s (i) beschenkt () 1 < f infff(x):x2 Sg

wobei Fqz) 2 R™ " wiederumdie ausallen erstenpartiellen Ableitungen (iii) losba () ;6 argmin(fjS) fx2S:f(x)=fg
@i=@; vonF nachz gefamte Jacobimatrixdarstellt.
Wahrendim Newtonverfahrerder Schritte s so gewahlt wird, dassdas _ ) _ ) o
Gleichungssysteri%(z)s = F(z) exakterfullt wird, geht diesim Bei der Lineaen Programmierungd.h. wennf ; c; h linea sind gilt
vorliegendenuberbestimmtenFallem  n im allgemeinemicht. Hier . o . o oo
wird wie beim linearen Ausgleichpoblems so gewahlt, dasss das () & (i) =) (i) sowie argmin(fju\ S) argmin(fjS)

ResiduumkFYz)s + F(z)k minimiert. Im wohlbestimmtenFallem = n

ergibt dies den exaktenNewton-Schritts = FYz) 1F(z). wobei fjM die Restriktionder Funktion f auf einebeliebigeTeilmengeM

seinesDe nitonsbereichesymiwlisiert.
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Nichtlineaes Gegenbispiel:

S=1[01);

f(x)=e x D’

1+

1
(iv)  zulassigund beschankt, aber nicht lesba.

(v) x = Oist lokalesaber nicht globalesMinimum.

Warnung:

Die Meglichleiten (iv) und (v) kennenim Allgemeinendurch einen

Optimierungsalgathmus nicht festgestelltwerden.

PraktischesAbbruchkriterium:

Gib auf, wenndie an benachbaten zulassigenPunkten erzielbaen

ReduktionendesFunktionswerteskleinerals einevorgegelene Toleranz

ist ( oder der Algorithmus anderenHindernissenwie zum Beispiel

singukren Matrizen, begegnetist.)

Mathematik fur Informatiker 111
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GrundlegendalgaithmischeHerangehenssisen

Lokale Abstiegsmethdik

Ausgehendron xg 2 S erzeugeeine Folge

f(Xer1) < F(X)

so dassho entlich fur eino enes U

GlobaleOptimierungsmethaik

Xk+1 = Xk + & Wwith

ErzeugeeineendlichePunktwolke X = fx,gk_;
unter Berucksichtigngdes"Fitnesswertes" f (xx) und wahle

x 2 argmin(fjS\ X)

with x 2 argmin(fju\ S)

R" meglicherveise

See:Evolutiorare Algorithmen = SimmulatedAnnealing

+ GeneticAlgorithms (GA)

{1814{
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M‘\

0\\
n"\\

X
f(x)= 1+
i=1 i=1
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ik B
200

x2 Y

Grievank'sfunction: The GA playground

Xi
Cos p—
i

google (Griewank function) =) #1 2 27 Kilohits

CompaisonbetweenPSA/GAc and GA (Grievank function)

dim PSA GA (20*20) duGa
Optimum 1.0e-5ader 0 0
Successate | 10 0.9 0.0 0.2
Evaluations 3008201 3200400 | 2676960
Successate | 30 1.0 0.7 0.9
Evaluations 3118041 2922120 | 1819760

CompaisonbetweenPSA/GAc and GA (Rosenbock function)

Optimum dim | 1.0e-8ader 0 0
Successate | 10 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2750721 | 3200400| 3200400
Successate | 30 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2723441 | 3200400| 3200400

{183{
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Optimalitatsbedingungemnrestringierteriall (m = 0 = p)

@ =

=) ist lokal aquivalentzu ‘Ioseg(x) rf(x)=0‘

0=r f(x) a ,  Gradientverschwindet

f o= . . . . .
0 r3Xx) @; HessematrixH (x) ist positiv semi-de nite
@i @j j=

g(x)= 0" H(x) 0" det(H(x)) 8 0 =) x lokalesMinimum

{185{
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Rosenlock { Funktion
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Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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35

25

05

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

{1874

Hehenliniender Rosenbock { Funktion
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Gradienten Verfahrenfur Rosenbock - Funktion

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Was klemmt beim SteilstenAbstieg(Cauchyl847) ???
Xeet = X kG mit argngin(f(xk )

Die Berechenung/on  heisstline-search bzw Strahlsuche .
Fur  f(x;%) = 3(x2+ x2) zeigtdie Methode zigzaging:

Im allgemeinerfall ist die Konvergenzrate

kxe Xk kxo X k(1 Tl)k kxo x k(1 2k=)

wobei = (H) kHKkH k= max(H )= min(H)

{18914

BFGS- Verfahrenfur Rosenbock - Funktion

AT
Séiytion s A
Soutop
S
L

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Bedeutungvon Skalierungsinvaanz
Steilster Abstieg funktioniert perfekt wenn

Hx)=1() Hx)=1I

oder wenn angevandt auf dastransfamierte Problem

f(z) f(H T2

=) Newton'sMethode DynamischeTlransfamation
Xer1 = Xt kS mit H(X)so= G
=) Quasi{NewtonMethode, z.B.
Besk = o mit He Bx  UBk 1% 150k Ok 1)
diesist der einzigeWeg zur superlineaen Konvergenzd.h.

. kx x k
lim k"'li:

ki1 kxk x k 0

{1904

Mutations-Selektions Verfahrenfur Rosenhbock-Funktion

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Kostender Lineaen Algelya vs. Auswertungslomplexist

OPS(H, 'g«) = in® OPS(B, 'g) n?
MEM (Hk) = n? MEM(By) = kn for LM-BFGS

LM  Limited Memay Version

% 4  via AlgorithmischemDi erenzieren
OPS(r % (x)) . .
~OPSTFN) 4n im schlimsstervollbesetztenFall

{193{
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I—Unreslnngiene nichtlineare Optimierung

Zwischenfolgerungen
(fur denunrestringierteriall)

I Gradientenkostennur ein kleinesVielfachesder zu Grundeliegenden
Funktionsauswertung vorrausgesetztdieseist durch einen
Auswertungscale gegelen.

I Hesse-und Jacobimatrizeng.g.r 2f undim beschenkten Falle
r h;r c, kennensehrteuer zu faktorisierensein, falls sie keine
geeigneteDunnbesetzheitsstruktubesitzen.

I Gradientenbasiertguasi{Newton Methoden sind ein guter
KompromisszwischenlangsamerableitungsfreierVerfahrenund
teuren Methoden zweiter Ordnungwie z.B. Newton.

I Bei unrestringiertenProblemenkann durch StrahlsucheKonvergenz
zu einemstationaren Punkt erzwungenwerden.

I GlobaleOptimierungist extremteuer und/oder sehrunzuverassig.

{194¢
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[ Restringierte Nichtlineare Optimierung

RestringierteNichtlineaie Optimierung

Umfamungstrickszu unrestringierteniProblem
Gleichheitsrestriktion
Ungleichungsrestriktion konvertierba zu  Vorzeichentedingung
oder quadrierterSchlupf

G(x) 0 () cj(x)+zje:O mit e=1undz O oder e=2

Bewertungsfunktion:

f(x) f(x)+ p(h(x)) + tb(c(x))

wobei
p(z) = Strafefurz6 0 e.g.p(z) = z2
b(z) = Barrierefurz! 0 e.g.b(z)= In(2)
Unter ziemlichallgemeinervVoraussetzungemilt dann
lim x argminf (x) = x 2 argmin(fjM)
to X2 R0
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[ Restringierte Nichtlineare Optimierung

KKT Optimalitatsbedingungeriur restringierteMinima
An lokalen Minimalpunktenmussdie Lagrangefunktion
xn X
Lix;; ) =f(x)+ jhj(x) + ici(x) mit j O
j=1 i=1
nachKarush (1939) und Kuhn-Tucker (1951)
die folgendenBedingungererster Ordnungerfullen
rxLkx;; ) = 0 roLx ;o)
roLx ;o) 0 ; oL )

Als Bedingungzweiter Ordnung mussgeltenfer beliebigev 2 R"

rh(x)v=0; diag( Jre(x)v=0 =) v'r2(x;; v 0
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I*Resmng\erte Nichtlineare Optimierung

Erveiterte LagrangeMethoden (MINOS(1970),LANCELOT(1988))
Minimiere

L (x;;

) = L(x;

)+

1 , X

> khk= + _
i=1

welcheidentischeMinima x = x fur grosses und korrektes ,

max(0, ¢)?

hat.

Sequentiell®uadratischd®rogrammierungwilson(1963), Powell)

Minimieref (x) + g(x)Ts+ 1s"Bs

sth(x)+r h(x)s = 0 mit linearen Restriktionen
c(x) + r c(x)s 0
wobei
B r2L(x;; )=ridx+ i 2hi(x) + ir 2gi(x)
j=1 i=1
alle Krummungsinfomationenenthalt.
{1974
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L Restringierte Nichtlineare Optimierung
problem nv nc ipopt  knitro  -d -a logo  pennon snopt
bearing2oo 40000 0 10 236 10 93 11 29 fail
beaingaoo 160000 O 106 856 67 1018 89 173 fail
camshapeigoo 1600 3200 3 31 1 c 4 fail 10
camshapesaoo 6400 12800 17 178 7 t i fail 177
elecoo 600 200 84 14 22 27 67 34 46
elecoo 1200 400 994 63 164 190 1296 183 78
gasoikeoo 16001 15998 8 164 120 923 15 t 225
gasoik2o0 32001 31998 26 1239 748 5163 110 t 688
marinegoo 19215 19192 8 11 14 3039 28 t t
marine1soo 38415 38392 42 39 31 t 204 t t
pineneisoo 32000 31995 14 8 15 t 17 40 loop
pinenesoo 64000 63995 54 42 60 t 66 123
robotgoo 7199 4801 4 3 6 12 i fail 78
robotieoo 14399 9601 10 10 12 48 t fail 149
rocketsaoo 25601 19200 18 6 18 1918 14 fail 1335
rocketi2go0 51201 38400 36 17 37 t 37 fail loop
steeringsaoo 32000 25601 9 7 12 t t 10 298
steeringizgop 32000 25601 19 21 32t t 31
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SchlussfolgerunigeziglichrestringierterProbleme

I Wesentlichschwererals unrestringierteProbleme,Au nden eines
zulassigerPunktesnicht garantiert.

I SQP Methodene zient und zuverkssigauf Problemenmittlerer
Gresse,d.h. mit einigenhundert Variablenund Restriktionen.

I Bei noch gressererProblemenscheineninnerePunkt Methoden
derzeitam e ektivsten.

I Anwendungvon SQP und InnerePunktmethodenin Praxisverlangt
oftmals (zu) hohenImplementierungsaufand.

I Lokale Optimierung Fine Tuning & Strukturelle Optimierung.

{1994
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Teil F
Kombinatak undWahrscheinlicleitsrechnung

EndlicheWahrscheinlichkitsaume
Elementae De nitionen
Bedingte Wahrscheinlichkit
Unablengigleit von Ereignissen
Produktexperimente
Zufallsvaiablen
Erwartungswert, Varianz, Kovaianz
Das schwacheGesetzder gro en Zahlen

UnendlicheWahrscheinlichkitsraume
Diskrete Wahrscheinlichkitsmume
KontinuierlicheWahrscheinlichkitsraume
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F-1 EndlicheWahrscheinlichditsmume

Wir betrachtenfolgendesExperiment: Eine Munzewird geworfen. Das
Ergebnisseientweder,KopfA oder ,Zahk . Der Ausgangeinessolchen
Experimentesist nicht exakt vorraussagba Man mel te ein exaktes
physilalischesModell und alle netigen Parameter, Anfangs-und
Randdatenhaben, was aber unmeglichist.

Im betrachtetenFall sprechenwir von einemZufallsexperiment. Die
Wabhrscheinlichkeitstheorie analysiertGesetzma igkeiten solcher
Zufallsexgrimente.

Jederhat einegewisséVorstellungvon der Aussage;, Bei einerfairen
Meunzeist die Wahrscheinlichkeit fur ,Kopf genausogro wie fur
Zahl'\

Intuitiv denkt man dabei etwa: ,, Wenn man die Munze oft
(hintereinander)wirft, so konvergiertdie relative Hau gk eit von ,Kopf
(von ,Zahl') gegenl/2.\ EineDe nition der Wahrscheinlich&it mit Hilfe
der relativenHeau gkeitenist im Allgemeinenjedoch problematisch.

{202¢
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BeispielF.1 (Experiment: ZweimaligesVurfeln)
Die Mengealler meglichenKombinationenist

=130 i 6g:

Also gibt esj j = 36 megliche AusgangedesExperimentes.Bei einem
sogenannterfairen Wurfel sind alle dieseAusgange
(Elementarereignisse) gleichvahrscheinlichZ.B. geschiehtdasEreignis
f(1;2)g = ,erstl, dann2 mit einerWahrscheinlichkit von 1=36. Das
Ereignis, Summeder Augenzahlerist hechstens3\ entspicht der Menge
A= 1(1;1);(1;2);(2;1)g. Esgilt alsojAj = 3 und somitist die
Wahrscheinlichkit fer diesesEreignisgleich3=36= 1=12.

{203{

Mathematik fur Informatiker I
L Endiiche Wahrscheinlichkeitsraume
L Elementare De nitionen

Elementae De nitionen

De nition F.2 (EndlicherWahrscheinlictgitsraum)

Sei einenicht-leere endliche Menge,also = f1;2;:::;Ngund

P() derenPotenzmenge,d.h. die Menge aller Teilmengenvon

1. EineWabhrscheinlickeitsverteilung (oder auchein Wahrschein-
lichkeitsma ) auf ist eineAbbildungP : P() ! [O;1] mit
folgendenEigenschaften:
PO = %
P(A[ B) = P(A)+ P(B) furA\ B=;:

Die Menge nennenwir Ergebnismenge oder auch Ergebnisraum.

2. TeilmengerA hei en Ereignisse, P(A) heit
Wahrscheinlichkeit von A.

3. EineMengef! gmit! 2  heit Elementarereignis.

4. DasPaa ( ;P) heit Wahrscheinlichkeitsraum (genauer:
endlicherWahrscheinlich&itsraum).

5. Wir nennen dassichere Ereignis und ; dasunmegliche Ereignis.
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L Elementare De nitionen

Bemerkung:

(Wahrscheinlichkitsma als Voraussage)

Auch wenn wir hier, wie angekeindigt, mathematisch vorgehenund
Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissendurch eine abstrakt gegelene
Funktion P de nieren, ohne dies weiter zu erklaren, sollte jeder eine
intuitiv e Vorstellung von Wahrscdheinlichkeit haben. Das
Wahrscheinlichkeitsma kennenwir auch als Voraussage eber die
meglichen Ausgange einesZufallsexperimerntes interpretieren. Eine
soldhe Sichtweisewird z.B. das Verstandnis desBegri es der bedingten
Wabhrscheinlichkeit unterstetzen.

Mathematik fer Informatiker 111
L Endiiche Wahrscheinlichkeitsraume
- Elementare De nitionen

Satz F.3 (EigenschaftereinesWahrscheinlichditsma es)

Seien( ;P) ein endlicher Wahrsdeinlichkeitsraum und A;B 2 P() .
Es gilt:

1.

P(A®) =1 P(A), wobei A® = nA dasKomplement von A ist.
Speziell gilt P(;) = 0.

A B) P(A) P(B).
. P(AnB) = P(A) P(A\ B).

P
A\ A =, danngilt P( A) = P(A)). Speziell gilt
p i=1 i=1
P(A) = P(f! g).
12A

. 8 P
gilt P(. A) P(A).

i=1 i=1

. P(A[ B)= P(A)+ P(B) P(A\ B).
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De nition F.4 (Laplaceschewahrscheinlichditsraum)

Sei( ;P) endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Falls alle
Elementarereignissedie gleiche Wahrsdeinlichkeit haben, heit P
Gleichverteilung, und ( ;P) heit Laplacescher
Wahrscheinlichkeitsraum. Es gilt dann:

P() Jij fur alle! 2 ;
P(A) :Aj fur A ;

wobeij j, jAj die Anzahl der Elemerte in  bzw. A ist.

Mathematik fur Informatiker I
L Endiiche Wahrscheinlichkeitsraume
L Elementare De nitionen

BeispielF.5 (,,6 Richtigeim Lotto 6 aus49 )

Wir berechnendie Wahrscheinlichkit dafer, dass6 bestimmte Zahlen
(der eigeneTipp) zufellig als Gewinnzahlergezogenwverden,auf zwei
verschieden&Veisen.UnserTipp besteheausden sechsverschiedenen

undw; 6 w; furi 6 jundl i;j 6g

Die AnzahldieserTeilmengernistj 1j = ‘:39 = 13983816.

JedeZiehung(jedesElementaereignis)habe den gleichen
Wahrscheinlich&itswert, insbesondereauch das Elementaereignis

P1(A1) = Jij 7:1511 10 &

{2074
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L Elementare De nitionen

2. Jetzt nehmenwir als Elementaereignissalle Sechsertupl von
paaweiseverschiedeneganzenZahlenzwischenl und 49. Es kommt

alsoauf die Reihenfolgebei der Ziehungan. Z.B. sind die Tupel
(1;2;3;4,5;6) und (6; 5; 4; 3; 2; 1) voneinandewerschieden.

2 = f(wgiinwe)jw 2 f1;:::;49g;furallel i 6
w; 8 wifuri 6 jundl i;j 6g:
Die AnzahlsolcherSechsertupl ist
i o = 49 48 44= %:
Das Ereignis, 6 Richtiga entspicht der Menge
A= f(giiite)jfla it eg= fta) 11 tegy

ja egal,in welcherReihenfolgadie Gewinnzahlergezogerwerden.Es gilt
alsojA,j = 6!. Wir erhaltenalso
A
PQ(AQ) = ﬂ
I 2l

{2094
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- Elementare De nitionen

BeispielF.6 (Dreimal Werfeln mit Laplace-\Wirfel)

Wie gro ist die Wahrsdheinlichkeit dafer, dassdabei keine
Wiederholung vorkommt? Wir weahlen

= f(wy;wo;wg)jli 211;2;3;4;56gfur 1 i 3g

als Ergebnismenge Die Anzahl aller meglichen Elemertarereignisse
(Dreiertup el) ist 6°. Das Ereignis . keine Wiederholung\ entspricht der
Menge A aller Dreiertupel, in denenalle drei Zahlen versdieden sind.
Es gibt genau6 5 4= % solche Dreiertupel. Also ist
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L Elementare De nitionen

SatzF.7
Die ElementeeinerMengemit n Elementenlassensich auf genaun!
verschiedendrten anadnen.

SatzF.8
Aus einerMengemit n verschiedeneiklementenlassensichk Elemente
(ohne Benucksichtigungder Reihenfolge)auf

n _ n!
k ~ ki(n k)

Arten auswahlen.

SatzF.9
Aus einerMengemit n verschiedeneiklementenlassensichk Elemente
(mit Berucksichtigungder Reihenfolge)auf

n!

nn 1)(n 2):::(n k+1):m

Arten auswahlen.
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SatzF.10

Das Urnenexgriment 'Ziehen ohne Zurecklegen':In einerUrne be nden
sichN Kugeln, S Schvarzeund W wei e, wobei S+ W = N ist. Ausder
Urne werdennacheinanderufellig n Kugeln gezogendavonseienng
Kugelnschwarz und n,, Kugelnwei. Dannist die Wahrscheinlichk&it
dafur, genauns schvarze und n,, wei e Kugeln zu ziehengleich

S W N
P (Anzahlschvwarze Kugeln= ng) = n n = n
S ‘W
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L—Elementare De nitionen L Bedingte Wahrscheinlichkeit
BeispielF.12
SatzF.11 (Voraussagefur den zweifachen Munzwurf bei zusatzlicher
Das Urnenexg@riment'Ziehenmit Zurucklegen':In einerUrne be nden Information)
sichN Kugeln, S Schvarzeund W wei e, wobei S+ W = N ist. Ausder Wir betrachten zwei aufeinanderfolgendeM enzweirfe mit einer fairen
Urne werdenzufellig n KugelngezogennachjedemZug wird die Kugel Menze. Wie gro ist die Wahrscheinlichkeit dafer, dass,zweimal
wiederzuruckgelegt.Es werdenns schvarze und n,, wei e Kugeln Kopf\ fallt (Ereignis A), wenn man wei, dass

gezogenDann st die Wahrscheinlichkit dafur, genauns schwarze und

1. Fall: der erste Wurf das Ergebnis ,,Kopf\ hat (Ereignis B;).
ny wei e Kugelnzu ziehengleich g p (Ereignis B;)

2. Fall: mindestensein Wurf gleich ,,Kopf\ ist (Ereignis B,).

S Ng W Ny . .
P(Anzahlschvarze Kugeln= ng) = : N o : Als Ergebnisraum wahlen wir

S

= f(K;K) (K 2):(Z:K); (Z: 2)g:
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BedingteWahrscheinlichgt
Da wir die Munzeals fair annehmenhat jedesElementaereignisdie

. . Wahrscheinlich&it 1=4. Fur unserespeziellbetrachtetenEreignissagilt
In Bemerkunghatten wir schonerwahnt, dassman ein gegetenes ke g 9

Wabhrscheinlichkitsma als Voraussagdur ein Zufallsexgriment A = f(K:K)g;
interpretierenkann. Wenn man nun zusatzliche Informationenwber das

Experiment erhalt, so kann man dieseVoraussage,verbesserh. Z.B. hat P(A) = };

man nach einemeinfachenExperimentwie Munzwurfdie Information, wie 4

das Experimentausgegangeist, und man kann mit dieservollstandigen B: = f(K;K);(K;Z)g;
Information im Nachhineinsoga einedeterministische, Voraussage (die

dannihren Nameneigentlichnicht mehr verdient) machen,d.h. man wird P(B1) = };

nicht mehrdasa priori gegeleneWahrscheinlichkitsma betrachten, 2
sondernvielmehrein andereqdeterministisches)das jedemEreignis B, = f(K;K);(K;Z);(Z;:K)g;
entwederdie Wahrscheinlichkit 0 oder 1 zuadnet. Im allgemeinererhalt

man keinevollstandigelnformation, sondernnur eine solcheder Art, dass P(By) = g;

bestimmte Ereignissesichereintreten. Dementspechendgeht man zu
einemneuenWahrscheinlichkitsma wber.
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1. Fall: Aufgrundder zusatzlichenInformationen,dassdasEreignisB;
eintritt, kennendie Elementaereigniss€Z;Z) und (Z;K) vellig
ausgeschlossemerden.Es kennenalsonur (K ; K) oder (K; Z)
eintreten. Ohnejeglicheweitere Information sind diesebeidenals
gleichvahrscheinliccanzunehmenDurch diesetberlegungerordnen
wir insbesonderedem Ereigneig K ; K) eineneueWahscheinlichkit
zu:

De nition F.13 (BedingteWahrscheinlicret)

Seien( ;P) ein endlicher Wahrscdheinlichkeitsraum, B mit
P(B) > Ound A2 . Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei
gegebenen B ist

i 1 . P(A\ B)
P(AjB;) = =: = N 2.
(ABY) = 3 P(AB) = —5 g
Wir bezeichnerdieseals die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses (K ; K) bei gegebenem B;.
2. Fall: Eskennennur (K;K); (K;Z);(Z;K) eintreten. Wiedersehen Bemerkung
wir dieseElementaereignissals gleichvahrscheinlichan. Also Es folgt
1 P(A\ B) = P(B) P(AjB): Q)
P(AjB2) = 3
{2174 {2194
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In beidenFallen werdendie meglichenElementaereignissewuf eine
MengeB; reduziert. Wie wir sehen,ist die bedingte
Wahrscheinlich&it fur dasEreignisA bei gegetlenemB gleich

JA\ Bj _ P(A\ B)_

PAB) = Y1 = “h@)

Mit Hilfe desletzten Ausdrucksde nierenwir allgemeindie bedingte
Wahrscheinlichkit.

{218¢{

Satz F.14 (zur bedingtenWahrscheinlicleit)

Sei( ;P) einendlicherWahrscheinlichkitsraum.

1. (Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist ein Wahrscheinlich-
keitsma )
SeiP(B) > 0. Durch

Ps(A) := P(AB)

ist ein Wahrscheinlichkitsma auf de niert. IstA  B€ oder
P(A) = 0, soist P(AjB) = 0.
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2. (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit)
38

Sei = Bi mit Bi\ Bj = ; furi 6 j (disjunkte Zerlegungvon ).
i=1

Dann gilt fur jedesA

X
P(A) = P(Bk) P(ABk): @)

1k om
P(By)> 0

Daherwird uber alle Indizesk summiert,fur die P(Bx) > 0. Wir

P P
schreilen der Kurze halber auch,, \ anstatt ,, \', wobei wir im
k=1

Fall P(Bk) = 0 dasProdukt als O de nieren.

1k n;
P(By)> 0
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3. (Formel von Bayes)
Seineben den Voraussetzungein 2. zusatzlich noch P(A) > 0 erfullt.
Danngilt fur jedesl i n:

P(BijA) = P(Bi) P(AjBi)

P(BJ) P(ABY)
k=1

{22214
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Bemerkung

Interpretation der Formel von Bayes

Wie durch das weiter unten folgendeBeispiel F.15 illustriert wird,
werdenin der Formel von Bayes, die EreignisseBy als megliche
.Ursachen fur dasbeobadtete Ereignis (, Symptom\ ) A aufgefasst.
Fur jedesEreignis Bx wird die A-priori-W ahrscheinlichkeit P(By) als
bekannt vorausgesetztund ebensodie bedingten Wahrsdeinlichkeiten
dafur, dassbei Eintreten von Ursache Bx auch das Symptom A
eintritt.

Mit Hilfe der Formel von Bayeswird fur ein B; die
A-posteriori-Wahrsdeinlichkeit berecnet unter der zusatzlichen
Information, dassdas Symptom A beobaditet wird.

Diese Vorgehensveiseder Korrektur von

A-priori-W ahrsdeinlichkeiten aufgrund von Beobadtungen spielt in
der BayesischenStatistik ein wichtige Rolle.
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BeispielF.15 (DiagnostischeiTest, vgl. [Krenge])

Eine Krankheit komme bei etwa 0; 5% der Bevelkerung vor. Ein Test
zur Au ndung der Krankheit fuhre bei 99% der Kranken zu einer
Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden.Wir mechten die
Wahrsdeinlichkeit dafur ermitteln, dasseine Person, bei der die
Reaktion eintritt, die Krankheit tatsachlich hat, und desWeiteren die
Wahrsdheinlichkeit, dasseine Person, bei der keine Reaktion eintritt,

in Wirklic hkeit krank ist. Dazu de nieren wir megliche Ereignisse:

B; : .Die Personhat die Krankheit.\ ;

B, = BlC . . Die Personhat die Krankheit nicht.\ ;
A; : ,Testpositiv\;

A; = Af : ,Testnegatiw :
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Nach der Formel von Bayes gilt
P(B1) P(A4jB1)

P(B1) P(A4jB1) + P(Bz) P(A4]By)
5 10 ° 0:99

= 0:2:
5103 099+ (1 5 10 %) 0:02

P(B1jA1)

Die gesuchtebedingte Wahrscheinlichkit fur einetatsechliche
ErkrankungeinerPerson,bei der der Test positiv ist. betragt etwa 0:2.
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Auch die Wahrscheinlichkit dafer, dasseine negativgetestetePerson
tatsachlichkrank ist, berechnenwir nach der Formel von Bayes:

P(B1) P(A2jBi)
P(B1) P(A2jB1) + P(Bz2) P(A2)B2)
5 10 3 0:.01

= 51 10 %
5 10 3 0:01+ (1 5 10 3) 0:98

P(B1jA2)
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De nition F.16 (E zienz diagnostischerests,s. [Sach})

Wir betrachtenwie in BeispielF.15 einendiagnostischermest fur eine
Krankheit. Der getestetePatient kann gesund(Ereignisk ©) oder
tatsachlichkrank sein(EreignisK). Der Test kann positiv ausfallen,d.h.
der Patient wird als krank getestet(EreignisT . ), oder negativ (Ereignis
T =T%5.
1. Die Spezit at desTestsist die bedingte Wahrscheinlichkit
P(T jK©) fur einennegativenTest, wenn der Patient gesundist.

2. Die Sensitivit at desTestsist die bedingte Wahrscheinlichkit
P(T+]jK) fur einenpositiven Test, wenn der Patient krank ist.

Mathematik fur Informatiker I
L Endiiche Wahrscheinlichkeitsraume
[ Bedingte Wahrscheinlichkeit

Spezi zitat und Sensitiviet kennenwir als Getekriterium einesTests
ansehenSie solltenbeidenahebei 1 liegen.Die bedingte
Wabhrscheinlichkit P(K]jT. ) ist der Voraussagewert einespositiven
Testergebnissesei Kranken, und P(K ©jT ) ist der Voraussagewrt eines
negativenTestergebnisselsei GesundenDiesesolltenidealerveise
ebenfallsnahebei 1 liegen.Sie hangennach der Formel von Bayes
allerdingsauchvon der A-priori-Wahrscheinlichgit fur die Krankheit ab,
welcheals die relative Hau gkeit , Anzahl der Kranken geteilt durch die
Gesamtzahbder Menscheh (z.B. in einembestimmtenLand) de niert
ist, der so genanntenPravalenz der Krankheit. DieseAbhangigleit kann
wie in BeispielF.15 zu niedrigenVoraussagewrten fehren, wenn die
Krankheit nur sehrseltenist, alsozu typischem, Fehlalam bei seltenen
Ereignissen.
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Unablangigleit von Ereignissen
BeispielF.17 (fur zwei unablangigeEreignisse)

Wir betrachten folgendesExperiment: Es wird zweimal mit einem De nition F.19
Laplace-Werfel gewerfelt. Wir betrachten das Ereignis A, dassdie (Unabh angigkeit einer Familie von Ereignissen)
+~Summeder Augenzahlengeradé& und Ereignis B, dassder , zweite Seif A;;i 2 Jg eine endliche Familie von Ereignissen.
Waurf eine 1\ ist. Es gilt P(A) = 3:P(B) = §:P(A\ B) = £;; wie man 1. Wir sagen,dassdie Produktfo rmel fur fA;;i 2 Jg gilt, wenn
durch Abzahlen der jeweiligen Mengen sieft. Also \ v
P(A\ B) = P(A) P(B), P(A)=P(AB), P(B)= P(BjA): P(inAi) = iZJP(Ai):
D.h. durch die zusgtzlichen Informat.iopen, QassB eintritt, andgrt sich 2. Wir sagen,dasseine (nicht unbedingt endliche) Familie
nichts an der (bedingten) Wahrsdaeinlichkeit dafer, dassA eintritt. A = fA;;i 2 Ig von Ereignissenunabhangig ist, wenn fer jede
De nition F.18 (Unabhangigleit zweier Ereignisse) endliche Teilfamilie fA;;i 2 Jgmit 3 | die Produktformel gilt.
Zwei EreignisseA und B hei en voneinander unabhangig, wenn die
Produktfo rmel
P(A\ B) = P(A) P(B)
gilt.
{2294 {231{
Mathematik fur Informatiker 111 Mathematik fur Informatiker 111
[ Endliche Wahrscheinlichkeitsraume [ Endliche Wahrscheinlichkeitsraume
I—Unabhanglgke\t von Ereignissen I—Produktexpenmenle
Produktexgerimente
Bemerkung De nition F.20 (Produkt von Wahrscheinlictgitsmumen)
1. Die Relation A ist unablangigvon B\ ist symmetrischd.h. ,A ist Die Menge
unabhangigvon B\ genaudann,wenn,B unabhangigvon A\ ist. Aber
im allgemeinerist sie nicht re exiv (fur 0 < P(A) < 1 gilt z.B., dass - ¥ o ®)
P(A\ A) = P(A) 6 P(A) P(A)) oder transitiv (aus ,A ist unabhangig ) ' ! .
von B\ und B ist unabrangigvon C\ folgt i.a. nicht, dass, A _ _
unabtangigvon O\ ist, wie man fur die Wahl einesBeispielsmit A= C = fQunnta)iti2 furi=1;::0ng

mit 0< P(A) < 1undB = ; sieht.) 2. Ebensoist die
Nicht-Unabrangigleit zweier Ereignissenicht transitiv. Als Gegenleispiel
betrachtenwir den LaplacescheiwVahrscheinlich&itsraum(vgl.

De nition F.4), bestehendaus := f1,;2;3;4g und der Verteilung ¥
P(f! g) = 1 furjedes! 2  sowie die EreignisseA := f1;2g, B := f1g P() = Pi(l) 4
und C := f1; 3g. Man rechnetleicht nach, dassA nicht unabhangigvon i-1

B und B nicht unabhangigvon C ist. Allerdingsist A unabhangigvon C.

heit das (kartesische) Produkt oder auch die Produktmenge von
( 1)1 i n. Durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

ist ein Wahrscheinlichkeitsma auf de niert, daswir ebenfalls mit P
bezeihinen. Wir nennen( ;P) dasProdukt der Wahrscheinlichkeits-
raume ( i;Pi)1 i n.
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SatzF.21

(Eindeutigk eit des Produkts von Wahrscheinlichkeitsraumen)

1. Durch (4) ist tatsechlichein Wahrscheinlichkitsma auf
fur Aj 2 (i=1;:::5n):
A4
P( fXi2Ag) = Pi(A)
i=1 i=1

Hierbei folgendeNotation fur als Urbild de nierte Mengen:

fXi2 Aig=fl = (gt 2 jX0)="1 2A0

Inskesonderailt dann

P(fXn 2 Acg) = Px(Ax) furallel k n.

3. Dasdurch (4) de nierte Wahrscheinlichkitsma ist daseinzigeMa

auf , beauglich desserjede Mengenfamilie(f Xi 2 Aig)1
unablangigist und fur die (6) gilt.
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BeispielF.22 (n-facherMunzwur

de niert.
2. Sei X; diei-te Koordinatenfunktionauf , d.h. X;(!) = !;. Danngilt

n

(®)

(6)

Wir betrachten eine Folge von n unabhangigen Einzelexperimenten,

die jeweils durch die Ergebnismenge ; = fK;Zg und das
Wabhrsdeinlichkeitsma
_ p fur w; = K;
(1) =
PiCti) 1 p fur w=2Z;
(mit 1 i n) besdriebensind. Hierbeiist 0 p 1.

Die Produktmenge ist
= f0;19" = f(wy; i wh)jw 2 FK; Zg;1 i

und das Wahrsdheinlichkeitsma ist gegeken durch seine
Wabhrsdheinlichkeitsfunktion

N
P(1) = Pt =p@ p" %

i=1

wobei k die Anzahl der Indizesi mit ! ; = 1 ist.

ng;

(@)
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De nition F.23 (Bernoulli-\erteilung)

Der in Beispiel F.22 betrachtete Produktraum ( ;P) heit
Bernoulli-Exp eriment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, und P heit
Bernoulli-V erteilung .

BeispielF.24 (Binomialverteilung)

Wir fuhrenBeispielF.22fort. Seifur 0 k n mit Ex dasEreignis
bezeichnet,dassgenauk-mal ein Erfolg (eine 1) eintritt. Es gibt genau

E solcher! 2 . Also

PE)= o PL P)" = byp(k): ®

Mathematik fur Informatiker I
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Wir wberprafen durch einekurze Rechnungdassdie Summeder P(Ex)
gleich1 ist:

) - X n k n ok — k— 1.
br;p (K) Kk P@ P (P @ py°=rlL
k=0 k=0

Dabei haben wir im erstenSchritt die binomischeFormel verwendet.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0 1 E-s 3E 4E+s 5

Abbildung: Stabdiagrammefur die Binomialverteilungenbs;% und bs;%.
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Zufallsvaiablen
3. VergleicheBeispielF.24: Wir betrachtendie Binomialverteilung zum

n-maligenMenzwurf mit ErgebnissereineseinzelnenMeunzwurfesin

De nition F.25 (Zufallsvaiable) fK; Zg. Die Anzahlder Erfolge (Kopf) seimit X(! ) bezeichnetalso
) ) _ o _ ) X: =fK;zg" ! f0;:::;ng; 9)
Seien( ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und  eine Menge. o
Eine Funktion X : ! heit Zufallsexperiment mit Werten in (Cuinty 7 Xi();
(oder auch -wertige Zufallsvariable). Falls = R, heit X reelle i1
Zufallsvariable.
wobei
Bemerkung
X : ! f0; ng;
Ublicherweisewird eine so genanrte Unbestimmte, z.B. das Argument 1 fur w=K:
einer Funktion, als Variable bezeihinet. Man beadte, dassmit Xi(t) = 0 fur w= Z:,
Zufallsvariable selber eine Funktion gemeirt ist (deren Wert mit dem
zufelligen Argument variiert). Die Zufallsvaiable X ist alsodie Summeder ZufallsvaiablenX;.
{2374 12394
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BeispielF.26 (fur reelleZufallsvaiablen)
SatzF.27

1. Geldwette bei Munzwurf: Ein einfacherMenzwurfseidurch

=fK;Zg,P(K)=p;P(Z)=1 p modelliert, wobei0 p 1.Bei
Kopf erhalt man 2 Euro Gewinn,bei Zahl verliert man 1 Euro. Der
Gewinn(Verlust) ist einereelleZufallsvaiable:

(Eine Zufallsvariable de niert eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
dem Bildraum)

Seien( ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraumund X : !

eine Zufallsvariable. Dann ist auf eine Wahrsdeinlichkeitsfunktion

X: ' f 1,292 R; Px durch

Xy =2 Px: o [01];

X(Zz) = 1

Px(y) = PfX=yg
2. Wurfeln: = f1;:::;6g, wobei mit | = 1 dasElementaereignis, Es X
wird eine1 gewwrfelt\ gemeintist. SeiX die Zufallsvaiable, die jedem = P()
Waurf die erzielteAugenzahlzuadnet, alsoz.B. 12 5X(M)=y
XM= 1L de niert. Hierbei bezeithinet fX = yg:= f! 2 jX(!) = ygdie

wobei die 1 auf der linken Seite das Elementaereignis, Es wird eine 1 Urbildmenge von'y bezuglich der Abbildung X.

gewurfelt\ bezeichnetund die 1 auf der rechtenSeitedie reelleZahl 1.
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Bemerkung:Intemetation der Unabhangigleit von

Zufallsvaiablen
De nition F.28 (VerteilungeinerZufallsvaiablen) Seienz.B. X; und X, zwei voneinanderunabheangige Zufallsvariablen
mit Wertenin ; und », respektive. Die Verteilung von X, kennen
wir als, Voraussage eber den zufalligen Wert von X interpretieren.
SeienA, 2und x; 2 1 mit P(fX1 = x;9) > 0. Die Kenntnis, dass
X3 den Wert x; annimmt, ermeglicht uns keine ,bessere Voraussage
wber den Wert von X,. Dies wird an Beispiel F.31 veransdaulicht

Das Wahrsdeinlichkeitsma zur Wahrsdeinlichkeitsfunktion Px aus
Satz F.27 heit Verteilung von X bezuglich P oder auch das
Wabhrscheinlichkeitsma von X bezuglich P.

BemerkungWichtigkeit von Verteilungen werden.
Meistens interessiert man sich aussdilie lic h fur die Verteilung von BemerkungProduktformelfur unabmnglgeZufaIISvala.bIen
Zufallsvariablen X und nicht fur das Wahrscheinlichkeitsma P auf Fur unabhangige Zufallsvariablen X;;:::; Xa mit Xj =1 gilt
Wir hatten schon in Beispiel F.5 gesehendassvershiedeneWahlen Y
von meglich sein kennen. Oftmals ist der ,steuernde PX12 A1 A X2 A= P(X 2 A)
Wahrscheinlichkeitsraum\ nicht explizit bekannt oder sehr i=1
kompliziert.

fur jede Wahl von EreignissenA; i. Die Beredhnung der

Wahrsdheinlichkeit von solchen Ereignissender Form
fX12 Aig\ ::\ X, 2 Angist also besonderseinfach.

{243{
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BeispielF.29 (Binomialverteilungls Verteilungsma ) BeispielF.31 (VoneinandeunablangigeMunzwrfe)
Das in (8) durch die Binomialverteilung de nierte
Wabhrsdheinlichkeitsma P auf der Mengef Ey; :::; E,g kennen wir Wir betrachten den zweifachen Menzwurf aus Beispiel F.22 (also
o ensichtlich auch als die Verteilung der Zufallsvariablen X aus (9) in n=2). Auf = fK;Zg?ist dasProduktma geradesode niert, dass
Beispiel F.26 au assen, also als Wahrscheinlichkeitsma auf der die beiden Zufallsvariablen
Mengef0;1;:::ng. Ein Element k aus dieserMenge entspricht dabei
der Menge E, aus Beispiel F.26. Also Xi: ! K Zg;
(Fast2) 7Ly,

Px (k) = bn;p(k):
von denenX; geradeden Ausgang desersten Wurfs besdireibt und X;
den deszweiten, voneinanderunabhangig sind, was ansdaulich auch

De nition F.30 (Unabhangigleit von Zufallsvaiablen) Klar seinsollte. Es gilt z.B.

Sei( ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie (X;)iz| PfX;1= KMXy=Kg) = Pi(K) Py(K)

von Zufallsvariablen Xj : ! (mit i 2 |) heit unabheangig, wenn = P(fX1= Kg) P(fX2= Kg);
fur jede endliche Teilmenged | und jede Wahl von A; j fur alle

j 2 J die Familie (fX; 2 A;g)j25 unabhangig ist. (vgl. De nition F.19). wobei wir im ersten Schritt die Produktformel (7) fur die

Wahrsdeinlichkeitfunktion verwendet haben.
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Ernartungsvert, Varianz, Kovaianz BeispielF.34 (fur Ervartungsverte speziellerVerteilungen)
In einemSpielwie in BeispielF.26 interessiertuns der zu erwartende 1. Wir berechnerden Erwartungswvert der Binomialverteilung zu den
Gewinnund allgemeinder , mittlere Wert\ einerreellenZufallsvaiablen. Parameternn und p (s. (8)) auf zwei verschiedenaVeisen.
De nition F.32 (Erwartungsvert einerreellenZufallsvaiablen) 1. Methode:
Sei X einereelle Zufallsvariable auf dem Wahrscdeinlichkeitsraum X
( ;P). Der Erwartungswert yon X ist de niert )gls E(X) = k E pk@ p)" K
EX := E(X) := X)) P() = X Px(x): (20) k=0
12  x2R x (n 1)
BemerkungErartungsvert einerVerteilung =™ WD D & D pl D p P Y
In (10) ist Px die Verteilung von X (s. De nition F.28). Lediglich k=1
solche Summandensind ungleich O, fur die Px (x) > 0. Dies sind aber _ X R k(1 " K
nur endlich viele, da der De nitionsb ereich und somit der Bildb ereich = np kP S

von X endlich ist. In (10) wird der ,steuernde Wahrscheinlichkeits- k=0
. P . . _ i
raum\  nicht explizit erwahnt. Der Erwartungswert ist also eine = np(p+ (1 p)
Eigensdaft der Verteilung. Durch (10) ist der Erwartungswert der = np:
Verteilung Px de niert, und analog de niert man allgemeinden
Erwartungswert eines Wahrscheinlichkeitsma es auf endlichen Dabei haben wir die Substitutionn 1= rundk 1= K verwendet.
Mengen reeller Zahlen.
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2. Methode: Wir verwenden(11) (Lineaitat von E). Esgilt

Satz F.33 (EigenschaftemesErartungsvertes) X=X+  + Xy

mit X; : ! f0;1g, PFX;=1g)=p, P(fX;=0g) =1 p,also

1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. fur reelle Zufallsvaraiblen E(X) = p und somit

X;Y und 2 Rgilt

X
E( X+Y)= EX)+E(Y): (11) E(X) = E(Xi) = np:
2. Sind X;Y unabhangig, so gilt =
2. Wir berechnenden Erwartungswert fur die Augenzahlbeim

E(X Y)=E(X) E(Y): Laplace-Wurfel, gegefendurch = f1;:::;6gund P(! ) = & fur
1 2 . Die Zufallsvaiable X gibt die Augenzahlan. (S. BeispielF.26)
Hierbei bezeihinet X Y dasProdukt der beiden Zufallsvariablen. Wir erhalten
Diesedurch (X Y)(!)= X(') Y(!) de nierte Produktfunktion 1
ist wieder eine reelle Zufallsvariable auf demselten E(X) = [ 5 35! (12)
Wahrscheinlichkeitsraum. i=1

Inskesonderesehenwir, dassder Erwartungswert i.a. nicht als Wert von
der Zufallsvaiablenangenommerwird.
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(Varianz, Streuung, Kovarianz, Korrelationskoe zient)

Seien( ;P) ein endlicherWahrscheinlichkitsraumund X;Y reelle
Zufallsvaiablen.

1. Die Varianz von X ist

3. Wir vergleicherdasletzte Beispielmit der ZufallsvaiablenY , de niert
auf demsellen ( ; P) durch

Y(')=35 fur! 2f1;:::;6g: Var(X) = E (X E(X))?:
DieseZufallsvaiable hat den gleichenErwartungswert wie der 2. Die Streuung (oder Standardabweichung) von X ist
Laplace-Wirfel: L vserzvae
= Var(X):
E(Y) = 35: a(x)
Denncch sind die beidenZufallsvaiablennicht gleichverteilt. Wie durch 3. Die Kovarianz vonX undY ist
die Stabdiagramme in der folgendenAbbildung veranschaulichtvird, ist Cov(X;Y)= E (X E(X) Y  E(Y)):
die VerteilungP, deterministisch wohingegerP, um den
Erwartungswert streut. 4. Der Korrelationskoe zient vonX undY (mit ; y 6 0) ist
Cov(X;Y
Xy = L: (13)
Xy
5. ZufallsvaiablenX; Y mit Cov(X;Y) = 0 hei en unkorreliert .
{249¢ { 251{
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1
0.8
06 Satz F.36 (Eigenschaftervon Varianz und Kovaianz)
0.4 SeienX;Y;X; (fur 1 i n) reelleZufallsvaiablenund a; b;c;d 2 R.
02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1Dann gilt:
' 2
1EHKLs 3354 EHKL+s 6 Var(X) = E(X?)  E(X) © (14)
! 2.
08 Var(aX + b) = & Var(X): (15)
0.6 3
0.4 Co«X;Y)=E(XY) E(X) E(Y): (16)
0.2 4.
CoWaX + b;cY +d)=a c Co«X;Y); 17
1 2 3354 5 6 \ ) A ) (@7

Abbildung: Stabdiagrammefur den Laplace-Warfel und fur eine
determinstischeZufallsvaiable
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5.

xn X
Var(X;+  + Xp) = Var(X;) + Cov(Xi; X;); (18)

i=1 (i5§);
i6j

wobei in der letzten Summedie SummanderCov(Xy; Xz) und
Cov(Xz; X;1) etc. auftreten.
6. Sind X; Y unabhangig, so sind sieauchunkorreliert.

X
Var(Xy + + Xn) = Var(X): (19)
i=1

Bemerkung

(Aus Unkorreliertheit folgt nicht Unabheangigkeit)
Aus der Unkorreliertheit von Zufallsvariablen folgt im Allgemeinen
nicht deren Unabheangigkeit, wie wir in Beispiel F.41 sehenwerden.
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BeispielF.37 (Varianz bei der AugenzahbesLaplace-Wirfels)

Es gilt fur daszweite Moment der Augenzahl X desLaplace-Wheirfels:

X6
E(X?) = i?
i=1

91
=

ol =

Daraus erhalten wir nach (14) und unter Verwendeungvon (12)

Var(X) = E(X?) (E(X))?) (20)
91 __, 35
= 5 352 = TEE

Die Streuungist also x 1:71
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BeispielF.38 (Varianz der Binomialverteilung)

Mit Hilfe der Formel von Bienayme (19) beredinen wir analog zur 2.
Methode in Beispiel F.34 die Varianz der Binomialverteilung zu den
Parametern n unf p. Die Varianz von X; ist

Var(Xi) (0 E(X) PXi=0)+ (1 EC) PXi=1)
(p? @ p+@ p? p=pd p:

Aus der Unabhangigkeit der X; folgt also

X X
Var(X) = Var( Xj)= Var(X;) = np(1 p):
i=1 i=1
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Zur Veranschaulichungon Korrelation fahrenwir noch denwichtigen
Begri der gemeinsameerteilungein und beschanken uns dabei hier
auf den Fall zweierreellvertiger Zufallsvaiablen. Zur naheliegenden
Verallgemeinerunguf den Fall von endlichvielenZufallsvaiablen mit
Werten in beliebigenMengens. z.B. [Krenge]

De nition F.39

(Gemeinsame Verteilung zweier reeller Zufallsvariablen)
SeienX;Y : 7! R zwei auf derselben Ergebnismenge de nierten
reellwertigen Zufallsvariablen. Die Verteilung Px vy (vgl. De nition
F.28) der Produktfunktion

X Y: TR?

heisst gemeinsame Verteilung von X und Y. Die Funktion X Y
nimmt genaudie Werte (x;y) 2 R? mit positiver Wahrsdeinlichkeit
an, fur die Py (x) > 0 und Py (y) > 0 gilt und gema Satz F.27
erhalten wir

Px vx;y) =Pt 2 :X()=xundY(!)=y):
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BeispielF.40 (Korrelationbei Merkmalsverteilung)

SeienX; und X, Zufallsvaiablenmit Wertenin f 0; 1g. Die
Produktzufallsvaiable X; X, nehmedie Werte (0;0), (1;0), (0;1) und
(1;1) mit denWahrscheinlichkiten -5, 1, 2, Z, respektive, an. Wir
schreiten abkerzendPy, x,(1;1) statt Px, x,(f(1;1)g) etc. Wir stellen
die gemeinsam&/erteilung sawie die Verteilungenvon X; und X;

tabellarischdar:

X2= 0| Xz =1 | Verteilungvon X5:
X1=0 1=10 3=10 2=5
X1=1 1=5 2=5 3=5

Verteilungvon X;: | 3=10 7=10

Die Verteilungvon X; und X, steht o ensichtlich im oberenlinken Teil
der Tabelle. Die Verteilungvon X; stehtin der unterenZeile. Die Werte
wurdenals Summeder Zahlender jeweiligenSpaltenberechnet.Ebenso
steht die Verteilungvon X, in der rechtenSpalte. DieseWerte sind
jeweils die Zeilensummer{aus dem Tabellenteilder gemeinsamen
Verteilung). Eine Kontrollrechnungzeigt, dassdie Summeder Werte der
unterenZeile (der rechtenSpalte) jeweils 1 ergelen.

{2574
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Wir berechnemun die Kenngm® en der Verteilungen.

2 3 3
E(X]_) = 0 g"‘ 1 g = g,
3
E(XP) = c
3 32 &6
Var(X1) = 3 5 = 2—5;
i
X, = 25 0:49:
7 7
E(X2) E; E(X22 = E;
7 72 2
Var(Xp) = — @ — = .
a(Xz) 0 10 _ 100
Ty
= —— 046
%2 100
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2
E(Xy1 X2) = g;
Cov(X1;X2) = E(X1 X2) E(X1) E(X2)
2 37 _ 1
" 5 5 10 50

1
XiiX2 = Qﬁ 0:089

25 100

Die ZufallsvaiablenX; und X; sind nicht voneinandemunabhangig, da
lhre Kovarianz ungleichO ist. (Es gilt namlich: ,, Unabhangigleit )
Kovarianz gleichQ\ .) Der Betrag ihresKorrelationsloe zienten ist
allerdingsauch nicht besondersgyro , d.h. nahebei 0.

Mathematik fur Informatiker I
L Endiiche Wahrscheinlichkeitsraume
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Bemerkunginterpretation von Korrelation

1. (geometrische Sichtweise)

Wir kennendie Kovarianz als Skalarprodukt in R" mit n=j j au assen.
Hierzunehmenwir an, dassalle Elementaereignisseeine positive
Wahrscheinlichk&it haben. Dann gilt die Cauchy-Scharz-Ungleichung

Cov(X;Y)  xy
und somitfur ; y 6 O:
1 X:Y 1

Den Korrelationsloe zienten kennenwir dannals, Kosinusdes
nicht-orientierten Winkels zwischenX und Y\ au assen.
2. (Korrelation als linearer Zusammenhang)
Fur zwei ZufallsvaiablenX und Y deutet ein Korrelationsloe zient
x:y nahebei 1 auf eine, Tendenk der VariablenX E(X) und
Y E(Y) hin, gemeinsangro e bzw. kleinebzw. stark negativeWerte
anzunehmenalsoauf einen, lineaen Zusammenharlg. Analogesgilt fur
x:y nahebei 1. Wir veranschaulichediesin BeispielF.41

{2594
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BeispielF.41

(Nustration von speziellen gemeinsamen Verteilungen und
Korrelation)

Die hier diskutiertenBeispielefur gemeinsamé/erteilungensind in der
folgendenAbbildung graphischdargestellt. Die Werte der jeweiligen
Verteilungenmit positiver Wahrscheinlich&it sind als Punkte in die
x-y-Ebeneeingezeichnetwobei (x;y) Werte der Funktion X Y sind.
Eine solcheDarstellungkennte noch prazisiertwerden,indemman zu
jedemPunkt die Wahrscheinlichkit schreibt,was bei einerkleinen
Anzahlvon Punkten noch ubersichtlichwere. Der Einfachheithalber
habe hier jeweils jeder Punkt die gleicheWahrscheinlichkit.

20)

25 5 75 10 125 15

(a) Die Punkte liegen
auf einer steigendenGe-

20

15

10

r»1

.

25 5 75 10 125 15

(b) Die Punkte liegen
auf einer fallenden Ge-

25 5 75 10 125 15

(c) Die Punkte streuen
schwach um eine stei-

raden raden gende Gerade
2614 [ 263(
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1. SeiX eineZufallsvaiable mit Varianz 2 > OundseiY = aX + b mit
. »- »0 =0
a6 0. Wir berechnenunter Verwendungder Satze F.33 und F.36 den 20 et 20 ' 2 '
Korrelationsloe zienten von X und Y. .
2 P 15 ) . 15 . 15
Var(Y) = a"Var(X); ) vy =ja  x; . L.
2 10 N . 10 . 10
Cov(X;Y) = Cov(X;aX+ b)=aCov(X;X)=a %; .. ot
2 5 . 5 . . : 5 : . . :
a . . .
— X - i . .
x;xy = ——— = signa): .
x]9 x . :
25 5 75 10 125 15 25 5 75 10 125 15 25 5 75 10 125 15

Der Korrelationsloe zient .y ist alsol oder 1, je nachdem,ob a

positiv oder negativist. In den Abbildungen(a) und (b) sind Beispielefur (d) Die Punkte streuen
solchegemeinsameerteilungenvon X und Y dargestellt. Die Punkte schwach um eine fallen-
der gemeinsameverteilungliegenauf einer GeradenWir bemerien de Gerade
auch,dassim Falla= 0, alsoY = b, die Zufallsvaiable Y
deterministischist und somit Varianz Null hat. Auch hier liegendie
Punkte der gemeinsame¥erteilungvon X und Y auf einerGeraden
(nicht abgebildet),aber der Korrelationsloe zient ist im Sinnevon
De nition F.35 nicht de niert.

(e) Punktwolke ohne
zuzuardnender Gerade

(f) Nicht-lineare funk-
tionale Abhangigkeit

Abbildung: lllustration von Korrelationskoe zienten mit Hilfe von
gemeinsamerVerteilungen
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2. In den Abbildungen(c) und (d) sind die gemeinsameerteilungen
von Zufallsvaiablendargestellt, derenKorrelationsloe zient nahebei 1
bzw. nahebei -1 liegt. Die Punkte liegenzwar nicht auf einer Geraden,
aber man kann kennte jeder der Verteilungeneine Geradezuadnen, von
der die Punkte , nicht allzu sehk abweichen.Eine solcheZuordnung
geschiehtz.B. mit Hilfe von lineaer Regression

3. Der in Abbildung(e) dargestelltenVerteilungware optisch nur schwer
eineGeradezuzuadnen. Der Korrelationsloe zient in diesemBeispiel
liegt nahebei 0.

Mathematik fer Informatiker 111
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4. Wir betrachtennun noch ein sehrspeziellesBeispiel.Die gemeinsame
Verteilungvon X und Y sei

Px v( L;1)= Px v(0;0) = Px Y(l;l):%

dargestellt. Die Kovarianzvon X und Y ist

X
Cov(X;Y) = Xy Px v(x;y) =
(x;y)

@ (1+00+11)=0:

W=

Dabei haben wir in der erstenZeile uber alle Werte (x;y) mit positiver
Wahrscheinlich&it summiert. Die beidenZufallsvaiablen sind also nicht
korreliert. Ihr Korrelationsloe zient ist gleichO.

Wir bemerlen noch, dassY nicht unabhangigvon X ist (s. De nition
F.30). Im Gegenteil,esbestehtsoga ein funktionaler Zusammenhang
zwischerbeidenVariablen. Kennt man den Wert von X, soauchdenvon
Y . DieserZusammenhangst aber nicht linea (vgl.16).

Analog zu diesemBeispielsind die Zufallsvaiablen, derengemeinsame
Verteilungin Abbildung (f) dargestelltist, unkorreliert, obwohl ein
funktionaler Zusammenhangwischenihnen besteht.

{2664

DasschvacheGesetzder gro en Zahlen

In diesemAbschnitt formulierenwir mit Satz F.43 eine Versiondes
schvachenGesetzesler gro en Zahlen,dasinsbesondereeinen
Zusammenhangwischendem abstrakt eingetihrten Begri  der
Wahrscheinlichkit und relativenHau gk eiten bei einer Folge auslauter
voneinandewunablangigenZufallsexgrimentenherstellt, die alle den
gleichenErwartungswert haben.

Der folgendeSatz liefert uns eine Abschatzung fur die Wahrscheinlich&it
der Abweichungeiner Zufallsvaiablenvon inrem Erwartungswert um
mehr als einevorgegelene Konstante. DieseAbschatzung benutzt nur die
Varianz der Zufallsvaiablen, ohneirgendwelcheweiterenBedingungeran
die Verteilungzu stellen,und ist damit anwendba sobaldman die
Varianz kennt. Allerdingsist siein vielenFallen auch nur sehrgrob oder
gar vellig nutzlos, z.B. wenndie rechte Seitein (21) gre er gleich1 ist.
Denncch liefert sie uns einensehreinfachenBeweis desschwachen
Gesetzesler gro en Zahlen.

Mathematik fur Informatiker I
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SatzF.42 (Tschelysche -Ungleichung)

Sei X einereelle Zufallsvariable auf ( ;P). Dann gilt fer jedes > O:

Var(X)
2

P(GX EMX)j> ) : (21)

Beweis: SeiZ = X E(X). Wir de nieren zu Z? eineMinorante, d.h.
eineZufallsvaiableY mit Y(!) (Z(!))?:

. 0 fur jz(1)j< ;

| =

YOY= 2 gz

Mit Hilfe dieserMinorante kennenwir den Erwartungswert von Z2 nach
unten abschatzen:

Var(X)

E(Z% E(Y)
2 py= 3
2 P(iX EMj )

{267{
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SatzF.43 (Das schvacheGesetader gro en Zahlen)

SeienXj; X2; 11 unabhangige Zufallsvariablen mit den gleichen
Erwartungswerten E(X1) und Var(X;) M. Dann gilt

1 M
P ﬁ(xl +  +X5) E(Xy) 25 (22)
insbesondere

. 1 o
Im P St X)) E(X) =0

Beweis: SeiS(W = X1t _*X pannist E(S(M) = E(Xy), und

Var(S(M) = n—12Var(X1+ + Xp) = ni n M= %;

2
wobei wir im vorletzten Schritt die Unabhangiglkeit von (X;); verwendet
haben. Die Behauptungfolgt nun ausder Tschelysche -Ungleichung. [

{2694
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BeispielF.44 (n-maligesWerfeln)

In Beispiel F.34 hatten wir schon den Erwartungswert E(X;) = 3:5
und in Beispiel F.37 die Varianz fur die Augenzahl beim einfachen
Wurf desLaplace-Wuerfels beredinet. Wir betrachten nun zum
n-fachen Wurf die gemittelte Summe S = (X, + :::+ X;,) der
Augenzahlen.Nach dem schwachen Gesetzder gro en Zahlen (Satz
F.43) ist zu einer vorgegetenenSdranke > 0 bei hau gem Werfeln
die Wahrscheinlichkeit, dassdie beobadtete mittlere Augenzahlum
mehr als von ihrem Erwartungswert E(S(™) = 3:5 abweicht klein,
vorausgesetztn ist hinreichend gro . Doch wie oft mussman z.B.
werfeln, damit fur = 0:1 die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung
kleiner ist als 0:01? Hier geben wir mit einer sehr groben Abschatzung
zufrieden, die auf der Tschebysdhe -Ungleichung (Satz F.42) beruht,
und wollen damit nur (22) an einem Beispiel illustrieren.

Wir erhaltenmit M = 32 und = 0:1:

35

(n) . . .
P S 35 01 2 0l n

(23)
Die rechte Seite der Abschatzung (23) ist kleineroder gleich0:01, falls

n 4200.D.h. wennman 4200 mal oder noch hau ger weirfelt, dann
weicht die mittlere Augenzahlmit einerWahrscheinlichkit von hechstens
1% um 0.1 oder mehrvom ihrem Erwartungswert ab.

Mathematik fur Informatiker I
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BemerkungZum schvachenGesetzder gro en Zahlen

Das schwache Gesetzder gro en Zahlen sagt, dassin der Situation in
Satz F.43 fur ,gro e\ n der gemittelte Wert S(" = 1(X; + 111+ X,)
mit ,,gro er\ Wahrsdeinlichkeit (also einer soldhen nahe bei 1) vom
Erwartungewert E(S(™M) = E(X;) .nicht stark\ abweicht. Wenn man
den Erwartungswert der Augenzahl bei einem Weirfel statistisch
durch viele Wurfe ermitteln will, fuhrt man aber z.B. eine recht lange
Versudsreihevon Werfen durch, die einer Folge Xy; Xy;: :: entspricht
und betrachtet entsprechend die Folge der gemittelten Werte
s);s@:::: Das schwache Gesetzder gro en Zahlen sagt, dassfer ein
vorgeghbenes fur hinreichend gro e n die Wahrsdeinlichkeit fer eine
Abweichung jS(™  E(X3)j > .klein\ ist, schliet aber nicht aus, das
fur eine betrachtete Folge von Weurfen diese Abweichung ,.immer
wieder mal auftritt. Aber das starke Gesetz der gro en Zahlen, das
wir hier nicht als mathematischen Satz formulieren, sagt, dassfer fast
alle Folgen (von Werfen) die Folge der Werte von S(™ tatsachlich
gegenE(X;) konvergiert. Das bedeutet, die Wahrsdeinlichkeit fur
dieseKonvergenzist gleich 1.
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. - - - 1
F-2 UnendlichéNahrscheinlichditsmume
0.8
De nition F.45 (DiskreterWahrscheinlictgitsraum) 06
Seien einehechstensabahlbae MengeundP : P() ! [0; 1] eine 0.4
Funktion. Dannheit ( ;P) eindiskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
wenn folgendegilt: 02 |
— 1. |
P() =1L (24) E-s=0 E=1 E+s=2 3 4 5
Fur jede Folge Az ; Az; ::: paaweiserdisjunkter Teilmengervon st !
0.8
L R
P A = PA): (25) 0.6
i=1 i=1 04
Eigenschaf(25) heit -Additivit at. 02 | ‘ |
Vorsicht: bei der Summationist die Summierbakeit (absolute 0 Esl B2 3Bs 4 5

Konvergenz)i.a. nicht genahrleistet. Abbildung: Stabdiagrammevon Poisson-\érteilungenmit den Parametern

=1undT =1,bzw. T = 2

{2734 {2754
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Esgilt fur den Erwartungswert, daszweite Moment und die Varianz der

BeispielF.46 (fur einenunendlicherdiskreten Verteilung:
Wahrscheinlichgitsraum) % %
i i T ( T)k
(Poisson-Verteilung) E(Xpo;rp) = k P(X=k)= ke K
Eine bestimmte MasseeinerradioaktivenSubstanzzerfallt. Die Anzahl k=0 k=0 :
der Zerfalle X[o.71 im Zeitintervall [0; T ] ist eine Zufallsvaiable. Dabei ¥ Tk 1 ¥ T
nehmenwir an, dassdie Gesamtzahter radioaktivenTeilchensichim = T e T L = T e T u
betrachtetenZeitraum nicht wesentlichandert. Als mathematisches K=1 (k1! 1=0 I!
Modell nehmenwir die Verteilung - T
= T e e = T,
P Xor1=k) = e r (1) fur k 2 10;1;2; ::0; (26)
o] k! B E((Xor)?) = K2 P(X=ky=um=(T)2+ T
k=0

mit einemParameter > 0, die in der folgendenAbbildungillustriert ist.
(Ybungsaufgab 6, Serie6)
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Var(Xor) = E(Xor)?) (EXor)?= T
Desweiterengilt
dEXpry) _ .
dT !
d.h. st die Zerfallsrate= Mittlere Anzzahtlderzerfalle
o ei :

Beispielfur eineVerteilungohneendlichenErwartungswert siehe
Ubungsaufgab 7, Serie6.

{2774

2. Daszur Dichte f geherendeWahrscheinlichkeitsma P ist auf
Intervallendurch

7o
P([ao;bo]) =  f(!)a! (27)
ag

de niert, wie in der folgendenAbbildungillustriert.

a a by b

Abbildung: Wahrscheinlichleitsdichte: Die Flache uber dem Intervall [ag; bo] ist
gleich der Wahrscheinlichleit diesesIntervalls
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KontinuierlicheWahrscheinlichditsmume
hier: Intervall,z.B.[0;1],[0;1 [,] 1;11[.

De nition F.47

(W ahrscheinlichkeitsma e mit einer Dichtefunktion)

Sei = [a;b] einIntervallmit a< b. 1. EineWahrscheinlichkeitsdichte
auf ist eineintegrierbae Funktionf : ! R mit

1. Nicht-Negativitat:
f  0;d.h.f(!) Ofwralle! 2

2. Normiertheit:
yal

fo)d =1

Die De nition im Falle von (halb-) o enen Intervallen ist analog.

{2781
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3. Die IntegralfunktionF von f, de niert durch
zx
Fx)= f(1)d!;
a
heit Verteilungsfunktion vonP.
{2804
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4. Einereelle Zufallsvariable ist eine Funktion
X: I R:
Ihr Erwartungswert ist

2
E(X):=  X()f()d!;

a

falls dasIntegralin (28) existiert, und ihre Varianz ist

)
Var(X) :=  (X(1) EX)3()d!;

a

soferndie Integralein (28) und (29) existieren.

(28)

(29)

{2814

BeispielF.48
(Gleichverteilung auf einem beschrankten Intervall)
Die Gleichverteilung auf [a; b] ist durch die Dichtefunktion

1
. . l . I .
f:lab]! R; X 7! b a

gegelen.

Abbildung: Gleichverteilungauf dem Intervall [ 1;1]
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BemerkungErnartungsvert und Varianz einer
Wahrscheinlictgitsverteilungauf R

Wir bezeichnermit
o

= x f(x)dx
a

den Erwartungswert der Verteilung und mit

s
2= (x )Pf(x)dx

a

ihre Varianz, soferndieselntegraleexistieren.

(Formaler Bezugdurch die Zufallsvaiable X (x) = x.)

(30)

(1)

{2821
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Esgelten
1
f(x) = >0
(x) b a
und
pay
f(x)dx = 1,
a
d.h. f ist alsotatsachlicheine Wahrscheinlichkitsdichte.
Sei X eineZufallsvaiable, derenVerteilungdie Dichte f hat, alsoX = x.
Der Erwartungswvert ist
Zb
1 1 1 b+ a
E(X) = — = xdx= —— Z(b® &)= :
(X) b a b a 2( ) 2
a
alsogleichdem Mittelpunkt deslintervalls[a; b].
{284¢(
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Zur Berechnungder Varianz benutzenwir
var(X) = E (X E(X)? = E(X?) EX) >

Wir mussenalsonoch daszweite Moment E(X?2) von X berechnen.

Y4l
1 1 1 1

2y = 2 4y = b3 B = Z(b%2+ ab+ ad):
E(X?) b aX dx b a 3(b a’) 3(b ab+ a%)

a

Damit erhaltenwir
Var(X) = }(b2+ ab+ a?) }(b2+ 2ab+ a2)=i(b a)%
3 4 12 '

Die Varianz hangt alsonur von der Intervalllangeab. Physilalischkann
man den Erwartungswert von X als Schwerpunkt bei homogener
Massenverteilungnterpretieren,und die Varianz ist proportional zum
Tragheitsmoment, alsoproportional zum mittleren quadratischen
Abstand zum Schwerpunkt.

BeispielF.50 (Normalverteilungen)

Die Normalverteilung N (; 2) mit Erwartungswert und Varianz 2
hat die Dichte

f. a(x) = %e 52" (32)

Die NormalverteilungN (0; 1) mit Erwartungswert O und Varianz 1 hei t
Standard-Normalverteilung .

=30 p=20 p-o @ pro pt20 pt3o

Abbildung: Die Standard-Normalverteilungmit ihrem -, 2 - und 3 -Intervall

{2874
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BeispielF.49 (Exponentialverteilungeauf [0; 1 ))

Die Exponentialverteilung mit Parameter > 0 ist gegelen durch die
Dichte

f:[01)! R;
t70 e U

Sietritt z.B. beim durch den Poisson-Proze modelliertenradioaktiven
Zerfall auf (s. BeispielF.46) Die Wartezeit bis zum erstenZerfall ist eine
Zufallsvaiable, derenVerteilungdie Dichte f hat.

(sieheauch Ubungsaufgab 8, Serie6)

{2861{

Durch die Normalverteilungwerdenviele gestreuteGre en, wie z.B.
Kerperlangenvon Personenin einerBewlkerungbeschrielen, allerdings
nur in einemhinreichendkleinenintervall um die Durchschnittsge e
herum, dennnaterlich gibt eskeinenMenschenmit negativerGre e oder
von 3m Lange. SolcheVerteilungenhaben mit den Normalverteilungen
die typischeGlockenfam gemeinsamMathematischwird der Zustand
zwischender Normalverteilungund mehrfachwiederholtenExperimenten
(z.B. mehrfachetMunzwurf) durch denzentralen Grenzwertsatz (Satz
F.53) hergestellt.
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Erwartungswert und Varianz einerN ( ;

2)-verteilten Zufallsvaiablen
X; 2.
2
E(X. 2)= x f. 2(x)dx =
1
Var(X, 2) = E(X§ 2) E(Xg 2= ? 0= ?

(invariant bezuglich Verschiebung)
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f. 2(x) ist eineWahrscheinlichkitsdichte,d.h. f. 2(x)

08x und
Normiertheit ist erfullt:

Das uneigentlichelintegral 0 < e Ydx< 1 existiert (Majorante).
1

Zu der Funktion e *° gibt eskeineelementae Stammfunktion.
Man kann aber berechnen(Transfomation in Polarkoordinaten)

2
p_—

2
e Xdx
1

Wir erhaltendie Normiertheit der Dichtefunktion:
A
1 )2
je?e 27 dx=1

{2904
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Verteilungsfunktiorder Standad-Namalverteilung

De nition F.51

Die Verteilungsfunktion (s. De nition F.47) der
Standard-Normalverteilung ist

R R;
Z z
(z) = fo,1(x) dx:
Graphender Dichte fo.; und von  sieheAbbildung.
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2
e Tdx

<]
O )=f
< —o V27

V2r ‘o
z

1
0.8
0.6
0
0.2

-3 -2 -1 1 2 3

Abbildung: Die Standard-Normalverteilungund ihre Verteilungsfunktion
{ 293¢

EinigespezielleWerte von :

©) = 05
Rl

@) 0:8413 ) foa(y) dy 0:6826
R

@) 09772 ) 2 foa(y)dy 0:9544
R

A3) 09986 ) . fou(y)dy 0:9972

Aus der zweiten Zeile folgt z.B., dassbei irgendeineMormalverteilung
demIntervall [ ;+ ] mit Radius (Streuung)um den
Erwartungswert  herumeine Wahrscheinlichkit von etwa 68%
zugeadnet wird. Bei einemExperimentmit vielenvoneinander
unabhangigenN (; 2)-verteilten Messungeriegenungeihr 68% der
Me werte in diesemintervall.
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Bemerkungzur Verteilungsfunktiorder Standad -
Normalverteilung

I Esgibt keineDarstellungvon  durch elementae Funktionen.

I Wertevon lassensich aber beliebiggenaunumerischberechnen,
und fur diskreteWerte von z liegendie Funktionswerte tabellarisch
vor (z.B. Bronstein, Taschenbuctder Mathematik).

I Dadurchkann man schnellintegraleder Form
Zy

foa(x)dx= (b) (@

a
ausverten.

I Wegen
( =1 (2
enthaltensolcheTabellenz.B. nur die Werte fur nicht-negativez.

I Fur symmetrischdntervalle[ z;z] (mit z > 0) gilt:
z

foa()dx = (20 ( 2= (20 @ (2)=2(2 &

{2041

u-30c pu-20 u-o u U+o p+20 u+3oc

Abbildung: Die Standard-Normalverteilungmit ihrem -, 2 - und 3 -Intervall

{2964



Mathematik fur Informatiker 111
L Unendiiche Wahrscheinlichkeitsraume
—Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume

De nition F.52( -QuantilederN (; 2)-Verteilung)
Sei 2]0;1[. Das -Quantil der Standad-Normalverteilungist die Zahl
z2 R mit zZ,

= fo.1(x)dx = ( 2);
1
also

z= )

BemerkungQuantilefur allgemeine/erteilungen Median

Man kann -Quantile allgemeinfur (diskrete oder kontinuierliche)reelle
Verteilungende nieren.

Das $-Quantil hei t Median der Verteilung.Im Falle einer
kontinuierlichenVerteilungauf einemintervall [a; b] mit eberall positiver
Dichte f ist der Medianm die durch die BedingungP ([a;m]) = 3
eindeutigfestgelegteZahl. Der Medianist im allgemeinenvom
Erwartungswert verschieden.
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Transfamation einerbeliebigerNormalverteilungn die
Standad-Namalverteilung

I NormalverteilungN (; 2) (Erwartungswert , Varianz: 2)

= )?

f. 2(x) = —pl?_:e 2?

I Standad-NormalverteilungN (0; 1) (Erwartungswert 0, Varianz: 1)
1 2
fo,u(x) = P?e 2

Umrechnung:

2 1

f; 2(X) = 4912ie (;?) = }p]éie E(xi)2 - lfO;l X
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Wahrscheinlichkit: SeiX N (; 2)-verteilt.

z b
P(X 2 [ab]) = f. 2(x)dx
z
= Lt X dx
a
Zo
= fo.1(z)dz
Verteilungsfunktion: z,
(2)= fo.1(z)dz
1
PX2[b)= 2 a_

(Anwendungin Ubungsaufgab 5, Serie6)
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Der zentraleGrenzvertsatz, den wir hier in einerspeziellenVersion
formulieren,erklart die herausragend8edeutungvon Normalverteilungen
fur die Wahrscheinlich&itstheaie und Statistik.

SatzF.53 (ZentralerGrenzwrtsatz)

SeiXy; Xy;::: eineFolgevon auf demsellen Wahrscheinlichkitsraum
( ;P) de nierten, paaweiseunabhangigenreellenZufallsvaiablen, die
alle dieselle Verteilung haben mit

E(X)=; Va(X)= ?>0

SeiX™M = X; + ::: Xy, undseizM = x—(")pﬁL (Somit hat Z(™ den
Erwartungswert 0 und die Varianz 1.)
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Dann gilt fur jedesintervall [ag; bg] R:
Z bo
lim P(Z™ 2 [ag; bo]) = fo.1(x) dx:
n'l a

wobei fo;1 die Dichte der Standad-Normalverteilungist. Aquivalentdazu
kennenwir schreilen:

Zbo

) XM n
Iim P —p——2[ap;by] = fo.1(X) dx:
nl1 n ao

{3014

Mathematik fur Informatiker 111
L Unendliche Wahrscheinlichkeitsraume
L Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume

Mathematik fur Informatiker 111
L Unendiiche Wahrscheinlichkeitsraume
L—Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsraume

BeispielF.54 (Binomialverteilundur gro e n)

Die Binomialverteilungmit gegelenemErfolgspaameterp wird fur gro e
n ungekhr gleicheinerN (np; np(1  p)) Normalverteilung:

P(k) = : pk@ p)" K pzlje ““Z"mit =npund 2= np(l p):

DieserSachverhaltder fur p = 0:3 und n = 100in der folgenden
Abbildungillustriert ist, folgt direkt ausdem zentralenGrenzvertsatz,
denndie binomialverteilteZufallsvaiable K kann als Summevieler
unablangigerZufallsvaiablen X; aufgefasstwerden,die jeweils nur die
Werte 0 oder 1 (jeweils mit Wahrscheinlichkit (1 p) bzw. p)
annehmenund die den Erwartungswert p und die Varianzp(1  p)
haben.

{3024
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Abbildung: Histogramm der Binomialverteilungfer n = 100 und p = 0:3,
verglichenmit der N (np;np(1 p)) Verteilung.
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