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Unabhangigkeit von Ereignissen
Beispiel F.17 (fiir zwei unabhingige Ereignisse)

Wir betrachten folgendes Experiment: Es wird zweimal mit einem
Laplace-Wiirfel gewiirfelt. Wir betrachten das Ereignis A, dass die
»Summe der Augenzahlen gerade“ und Ereignis B, dass der ,,zweite
Wurf eine 14 ist. Es gilt P(A) = 1, P(B) = §, P(AN B) = 15, wie man
durch Abzéhlen der jeweiligen Mengen sieht. Also

P(ANB) = P(A)- P(B) & P(A) = P(A|B) & P(B) = P(B|A).

D.h. durch die zusétzlichen Informationen, dass B eintritt, &ndert sich
nichts an der (bedingten) Wahrscheinlichkeit dafiir, dass A eintritt.

Definition F.18 (Unabhingigkeit zweier Ereignisse)

Zwei Ereignisse A und B heiflen voneinander unabhangig, wenn die
Produktformel
P(ANB) = P(A)- P(B)

gilt.
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Bemerkung

1. Die Relation , A ist unabhingig von B" ist symmetrisch, d.h. , A ist
unabhangig von B" genau dann, wenn , B unabhingig von A" ist. Aber
im allgemeinen ist sie nicht reflexiv (fir 0 < P(A) < 1 gilt z.B. , dass
P(AN A) = P(A) # P(A) - P(A)) oder transitiv (aus ,, A ist unabhingig
von B" und , B ist unabhangig von C" folgt i.a. nicht, dass , A
unabhingig von C" ist, wie man fiir die Wahl eines Beispiels mit A= C
mit 0 < P(A) < 1 und B = () sieht.) 2. Ebenso ist die
Nicht-Unabhangigkeit zweier Ereignisse nicht transitiv. Als Gegenbeispiel
betrachten wir den Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum (vgl.
Definition F.4), bestehend aus  :={1,2,3,4} und der Verteilung
P({w}) = 1 fiir jedes w € Q sowie die Ereignisse A:= {1,2}, B := {1}
und C := {1,3}. Man rechnet leicht nach, dass A nicht unabhingig von
B und B nicht unabhangig von C ist. Allerdings ist A unabhangig von C.
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Definition F.19
(Unabhéngigkeit einer Familie von Ereignissen)
Sei {A;, i € J} eine endliche Familie von Ereignissen.

1. Wir sagen, dass die Produktformel fiir {A;,i € J} gilt, wenn
P((A) =[] P(A).
ieJ icJ

2. Wir sagen, dass eine (nicht unbedingt endliche) Familie
A ={A;,i € I} von Ereignissen unabhangig ist, wenn fiir jede
endliche Teilfamilie {A;, i € J} mit J C | die Produktformel gilt.
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Produktexperimente

Definition F.20 (Produkt von Wahrscheinlichkeitsraumen)
Die Menge

0
I
—
2
|
2
=
S

= {(wi1,...,wn)|wi€Q;firi=1,...,n}

heiBit das (kartesische) Produkt oder auch die Produktmenge von
(€2i)1<i<n. Durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

Pr) = [[Pi) *)

ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf Q definiert, das wir ebenfalls mit P
bezeichnen. Wir nennen (€2, P) das Produkt der Wahrscheinlichkeits-
raume (Q,‘,P,')lg,'gn.



Mathematik fiir Informatiker I11 Mathematik fiir Informatiker IIl

L Endliche Wahrscheinlichkeitsrsume L Endliche Wahrscheinlichkeitsrsume
L produktexperimente L produktexperimente
Satz F.21
(Eindeutigkeit des Produkts von Wahrscheinlichkeitsrﬁumen) Def|n|t|on F23 (Bernou”l_Vertellung)

1. Durch (4) ist tatsidchlich ein WahrscheinlichkeitsmaB auf Q definiert.
2. Sei X; die i-te Koordinatenfunktion auf S0, d.h. X;(w) = w;. Dann gilt

fiir A€ Qi =1,....n): Der in Beispiel F.22 betrachtete Produktraum (€2, P) heift

Bernoulli-Experiment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, und P heifit
Bernoulli-Verteilung.

n n
P X e A}) = Pi(A;). 5 .. . . .
(Dl{ ) g ) ®) Beispiel F.24 (Binomialverteilung)
Hierbei folgende Notation fiir als Urbild definierte Mengen: Wir fiihren Beispiel F.22 fort. Sei fiir 0 < k < n mit Ey das Ereignis

bezeichnet, dass genau k-mal ein Erfolg (eine 1) eintritt. Es gibt genau

{Xie At ={w=(w1,...,wn) € QX(v) =w; € Ai}.
n
( K ) solcher w € Q. Also

Insbesondere gilt dann

_ . n _
P({X, € Ac}) = Pi(Ay) fiir alle 1 < k < n. (6) P(E,) = ( " ) (L= p)"K = by o(K). ®)

3. Das durch (4) definierte WahrscheinlichkeitsmaB ist das einzige Mal3

auf Q, beziiglich dessen jede Mengenfamilie ({X; € Aj})1<i<n

unabhéngig ist und fiir die (6) gilt.
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Beispiel F.22 (n—facher Mijnzwurf) Wir iiberpriifen durch eine kurze Rechnung, dass die Summe der P(Ey)
gleich 1 ist:

Wir betrachten eine Folge von n unabhéngigen Einzelexperimenten,

die jeweils durch die Ergebnismenge Q; = {K, Z} und das . _ . n k(1 \n—k — (o (1 _ Wk
Waklrscheinlichkeitsmaf ; bup(k) = D (4 )P A=pF=(p-(1-p)F=1

k=0
p fir w; =K, Dabei haben wir im ersten Schritt die binomische Formel verwendet.
P,'(U.),') = ..
1—p fir w,=2, 1
08
(mit 1 <7 < n) beschrieben sind. Hierbei ist 0 < p < 1. 06
Die Produktmenge ist 04
02 I R
Q={0,1}"={(w1,...,wy)|w; € {K,Z},1 < i < n}, 0 1IE-c 2 E 3 E+o4 5
1
und das Wahrscheinlichkeitsmaf ist gegeben durch seine 0.8
Wahrscheinlichkeitsfunktion g-i
: ‘ ‘ 0z I I
Plw) = Hpi(wi)zp (1-p"" @) 0 1 Eoc 3E 40 5

Abbildung: Stabdiagramme fiir die Binomialverteilungen b5,% und b5,§~

wobei k die Anzahl der Indizes / mit w; = 1 ist.

234 - 236 —



