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Zufallsvariablen

Definition F.25 (Zufallsvariable)

Seien (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und x eine Menge.
Eine Funktion X : Q — x heifit Zufallsexperiment mit Werten in

X (oder auch y-wertige Zufallsvariable). Falls y = R, heifit X reelle
Zufallsvariable.

Bemerkung

Ublicherweise wird eine so genannte Unbestimmte, z.B. das Argument
einer Funktion, als Variable bezeichnet. Man beachte, dass mit
Zufallsvariable selber eine Funktion gemeint ist (deren Wert mit dem
zufiilligen Argument variiert).
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Beispiel F.26 (fiir reelle Zufallsvariablen)

1. Geldwette bei Miinzwurf: Ein einfacher Miinzwurf sei durch
Q={K,Z},P(K)=p,P(Z) =1— p modelliert, wobei 0 < p < 1. Bei
Kopf erhidlt man 2 Euro Gewinn, bei Zahl verliert man 1 Euro. Der
Gewinn (Verlust) ist eine reelle Zufallsvariable:

X:Q — {-12}€R,
X(K) = 2
X(z) = -1
2. Wiirfeln: Q = {1,...,6}, wobei mit w = 1 das Elementarereignis ,, Es

wird eine 1 gewiirfelt.” gemeint ist. Sei X die Zufallsvariable, die jedem
Wurf die erzielte Augenzahl zuordnet, also z.B.

wobei die 1 auf der linken Seite das Elementarereignis , Es wird eine 1
gewiirfelt." bezeichnet und die 1 auf der rechten Seite die reelle Zahl 1.

3. Vergleiche Beispiel F.24: Wir betrachten die Binomialverteilung zum
n-maligen Miinzwurf mit Ergebnissen eines einzelnen Miinzwurfes in
{K, Z}. Die Anzahl der Erfolge (Kopf) sei mit X(w) bezeichnet, also

X:Q={K,Z}" — {0,....n}, 9)

(wi,...,wp) +— ZX,'(UJ%

wobei
X Q — {0,1},
1 fir w; =K,
Xiw) = {0 fir w=Z.

Die Zufallsvariable X ist also die Summe der Zufallsvariablen X;.
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Satz F.27

(Eine Zufallsvariable definiert eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
dem Bildraum)

Seien (€2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — x
eine Zufallsvariable. Dann ist auf x eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
PX durch

PX:X - [071]7

Px(y) = P({X=y})
= > Pw)
WEQ,X(w)=y

definiert. Hierbei bezeichnet {X = y} = {w € Q|X(w) = y} die
Urbildmenge von y beziiglich der Abbildung X.
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Bemerkung:Interpretation der Unabhangigkeit von

Zufallsvariablen
Definition F.28 (Verteilung einer Zufallsvariablen) Seien z.B. X; und X, zwei voneinander unabhéngige Zufallsvariablen
mit Werten in x3 und x», respektive. Die Verteilung von X, kénnen
wir als ,, Voraussage® iiber den zufilligen Wert von X, interpretieren.
Seien A, C x2 und x; € x1 mit P({X; = x1}) > 0. Die Kenntnis, dass
X1 den Wert x; annimmt, erméglicht uns keine ,,bessere* Voraussage
iiber den Wert von X;. Dies wird an Beispiel F.31 veranschaulicht

Bemerkung: Wichtigkeit von Verteilungen werden.

Bemerkung: Produktformel fiir unabhédngige Zufallsvariablen
Fiir unabhiingige Zufallsvariablen Xy, ..., X, mit X; : Q — x; gilt

Das Wahrscheinlichkeitsmafl zur Wahrscheinlichkeitsfunktion Px aus
Satz F.27 heifit Verteilung von X beziiglich P oder auch das
WahrscheinlichkeitsmalB3 von X beziiglich P.

Meistens interessiert man sich ausschliellich fiir die Verteilung von
Zufallsvariablen X und nicht fiir das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf €.

Wir hatten schon in Beispiel F.5 gesehen, dass verschiedene Wahlen n
von Q moglich sein kénnen. Oftmals ist der ,steuernde P(Xp €AL A AX, €A, = H P(X; € A}
Wahrscheinlichkeitsraum® nicht explizit bekannt oder sehr i1
kompliziert.

fiir jede Wahl von Ereignissen A; C x;. Die Berechnung der
Wabhrscheinlichkeit von solchen Ereignissen der Form
{X1 € Ai}n...Nn{X, € A,} ist also besonders einfach.
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Beispiel F.29 (Binomialverteilung als VerteilungsmaB) Beispiel F.31 (Voneinander unabhéngige Miinzwiirfe)

Das in (8) durch die Binomialverteilung definierte

Wahrscheinlichkeitsmafl P auf der Menge { Eo, . .., E,} konnen wir Wir betrachten den zweifachen Miinzwurf aus Beispiel F.22 (also
offensichtlich auch als die Verteilung der Zufallsvariablen X aus (9) in n=2). Auf Q = {K, Z}? ist das Produktmaf} gerade so definiert, dass

Beispiel F.26 auffassen, also als Wahrscheinlichkeitsmafl auf der die beiden Zufallsvariablen

Menge {0,1,...n}. Ein Element k aus dieser Menge entspricht dabei

der Menge Ej aus Beispiel F.26. Also Xi:Q — {K,Z},
(wl ) w2) = Wi,

Px(k) = bp p(k).
von denen Xj gerade den Ausgang des ersten Wurfs beschreibt und Xs

den des zweiten, voneinander unabhéngig sind, was anschaulich auch

Definition F.30 (Unabhangigkeit von Zufallsvariablen) Klar sein sollte. Es gilt 2.B.

Sei (2, P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie (X;)ie/ P{Xi=KAXo=K}) = Pi(K)- PK)

von Zufallsvariablen X; : Q@ — x; (mit i € /) heilt unabhéngig, wenn = P({X =K} P{X =K}),
fiir jede endliche Teilmenge J C / und jede Wahl von A; C y; fiir alle

J € J die Familie ({X; € Aj})jcs unabhéngig ist. (vgl. Definition F.19). wobei wir im ersten Schritt die Produktformel (7) fiir die

‘Wahrscheinlichkeitfunktion verwendet haben.
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