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Verallgemeinerung der harmonischen Reihe:

Riemannsche Zetafunktion
— 1
x) = — fir x>1
) ; o

Konvergenzbeweis mittels Integralschranke
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Partialsummen:

n
(n(x) = > & wachsen monoton mit n und sind nach oben durch 25
k=1
beschrénkt, haben also einen eindeutigen Grenzwert ((x).

Praktische Notwendigkeit: Diskretisierung

Hier, wie haufig in numerischer Mathematik muss mathematisches
Problem durch Ausfiihrung endlich vieler Operationen auf endlich vielen
Variablen anndherungsweise geldst werden. Hier einfach Anniherung von
¢(x) durch ¢u(x). Der entsprechende Abbruchfehler |(x) — ¢n(x)| kann
hier einfach mit Hilfe einer Integralschranke abgeschatzt werden.
Unabhé&ngig vom in der Numerischen Analysis betrachteten
Diskretisierungsfehler ist der Rundungsfehler zu beriicksichtigen.
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Rundungsfehlerabschatzung bei Riemann

Fiir b; > 0
f/((... (((b1 + bz) + b3) + b4) R b,,+1) + b,,)
(...(((b1+b2)(1+61) +b3)(1+62)+b4)(1+€3)...+bn)(1+8n_1)
= b(1+&)"  bh(1+&8)"  +b(14+8) T+ by (14 E,)]
= |fA(bi+...+by) — (b1 + b+ ...+ by)|
by [(1—&—eps)n_1 — 1} + b [(l—l—eps)n_1 — 1] +...+b,,(1+eps)
[(br+ b2)(n—1)+ (n—2)bs+ (n—3)bs + ... + by] eps

IN

Q

Mit anderen Worten:

Der an der j + 1-ten Stelle eingebrachte Summand wird (n — j) -mal in
den Operationen von einer Rundung betroffen und tragt entsprechend zur
Gesamtfehlerschranke bei.
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Schlussfolgerung:

Um Rundungsfehler zu minimieren sollten Summen méglichst vom
kleinsten zum gréBten Summanden gebildet werden. Bei konvergenten
(hoffentlich monoton fallenden) Reihen sollte von hinten, d.h. riickwérts
summiert werden.

Beispiel D.7 (¢(2) auf G's Laptop in einfacher Genauigkeit:)

72/6 = 1.6449340... exakt
R0 i 1 ) 1.6447253 vorwirts bis. liegen bleiben n = 4097
B k2 7] 1.6446900 riickwirts vom gleichen n = 4097

k=1
1.6449339 riickwirts mit  n = 223 = 8388608

Bemerkung:

Durch Riickwartssummation konnen deutlich mehr Summanden der Form

1/k™x mit n > 4097 ihren Beitrag zur Gesamtsumme leisten. Mehr

Summanden zu benutzten bedeutet aber, den Diskretisierungsfehler zu

verringern und damit den exakten Wert {(x) besser zu approximieren.
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Beobachtung bei Riemann:

1 1 1 1
G =140+ To0r T 100 T 1000

spatere Terme dndern sich nur langsam

Idee:

1
Erste grobe Anndherung mit by = =

av=bi4+by 24 by A4+ +(by)2 > (C=b+by+bs+bs...

Reihe der 27b,i konvergiert viel schneller als >~ by. Die Korrektur erfolgt
durch transformierte Terme
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Abschatzung des Rundungsfehlers

Vorwarts:

"1 : n 1 w2 2
epsz p(n—k) = epsz <(P) - F) ~ eps {ng - In(n)} A eps
k=1 k=1
Riickwarts:
epszn: lk = epszn: 1 ~ eps - In(n)
Py Pl

Vergleich:

2
eps N > eps - In(n)
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Satz D.8
Satz: Fiir by = k= oder andere monoton konvergierende Reihen gilt im
Grenzwert - -
S b= (s
k=1 j=1
Bemerkung

Bemerkung: Die neue Reihe ist alternierend, wobei a; > b;, d.h. die
einzelnen Terme gehen nicht schneller gegen Null als die der
Ursprungsreihe.
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Idee des Beweises: D-4 Losung (nicht-)linearer Gleichungssysteme

Methoden zur Losung des linearen Problemes Ax = b mit
dim(x) = dim(b) = n

Betrachte, wie oft by in a; auftritt

Virz J\lk 1 ; i 2 E E z 2 2 15) 1} 172 » Cramersche Regel x; = (—1)'det(A;)/det(A) fiir i = 1..n
N ol 1ol lalolo] 2]z ( In A; wird die i—te Spalte von A durch b ersetzt )
+ 3 =l —l1l=]l=l2l=]=|=1=1|=1a4 » Gauss-Elimination &~ P A = LU Faktorisierung
_ 4 |-l =l1l=l=l=l2l=|=|=1|<= ( P Permutation, L unterhalb und U oberhalb dreiecksférmig )
+ 5 1 —=|—-1=--11|-]-|-|-12|-]- » Schmidt-Ortogonalisierung ~ A = QR Faktorisierung
- 6 |—|—|—-|—-|—-|1|—-|—-|—-|—-]|—-]2 ( Q orthogonal, R oberhalb dreiecksférmig )
+ LA Wl el el Ml Ml el O el el A Ml s » Fixpunkt Iteration x < x — M F(x) mit F(x) = Ax— b

1111111 ... ( M € R"™ " angen&herte Inverse so dass MA ~ | )
mit Vorzeichen . .
Hinweise:

» Fiir (eindeutige) Losbarkeit ist iiberall det(A) # 0 vorrauszusetzen.
> Lose LUx = b bzw QRx = b durch Substitution/Transponierung.

» Die letzte Methode l3sst sich auch auf nichtlineares F(x) anwenden.

Bemerkung
Bei Riemann kénnen die a; = a;(x) sogar explizit berechnet werden.
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ungen aus dem S

Schlussfolgerungen aus dem Summationsbeispiel Linearisierung des 'Freistoss’ Beispieles

) ) ) Das nichtlineare System von 3 Gleichungen in 3 Unbekannten
» Die Behandlung mathematischer und anderer Modellierungsprobleme

bedingt das Auftreten von Abbruchs- = Diskretisierungsfehlern sowie Fi(xi,x0,%3) = x3*x0—49%x2 -2 =0
Rundungsfehlern. Beide sollten abgeschatzt und méglichst minimiert Fa(xi,x2,x3) = 10 /n(140.1%x3%x1)—25 =0
werden. F3(X1,X2,X3) = (X2—9.8*X1)*(%+0.1*X1)+% =0
» Gleitpunktarithmetik ist weder kommutativ noch assoziativ,
distributiv usw. hat die Jacobimatrix
Spezielle Konsequenz: BetragsmiBig fallende Reihen von hinten P oF =123
summieren! F'(x) = 8_F(X) = [6_’}
» Es ist erstaunlich einfach, an die Grenzen der Gleitpunkt- und x % lj=123
Ganzzahlarithmetik zu stoBen. Xo — 9.8 % x1 X1 0
» Viele Jobs (= Programme, Daten) laufen entweder im Sekunden- = 1+0-1X7ix1*x3 0 m
oder Stundenbereich. Beobachtung der Abarbeitung im 2(x) L 01sx —x=98x
Minutenbereich ist relativ selten. s =

» Mathematisch endlich ist nicht gleich rechentechnisch endlich. mit z(x) = —9.8 % (713 +a)+ %()Q —9.8%x) = 208 (% 4 %X1)
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Linearisierung durch Jacobimatrix

Falls fiir F : R" — R" die n> Komponenten der Jacobimatrix

9 OF; i=1,...,n
F'(x) = —F(x) = { ']
Ox aXJ j=1,...,n
beziiglich jeder der Variablen xi, ..., x, Lipschitz-stetig sind, so ldsst sich

aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung herleiten, dass
fiir jeden Schritt s € R" gilt

IF(x+s) = [FC) + F'O)sl < llsl?

Hierbei ist F'(x)s ein Matrix-Vektor Produkt und || - || ist eine Vektor-
bzw. Matrixnorm (siehe Abschnitt B-3) mit

IFFC) = FWDII < Alx—vl

F«(s) = F(x) 4+ F'(x) s ist als Funktion des variablen Vektors s die
Linearisierung ( verallgemeinerte Tangente ) von F an der Stelle x.

Warnung:

» Das Verfahren muss abgebrochen werden wenn det(F’(x())) null
oder sehr klein ist.

> Im letzteren Falle werden die Schritte s(¥) typischerweise sehr gross
und fiihren hiufig zu Argumenten x(**1) wo F garnicht mehr
ausgewertet werden kann.

» Zur Vermeidung dieses Problems wird s(*) manchmal mit einem
Dampfungsfaktor a(k) < 1 multipliziert, der dann Schrittweite
genannt wird. Wir iterieren also effektiv

k1) — (k) _ a(k)F/(X(k))_lF(X(k))

Die Bestimmung eines geeigneten a(k) heisst auch Strahlsuche (engl:
Line Search).
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Newton's Methode im Vektorfall Lokale Konvergenz von Newton

Setzt man die Linearisierung Fy(s) = F(x) + F’(x)s zu null so erhilt
man das lineare Gleichungssystem

As=b mit A=F'(x) und b=—F(x)

Die Losung lasst sich ausdriicken als
s=A1b=—F'(x)"'F(x)

und heisst Newtonschritt.
Wiederholte Berechnung von s und anschliessende Inkrementierung
X < x + s ergibt Newton's Methode

XU = (0 st it F/(xK) s = —F(x) fir k=0,1,...
Hierbei z3hlt der hochgestellte Index (k) die Iterationen.
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Satz D.9 (Satz von Kantorovich)

Sei die Vektorfunktion F : R" — R" einmal differenzierbar und besitze
ihre Jacobimatrix F'(x) € R"*" die Lipschitzkonstante y.

Weiterhin sei x(©) ein Punkt an dem F'(x©)) regular ist und somit eine
Inverse F'(x(©))~1 existiert. Mit || - || als induzierte Matrix-Norm folgt
dann aus

o= leeen] < 2

2y
dass Newton's Methode zu einer Losung x*) mit F(x(*)) = 0 konvergiert.
Die Konvergenzgeschwindigkeit ist quadratisch in dem Sinne dass fiir eine
Konstante ¢ und alle k gilt

Hx<k+1> e 2

<c Hx(k) — 5

Bemerkung:

Je nichtlinearer ein Problem umso grosser ist y und desto stérker ist
damit die Bedingung an x(%). Wird praktisch nie iiberpriift 1!
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