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Satz D.19 (Losungsstruktur linearer ODE n-ter Ordnung)

Die Menge H der Lésungen y : | — R der homogenen linearen
Differentialgleichung y(" + a1 (x) y"=V + -+ a,_1(x) ¥’ + an(x)y = 0
mit a; - | — R bildet einen reellen Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis des Lésungsraumes H nennt man Fundamentalsystem.

Jede Lésung y der inhomogenen Gleichung
Y +ar(x) yr D 4 ka1 (x) Y+ an(x)y = f(x) mitf:l — R
hat die Form

Y=Ystyn
wobei x, € H eine Losung der homogenen und ys eine spezielle Lésung
der inhomogenen Differentialgleichung ist.
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Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung (siehe
Definition D.17) existiert kein allgemeines L&sungsverfahren.

Fiir den Fall konstanter Koeffizientenfunktionen aj(x) € R kann jedoch
ein Fundamentalsystem angegeben werden:

Losung des homogenen Systems
(n) (n—1) ! —
yWtay" 4 Fapay tany =0
Losungsansatz: Exponentialfunktion  y(x) = e** und damit
YO =M y(x) =AMy = Nt L y(x) = A et
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

MM 4 a Al eN 4 pa, AN +a, e =
A"+ aN 4t a, A+ a,) et = 0
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Definition D.20 (Charakteristisches Polynom)
Das Polynom

p(A) = A"+ A\ e r At a,

heisst charakteristisches Polynom der homogenen linearen
Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Y tay D 4 ey ta,y = 0.

Fortsetzung: Lésung des homogenen Systems

Aus den Nullstellen \;,i = 1...n mit p(\;) = 0 des charakteristischen
Polynoms kann ein Fundamentalsystem fiir die homogene
Differentialgleichung n-ter Ordnung konstruiert werden.

Dazu ist eine Fallunterscheidung nach der Vielfachheit der Nullstellen \;
notig:
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A € R ist einfache Nullstelle
Dann ist e** eine Lésung der Differentialgleichung.

A =a+if € Cist einfache komplexe Nullstelle
e**cosfBx und e**sinf3x sind Lésungen der Differentialgleichung.
A € R ist k-fache reelle Nullstelle

xer* i=0,... k=1
sind k linear unabhangige Losungen.
A =a+if € Cist k-fache komplexe Nullstelle

x'e**cosfx, x'e**sinfix, i=0,...,k—1

sind die 2k linear unabhingige Losungsfunktionen.

Beispiel D.21
Siehe Hartmann, Mathematik fiir Informatiker, S.352 ff.
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D-6 Euler Verfahren fiir Systeme von ODEs

Systeme von ODEs und ihre numerische Ldsung
In vielen Anwendungen wird der Zustand eines Systems zum Zeitpunkt t
durch einen Vektor
x(t) = [a(t),x(t),....x ()] mit n>0
beschrieben. Die Anderungsgeschwindigkeit x = dx(t)/dt des Zustandes
nach der Zeit ergibt sich hiufig als Funktion F(x(t)) mit F: R" — R"
eben dieses Zustandes. Also erhalten wir das System gewdhnlicher
Differentialgleichungen
x(t) = F(x(t)) kurz x = F(x)
Das System heisst autonom, da die Zeit t auf der rechten Seite nicht
explizit, sondern nur mittelbar iiber x = x(t) vorkommt. Dieses ist keine
Einschrinkung da ein nichtautonomes System x(t) = F(t, x(t)) sich
autonom umschreiben ldsst indem man t als nullte Zustandskomponente
xo(t) hinzufiigt und somit fiir X = (xo, x1,...,X,)" erhilt

AN R
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Auch ODEs héhere Ordnungen lassen sich in Systeme von ODEs erster
Ordnung umschreiben, indem man z.B. die erste Ableitung y’ als neue
abhangige Variable v = y’ definiert und dann y” durch v/ ersetzt. So
wird zum Beispiel aus einer nichtautonomen Differentialgleichung zweiter
Ordnung

y' = f(ty.y)
das autonome System erster Ordnung in den drei Variablen yy = t,
yn=yund yp =y

¥ 1
| = ¥
v f(¥0,y1, ¥2)

Entsprechend lassen sich Anfangsbedingungen umschreiben.

Die Umformulierung als System 1.Ordnung er&ffnet die Méglichkeit
numerische Standardmethoden und Software fiir die Lésung autonomer
Systeme erster Ordnung mit Anfangsbedingungen zur Anwendung zu
bringen.
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Satz D.22 (Existenz und Eindeutigkeit der Lsung)

Sei F: D C R" — R" in einem offenem Gebiet D lokal Lipschitz-stetig.
Dann existiert fiir jeden Punkt y, € D ein Intervall (a, b) > 0 und eine
eindeutige Lésung y(t) € D der ODE y = F(y) fiir a < t < b mit

y(0) = yo.

Bemerkung:

(i) Fir die Existenz einer Lésung ist die Stetigkeit von F hinreichend.
Vorraussetzung von Lipschitz - Stetigkeit ist fiir die Eindeutigkeit
der Lésung und die Konvergenz numerischer Verfahren erforderlich.

(ii) Das Intervall (a, b) kann so gross gewahlt werden, dass y(b) den
Rand von D erreicht.
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Eulers Methode und andere explizite ODE-Loser

Die meisten ODEs haben keine geschlossen darstellbare Lésung.

Die Lésung kann aber durch numerische Methoden mit (mehr oder
weniger) beliebiger Genauigkeit approximiert werden.

Numerische Approximationen sind auch alles, was zur Berechnung der
mathematischen Standardfunktionen e, sin x etc. zur Verfiigung steht,
da diese Funktionen als Lésung von ODEs definiert sind.

Die einfachste numerische Methode zur Lsung von ODEs ist das
Explizite (Vorwirts) Eulersche Polygonzugverfahren.
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Explizite (Vorwérts) Euler-Methode
Sei y(t) die exakte Lésung von y(t) = f(t, y(t)) mit y(0) = yo.

exakter Wert
ylkh)

= |Anstieg der Tangen-
te y(t) der Lpsung
y(t) in ty

h 2 3h ‘ ti=k-h Tt
Gesucht wird also y, = y(tx) fir k=0,..., % mit ty = k- h:
Vi1 = i+ hf(teyi) | = y(teg)
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Beispiel D.23 (Autonome lineare ODE)
y=Ay mit AeR und yp=1
Anwendung von Eulers Methode:
n Yo+ hAyo (1+hN)yo
v o= yi+hwn = Q+hM)n = (1+h\3yp
Vi = (4R = (14 M)
Yo = (LAY = (L+AR)T

Vergleich mit exakter Losung:
y(t) = exp(At) ergibt am Endpunkt T

y(T):e*TzAin})(lﬂh)%: lim <1+A%>
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Erlduterung

Die angenaherte Losung yr 5 konvergiert gegen die exakte Losung y(T)
der ODE wenn die Schrittweite h = T /n gegen Null geht. Das bedeutet
aber dass die Anzahl der Eulerschritte und damit der
Berechnungsaufwand gegen oo gehen.

Frage:

Kann der Approximationsfehler ||y, — y(T)]| als Funktion der
Schrittweite h = T/n dargestellt und somit zur Bestimmung einer
verniinftigen Schrittzahl n genutzt werden?

Antwort: JA!

Im vorliegenden speziellen Fall gilt

. yrw N1 1402
tm, (55 1) 3 =17

und somit erfiillt der Fehler

yrm=AT) = KT + O(A?)
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Beweis.
e AT(L+ AT/ -1
lim ————
h—0 h
_ ;I.IT}; e—)\T%eT/hln(1+/\h)
T TX
— i —AT 1 h TX/Ah ——In(1 h N
Jimy ™ (14 AR) i ML AN+ T

S om iy A A X
#7020 (T+AR) " (T+ ARy (1+AR)2

1 2
= 17N
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Folgerung D.24 (Approximationsfehler der Euler-Methode)

Fiir alle Lipschitz-stetigen Probleme (d.h. die rechte Seite F(t,y,y) der
ODE ist Lipschitz-stetig) liefert das Euler-Verfahren eine numerische
Lésung mit

yrn—y(T) = c(T)h+ O(h®).

Deshalb nennt man diese Methode auch

Verfahren erster Ordnung:

Die Verdopplung der Approximationsgenauigkeit durch Halbierung der
Schrittweite h verdoppelt den Berechnungsaufwand.
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Frage:
Gibt es Verfahren der Fehlerordnung p so dass

llyn = ¥(Dl = c(T)#* + O(h**)

gilt und damit die Halbierung der Schrittweite h zu einer Reduktion des
Fehlers um den Faktor (3)? fiihrt 7

Anwort: JA!

p =2 Mittelpunkt - Regel oder Heun'sches Verfahren
p=4 Runge-Kutta 4. Ordnung
p =5 Runge-Kutta-Fehlberg
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