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Explizite (Vorwérts) Euler-Methode
Sei y(t) die exakte Lésung von y(t) = f(t, y(t)) mit y(0) = yo.

exakter Wert
ylkh)

y(0) = |Anstieg der Tjangen-
te y(t) der Lpsung

y(t) in ty

—1
-

h 2h 3k ‘ te—k-h
Gesucht wird also y, = y(tx) fir k=0,..., % mit ty = k- h:

Vi1 = ye+ hf(tevi) | = y(tis)
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Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 2 und 4

Mittelpunkt-Regel

>ty = e+ 05hk tkpn = to+ i
> Yiri2 = Y+ 0.5 hie F(te, yie)
> Yir1 = Y+ he F(tay2, Yiga)2)

Runge-Kutta 4 (Standardwahl)

>ty = e +05he;  tkr1 = te+ hi
> Yisr/a = Yk + 0.5 hy F(tx, vi)

> Vir2 = Yk + 0.5 he f(teiay2, Yir1/a)
> Yirssa = Y+ b f(tigy2. Yiry2)

> Ykl = Yk

+
B [F(tho i) + 2 (tirr 20 Yierr/a) + 2F (tgajas Yierrs2) + F(ters Yiers/a))

-
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Visualisierung der Verfahrensordnung
Fiir einen beliebigen numerischen Integrator folgt aus der
vorrausgesetzten Beziehung
lyr/n=y(MII = (T)W + O(W*) ~ ¢(T)nP

durch Logarithmierung, dass

—log ([lyr/n = y(T)I) =~ p(~log(h)) - log(c(T))

Die linke Seite ist ein MaB der korrekt berechneten Dezimalstellen in der
Lésung. Sie ist nun anniherungsweise eine affine Funktion von — log(h)
also eine Gerade, deren Steigung gerade die Ordnung p der Methode ist.

Um die Ordnung eines Verfahrens zu priifen kann man die Schrittweite
zum Beispiel wie hy = T /2% fiir k = 1,2... variieren und die
entsprechenden Fehler —log (||lyr/n, — y(T)||) iiber den Abzissenwerten
—log(hk) = k log(2) — log(T) auftragen.
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Visualisierung der Verfahrensordnung
Euler Mittelpunkt-Regel Runge-Kutta 4.0rdnung
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Frage:
Wie kann die Schrittweite in Hinblick auf den geschatzten Fehler gewahlt
werden?

Antwort:
Durch Vergleich der Ergebnisse fiir verschiedene Schrittweiten h oder
verschiedener Methoden.

Beispiel D.25 (Mittelpunkt - Regel)

Yn = y(T)+c(T)h+ O(F)
Yon = Y1) +c(T) 3k + O(H)
= Yo=Y = o(T) 3k +O(F)
Yn — Yon -
= «T) ~ 3T =)
= =M~ 5lyzn = all

ist eine Fehlerabschatzung fiir die Mittelpunktregel.
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Folgerung D.26 (Einfache Schrittweitensteuerung)

Wenn die numerische Lésung mit einer absoluten Genauigkeit von 7 > 0
gewiinscht wird, dann wéhlt man bei der Mittelpunktsregel

h=<7/e(T)
Allgemeiner empfiehlt sich fiir ein Verfahren der Ordnung p
h=/7/e(T)

Hierbei ist die Fehlerkonstante ¢(T) STARK vom Verfahren abhingig.
Nimmt man dennoch an, dass fiir Euler, Mittelpunkt und Runge-Kutta 4
die ¢ = ¢(T) dhnlich gross sind, so ergeben sich Rechenaufwinde von

loc/r,  2-\c/r, 43/t

Auswertungen der rechten Seite. Bei grosserer geforderter Genauigkeit,
also kleinerem 7 sind Verfahren hoherer Ordnung zu bevorzugen,
vorrausgesetzt die rechte Seite der ODE ist p mal differenzierbar.
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Numerische Integration von Systemen
Runge-Kutta Methoden sind direkt auf Systeme

y(8) = fy(t)) €R™ baw y(t) = f(t,y(t)) € R”

anwendbar. Wahrend die unabhéngige Variable t und die entsprechenden
Schrittweiten h Skalare bleiben, sind alle anderen Gréssen jetzt Vektoren
der Lange n.
Die Euler Rekursion

Yk+1 = Y + heF(tk, yx) € R”
erfordert also das h-fache des Richtungsvektors F(tx, yx) € R” zu dem
alten Zustandsvektor y, zu addieren, um den neuen Zustandsvektor
Yk+1 € R” zu erhalten. Es ist davon auszugehen, dass diese
Vektormultiplikation und -addition vom Aufwand her gegeniiber der
Auswertung der Rechten Seite F(t,y) vernachlissigbar ist.
Die Konvergenzordnungen bleiben erhalten, wobei der Abstand zwischen
der anndhenden und der genauen Lésung jetzt als eine Vektornnorm
llyr/n = y(T)| der Differenz zwischen yr /5, und y(T) zu bestimmen ist.
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Lineares Beispiel fiir Euler
Das autonome System linearer Differentialgleichungen
8] - 1]~ 9] - (2

hat die analytische Lésung [x(t), y(t)] = [cos(t), sin(t)]. Die Anwendung
der Eulermethode mit Schrittweite h ergibt

e =Dl = nnme] =10 )]
= o[ le) e e | = e e T[]

wobei p = V1 + h? und « = arcsin(h/\/1+ h?) .



