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Aufgabe 1: Sei D :=|0,1.5], zeige, dass die nichtlineare Gleichung
cos(x) =

genau eine Losung in D besitzt und dass die Folge z,,11 = cos(z,) mit o = 1 gegen diese
konvergiert.

Beweis: Wir beweisen die Aufgabe mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes (vgl. Skript Mathematik
fiir Informatiker II, Abschnitt C-6, Satz C.138).

Zeige, dass cos(z) eine Selbstabbildung auf [0,1.5] ist: Ist klar, da cos(z) auf [0,7/2] monoton von 1
nach 0 fallt und 1.5 < 7/2.

Zeige, dass cos(z) kontraktiv ist auf [0,1.5]: Nach Mittelwertsatz (vgl. Skript Mathematik fiir Infor-
matiker II, Abschnitt C-5.1, Satz C.109) existiert zu z,y € [0,1.5],2 < y ein £ € (z,y) so dafl
| cos(x) — cos(y)|
|z =yl

= | cos'(§)] = sin(€) < sin(1.5) =: ¢ < 1 =sin(F)
Schon erhilt man die gewiinschte Ungleichung

| cos(x) — cos(y)| < gl =yl Vayefo,15)

mit der Kontraktionskonstanten ¢ < 1.

[0, 1.5] ist abgeschlossenes Intervall in IR, also sind alle Voraussetzungen fiir den Banachschen Fixpunkt-
satz erfiillt. Dieser sagt, dass es genau ein z* € [0, 1.5] gibt mit cos(z*) = «* und jede Folge ((xn))nemw
mit x, 11 = cos(x,) und Startwert zy aus dem gegebenen abgeschlossenen Intervall konvergiert gegen
x*, insbesondere also die mit xg = 1. O

Aufgabe 2:

(i) Zeige, dass die Funktion f(z) = (1 4+ 2)'/* auf dem Interval (0,00) streng monoton
fallt. Um dieses zu beweisen, berechne die erste Ableitung, ziehe einen gemeinsamen
Vorfaktor und Nenner heraus und zeige mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Differen-
tialrechnung, dass der verbleibende Faktor negativ ist.

Beweis: f(x) = (14 x)Y* fiir £ > 0 monoton fallend. Das kann man mit Hilfe der Ableitung von
f einsehen, man zeige, dass diese negativ ist fiir alle z > 0.

L T ! 1 T 1 1
f(x) = (ewl (a+ )) = ez In(l+2) (37(1‘*‘93)372111(1+x))

6% In(1+z)

= ) (x—(142)In(1+2z))



Der Bruch ist immer positiv, also bleibt zu zeigen ¢(z) :== x — (1 + a)In(z + 1) < 0 fiir z > 0.

¢(0) = 0, zeige also dass ¢ streng monoton fillt:

1
(b’(z):1—%—1~1n(1+x):—ln(l+x)<0 vz > 0.

(ii) Zeige mit Hilfe von (i), dass die Reihe

> 1y (e 27)

n=1

konvergiert.

Beweis: Wegen (i) ist (e — (1+ 1)™) eine monoton fallende Nullfolge positiver Zahlen. Also kann
man das Leibnitzkriterium anwenden, welches besagt, dass eine alternierende Reihe mit derartigen

Koeffizienten konvergiert (vgl. Skript Mathe fiir Informatiker II, Abschnitt C-3.2, Satz C.75).

Aufgabe 3: Berechne den Grenzwert von

. ( 1 1
oty 2 —2r e — 1

).

Hinweis: Die Aufgabe war nicht ganz richtig gestellt, sorry!

Losung;:

Der Grenzwert in dem Sinne existiert nicht. Man kann nur den links- bzw. rechtsseitigen Limes aus-
rechnen, indem man einmal die Regel von de I’'Hospital (vgl. Skript Mathematik fiir Informatiker II,

Abschnitt C-5.1, Satz C.111) anwendet:

lim ( 1 1 )= e —1—224 22
im — = lim
a—0, 22 —2x  e2® — 17  a—0p (22 —2x)(e?* — 1)
" Hospital 1i 262$ —2x+ 2
= im — —00,

z—04 (22 —2)(e?® — 1) + (22 — 2z)2e2®

da beide Summanden im Nenner fiir kleine positive x negativ sind und gegen 0 streben, wihrend der

Zéhler gegen 4 geht und somit nach unten beschriankt ist. Analog sieht man, dass lim,_.q_ = oco.

Aufgabe 4: Berechne den Konvergenzradius der Potenzreihe
>R [(05 + (~0.3)") (z + 4)] ")
n=0

Was passiert am Rand des Konvergenzintervalles?

Loésung:

n? (0.5 + (—0.3)")(x 4 4)) "™

]2

3
Il
=

M
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Hinweis



wobei a, := (n —5)3(0.5 + (—0.3)(»=2))" und x¢ := —4.

Man sieht somit, dass die Reihe eine Potenzreihe ist. Fiir diese verwende man die Formel von Cauchy-
Hadamard (vgl. Skript Mathematik fiir Informatiker II, Abschnitt C-5.5, Satz C.132), um den Kon-
vergenzradius zu bestimmen:

n—oo

1
lim |a,|* = hm (n—5)" (0.5 + (—0.3) )| = 7

da 0.3("=5) gegen Null und (n — 5)= gegen 1 konvergiert.

Zweiteres folgt, weil dieser Faktor kleiner ist als (n7)3(— 1, vgl. Ubung Semester II), und fiir alle n >
6 auch grofler ist als 1, wodurch das ”Sandwichlemma” gilt (vlg. Skript Mathematik fiir Informatiker
IT, Abschnitt C-2.1, Satz C.47).

Also ist der Konvergenzradius r gegeben durch

1

r=———-7=2.
lim (a,)=
Da Konvergenz gilt fiir |z — zo| < 2, also fiir z € (=6, —2). An den Réndern, z = —2 und = —6

konvergiert sie nicht, denn laut Satz C.61 im Abschnitt C-3.1 vom Skript Mathematik fiir Informatiker
IT miisste dafiir a,2"™ bzw. a,(—2)" Nullfolge sein. Zeige blo a,,2", zweiter Fall geht analog:

Ao 122" = (20— 4)3(1 42 0.3 D)2nHL > (9 — 4)% — .

Aufgabe 5: Floating - Point - Arithmetik

Bestimme den maximalen Rundungsfehler, der bei Auswertung des Ausdrucks
p=(a-b+c)-(d+e)

enstehen kann. Benutze zur Vereinfachung die Werte a =2, 0 =3, c=2,d=3 und e = 2.

Loésung:
p=(a:b+c)-(d+e)
=:p1 =:S2
=81
=:p2

Das Ergebnis einer Gleitkommaoperation o € {+, —,*,/} kann geschrieben werden als fl(a o b) =
(aob) - (1+¢) mit |e|] < eps, wobei a o b das exakte Ergebnis der Operation o und e die relative
Maschinengenauigkeit (eps a~ 27!) bezeichnet.

Aus dem Mittelwertsatz folgt, das fiir das Produkt (1 + €1) (1 + e2) immer ein 3 gefunden werden
kann mit |e3| < eps, so daB gilt

(1—e3)?<(1+e1)(14e2) < (1+e3)

Mit der Abkiirzung 00 := 1 4 € fiir beliebige £ mit || < eps kann man nun schreiben:

p1 = fl(a b) = (2-3)- (1+51) = 60

s1 = fllpr+c¢) = (6D+2) = 60%+20
ss = flld+e) = (3+2)-0 = 50

pr = fllsi-s2) = (60%+20)-(50)-0 = 300%+100°

Linearisieren liefert
P =30(1+ &) +10(1+8)° = 4-30(1+8) + 3-10(1+ &) = 40 + 1502
Mit p = 40 und |&| < eps folgt fiir den maximalen Fehler nun
lp2 —p| < 150eps.

Der bei der Berechnung des Wertes p = (2 -3+ 2) - (3 + 2) in Floating - Point - Arithmetik maximal
zu erwartende Fehler ist also so grofl wie die 150-fache relative Maschinengenauigkeit eps.




Aufgabe 6: Gewdhnliche Differentialgleichungen
Lose die Differentialgleichung
-y —\y=0
mit der Anfangsbedingung y(1) = 1 exakt!

Loésung:Die ODE
z-y —\y=0

v'= V-
—~—

(o1

=g(y) =f(z)
ist separabel und es gilt g(y) = \/y # 0 fiir y > 0. Damit kann Satz D.13 zur Anwendung kommen:
Fw) = [ gwe= [ = ln(ltl)’ “h@-0  =[in()
xo 1 1
vo1 Yy Y
G(y):/ —dt:/ridt Vi =2y —1) =[2y5-2
g0 =), =V

Nun die Umkehrfunktion zu z = G(y) bilden:

2Vy—2==z
Vi =3(2+2)
y=1(+27°=G67(2)

und schliesslich F'(x) anstelle von z in y = G~1(z) einsetzen:

y=G"1(F(x) =| 3(n(x) +2)* = y()

Also ist y(z) = +(In(z) + 2)? die gesuchte exakte Losung der ODE.

Probe: Anfangswert priifen:
y(1) = 1(In(1) +2)* = 1(04+2)* =1

Differenzieren liefert

also

Fiihre einen Schritt der Mittelpunktsregel mit der Schrittweite h = % durch!

Loésung:
Mit xg =1, yo =1 und h = % ergibt sich bei Anwendung der Mittelpunktsregel

(S

i1 =yo + 5 f(x0,%0) =1+ﬁ§

i
l
_|_
“fS
I
]
_|_

yi=yo+h- flzo+3h, 1) =1+3

8-

Aufgabe 7: Ausgleichsrechnung, Lineare Funktionenapproximation
Seien die Stiitzstellen x1 =0, o2 = 1/3, 35 = 2/3, 4 = 1 und zugehérige Messwerte y; = .5,
y2 =0, y3 = —.5 und y4 = 1 gegeben.
Die Lésung der Gauf3schen Ausgleichsaufgabe ist eine Linearkombination Z;":l zju;(x)

der Ansatzfunktionen u;(x),j = 1,...,m, wobei die Bestimmung der Koeffizienten z; als
Lésung des Optimierungsproblems ||Az — y|| — min erfolgen kann.



Schreibe das dabei entstehende iiberbestimmte lineare Gleichungssystem Az = y fiir die
Ansatzfunktionen

u(z) =x us(z) =1—=z us(z) = z(1 — x)

auf!

Loésung:

Die Spalten der Systemmatrix A ergeben sich aus der Anwendung der gegebenen Ansatzfunktionen
uj(x) auf die gegebenen Stiitzstellen z;:

z | ui(@) | ua(x) | us()

0 0 1 0 0 1 0 %

1 1 2 2 102 2

3 3 3 9 - 3 3 9 0
11 e A=t 1 8= | Ol =y
3 3 3 9 3 3 09 2

1 1 0 0 1 0 0 1

Gib auch das Normalensystem an, welches dasjenige z erfiillt, das die Euklidische Norm
von Az —y minimiert!

Losung:
14 4 2 2
. 9 9 9 3 .
_ |4 1a 2 _ | 1| =
2 2 8 _1
9 9 Bl 9
Aufgabe 8: Lineare Optimierung
min 1 + o
bei x4 + 2x9 > 5
ry — X2 S 5
1 — X2 Z -3
Ty + w2 < 11
T Z 1

(i) Lose das obige Optimierungsproblem grafisch.

Losung;:
Zur grafischen Losung macht es Sinn, alle Nebenbedingungen und die Zielfunktion so umzuschrei-
ben, dass z2 allein auf der linken Seite steht (wenn mdoglich):

T + 2w > 5 Ty > —ix+25 (1)
ry — i) S 5 ) Z "E175 (2)
r1 — xy > —3 = o < w1 +3 (3)
xr1 + T < 11 T < —x1+11 (4)
X1 Z 1 T Z 1 (5)
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(ii)

Dann ist noch Hohenlinien der Zielfunktion zu zeichnen:

T+ T =17

—

T1+x9 =25 6

T +a2 =34 (2

A~
N

$1+$2:2 2

1 +x9=0 1

Somit ist (1,2)7 die Optimallésung und z* = 3 ist der zugehorige optimale Zielfunktionswert.

Lose das obige Optimierungsproblem mit dem in der Vorlesung angegebenen Sim-
plexverfahren. Benutze (x1,x2) = (5,0) als Startecke.

Loésung:
Umschreiben des LP in Form
max ¢’ x
bes Ax <b
liefert
minxy + xo max —x1 — Io
bei 1 + 2xo > 5 bei —xz1 — 215 < =5 (1)
r1 — X2 S 5 rp — X2 S 5 (2/)
xry — T > =3 = -1 + Ty < 3 (3/)
r1 + Ty < 11 r1 + Ty < 11 (4/)
T1 > -1 < -1 (5)
Damit haben wir mit
-1 -2
1 -1
A=|-1 1|, e=(-1,-DT, b=(-5,53,11,-1)T
1 1
-1 0

ein Optimierungsproblem in der fiir die geometrische Variante des Simplexverfahrens erforderli-
chen Form.

Als Startecke des Simplexverfahrens wird der angegebene Punkt 2° = (5,0) benutzt.

(S0) Starte mit einer zulissigen Ecke 2° € IR".
Im Punkt 2° = (5,0)7 sind die Ungleichungen (1’) und (2’) mit Gleichheit erfiillt, d.h. 1 und
2 bilden die Zeilenindexmenge oder Basis B = (1,2). Wir haben also

2 =(507"  B={12}, Ap= (11 _f) bg = (—5,5)7.

Die zugehorige Basisinverse ist

(S1) Ist 2° optimal?

= 2% nicht optimal.



(S2) Finde eine Richtung mit nicht abnehmender Zielfunktion.
Uy <0 =—=1i9g=2

Hinweis: Zur Bestimmung der Richtung mit nicht abnehmender Zielfunktion muf} die Inverse
der Basismatrix mit dem Einheitsvektor e; multipliziert. Der Index ig ist dabei die Nummer
der Zeile der Basismatrix, in der die Nebenbedingung (iy) steht.

Ende
Hinweis

Damit ergibt sich die gesuchte Richtung d als

1 _1 2 0 _2
e (4 H)0-()

(S3) Ist das Problem unbeschrinkt?

<0
j=5: ald= (-1, )(_%’%)T 2 50

Damit ist das Problem beschrinkt, da a'd < 0 und af'd < 0 gilt.
(S4) Bestimme die Schrittweite, um zur nichsten zuléssigen Ecke zu gehen.

) bj—aijO ) T
)\:mm{ade,jeN,ajd>O

{j € Nla]d >0} = {3,5}:

3 — (717 1)(57 O)T

j=3: = : —3+5=8
, —1-(=1,0)(5,0)" 3

= M = :7—1 =
J=5: As 23 3(-1+5)=6

Also A = min{A3, A5} = A =6 und jo = 5.
(S5) Gehe zur nichsten Ecke.

setona () on()- )
0 L 2

B =B\ {io} U{jo} ={1,2} \ {2} U{5} = {1,5}

-1 -2 _ 0 -1

(S1) Ist 2! optimal?

und

und damit

_ 0 -1
uT::cTABlz(—l,—l)( 1):(0+;,1_;):(;,;>zo

ol
N

= z! = (1,2)7 ist optimal.
= Optimaler Zielfunktionswert 2"* = ¢T2! = (-1, 1) (;) = —3 und damit als optimaler
Wert des Ausgangsproblems z* = 3.
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